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Resumo

Este trabalho reporta a análise de observáveis de origem financeira nomeadamente, as variações

de preço, ou de ı́ndices de bolsas, e o volume de acções transaccionado durante um certo in-

tervalo de tempo. O estudo é feito dentro do contexto da mecˆanica estatı́stica não-extensiva.

A aplicação da não-extensividade é fundamentada nas propriedades estatı́sticas inerentes a este

formalismo: não-Gaussianidade das distribuições de probabilidade (estacionárias), funções de

correlação lentamente decrescentes no tempo e estruturamulti-fractal.

Assim, através da análise empı́rica de séries temporaisreais, é possı́vel:(i) atribuir às de-

pendências não-lineares entre as variações de preço,que influenciam o valor das volatilidades,

a lenta convergência para a Gaussiana na distribuição das flutuações de preço;(ii) descrever a

função de correlação do volume transaccionado através de uma soma de duas exponenciais com

tempos caracterı́sticos diferentes, indicando que grandes e pequenas flutuações têm origens di-

ferentes;(iii) determinar peso da não Gaussianidade, das correlações lineares e não-lineares no

carácter multi-fractal das séries de flutuações de prec¸o e volume transaccionado.

A partir daqui, desenvolvem-se modelos estocásticos à escala mesoscópica e microscópica

para as duas observáveis. Os modelos têm como objectivo maior a justificação dinâmica do

ı́ndice entrópico, que caracteriza a entropia não-extensiva, e que surge na análise das distribuições

de probabilidade. Para o caso das flutuações de preço, o ı́ndice entrópico é relacionado com a

magnitude da resposta do meio microscópico em relação às flutuações de preço. Para o caso do

volume transaccionado o ı́ndice entrópico é relacionadocom flutuações no valor médio (local)
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causadas pela evolução do volume de actividade.
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Abstract

The work herein presented reports on the analysis of financial observables namely, price fluc-

tuations and traded volume. The study is done within non-extensive statistical mechanics

formalism. The application of such framework is based on statistical features inherent to

non-extensivity: non-Gaussianity of the probability density functions, slow decay of the self-

correlation functions, and multi-fractal structure.

Through empirical analysis of real time series it is possible to: (i) assign to non-linear de-

pendences between price fluctuations, which influence volatility, the slow convergence into the

Gaussian of price fluctuations distribution;(ii) describe the correlation function of traded vo-

lume with a sum of two exponential functions with different characteristic times;(iii) determine

the weight of non-Gaussianity, linear and non-linear correlation on the time series multi-fractal

nature.

With that, mesoscopic and microscopic stochastic models are presented for both of the ob-

servables. The models have the aim of introduce a dynamical justification for the entropic index

which characterises non-extensive entropy. In the case of price fluctuations, this index is related

to the magnitude of the microscopic response regarding the evolution of the variable. In the case

of traded volume the entropic index is related to variationsin the mean (local) value caused by

the time dependence of activity volume.
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ponencial).[emP07] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.2 Dependência temporal da média da sensibilidade às condições iniciais,〈ξ〉,para
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mesmos dados, mas usando os mesmos dados mas em ordenadas representadas

em lnqs, ondelnq(x) ≡ (x1−q − 1) / (1 − q) (ln1 = ln) . Com esta ordenada, o
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2 σ

])
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carácter multi-fractal, enquanto que a série embaralhada+fase aleatória apre-
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é válida para a esquerda. As séries pura e embaralhada apresentam um forte
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poral. Para este caso, a correlação apresenta um decaimento comT . Os valores

utilizados para o processoGARCH (1, 1) foramb = 0.4 e c = 0.4. [emP06] . 127
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4.2
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4.11 Entropia mútua generalizada de Kullback-Leibler normalizadaRq′ vs. q′ para

vários processosGARCH(1, 1) com valores tı́picos(qn, b, c). Lado esquerdo:
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para as primeiras quatro curvas como mera ilustração. [emP06] . . . . . . . . 142
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t . O facto de

não coincidirem indica, mais uma vez, queqop e a covariância são quantidades
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eq. (6.8); A linha recta apresenta um declive de−6.56, o que corresponde a um

expoente deα = 5.56. Os quadrados (cı́rculos) correspondem a valores de lucro

negativos (positivos) e são ajustados com as mesmas distribuições usadas em

(a), representadas aqui por linhas tracejadas (pontilhadas) que são praticamente

indistinguı́veis a olho nu. [emP11] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
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dade númerica e da eq. (4.20) apresentadas nas figs. 4.7 e 4.8. . . . . . . . . . 136

5.1 Valores obtidos por ajuste das distribuições de probabilidade (q, θ e α) e pela

análise das correlações (γ T ∗). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

xxiii



Caṕıtulo 1

Introduç ão

Segundo o dicionário da lı́ngua portuguesa,Fı́sica(substantivo feminino) provém da forma la-

tina da palavra gregaphysiḱe, physica, que significa“da Natureza” [1]. Consequentemente,

definindo Natureza como o conjunto de tudo o que forma o Universo, as interacções entre os

seus elementos e os fenómenos que nele se produzem, tudo pode, em princı́pio, ser estudado

pela ciência Fı́sica. Isto compreende fenómenos que ocorrem a escalas tão diferentes como a

interacção entre os constituintes mais básicos da matéria [2], à dinâmica de Galáxias [3]. Entre

estas duas escalas, incluem-se, obviamente fenómenos à escala humana, podendo, neste caso

referir-se a própria interacção entre seres humanos quenunca como hoje foi tão regida pela ca-

pacidade material/financeira de cada indivı́duo. Pode ent˜ao afirmar-se que o dinheiro tornou-se

um elemento de suma importância no comportamento de (pelo menos) um sub-sistema natural

[4].

Essa importância do dinheiro nos dias que correm pode ser avalizada pela popularização dos

mercados financeiros onde tudo ou quase tudo pode ser transformado em dinheiro, desde uma

1
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tempestade náAsia a um discurso menos conseguido de um lı́der mundial. Este transformar

em dinheiro afecta todos os dias o quotidiano e a própria subsistência de milhões de pessoas

sendo portanto merecedor de um olhar, profundo, atento e rigoroso vindo das mais diversas

áreas cientı́ficas.

Por exemplo, um sociólogo pode questionar-se como as variações de preço ocorridas num

mercado de capitais contribuem ou não para a consolidação do fosso que separa ricos e pobres;

um analista polı́tico pode avaliar as consequências do comportamento dos mercados na actuação

de governos (e vice-versa) e um economista pode tentar relacionar os perı́odos de crescimento

ou decréscimo dos ı́ndices financeiros com os chamados “ciclos económicos” ou então como as

variações de preços influenciam outros produtos financeiros. Para um fı́sico, dois ingredientes

presentes em mercados financeiros são altamente apelativos: a complexidade deste tipo de sis-

tema e o perfil das séries temporais de grande parte das grandezas nele observáveis com perfis

em tudo semelhantes ao movimento Browniano. Assim, são tipicamente “fı́sicas” perguntas:

Qual a distribuiç ão associadàas flutuaç̃oes doı́ndice da Bolsa de Valores de S̃ao Paulo

(IBOVESPA)? Porque é que tal distribuição emerge? Quais os mecanismos dinâmicos

que originam essa distribuiç̃ao? Comoé que esses mecanismos se comportam no tempo?

Questões como a acima apresentada, em conjunto com outras que surgirão no decurso do

texto, têm sido levantadas por vários fı́sicos em particular por aqueles ligados à Fı́sica Es-

tatı́stica, que é profundamente baseada no conceito de probabilidade e que tem como objectivo

a descrição do comportamento complexo de sistemas naturais através de leis de evolução sim-
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ples dependentes de parâmetros que definem o sistema [5][6][7][8][9].

Um mercado financeiro é, sem dúvida, um sistema complexo [10] caracterizado por um

número indefinido de graus de liberdade em que tudo parece depender de tudo , por vezes

descrito por estados “ordenados” (tecnicamente definido como herding) em tudo similares a

fenómenos cooperativos e repleto de interacções competitivas. Desta forma, conceitos associ-

ados à Fı́sica Estatı́stica apresentam-se como fortes candidatos para uma descrição adequada

da dinâmica e consequentemente das propriedades estatı́sticas de observáveis relacionadas com

mercados financeiros[11][12][13].

A última grande revolução no tratamento de mercados financeiros deve-se ao surgimento e

generalização dos meios informáticos que tornou possı́vel o armazenamento de enormes quan-

tidades de dados [15]. Com isso, o desenvolvimento de modelos financeiros simplesmente ba-

seados em consistência lógica foi abandonado em detrimento de uma nova postura:(i) Análise

sistemática das séries temporais na busca de comportamentos tı́picos;(ii) Desenvolvimento de

modelos capazes de reproduzir os comportamentos observados em(i). Esta nova postura colo-

cou o estudo de finanças num plano bem mais próximo das ciências naturais quando comparada

com a anterior fortemente influenciada pela ciências sociais. Noutras palavras, a concepção de

que os mercados teriam que obedecer às teorias financeiras definidas sobre teoremas e axiomas,

foi subtituı́da pelo espirito das ciências naturais: a teoria deve ser capaz de descrever o mais

fielmente possı́vel os fenómenos reais[5]. Neste caso os f´ısicos serão, porventura, a classe ci-

entı́fica mais treinada na abordagem(i)+(ii) onde o ponto(i) pode ser comparado ao tratamento
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de dados que qualquer experimentalista faz. A diferença éque neste caso quer o aparato, quer

as condições experimentais, não têm como ser controladas. Além do mais, o raciocı́nio fı́sico é

baseado na procura das principais causas que determinam o comportamento de um determinado

sistema (o backbone do problema)[4], a arte de fazer aproximações analı́ticas, a aproximação

gradual ao sistema real através da introdução de novos elementos nos modelos e a capacidade

de fazer analogias entre sistemas aparentemente dı́spares. Estas condições são preponderantes

quando se pretende teorizar sobre um sistema com tamanho grau de complexidade como é um

mercado financeiro. Assim, não é de estranhar que cada vez mais pessoas com formação Fı́sica

sejam procuradas por bancos e agências de investimento para o desenvolvimento de modelos

que lhes permitam melhores desempenhos.

1.1 História da interacção entre F́ısica e Finança

Não obstante o interesse de fı́sicos e cientistas congéneres por assuntos relativos a Economia se

ter tornado nos últimos anos mais do que evidente, a verdadeé que a interacção entre as duas

ciências apresenta ao longo da História vários episódios [7].

Em1720, a South Sea Company ofereceu converter tı́tulos da dı́vidapública da Grã-Bretanha,

então muito elevada, em acções suas. Na mira de mirabolantes negócios de ouro e prata na

América do Sul, que a companhia se propunha realizar em regime de monopólio, milhares de

britânicos aderiram. Entre Fevereiro e Julho de1720 o preço das acções daquela sociedade

subiu sete vezes. Mas os espanhóis controlavam as minas de ouro e prata do Peru e do México
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e o esquema falhou, levando ao colapso das acções da companhia e à prisão do ministro inglês

das Finanças. Um dos lesados, ISAAC NEWTON, melancolicamente terá dito: “Sou capaz de

calcular o movimento dos corpos celestiais, mas não a loucura das pessoas.”. Hoje em dia

é trivial entender-se porque é que um fı́sico determinista como NEWTON, contemporâneo do

desconhecimento de conceitos como estocasticidade e teoria de probabilidades era incapaz de

entender e descrever um sistema complexo como é um mercado financeiro.

Outro exemplo clássico, mas de sucesso, pode ser apontado aCARL FRIEDRICH GAUSS. O

cálculo das pensões para as viúvas dos professores da Universidade de Göttingen, onde GAUSS

foi professor, é uma das aplicações clássicas de teoriade probabilidades a análise de risco.

Temendo a falência do fundo devido ao aumento do número dasviúvas e do valor das pensões,

os administradores solicitaram a GAUSS que fizesse uma análise do estado do fundo e que

sugerisse um conjunto de medidas para o salvar. Após um estudo exaustivo dos dados, GAUSS

chegou à conclusão que o fundo gozava de excelente saúde aponto de indicar como possı́vel

um aumento das pensões.

Embora para a comunidade fı́sica a primeira derivação de uma teoria fechada para o ca-

minho aleatório, na forma do movimento Browniano, foi apresentada em1905 por ALBERT

EINSTEIN, a verdade é que 5 anos antes, um doutorando de HENRI POINCARÉ de nome LOUIS

BACHELIER apresentou numa tese intitulada “Teoria da especulação” [16] um formalismo ma-

temático em tudo semelhante ao de EINSTEIN. Nessa tese, BACHELIER desenvolveu um mo-

delo analı́tico, semelhante à equação para o movimento Browniano em que a partı́cula é sujeita a
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uma força motora, para a evolução dos preços dos tı́tulos de dı́vida pública do Governo Francês

e estudava as hipóteses de sucesso em operações de especulação com produtos financeiros se-

melhantes a futuros e opções. Apesar de os estudos empı́ricos do modelo de BACHELIER se

mostrarem positivos, o seu trabalho permaneceu esquecido por quase 60 anos sendo apenas

resgatado com o surgimento da Econometria.

Na verdade, o modelo de BACHELIER foi redescoberto por M.F.M. OSBORNE em 1959

que o reapresentou num seminário sobre o movimento Browniano em mercados financeiros no

Departamento de Fı́sica do Estado Sólido do U.S. Naval Research Laboratory. Na sequência,

outro fı́sico, FISHER BLACK , juntamente com ROBERT MERTON (com graduação em Fı́sica) e

MYRON SCHOLES, foram capazes de desenvolver uma fórmula para preços de opções. Mesmo

baseado num pressuposto que mais tarde se mostrou errado1, o modelo de Black-Scholes é

considerado como um dos pilares da Econometria e da Matemática Financeira amplamente uti-

lizado durante anos a fio e é até hoje base de muitos modelos desenvolvidos para aplicação em

mercados financeiros. Por tal foi outorgado em 1997 o Prémioem Ciências Económicas do

Banco da Suécia em Memória de Alfred Nobel a SCHOLES2. Outro fı́sico de formação, mas

cujas contribuições se destacam infinitamente mais na área financeira é ROBERT F. ENGLE.

Este foi, provavelmente, uma das primeiras pessoas a captaro perfil intermitente em séries

temporais tendo desenvolvido os primeiros modelos heterosquedásticos que mais à frente nesta

tese serão estudados. Também a ENGLE foi outorgado o Prémio em Ciências Económicas do

1Voltaremos a falar deste ponto no capı́tulo 3.
2o prémio foi dividido com R. C. MERTON. F. BLACK não foi atribuı́do tal prémio devido à morte deste
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Banco da Suécia em Memória de Alfred Nobel. A aplicação de conceitos introduzidos original-

mente em fı́sica e fı́sica matemática para entender sistemas financeiros tem recebido diversas

contribuições. Neste domı́nio há que distinguir as contribuições lideradas por J. DOYNE FAR-

MER, J.-P. BOUCHAUD, H.E. STANLEY , C. TSALLIS e Y.-C. ZHANG. Em especial, há que

distinguir o papel dos dois primeiros como impulsionadoresde uma interacção estreita entre

fı́sicos e “financistas” quer com a criação de companhias de sucesso como aPrediction Com-

pany [17] e a Science & Finance[18], quer com o papel fundamental na criação da revista

Quantitative Finance[19], onde se podem encontrar regularmente artigos de pesquisa publica-

dos por renomados fı́sicos e economistas.

1.2 Estrutura e objectivos

Embora cada vez mais surjam trabalhos muito interessantes ecom alto grau de especifici-

dade em finança quantitativa [5](teorias de preço de opç˜oes [20][21], análise de risco [22][23],

etc.) realizados por fı́sicos, tal abordagem distancia-sedo objectivo central deste trabalho:a

caracterizaç̃ao de grandezas mensuráveis em mercados financeiros e a determinação dos prin-

cipais factores que contribuem para os comportamentos observados. Apesar das intenções do

trabalho apresentado serem acima de tudo académicas, a qualidade dos resultados poderá ser o

berço do desenvolvimento de modelos comerciais.

A perspectiva aqui exposta, resulta de um olhar fı́sico sobre mercados financeiros como um

sistema complexo fora-de-equilibrio e por tal passı́vel deser estudado à luz do formalismo não-
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extensivo baseado naEntropia de Tsallis[24]. O estabelecimento da conexão entre mercados

financeiros e a teoria de Tsallis é feito partindo da análise sistemática de diversas propriedades

estatı́sticas de séries temporais financeiras e posteriordefinição de modelos mesoscópicos ba-

seados em equações diferenciais estocásticas e modeloscom cariz microscópico baseados no

comportamento dos constituintes individuais do sistema. Otexto encontra-se organizado da

seguinte forma: no capı́tulo 2 far-se-á a introdução da mecânica estatı́stica não-extensiva ba-

seada na entropia proposta por CONSTANTINO TSALLIS em 1988, a sua contextualização na

evolução dos conceitos em Fı́sica Estatı́stica, formulações alternativas à original e propriedades

quer da entropia, quer de outras funções matemáticas estreitamente relacionadas com a entropia

não-extensiva (para subsistemas independentes). Apresentar-se-á a sua relação com dinâmicas

simples nomeadamente mapas conservativos no limiar do caos, bem como a generalização da

medida de Kullback-Leibler que permite uma avaliação quantitativa do grau de dependência

entre variáveis aleatórias. O capı́tulo 3 tratará do estudo das propriedades estatı́sticas de ob-

serváveis financeiras como olucro (return)3; volume transaccionado(traded volume). Quanti-

dades como distribuições de probabilidade, funções decorrelação, grau de dependência e estru-

tura multi-fractal de lucro, volume transaccionado e volatilidade serão analisadas e a partir desta

analise será possı́vel estabelecer uma ligação entre a complexidade de mercados financeiros e a

estatı́stica não-extensiva. No capı́tulo 4 introduzir-se-ão dinâmicas estocásticas designadas por

modelos hesterosquedásticos e a sua ligação com entropia não-extensiva. O capı́tulo 5 tratará de

3Equivalente à variação percentual de preço ao longo de um de terminado intervalo de tempo.
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dinâmicas diferenciais estocásticas que podem ser utilizadas para a descrição da evolução intra-

diária de observáveis financeiras. O capı́tulo 6 trará uma abordagem de cariz microscópica ao

estudo das flutuações de preços em mercados financeiros. Aqui, usando um modelo baseado

no famoso modelo de interacção de spins com interacçõesaleatórias serão reproduzidos alguns

comportamentos tı́picos de flutuações de preços em mercados financeiros. Para o capı́tulo 7 são

endereçadas as conclusões obtidas com os resultados apresentados, bem como a indicação de

trabalho a ser realizado futuramente.

1.3 Terminologia e funcionamento de um mercado financeiro

Antes da apresentação do trabalho realizado e devido à especificidade do sistema analisado

é conveniente, para uma leitura mais fácil, da apresentac¸ão do funcionamento básico de um

mercado e de algum do jargão financeiro que proliferará ao longo do texto [25].

Um mercado financeiro, habitualmente designado de Bolsa, representa uma organização

para compra e venda de bens financeiros. Estes dividem-se basicamente em duas grandes clas-

ses:securitiesou derivados(derivatives). No primeiro incluem-se acções (tı́tulos correspon-

dentes a uma certa fracção do valor da empresa), tı́tulos de dı́vida (usualmente dı́vida pública),

moeda e produtos não-financeiros e tanto dispares como petróleo, ouro ou sumo de laranja con-

gelado que são negociados como um objecto de valor financeiro e não como bens de consumo

nem como matéria-prima. A partir da evolução dos preçosde cada um destes produtos podem

definir-se diferentes ı́ndices que permitem avaliar o estado de um determinado mercado, sector
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ou economia nacional. Por exemplo, o ı́ndice Dow Jones Industrial Average (DJIA) é composto

a partir de uma média pesada dos preços das30 maiores empresas estado-unidenses que são

transaccionadas no mercado de pregão de Nova York (NYSE - New York Stock Exchange) e no

mercado electrónico NASDAQ (National Association of Securities Dealers Automated Quota-

tion)4. Outro ı́ndice a destacar é o Standard & Poor’s500 (SP500) formado a partir das 500

empresas com maior liquidez negociadas no NYSE. Existem ı́ndices sectoriais e ı́ndices regio-

nais como o Dow Jones Stoxx50 que avalia o desempenho das50 melhores empresas Europeias

independentemente do paı́s. O mesmo acontece para bens e para tı́tulos de dı́vida. Todos es-

tes ı́ndices são habitualmente associados a produtos financeiros derivados. Isso é feito atrás

da definição de fundos de investimento compostos por tı́tulos das companhias que compõe um

dado ı́ndice.

Os derivados, tal como o seu nome indica, são instrumentos financeiros cujo valor depende

habitualmente do preço de algo mais fundamental, usualmente umsecuritye que foram criados

para diminuir o risco em investimentos financeiros. Os derivados podem ser transaccionados em

mercados estabelecidos onde existem regras gerais pré-definidas ou então, através de contratos

particulares com regras mais especı́ficas e adequadas às pretensões dos contratantes. O primeiro

caso é definido como transacção dentro do livro (on the book), enquanto que o segundo tipo é

designado como transacção fora do livro (off the book).

Este trabalho está essencialmente focado na análise de preços de acções e ı́ndices. Em

4As companhias constituintes do ı́ndice bem como o seu peso s˜ao determinados pelos editores doThe Wall

Street journale podem ser consultados emhttp://www.djindexes.com
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primeiro lugar, porque tem sido desenvolvida uma série de trabalhos de carácter empı́rico sobre

estas duas quantidades, mas onde há um défice em propostas dinâmicas que permitam entender

tais observações. Em segundo lugar, porque é menos dependente de outros factores como no

caso dos bens que são altamente vinculados a fenómenos como a sazonalidade e armazenamento

ou de tı́tulos de dı́vida dependentes das taxas de juros e polı́ticas económicas dos paı́ses.

1.3.1 Formaç̃ao de preços de securities em mercados financeiros

Num mercado financeiro os agentes transaccionam ossecuritiescolocando à venda ou procu-

rando comprar determinadas quantidades (volume) de tı́tulos,Vi, a determinado preço,Si. Este

pode ser de tipoespeculador, i.e., assumem riscos para conseguirem lucro ou do tipoarbitra-

geur, que tenta fazer dinheiro com risco zero e habitualmente cominvestimento zero5. Existem

também os chamadoshedgersque procuram a realização de lucro a risco zero, mas que utilizam

para tal os produtos derivados onde um investimento inicialé necessário.

A combinação volume/preço, designada porordem, pode ser de três tipos:

• Ordem ilimitada- São ordens sem indicações especı́ficas. O produto é comprado (ven-

dido) ao preço de mercado e é executada assim que uma ordem coincidente é introduzida

no livro. Como o preço pode variar entre a introdução e a execução da ordem, uma ordem

ilimitada não está protegida em relação a variações súbitas de preço.

5Isto pode ser conseguido através de transacções em mercados diferentes. Por exemplo atráves da compra de

acções de uma determinada companhia em Paris a um preçoSF e venda em Nova York a um preçoSNY , com

SF < SNY .
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• Ordem limitada- São ordens que contêm indicações especı́ficas para preços limite. No

caso de ordem de compra indica o preço máximo que o agente está disposto a pagar e no

caso de venda indica o preço mı́nimo pretendido.

• Ordem de paragem- São ordens ilimitadas que protegem os agentes em quedas bruscas

ou subidas inesperadas de um determinado tı́tulo.

As ordens depois de colocadas no livro são executadas segundo as regras do mercado.

Basicamente essas regras dividem-se em dois grupos: o chamado pregão em voz e o pregão

electrónico que utilizam dois sistemas para evolução dos preços com filosofias diferentes. Para

o primeiro caso, que basicamente ainda resiste no NYSE e em parte do mercado de Londres

(o chamadoupstairs market), as regras são comuns e baseiam-se na maximização do volume

transaccionado, daı́ dizer-se que o preço é orientado pelas ordens (order-driven market) . Para o

pregão electrónico, dadas as suas caracterı́sticas, os mercados apresentam regras mais comple-

xas e especı́ficas para cada mercado. Essas regras são colocadas de forma a que seja garantida

a liquidez. Por exemplo, a transacção no mercado alemão [7] segue um conjunto de 30 regras.

Formação de preço em preg̃ao

No pregão as ordens de compra são organizadas de forma descendente de acordo com o seu

limite sendo atribuı́do um valor de infinito para as ordens ilimitadas. As ordens de venda são

ordenadas de forma ascendente de acordo com o seu limite atribuı́ndo-se um valor de zero

para as ordens ilimitadas que podem ser visualizadas por todos. Esta função é executada por
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Tabela 1.1: Exemplo de um livro de ordens. O sub-ı́ndice “P” representa procura e “O” repre-

senta oferta. Assim,SP é o chamadobid-pricee SO o ask-price(em unidades arbitrárias). A

indicaçãomercado correponde a ordens de mercado.

VP (SP ) SP VO (SO) SO

200 mercado 300 mercado

500 15 300 11

300 14 200 11

100 14 400 12

200 13 100 13

400 12 200 14

100 10 300 15

um especialistaque tem como função a promoção de um mercado justo e ordenado. Partindo

daqui, podem formar-se as funções cumulativas de procura, CP (S∗), e oferta,CO (S∗) definidas

como

CP (S∗) =
∑

i

Vi (Si) , ∀Si ≥S∗ ,

e

CO (S∗) =
∑

i

Vi (Si) , ∀Si ≤S∗.

Desta forma, o preço de mercado num pregão é o preço que permite a execução do máximo

de ordens com o mı́nimo resı́duo de volume não executado de acordo como os limites das

ordens.

Imagine-se o livro de ordens de um especialista para uma determinada acção tal como apre-

sentado na tab. 1.1.
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Para este caso, o preço que maximizaria o volume transaccionado seria o preço de13. O

que corresponde a uma satisfação de todas as ordens com um preço de compra maior ou igual

a13 e com um preço de venda inferior ou igual ao mesmo valor. Comoos valores dos volumes

cumulativos de oferta e procura são iguais para13, a satisfação das ordens seria completa.

Suponha-se agora que se dá umcancelamento(previsto na negociação) da ordem de compra de

300 unidades com o preço de14. A intersecção das curvas dar-se-ia agora para um valor de12.4.

Considerando apenas valores inteiros, o preço de mercado seria então de12. Isto corresponderia

a uma satisfação parcial da ordem de compra a12, que das400 unidades pretendidas apenas

poderia ter acesso a200. O excedente pode então ser transformado numa nova ordem ouentão

ser imediatamente retirado. Alternativamente, oespecialista, no espı́rito das suas funções de

manter um fluxo de ordens satisfeitas que garanta a maior liquidez possı́vel, pode assumir o

papel de interventor no mercado (Principal) e comprar ou vender6 um certo volume ou então

assumir-se comoCatalisadordo mercado e procurar um investidor que possa garantir o balanço

de volumes.

Formação num mercado electŕonico

Contrariamente ao que acontece no NYSE, onde existe um espac¸o fı́sico para a negociação,

no NASDAQ esta dá-se através de uma rede de comunicações. Contudo, a maior diferença

entre o NYSE e o NASDAQ está no facto de no último os investidores não comprarem nem

venderem entre eles, mas através do umfazedor de mercado(market maker). Na prática, as

6Para cada tı́tulo negociado existe um especialista que det´em uma determinada quantidade de tı́tulos que lhe

permita desbloquear situações de iliquidez ou de desiquilı́brio que geralmente são negociados ao preço de mercado.
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diferenças entre um especialista e um fazedor de mercado s˜ao quase nenhumas, apesar de em

teoria os seus papeis são de facto distintos. Enquanto que,ao especialista está atribuı́do o papel

de organização de fluxo de volume para cada tı́tulo, aos fazedores de mercado é atribuı́da a

função de determinar um preço de compra e um de venda para cada tı́tulo. Se no caso do NYSE

existe apenas um especialista por tı́tulo, no caso do NASDAQexistem em média 14 fazedores

de mercado por tı́tulo que competem entre eles através dos seus preços podendo negociar entre

eles e utilizar um quinhão do volume para manter a liquidez.As informações sobre especialistas

e fazedores de mercado podem ser encontrados nos sı́tios de ambos os mercados.



Caṕıtulo 2

Estat́ıstica Não-Extensiva

Nas últimas décadas a mecânica estatı́stica tem vindo a alargar os propósitos para os quais

havia sido originalmente concebida: a utilização de estatı́stica em sistemas com um elevado

número de elementos cuja dinâmica microscópica é definida por um Hamiltoniano. Embora a

capacidade de relacionar os estados microscópicos dos componentes individuais de um sistema

com as suas propriedades macroscópicas seja actualmente utilizada nas mais diversas áreas do

conhecimento, a sua principal aplicação continua (e continuará) a ser a determinação das pro-

priedades termodinâmicas através da correspondência entre o conceito de entropia e o número

de estados microscópicos possı́veis [26].

2.1 Enquadramento hist́orico

O conceito de entropia,S, oriundo do grego “tropı́” (τρoπή) que significa transformação, foi

introduzido em1865 por RUDOLF JULIUS EMMANUEL CLAUSIUS [27] no contexto da Ter-

modinâmica cujo fundador principal pode considerar-se NICOLAS L ÉONARD SADI CARNOT

16
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[28]. A introdução do conceito foi motivada pelos seus estudos em transformações reversı́veis e

irreversı́veis como uma medida da quantidade de energia de um sistema fı́sico que não pode ser

utilizada para produção de trabalho. Mais especificamente, CLASIUS definiu variação de entro-

pia de um sistema termodinâmico durante um processo reversı́vel onde uma dada quantidade de

calor,δQ, é transferida a temperatura constanteT como

δS =
δQ

T
,

que surge noTeorema de Clausius[29].

Pode então considerar-seS como o pilar da Termodinâmica1, pois todos seus princı́pios

estão, directa ou indirectamente, relacionados com esse conceito. Com a aplicação, no final

do século XIX, dos conceitos de termodinâmica a fenómenos electro-magnéticos, elasticidade,

reacções quı́micas e transições de fase através dos trabalhos de LORENTZ, GIBBS, NERNST e

HELMHOLTZ [26], tornou-se pouco aceitável que uma área cientı́fica com tamanhas aplicações

fosse simplesmente baseada na experiência de engenheiroscom máquinas de vapor [31]. Essa

onda de criticismo levou CONSTANTIN CARATHÉODORY a introduzir em1908 [32] um tra-

tamento mais cientı́fico através de um conjunto de axiomas baseado nas propriedades de inte-

grabilidade dos diferenciais de PFAFFIAN, que ficou conhecido porPrinćıpio da inatingibili-

dade adiab́atica. Apesar de ser matematicamente complicada, o que originou insipiência geral,

1Apesar CARNOT ter sido, aparentemente, o primeiro a questionar-se sobre transferência de calor em ciclos,

GIBBS considerava que, com o Teorema de Clausius, base do segundo princı́pio da termodinâmica, “a ciência da

Termodinâmica passou a ser uma realidade”[30].
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esta formulação foi rapidamente aceite por figuras como BORN, LANDÉ e CHANDRASEKHAR.

Após uma simplificação apresentada por TURNER, SEARS e LANDSBERG, ela tornou-se popu-

lar e é a definição que hoje em dia se encontra nos livros de Termodinâmica [33]:

• O estado macroscópico de um fluı́do é caracterizado por um conjunto de quantidades

extensivas nomeadamente, energia interna, volume e quantidade de matéria (e.g. número

de partı́culas);

• Existe uma função dessas quantidades macroscópicas à qual se denominaráentropiae

que apresenta o seu valor máximo para os estados de equilı́brio;

• A entropia de um sistema composto é aditiva sobre cada um doscomponentes sendo

também uma função contı́nua, diferencial e monótona crescente em relação à energia;

• Para temperaturas iguais ao zero absoluto a entropia é nula.

A conexão do conceito de entropia com o mundo microscópicofoi feita por LUDWIG

BOLTZMANN . Ao estudar a aproximação de um gás ideal ao equilı́brio,BOLTZMANN veri-

ficou que a distribuição de velocidades das moléculas de um gás,f (v), tendia sempre para a

Maxwelliana [34]. Este resultado foi obtido através da introdução de uma função da distribuição

de estados das moléculas, a funçãoE, depois chamada funçãoH [35]. Baseado em questões

dinâmicas, BOLTZMANN defendeu que esta função decresceria até quef (v) atingisse a Maxwel-

liana. Contudo, a sua prova era baseada no simples facto da funçãoh (x, y) = (x − y) (ln y − ln x)

ser sempre negativa parax ey positivos. A partir daqui, BOLTZMANN concluiu que a sua função
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corresponderia a uma extensão da definição de entropia para estados fora do equilı́brio. O facto

da funçãoH ser decrescente no tempo levantou diversas questões a propósito da natureza irre-

versı́vel dos sistemas fı́sicos e a sua compatibilidade comos princı́pios da mecânica que serão

abordados à frente.

Consciente destas questões, BOLTZMANN tentou alicerçar as suas conclusões em bases mais

sólidas levando em conta as frequências relativas de estados de equilı́brio com estados fora-de-

equilı́brio.

Foi então que, por volta de1877, assumindo ahipótese de caos molecular(Stosszahlansatz),

BOLTZMANN mostrou que seW representasse o número de estados no qual cada molécula

tem um determinado estado microscópico (posição e velocidade) compatı́vel com o estado

macroscópico do sistema definido por quantidades termodinâmicas mensuráveis (pressão ou

temperatura), então a entropiaS do sistema (leia-se gás) é proporcional ao logaritmo deW

[36][37],

S = k ln W,

expressão conhecida comoPrinćıpio de Boltzmann, ondek foi mais tarde designada por PLANCK

comoconstante de Boltzmann[38].

A introdução do logaritmo provém do facto de que para doissistemas independentes,pA+B
ij =

pA
i pB

j , a entropia total corresponde à soma das entropias individuais,

S (A + B) = S (A) + S (B) .
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SendoW o número de estados microscópicos correspondentes a um determinado estado ma-

croscópico,W pode ser visto como a probabilidade de ocorrência de um estado termodinâmico.

Juntando-se o facto de que em sistemas fechados e adiabáticos S cresce em direcção a um

máximo correspondente ao equilı́brio térmico, tem-se que os sistemas tendem para estados de

entropia máxima. Por outro lado, suponha-se um sistema fechado composto por duas partes

sendo que o grau de organização de um dos subsistemas é maior do que o outro. Dado que es-

tados de moléculas ordenadas (geralmente correspondentes a baixas temperaturas) têm menos

probabilidade de ocorrência do que estados de maior desorganização e agitação (temperaturas

elevadas), um aumento de entropia significa um aumento no grau de desordem do sistema, ou a

uma equiparação das temperaturas.

Mais tarde, GIBBS estendeu o estudo para sistemas não-isolados em contacto com reser-

vatórios (de quantidades extensivas) generalizando a forma da entropia para

S = −k
∑

i

pi ln pi ≡ SBG ,

ondepi representa a probabilidade do estadoi. Para o caso de equiprobabilidade,pi = 1
W

,

a entropia de Boltzmann-Gibbs, como é conhecida a equação acima, reduz-se ao princı́pio de

Boltzmann[39].

A interpretação estatı́stica da entropia por BOLTZMANN , baseada em considerações proba-

bilı́sticas, está em concordância com o princı́pio do crescimento de entropia, mas num sentido

mais lato (leia-se estatı́stico) ao contrário do que acontecia na Termodinâmica de Clausius.

Neste sentido, a evolução espontânea de um sistema para um estado macroscópico de entropia
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mais pequena, embora pouco provável deixa de ser impossı́vel.

2.1.1 Conseqûencias e aplicaç̃oes do conceito de entropia

Desde a apresentação das suas ideias sobre entropia, BOLTZMANN gerou um enorme interesse

não só em diferentes áreas da Fı́sica tradicional bem como em outras áreas do conhecimento.

Por exemplo, a entropia permitiu inferir sobre a evoluçãodo Universo por HELMHOLTZ,

numa das primeiras aplicações de Termodinâmica à Cosmologia mais tarde glorificadas por

HAWKING . Ao estudar o princı́pio da dissipação, HELMHOLTZ [40] formulou a suaTeoria da

morte t́ermica, no qual postulava que o Universo deveria evoluir para um estado de temperatura

constante e aı́ ficarad eternum. Esta teoria implicava a existência de um estado inicial de

entropia mı́nima e por isso a existência de um inı́cio do Universo perfeitamente distinguı́vel

que deveria ter sido criado por causas actuantes até hoje.

O denominado “Demónio de Maxwell”2 [41], que surgiu como teste para verificar a validade

dos princı́pios da entropia para fenómenos a pequena escala, teve uma influência fundamental

na expansão do conceito de entropia a outras áreas. A soluc¸ão de SZILARD [42] para o pro-

blema (a primeira amplamente considerada como aceitável)na qual ele mostrou que o processo

de inspecção por parte do demónio acarretava um aumento de entropia que compensava, pelo

menos, a decréscimo de entropia pela troca das moléculas entre os dois subsistemas, foi fun-

2Sistema que contém um gás em equilı́brio termodinâmico dividido em duas parte A e B ligadas por um

pequeno buraco que pode ser aberto por um “ser” capaz de seguir a trajectória de cada molécula permitindo que

as moléculas com mais velocidade passem de A para B e que apenas as mais lentas passem de B para A, criando

assim uma (aparente) diminuição da entropia do sistema.
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damental para o estabelecimento de uma relação entre a entropia e medição. Esta associação

culminou na contribuição de CLAUDE SHANNON [43] para a teoria da informação e a noção de

entropia negativa (negentropy) como uma medida da informação que se possui sobre o sistema,

assim como a entropia corresponde a uma medida da falta de informação sobre a estrutura do

sistema. A partir do trabalho de SHANNON e mais tarde de LEON BRILLOUIN [44] a entropia

passou a ser utilizada como um gerador de distribuições deprobabilidade largamente utilizadas

em teoria de decisão, engenharia, bem como em outras áreastecnológicas.

No âmbito da aplicação generalizada do conceito de entropia não pode deixar-se em branco

os papéis desempenhados por JAYNES [45], que olhou a mecânica estatı́stica como uma forma

de indução estatı́stica ao invés de uma teoria fı́sica, epor TRIBUS [46] que demonstrou a

possibilidade de se recuperar o conceito termodinâmico deentropia partindo do conceito de

informação da entropia para sistemas abertos ou fechados.

Como apontamento a propósito da aplicação do conceito deentropia às ciências sociais,

pode referir-se o trabalho de HENRY ADAMS [47] sobre a descrição da história da humanidade

a partir de leis sócio-fı́sicas. ADAMS teorizou que a mente humana teria passado por três fa-

ses: teológica, metafı́sica e positiva, que comparou as fases sólida, lı́quida e gasosa. Baseado

em GIBBS, ADAMS defendeu que estas três fases co-existiam em equilı́brio.Por exemplo, o

perı́odo do Renascimento, onde existiram mudanças profundas quer ao nı́vel do pensamento

quer ao nı́vel do estético, foi para ADAMS não mais do que uma transição de fase, apologi-

zando que futuros historiadores deveriam procurar obter formação em áreas como a matemática
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e fı́sica em particular nas ideias de LORD KELVIN , MAXWELL e GIBBS.

2.1.2 Limites de aplicabilidade dos conceitos de entropia (de Boltzmann)

Mesmo antes da interpretação estatı́stica da entropia por BOLTZMANN , a universalidade do con-

ceito3 já era questionada por vários cientistas entre os quais MAXWELL através do seu Demónio.

Ainda antes de BOLTZMANN , THOMSOM (LORD KELVIN )[48] e LOSCHMIDT [49] levantaram

objecções quanto à irreversibilidade ligada ao crescimento da entropia. Eles enfatizavam o facto

de existir uma inconsistência entre a irreversibilidade entrópica e a reversibilidade temporal que

provinha das leis de Newton e por conseguinte das leis de colisão molecular que sustentavam

a derivação do teoremaH. Era defendido que, para qualquer movimento ou sequência de es-

tados em que a funçãoH decresce, existe, por inversão temporal, uma sequência na direcção

oposta na qualH cresce. Desta forma, uma prova da Segunda Lei da Termodinâmica (leia-se

principio de crescimento da entropia) puramente baseada emquestões dinâmicas não poderia

ser obtida. Estes argumentos foram objecto de contestação por BOLTZMANN por mais do que

uma ocasião. Numa primeira vez, utilizando argumentos estatı́sticos, BOLTZMANN defendeu

que a distribuição de MAXWELL , correspondente ao equilı́brio, era claramente dominanteao

ponto de qualquer condição inicial evoluir certamente para o estado de equilı́brio através de um

3Num dos primeiros artigos de C. TSALLIS que tive a oportunidade de ler era destacado na introduçãoa questão

da eternidade e da universalidade das leis fı́sicas. Apesarde eternas, a mecânica newtoniana, a relatividade restrita

a mecânica quântica não são certamente universais, exibindo os seus limites de aplicabilidade.

Desta forma é de se esperar que também para a mecânica estatı́stica baseada no Princı́pio de Boltzmann exista

um limite de aplicabilidade.
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aumento da entropia4. Mais tarde, foi através de uma revisão do teoremaH e a introdução de

propriedades de descontinuidade. Apesar dos seus esforços, os argumentos de BOLTZMANN

não foram convincentes para pares como EHRENFEST [50] que considerava não existir uma

prova rigorosa sobre a fundamentação da mecânica estat´ıstica.

A derivação da irreversibilidade macroscópica através da dinâmica foi alvo de contestação

por parte de vários fı́sicos entre os quais EINSTEIN [51]. De facto, a introdução de assumpções

estatı́sticasa priori tal como o Stosszahlansatz, apesar de não serem inconsistentes com os

princı́pios da mecânica não são deriváveis a partir desta, fazendo deste um problema ainda em

aberto.

Na realidade, o princı́pio de Bolzmann encontra-se intimamente relacionado com a assumpção,

de que a trajectória do sistema preencha completamente a superfı́cie equienergética [52]. Esta

hipótese é a mais directa para se resolver o problema ergódico, i.e., demonstrar a igualdade nas

médias de fase e de tempo para qualquer função, mas não éa solução genérica para a questão.

Na realidade, apenas em1971 se conseguiu demonstrar, por YAKOV G. SINAI [53], a ergodi-

cidade para um modelo de gás perfeito, o que atesta a complexidade do problema. Se por um

lado existe mais de um século de sucessos na ciência, alicerçados no principio de Boltzmann,

por outro, não é possı́vel ser-se contundente quanto à singularidade de tal princı́pio. Noutras

palavras, é perfeitamente plausı́vel que existam outras soluções para o problema ergódico que

4Na verdade a obtenção da relação entre entropia e número de estados microscópicos compatı́veis com o estado

macrocópico do sistema obtida por BOLTZMANN surgiu como uma equação intermediária na sua tentativa em

responder à crı́tica de LOSCHMIDT .
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conduzam a principios alternativos ao de BOLTZMANN ou sistemas para os quais simplesmente

não se verifica a igualdade de médias, sistemasnão-erǵodicos.

2.2 Generalizaç̃ao de Boltzmann-Gibbs: a entropiaSq

Neste âmbito e inspirado nas equações para dimensões fractais generalizadas de objectos multi-

fractais foi introduzido em1988, por CONSTANTINO TSALLIS [24], a seguinte generalização

da entropia de Boltzmann-Gibbs(-Shannon), correntementechamada deentropia de Tsallisou

entropia ñao-extensiva. A ideia que regeu o desenvolvimento da entropia não-extensiva foi a

introdução de uma medida do grau de ignorância em relaç˜ao a sistemas com tendência. Assim,

considere-se a probabilidade de ocorrência de um dado estado i, pi. A potenciação da proba-

bilidade por um factorq introduz uma tendência no conjunto das probabilidades,i.e., sendo

0 < pi < 1, tem-se quepq
i > pi seq < 1 e pq

i < pi seq > 1. Noutras palavras,q < 1

beneficia os eventos pouco prováveis em relação ao mais prováveis e vice-versa. Essa medida

de informação deveria ser invariante perante permutaç˜oes (por exemplo uma forma linear) e de-

veria valer zero para um sistema no qual a certeza fosse completa. Para além disso, ela deveria

recuperar a entropia de Boltzmann-Gibbs para o caso em que n˜ao existe tendênciaq = 1. Sob

estas condições o resultado obtido foi

Sq = k

1 −
∑

j

[pj ]
q

q − 1
. (2.1)

Nestas circunstâncias o factor de tendência deverá ser chamado déındice entŕopico,q, sendo
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definido no conjunto dos números reais.É facilmente verificável que no limite em queq tende

para1 a entropia de Boltzmann-Gibbs5 é recuperada.

2.2.1 Propriedades deSq

Não-Negatividade

Um sistema que apresenta certeza completa é caracterizadopor um estado com probabilidade

1 para esse estado e probabilidade zero para todos os restantes. Desta forma,Sq = 0 qualquer

que seja o valor deq.

Para sistemas com incerteza, sendo a probabilidade normalizada, tem-sepi < 1 para qual-

quer estado. Quandoq > 1 quer o numerador (
∑

j

[pj ]
q < 1), quer o denominador são positivos

logo Sq é positiva. Quandoq < 1 quer o numerador (
∑

j

[pj ]
q > 1), quer o denominador são

negativos, logoSq é positiva.

Concavidade e convexidade

Tendo em conta que
∑

j

pj = 1, à parte da constante, a entropia (2.1) pode ser escrita como

∑

j

pj−[pj ]
q

q−1
. A segunda derivada da função,f (x) = x−xq

q−1
= x

(1−xq−1)
q−1

, é negativa paraq > 0 e

positiva paraq < 0. Deste modo, paraq > 0

(p′′i )

(

1 − (p′′i )
q−1)

q − 1
> λpi

(

1 − (pi)
q−1)

q − 1
+ (1 − λ) λp′i

(

1 − (p′i)
q−1)

q − 1
(0 < λ < 1) .

5Adiante mostrar-se-á que paraq → 1 todo o formalismo que se pode desenvolver a partir deSq equivale ao de

Boltzmann-Gibbs. Desta forma, é facilmente entendı́vel que este formalismo representa uma generalização e não

uma alternativa à mecânica estatı́stica tradicional.
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Somando para todos os estados tem-se que,

Sq ({p′′i }) > λSq ({p′′i }) + (1 − λ) Sq ({p′i}) ,

o que prova a concavidade deSq paraq > 0. Paraq < 0 as desigualdades são inversas e daı́

concluı́-se da convexidade deSq para ı́ndices entrópicos negativos. Esta propriedade mostra-se

fundamental para a construção de uma mecânica estatı́stica.

Extremo para o equiprobabilidade

Pela propriedade anterior verifica-se que para o caso de equiprobabilidade dosW microestados

possı́veis queSq é um máximo paraq > 0 e um mı́nimo paraq < 0, ou seja um extremo em

qualquer das situações.

Expansibilidade

A introdução de mais um estado acessı́vel com probabilidade nula não altera o valor da entropia,

Sq ({p1, p2, . . . , pW}) = Sq ({p1, p2, . . . , pW , pW+1 = 0}) .

Esta propriedade decorre do facto de a soma em (2.1) realizar-se apenas para valores positivos

depi e é apenas verificável paraq > 0.

Estabilidade ou robustez experimental

Considerem-se duas distribuições de probabilidade{pi} e {p′i} associadas aW estados mi-

croscópicos. Estas duas distribuições dizem-seµ próximas se a suaµ-distância,dµ (pi, p
′
i),
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definida como

dµ ({pi} , {p′i}) ≡
[

W
∑

i=1

|pi − p′i|
µ

]1/µ

< δ,

(0 < δ ≪ 1) [54]. Considere-se a discrepância relativa entre as entropias correspondentes às

duas distribuições,

∆ (µ, W, δ) ≡ S ({pi}) − S ({pi})
sup [S ({pi})]

.

Paraq > 0 sup [S ({pi})] = W 1−q−1
1−q

. É intuitivamente esperado que se existe uma pequena

variação entre as duas distribuições de probabilidade, dµ (pi, p
′
i) ≪ 1, a discrepância entre as

duas entropias, para um número grande de estadosW , seja infinitesimal para qualquer medida

µ > 0,

lim
δ→0

lim
W→0

∆ (µ, W, δ) ≡ 0. (2.2)

A verificação dos limites (2.2) caracteriza a estabilidade do funcional entrópico. Tal foi feito

por LESCHE para a entropia de Boltzmann-Gibbs comµ = 1 e verificado paraSq comq, µ >

0. Esta propriedade é fisicamente muito importante, pois sendo a Fı́sica uma ciência emi-

nentemente experimental, é fundamental que as suas grandezas sejam robustas em relação

a flutuações nas medições.É importante também sublinhar que outras entropias como a de

RENYI [55], habitualmente utilizadas no contexto de estruturas fractais [56][57], não verificam

esta propriedade [58][59].
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Não-aditividade

A entropia,Sq, total de um sistema composto por duas partesA e B independentes tal que a

probabilidade conjunta é dada por,pA+B
ij = pA

i pB
j , vale:

Sq (A + B)

kB
=

Sq (A)

kB
+

Sq (B)

kB
+ (1 − q)

Sq (A)

kB

Sq (B)

kB
.

Ou seja, paraq 6= 1 a entropia de um sistema independente énão-extensiva. Paraq > 1 Sq

diz-sesub-extensivae paraq < 1 super-extensiva. É importante referir-se que para sistemas

não-independentes, apresentando tipos especiais de correlações que induzem uma ocupação

invariante de escala do espaço de fase, a entropiaSq pode tornar-se aditiva e por conseguinte

extensiva, verificando assim os conceitos macroscópicos de entropia inicialmente propostos por

CLASIUS. Desta forma, a caracterização da não-extensividade/extensividade deSq deve ser

acompanhada da caracterização da dependência do sistema [60].

Esta propriedade está intimamente relacionada com uma outra, acomposibilidade, que é

também verificada pela entropia de Boltzmann-Gibbs.

É importante referir-se que esta propriedade está relacionada com a introdução de algebras

generalizadas por L. NIVANEN ET AL .[61] e E.P. BORGES[62][63].

Teorema de unicidade deSq

Em 1948 SHANNON [43] através de um conjunto de hipóteses apresentou um teorema so-

bre a unicidade para a “sua” entropia que mais foi escrito numa forma mais compacta por

KHINCHIN [64]. Para ambas as versões foram introduzidas generalizações por SANTOS [65] e
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ABE [66], respectivamente. Apresenta-se em seguida a versão de ABE,

Considere-se uma forma entrópicaS ({pi}) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. S ({pi}) é uma funç̃ao cont́ınua de{pi};

2. S
(

pi = 1
W

, ∀i

)

aumenta monotonamente com o número de possibilidadesW ;

3. S ({p1, p2, . . . , pW}) = S ({p1, p2, . . . , pW , pW+1 = 0});

4. S(A+B)
kB

= S(A)
kB

+ S(B|A)
kB

+ (1 − q) Sq(A)
kB

Sq(B|A)
kB

, ondeS (A + B) ≡ S
({

∑WB

j=1 pA+B
ij

})

e a entropia condicionalS (B|A) ≡
PWA

i=1 [pA
i ]

q
S({pA+B

ij /pA
i })

PWA
i=1 [pA

i ]
q em quek > 0.

Entãoe somente então

Sq =
1 −

∑W
i=1 [pi]

q

q − 1
.

2.2.2 Funç̃oes associadas aSq

Considere-se a mais simples das condições diferenciais ordinárias [67]

dy

dx
= 0 (y (0) = 1) , (2.3)

cuja solução é simplesmente

y = 1.

A simplicidade da eq. (2.3) pode reduzir-se igualando o membro esquerda da equação a uma

constante diferente de zero, e.g.,

dy

dx
= 1 (y (0) = 1) . (2.4)
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Para este caso a solução é

y = x + 1,

com inversa

y = x − 1.

Evoluindo na complexidade pode considerar-se

dy

dx
= y (y (0) = 1) , (2.5)

cuja solução é

y = exp (x)

e a sua inversa

y = ln (x) .

Estes três casos podem ser descritos por uma única equaç˜ao com apenas um parâmetro. A

equação, não-linear, é,

dy

dx
= yq (y (0) = 1, q ∈ R) . (2.6)

A solução da eq. (2.6) é

y = [1 + (1 − q) x]1/(1−q) , (2.7)

denominada comoq-exponencial,expq [x] ou ex
q [68], e que se reduz à função exponencial,

y = exp [x], quandoq = 1. Dado o seu contra-domı́nio ser por definição puramente real,
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a funçãoexpq [x] é apenas definida para valores tais que1 + (1 − q) x ≥ 0. Para valores

1 + (1 − q) x < 0, considera-seexpq [x] = 0, condição conhecida na literatura comorestrição

de Tsallis (Tsallis cut-off). As eqs. (2.3), (2.4) e (2.5) podem ser obtidas a partir de (2.6)

considerando, respectivamente,q = −∞, q = 0 e q = 1.

A função inversa daq-exponencial, o q-logaritmo, lnq [x], é calculado como

y =
x1−q − 1

1 − q
≡ lnq [x] . (2.8)

Pelas condições daq-exponencialx está restrito aos números reais não-negativos eln1 [x] =

ln [x]. O q-logaritmo verifica a propriedade de pseudo-adição ouq-adição,

lnq (u v) = lnq (u) + lnq (v) + (1 − q) lnq (u) lnq (v) .

Ligação entreexpq [x] , lnq [x] eSq

As funçõesq-exponencial eq-logaritmo não foram introduzidas casualmente. Para começar

relembre-se que segundo a sec. 2.2.1 a entropiaSq, a menos da constantek que daqui em diante

valerá1, pode ser escrita como,

Sq =
∑

i

pi

(

1 − [pi]
q−1)

q − 1
= −

∑

i

pi lnq (pi) =
∑

i

pi lnq (1/pi) .

Ou seja, tal como SHANNON definiu asurpresaassociada a um determinado acontecimentoi

comoln (1/pi), criando uma correspondência entre a entropiaS e a média da surpresa associada

a uma determinada configuração de eventos, a entropiaSq pode ser associada à média de uma
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quantidade,lnq (1/pi), denominadaq-surpresaque tem valor nulo quando existe apenas um

estado possı́vel e apresenta um valor extremo para o caso de equiprobabilidade deW estados,

Sq = lnq (W ) ,

em completa analogia com o princı́pio de Boltzmann. Mais especificamente, para o caso de

equiprobabilidade, pode verificar-se que:

• paraq > 1, Sq apresenta uma assimptota horizontal em1
q−1

;

• paraq ≤ 1, Sq diverge;

• paraq → −∞, Sq coincide com a ordenada;

• paraq → +∞, Sq coincide com a abcissa.

2.2.3 Sq como um gerador de distribuiç̃oes

Tal como acontece com qualquer entropia, em particular a de Boltzmann-Gibbs, também a

entropiaSq pode ser utilizada como um gerador de distribuições utilizando para tal o método

dos multiplicadores de Lagrange. Para tal, é conveniente definir-se oq-valor médio de uma

observ́avelX como,

〈x〉q =

∫

xP (x) dx,

em queP (x) corresponde àq-distribuição associada,

P (x) =
[p (x)]q

∫

[p (x)]q dx
,
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conhecida na literatura (internacional) comoescort probability(as integrações dão-se em todo o

domı́nio acessı́vel)[69]. A introdução deP (x) está relacionada com a satisfação de certas pro-

priedades que permitam estabelecer uma ligação entreSq e a mecânica estatı́stica respeitando

princı́pios básicos tais como a invariância do valor da probabilidade de um estadoi de energia

Ei, por deslocamento do mı́nimo da escala de energia [70].

Optimização por imposiç̃ao do valor médio e da varîancia

Seja entãox uma variável aleatória definida no conjunto dos números reais tal que

〈x〉q ≡
∫

xP (x) dx ≡ µ̄q,

e
〈

(

x − 〈x〉q
)2
〉

q

≡
∫

(

x − 〈x〉q
)2

P (x) dx = σ̄2
q .

Definindo o habitual funcionalΦ [p] do método dos multiplicadores de Lagrange como [71],

Φ [p] ≡ 1 −
∫

[p (x)]q dx

q − 1
− α

∫

p (x) dx − βq

∫

(

x − 〈x〉q
)2 [p (x)]q
∫

[p (x)]q dx
dx,

e impondo∂Φ
∂p

= 0 obtém-se,

p∗ (x) = Aq

[

1 + (q − 1)Bq (x − µ̄q)
2]

1
1−q , (q < 3) , (2.9)

onde

Aq =



























Γ[ 5−3q
2−2q ]

Γ[ 2−q
1−q ]

√

1−q
π
Bq ⇐ q < 1

√

1
π
Bq ⇐ q = 1

Γ[ 1
q−1 ]

Γ[ 3−q
2q−2 ]

√

q−1
π
Bq ⇐ q > 1

,
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e

Bq =
[

(3 − q) σ̄2
q

]−1
.

A condiçãoq < 3 garante a normalização dep∗ (x) . Paraq > 1, a distribuiçãop∗ (x) é

leptocúrtica apresentando o momento de ordemm finito para ı́ndices entrópicosq < 3+m
1+m

e por

conseguinte comportamento em lei de potência assimptótico [72]. Para a igualdadeq = 3+m
1+m

e µ̄q = 0, a distribuição (2.9) equivale à distribuição-t de Student comm graus de liberdade

(m = 1, 2, 3, . . .) com curtósis,κ =
〈x4〉
〈x2〉2 ,

κ =
15 − 9 q

7 − 5 q
. (2.10)

Por outro lado, paraq = n−4
n−2

, a distribuição (2.9) corresponde à distribuição-r comn graus de

liberdade (n = 3, 4, 5, . . .). Assim, paraq < 1, (2.9) apresenta suporte compacto que é definido

sob a condição|x − µ̄q| ≤
√

3−q
1−q

σ̄2
q .

É conveniente referir-se também que a relação entre o segundo momento generalizado,σ̄2
q ,

e o segundo momento,σ̄2
1 ≡ σ̄2, estão relacionados pela relação,

σ̄2 = σ̄2
q

3 − q

5 − 3 q
,

(

q <
5

3

)

. (2.11)

Relaç̃ao com grandezas termodin̂amicas

A optimização da entropiaSq, usando para tal os mesmos processos pelos quais se extrema

a entropia de Boltzmann-Gibbs para os conjuntos canónico egrande-canónico (bem como os

seus derivados), conduz à obtenção da ligação entre a entropia não-extensiva e um conjunto
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de quantidades, como temperatura e potenciais essenciais ao estabelecimento de uma relação

entreSq e a Termodinâmica, permitindo desta forma a definição de uma mecânica estatı́stica

não-extensiva [73].

Desta forma

1

T
=

∂Sq

∂Uq

≡ 1

kβ
,

em que

Uq =
W
∑

i=1

Pi Ei.

A energia livre generalizada vale

Fq ≡ Uq − T Sq = − 1

β
lnq Zq,

sendoZq a função de partição generalizada que se relaciona com aq-energia média como,

Uq = −∂ [lnq Zq]

∂β
.

Finalmente pode definir-se o calor especı́fico como

Cq = T
∂Sq

∂T
=

∂Uq

∂T
= −T

∂2Fq

∂T 2
.

Para além das relações apresentadas também os principais teoremas e relações foram respec-

tivamente provados e verificados no contexto da não-extensividade. Especificamente, verificou-

se aq-invariância para: a estrutura de transformações de Legendre da termodinâmica [73]; o

teoremaH (irreversibilidade macroscópica),dSq

dt
≥ (<) 0 paraq ≥ (<) 0 [74]; o teorema de
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Ehrenfest [75]; a relação de Clausius; a factorização da função de semelhança; o teorema de

reciprocidade de Onsager [76][77]; a relação de causalidade [77]; a relação de Pesin [78]; desi-

gualdade de Bogoliubov [79] e estabilidade do calor especı́fico [80].

Alternativamente, foi verificada aq dependência para: o calor especı́fico [81]; a susceptibi-

lidade magnética [82]; o teorema de flutuação-dissipação [82]; a expansão de Chapman-Enskog

[83]; a equação de Vlasov [84][85]; as equações de Langevin e Fokker-Planck [86][87][88][89][90]

[91][92][93]; ressonância estocástica [94]; a informac¸ão mútua de Kullback-Leibler [95][74].

Em adição várias técnicas mostram-se aplicáveis no tratamento de sistemas não-extensivos:

teoria de resposta linear; expansão perturbativa; método variacional; funções de Green de mui-

tos corpos; integrais de caminho; Monte Carlo e dinâmica molecular, entre outras. Aplicações

destas técnicas podem ser encontradas na bibliografia electrónica[96] ou em vários livros [97][98][99][100].

2.2.4 Relaç̃ao deSq com a derivada de Jackson

Numa abordagem desprovida de rigor matemático, pode afirmar-se que a operação de derivação,

df (x)

dx
= lim

h→0

f (x + h) − f (x)

h
,

avalia o comportamento da função em relação a translações (infinitesimais) da variável, mais

especificamente o quanto a função varia por uma variaçãoh da variável. Uma outra forma

de se avaliar alterações no valor da função relativamente a variações no valor da variável foi

introduzida por JACKSON [101],

Dq f (x) =
f (q x) − f (x)

q x − x
.
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Se a derivada tradicional avalia o comportamento perante translações, a derivada de Jackson

avalia o comportamento da função perante ampliação(redução) da variável. Para o limiteq → 1,

a derivada de Jackson coincide com a derivação ordinária.

É facilmente verificável que

SBG = − d

dx

(

W
∑

i=1

px
i

)
∣

∣

∣

∣

∣

x=1

,

e que

Sq = −Dq

(

W
∑

i=1

px
i

)
∣

∣

∣

∣

∣

x=1

. (2.12)

A propriedade acima indicada é de facto muito apelativa, porquanto a entropiaSq foi introduzida

num contexto multi-fractal, sistemas com invariância de escala, e a sua optimização por via do

método dos multiplicadores de Lagrange conduz a distribuições assimptoticamente em lei de

potência (pelo menos paraq > 1), estreitamente relacionadas com invariância de escala.Esta

intersecção de ideias obtidas por diferentes meios e métodos é indicativa da consistência do

conceito entropia não-extensiva.

2.3 Formas entŕopicas relativas

Em certos problemas é útil quantificar-se a diferença entre duas distribuições{pi} e {p′i}. Tal

pode ser feito como na secção 2.2 ou então recorrendo a umaquantidade conhecida comoentro-

pia de Kullback-Leibler[102], também chamadaentropia relativa, entropia ḿutuaou entropia

cruzadae é obtida da seguinte forma:
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Conidere-se a entropiaSBG como a média da surpresa associada a um sistema que apresenta

uma determinada distribuição de probabilidades{p′}

S =
∑

i

p′i ln
1

p′i
=
∑

i

p′i si.

Suponha-se que o sistema é ligeiramente alterado ou que é realizada uma nova medição obtendo-

se um novo conjunto,{pi}, de distribuições associadas aos vários estados permitidos. Partindo

desta nova medição, pode definir-se para cada estado um novo valor para a surpresasi = ln 1
pi

,

e assim uma variação da surpresa

∆si = s′i − si.

Daqui pode calcular-se o valor médio desta variação considerando a distribuição{pi},

K ({p} , {p′}) =
∑

i

pi ∆si = −
∑

i

pi ln
p′i
pi

. (2.13)

A entropiaK ({p} , {p′}) pode ser encarada como uma métrica no espaço de probabilidades.

Para que tal analogia seja válida é necessário que

K ({p} , {p′}) ≥ 0, (2.14)

já que distâncias negativas não têm significado fı́sico. Esta propriedade pode ser verificada

levando em conta queln r ≥ 1 − 1
r

(fazendor =
p′i
pi

). A igualdade na condição (2.14) dá-se

quandop′i = pi. Uma propriedade importante da versão contı́nua deK ({p} , {p′}), queSBG

não apresenta, é a invariância relativamente a uma transformação de variáveisx → x̃ = f (x).
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Considerando a distribuição uniformep′i = p′ = 1
W

(∀i) é fácil verificar-se que

K

(

{p} , p′ =
1

W

)

= ln W − SBG ({p}) ,

de onde se pode verificar que uma maximização deSBG ({p}) corresponder uma minimização

deK
(

{p} , p′ = 1
W

)

.

Como principais desvantagens deK ({p} , {p′}) pode apresentar-se a sua não simetria e o

facto de ela apresentar problemas de finitude quando apenas um dos valores da probabilidade

referente a um estadoi, pi ou p′i é nulo. O primeiro caso pode resolver-se considerando a

simetrizaçãoK({p},{p′})+K({p′},{p})
2

. O segundo caso foi resolvido através da introdução de uma

medida de informação chamada dediverĝencia de Jensen-Shannon.

2.3.1 Generalizando Kullback-Leibler

A entropia relativa de Kullback-Leibler pode ser generalizada no contexto não-extensivo[95].

Para tal considere-se em vez da surpresasi = ln 1
pi

, aq-surpresasq
i = lnq

1
pi

. Assim, a variação

daq-surpresa vale

∆sq
i ≡ s′i − si =

(

1 − [p′i]
1−q)−

(

1 − [pi]
1−q)

1 − q
.

Calculando aq-média de∆s
(q)
i com relação à distribuição{p},

C ≡ Ep

[

∆s
(q)
i

]

=
∑

i

[pi]
q ∆s

(q)
i =

∑

i

[pi]
q [pi]

1−q − [p′i]
1−q

1 − q
(2.15)

e usando a definição deq-logaritmo (2.8) obtém-se aq-entropia ḿutua de Kullback-Leibler,

Kq ({p} , {p′}) = −
∑

i

pi lnq
p′i
pi

. (2.16)



CAPÍTULO 2. ESTAT́ISTICA NÃO-EXTENSIVA 41

Foi demonstrado por TSALLIS e após, de uma forma alternativa, por BORLAND, PLASTINO

e TSALLIS [74]queKq ({p} , {p′}) é positiva paraq > 0, negativa paraq < 0 e nula quando

q = 0 ou p′i = pi (∀i, q). Foi também demonstrado queKq ({p} , {p′}) é concava paraq >

0 e convexa paraq < 0. Pode também demonstrar-se facilmente queKq ({p} , {p′}) não é

simétrica. Para além destas, outras propriedades relacionadas com o teoremaH podem ser

analisadas, nomeadamente, que ,para sistemas puramente deterministas, a entropia mútua é

independente do tempo.

Kq como medida de depend̂encia Considere-se agora que a variável em causa é bidimensi-

onal. Nesse caso a distribuição de probabilidades de referência poderá ser o produto das duas

probabilidades marginais,

p′ = p1 (x) p2 (y) ,

em que

p1 (x) =
∫

p (x, y) dy

p2 (y) =
∫

p (x, y) dx

e p (x, y) é a probabilidade conjunta. Sob este prisma, é fácil verificar que aq- generalização

da entropia de Kullback-Leibler pode ser utilizada como umamedida do graus de dependência

tal como acontece para o funcional original. Por uma questão de conformidade com a notação

usual neste caso a forma entrópica de Kullback-Leibler passará a ser representada porI (x, y).

Recorrendo à eq. (2.13) pode verificar-se que a entropia de Kullback-Leibler pode ser escrita
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como,

I (x, y) = S (x) + S (y) − S (x, y) ,

= S (x) − S (x|y) ,

= S (y) − S (y|x) .

Pela primeira equação é imediato verificar-se queI (x, y) apenas se anula quando as variáveis

x e y são independentes,i.e., p (x, y) = p1 (x) p2 (y). S (x) e S (y) referem-se a entropias

das distribuições marginais eS (x, y) a entropia da distribuição conjunta. As entropias do tipo

S (x|y) são calculadas como

S (x|y) = −
∑

x,y

p (x, y) ln p (x|y) ≡ −Ep(x,y) [ln p (x|y)]

em queEΠ [Y ] representa o valor médio deY em relação à distribuiçãoΠ.

Para este caso aq-generalização,Iq (x, y), pode ser escrita como,

Iq (x, y) =
∑

x,y

[p (x, y)]q

1 − q

{

1 − [p
1
(x) p2 (y)]1−q}−

{

1 − [p (x, y)]1−q} . (2.17)

Aplicando a relação1 − ab = (1 − a) + (1 − b) − (1 − a) (1 − b) no primeiro termo entre{}

e a definição deq-logaritmo, eq. (2.8), tem-se,

Iq (x, y) = −Eq
p(x,y) [lnq p1 (x) + lnq p2 (y) + (1 − q) lnq p1 (x) lnq p2 (y) − lnq p (x, y)]

(2.18)

em que a média segue a notação apresentada em (2.15). Escrevendo a probabilidade conjunta

p (x, y) comop (x) p (y|x) e usando as propriedades de pseudo-soma doq-logaritmo a eq. (2.18)

pode escrever-se como,

Iq (x, y) = −Eq
p(x,y) [lnq p1 (x) − ln pq (y|x) − (1 − q) (lnq p1 (x) lnq p (y|x) − lnq p1 (x) lnq p2 (y))] .

(2.19)
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Com estas expressões, (2.18) e (2.19), é possı́vel determinar-se os valores máximo e mı́nimo

deIq (x, y). O valor mı́nimo,Iq (x, y) = 0, corresponde exactamente ao caso em quep (x, y) =

p1 (x) p2 (y). O caso de valor máximo, ocorre quando existe uma dependência determinı́sta,

entre as duas variáveis, ou seja, distância máxima relativamente a independência. Para esse

caso, a entropia condicional

S(p(x|y))
q =

∑

y

[p (x|y)]q lnq p (x|y) ,

deverá ser nula pois a incerteza dex dado o valor dey é zero. Esta nulidade implica que

Eq
p(x,y) [ln pq (y|x)] eEq

p(x,y) [lnq p1 (x) lnq p2 (y)] são também nulos. Desta forma o máximo de

Iq (x, y) vale

IMAX
q (x, y) = −Eq

p(x,y) [lnq p1 (x) + (1 − q) lnq p1 (x) lnq p2 (y)] .

DadoIq (x, y) apresentar um limite superior e um limite inferior, pode definir-se uma razão

Rq[74],

Rq =
Iq

IMAX
q

∈ [0, 1] , (2.20)

que defina o grau de dependência entre duas variáveis. ParaRq existe um ı́ndice entrópico

óptimo, qop, para um dado grau de dependência, tal o gradiente deRq é mais sensı́vel e com isso

mais capaz de determinar pequenas variações do grau de dependência. Este método(q > 0)

apresenta-se como:consistente, já queRq varia monotonamente com o grau de dependência

entre as variáveis;verśatil, dado apresentar um parâmetro,qop, que pode ser ajustado para
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um determinado grau de dependência;optimizado, pois os seus valores máximo e mı́nimo de

Rq correspondente a dependência e independência total. Quanto aos valores deqop é fácil

verificar que para variáveisx ey independentesRq = 0 (∀q>0), logo, no limite de independência

qop = ∞. No caso de dependênciaRq = 1 (∀q>0) e por isso no limite de dependência total

qop = 0.

A propriedade mais interessante das entropias mútuas, a possibilidade de ser utilizada como

medida do grau de dependência entre variáveis, será apresentada mais adiante no contexto dos

resultados empı́ricos.

2.4 Relaç̃ao deSq com a caracterizaç̃ao de sistemas ñao-lineares

Não-linearidade é um fenómeno omnipresente na Natureza. Exemplos podem ser encontrados

em turbulência de fluidos[69], extinção e sobrevivência de espécies em sistemas ecológicos[103],

finanças[105][104], entre muitos outros. Porquanto, o estudo de mapas não-lineares de baixa

dimensionalidade desempenha um papel significativo na compreensão de problemas complexos

como aqueles referidos acima.

Num contexto clássico, a caracterização de um sistema dinâmico consiste na análise da

sua sensibilidade às condições iniciais. Nesta perspectiva, o conceito decaosfoi introduzido

comosinónimo de forte sensibilidadèas condiç̃oes iniciais[106]. Concretamente, um sistema é

classificado como caótico se a distância entre dois pontosinfinitesimalmente próximos crescer

exponencialmente com o tempo.



CAPÍTULO 2. ESTAT́ISTICA NÃO-EXTENSIVA 45

O formalismo teórico apropriado para o estudo de comportamento caótico e regular de um

sistema não-linear está, desde há muito, completamenteestabelecido. Contudo, o mesmo não

pode ser escrito quando se fala da região entre as regiões regular e caótica conhecida como

limiar do caos. Apenas recentemente a caracterização do limiar do caos foi feita de forma

adequada através de conceitos relacionados com a mecânica estatı́stica não-extensiva.

Defina-se então, analiticamente, sensibilidade às condições iniciaisξ (t), como

ξ (t) ≡ lim
‖∆~r(0)‖→0

‖∆~r (t)‖
‖∆~r (0)‖ , (2.21)

em que∆~r (t) representa a diferença no instantet entre duas trajectórias no espaço de fase.

Quando um sistema se encontra num estado caótico,ξ aumenta, como referido anterior-

mente, de acordo com uma lei exponencial,

ξ (t) ≡ eλ1 t (λ1 > 0) , (2.22)

ondeλ1(o subscrito1 será clarificado em seguida) corresponde ao expoente máximo de Lyapu-

nov definido como,

λ1 ≡ lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

ln
‖~r′ (i)‖
‖~r′ (0)‖ , (2.23)

onde~r′ (i) representa o vector tangente no ponto~r (i).

A eq. (2.21) pode, sob o ponto de visto matemático, ser considerada como a solução da

equação diferencial,

dξ

dt
= λ1 ξ. (2.24)
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É de notar que oestado cáoticoesteja associado a uma funçãoexponencial do tempo, da mesma

forma que aentropia de Boltzmann-Gibbs, que foi obtida sobre a hipótese decaos molecular,

está intimamente relacionada comdistribuiçõesque são aexponencial de uma função da ob-

serv́avel em causa.

Relativamente ao limiar do caos, exceptuado algum trabalhopioneiro, durante vários anos

apenas se referiu que correspondia a um estado em que o exponente máximo de Lyapunov era

nulo e no qual as trajectórias divergem como uma lei de potência do tempo[107].

Embora o expoenteλ1 seja nulo, foi possı́vel observar, no contexto da mecânicaestatı́stica

não-extensiva[108][109][110][111][112][113][114][115], que a divergência entre trajectórias

poderia ser convenientemente descrita através da função q-exponencial,

ξ (t) ≡ [1 + (1 − qs) λqs t]1/(1−qs) = expqs
(λqs t) (λqs > 0; qs < 1) , (2.25)

ondeλqs representa o coeficiente generalizado de Lyapunov no qual o subscritos indica sensi-

bilidade.

Tal como verificado anteriormente, esta dependência pode ser obtida como solução de uma

equação diferencial, eq. (2.6). Novamente existe um paralelismo entre a dependência funcional

deξ (t) e da distribuição de probabilidade que maximiza uma dada forma entrópica neste caso,

Sq (ver secção 2.2.3).

O paralelismo vai além da sensibilidade às condições e pode ser verificado para a taxa de

produção de entropia.
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A partir da entropiaSBG é possı́vel definir a taxa de produção de entropia, relacionada com

a preservação da medida de um sistema dinâmico, conhecida como entropia de Kolmogorov-

Sinai,

KS ≡ lim
t→∞

lim
W→∞

lim
N→∞

〈SBG〉 (t)

t
. (2.26)

em queW representa o número de estados acessı́veis em que a probabilidade de um determi-

nado estadoi para um dado tempot valepi (t) = Ni(t)
N

. PESIN [116] demonstrou que a entropia

de Kolmogorov-Sinai para sistemas caóticos é igual à soma dosd(+) expoentes de Lyapunov

positivos

KS1 =
d(+)
∑

l=1

λ
(l)
1 .

Em analogia com o que acontece paraSBG, é possı́vel definir paraSq uma generalização da

entropia de Kolmogorov-Sinai,

KSqe ≡ lim
t→∞

lim
W→∞

lim
N→∞

〈Sqe〉 (t)

t
. (2.27)

Para uma variedade de sistemas conservativos/dissipativos no limiar do caos ou em estados defi-

nidos como caos fraco é possı́vel verificar, numérica e/ouanaliticamente[117][114][113][118],

que apenas se obtém um valor finito e positivo paraKSqe, com qe 6= 1 (e indica entropia).

Paraq > qe, KSqe anula-se e paraq < qe, KSqe diverge. A partir deKSq pode definir-se um
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Teoremàa la Pesin, tal que

KSqe =

d(+)
∑

l=1

λ
q
(l)
s

,

em queλ
q
(1)
s

, λ
q
(2)
s

, . . . , λ
q
(n)
s

representam osn coeficientes generalizados de Lyapunov positi-

vos. Este teorema foi comprovado analiticamente para sistemas unidimensionais e numerica-

mente para sistemas com mais dimensões. Mais, para sistemas unidimensionais verificou-se

que

qe = qs,

e que

KSqe = KSqs = λqs.

Para um sistema comd ≥ 2 e n coeficientes generalizados de Lyapunov positivos espera-se

que a relação para os ı́ndices entrópicos referentes à sensibilidade e entropia seja dada por [113]

1

1 − qe
=

n
∑

l=1

1

1 − q
(l)
s

.

2.4.1 Exemplo: Sensibilidadèas condiç̃oes iniciais do pĩao clássico per-

turbado

O pião clássico perturbado corresponde a um mapa definido sobre uma esfera de raio unitário,

x2 + y2 + z2 = 1, que corresponde à seguinte aplicação

xt+1 = zt

yt+1 = xt sin (α zt) + yt cos (α zt)

zt+1 = −xt cos (α zt) + yt sin (α zt)

, (2.28)
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em queα representa aintensidade da perturbação. É facilmente verificável que o Jacobiano (o

determinante da matriz Jacobiana),

J =

∣

∣

∣

∣

∂ (xt+1, yt+1, zt+1)

∂ (xt, yt, zt)

∣

∣

∣

∣

= 1,

o que significa que o mapa éconservativo. Desta forma, ele é bastante semelhante a sistemas

conservativos hamiltonianos cujo o espaço de fase é composto de uma mistura de fases regular

(conhecidos na literatura comoKAM-tori[107]) e caótica tal como pode ser verificado na fig.

2.1.

Dependendo da região em que se inicia a trajectória três tipos diferentes de evolução tempo-

ral deξ podem ser verificados. Se a condição inicial se situa numa região regular, a sensibilidade

às condições iniciais evolui com uma dependência linear do tempo. Caso a condição inicial se

situe numa região de mar caótico então,ξ, cresce exponencialmente saturando ao cabo de pou-

cas iterações (quando comparado com o caso regular) correspondendo aqs = 1. Numa região

de fronteira entre estes dois regimes também é possı́vel colocarem-se duas condições iniciais

e avaliar a forma como as duas se separam. Para esta situação, verifica-se que o crescimento

segue uma lei de potência assimptótica descrita pela equação (2.25) com0 < qs < 1, i.e., uma

qs-exponencial. Primeiramente, na fig. 2.1 estão apresentadas três duplas de condições iniciais

infinitesimalmente separadas‖∆~r (0)‖ = 10−10 comα = 2.3 e nos restantes paineis a evolução

deξ para os três casos.

É importante referir-se que a versão quântica do pião quˆantico corresponde à primeira

comprovação numérica da existência de um comportamento q-exponencial para um sistema
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Figura 2.1: Órbita do pião perturbado comα = 2.3, onde as regiões caótica e regular são

visı́veis. O espaço de fase esfério é projectado sobre o planox−z multiplicando as coordenadas

x e z para cada ponto porR/r ondeR =
√

2 (1 − |y|) e r =
√

1 − y2. Dependência temporal

da sensibilidadeξ para as condições iniciais (com‖∆~r (0)‖ = 10−10) para a região dita regular

(N; evoluçãolinear), limiar do caos (�; evoluçãoqs-exponencial), e região caótica (H, evolução

exponencial).[emP07]
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quântico no limiar do caos [121][122]. No caso dos sistemasquânticos em vez de se considerar

a evolução da distância entre dois pontos inicialmente próximos, é analisado o valor do módulo

da sobreposição de duas funções de onda cujos Hamiltonianos são infinitesimalmente diferen-

tes [123]. Para este caso, verificou-se que a função de sobreposição no limiar do caos quântico

apresenta um comportamentoq-exponencial.

A sensibilidade às condições iniciais no limiar do caos foi estudada para diferentes valores

do parâmetroα ∈ [0, 4] . Para cada valor deα fez-se a média deξ para um conjunto de

condições iniciais (50 amostras) . Mais precisamente, com o auxı́lio das órbitas tı́picas para

cada valor deα, foram determinados um conjunto de pontos na fronteira entre as regiões regular

e caótica. Então, a partir destes pontos obtiveram-se as médias deξ em cada instante de tempo.

Resultados tı́picosξ vs. t para diferentes valores deα são apresentados na fig. 2.2. Para

α = 0 o mapa é integrável e por conseguinteq = 0 [113][119]. À medida queα aumenta,

aumenta também o grau de perturbação na dinâmica do sistema, o que implica também um

aumento da fracção caótica no espaço de fase. Acima de umvalor crı́tico,αc ≃ 3.2, a região

caótica preenche todo o espaço de fase o que significa uma saturação do valor deqs = 1 para

α ≥ αc. Na fig. 2.3 é apresentada a evolução deqs com o parâmetroα e na fig. 2.4 órbitas

tı́picas correspondentes a diferentes valores deα.

Este tipo de resultados é também observado para sistemas não-lineares compostos por dois

mapasstandardsimpléticos acoplados [113] e poderão ser úteis na compreensão, dentro do

contexto da mecânica estatı́stica não-extensiva, de sistemas metaestáveis eternos que se po-
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Figura 2.2: Dependência temporal da média da sensibilidade às condições iniciais,〈ξ〉,para

valores tı́picos deα (50 pontos na fronteira entre as regiões).Inserç̃oes: Os mesmos da-

dos, mas usando os mesmos dados mas em ordenadas representadas emlnqs, ondelnq(x) ≡
(x1−q − 1) / (1 − q) (ln1 = ln) . Com esta ordenada, o declive da linha recta é simplesmente

λqs. [emP07]
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Figura 2.3: A dependência emα de qs. Para um valor crı́tico próximo deαc ≃ 3.2, qs atinge

o valor unitário (correspondente a um espaço de fase totalmente caótico) mantendo esse valor

para todo oα ≥ αc. [emP07]
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Figura 2.4: Representação de órbitas tı́picas para diversos valores deα. Com o crescimento

deα verifica-se a emergência de regiões caóticas que , paraαc ≥ αc ≃ 3.2, preenche todo o

espaço de fase. [emP07]
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dem obter a partir do acoplamento de vários mapas simpléticos, bem como em hamiltonianos

clássicos de um sistema isolado de muitos corpos com interacções de longo-alcance [124].

2.5 Uma posśıvel fundamentaç̃ao dinâmica para a meĉanica

estat́ıstica não-extensiva: a superestatı́stica

Como foi visto anteriormente, a proposta de BOLTZMANN para a descrição das propriedades

macroscópicas de um sistema em equilı́brio sofreu desde a sua génese várias crı́ticas nomea-

damente de EHRENFESTe EINSTEIN. As razões para o desacordo de Einstein face ao método

de Boltzmann estavam no facto de considerar que a descrição estatı́stica de um sistema deveria

estar intimamente relacionada com a dinâmica desse sistema. Argumentos como este e outros

aqui anteriormente apresentados deixaram em aberto a hipótese do surgimento de mecânicas

estatı́sticas não-Bolztmannianas, entre as quais se devedistinguir claramente a mecânica es-

tatı́stica baseada emSq como pioneira[125].

Se a ligação entreSq e grandezas termodinâmicas (generalizadas) foi feita aquando da

introdução deSq, uma fundamentação dinâmica para a mecânica estatı́stica não-extensiva foi

introduzida recentemente por C. BECK [126] que posteriormente, em conjunto com E.G.D.

COHEN, generalizou o conceito denominando-o desuperestatı́sticaouestat́ıstica de estatı́sticas

[127]. Com este conceito, BECK e COHEN pretenderam dar um tratamento a sistemas fora

de equilı́brio e introduzir uma explicação dinâmico-estatı́stica para a mecânica estatı́stica não-

extensiva.
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Considerem-se então as linhas inicialmente propostas porC. BECK no estudo de turbulência

e que foram profundamente influenciadas pelo trabalho de G. WILK e Z. WŁODARCZYK sobre

interacções entre hadrões em raios cósmicos[128] . Para tal atente-se à equação diferencial

estocástica correspondente ao movimento Browniano proposta por EINSTEIN[129],

du = −γ u dt + σ dWt, (2.29)

ondeu representa a velocidade,Wt é um processo regular de Wiener,γ a constante de fricção

(γ > 0 ) eσ o parâmetro de difusão relacionado com a intensidade do ruı́do6.

A eq. (2.29) está vinculada a uma equação de Fokker-Planck cuja solução estacionária é

uma Gaussiana,

PBG (u) =

√

β

π
exp

[

−β u2
]

,

de média nula e variânciaβ−1 = σ2

γ
, ondeβ é o inverso da temperatura (à parte da constante

de Bolztmann). Em seguida, BECK considerou flutuações, espaço-temporais, no parâmetro

β. Isto é, divide-se o espaço num conjunto de pequenas células de ladoℓ sendo atribuı́do um

certo valor deβ a cada uma delas que permanece (basicamente) constante ao longo de um

determinado intervalo de tempoT maior do que o tempo necessário para o sistema entrar em

equilı́brio que é da ordem deγ−1. Ao fim deT unidades de tempo o valor deβ nas células é

actualizado de acordo com um dada distribuiçãop (β). Consequentemente, para tempos longos,

t ≫ T , a distribuição estacionária da velocidade neste sistema, claramente não-homogéneo, é

6Por uma questão de simplicidade e facilidade de acompanhamento o modelo aqui apresentado está reduzido a

uma dimensão. A sua generalização para mais dimensões ´e directa.
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obtida através da sobreposição das várias gaussianas cujo peso corresponde à distribuiçãop (β),

Pstationary (u) =

∫

PBG (u) p (β) dβ. (2.30)

Obviamente existe uma infinidade de possibilidades parap (β), contudo algumas distribuições

são naturalmente apelativas dada a sua emergência em diversos fenómenos. De entre essas

distribuições podem destacar-se a distribuição Gamma(ouχ2) para observáveis positivas,

f (x) =
1

b Γ [c]

(x

b

)c−1

exp
[

−x

b

]

, (x, b > 0, c > 1) ,

Considerandop (β) = f (β) e aplicando a integração (2.30) tem-se,

Pstationary (u) =
1

Z

[

1 + (1 − q) β0 u2
]1/(1−q)

,

em queβ0 = b c e q = 1 + 1
c

sendoZ =
∫

[1 + (1 − q) β0 u2 ]
1/(1−q)

du a constante de

normalização. Ou seja, para o caso em queβ varia de acordo com uma distribuição Gamma, a

distribuição estacionária de velocidades no sistema étal que maximiza a entropiaSq. Como co-

rolário tem-se a primeira fundamentação dinâmica parauma mecânica estatı́stica não-extensiva.

A partir daqui, como referido acima, BECK e COHEN (BC) generalizaram o formalismo

para outras distribuições de temperatura (ou parâmetroβ) para além daχ2 e Hamiltonianos

generalizados. Para este caso, a distribuição estacion´aria do sistema está relacionada com a

média sobre as várias temperaturas dos factores de Boltzmann locais,exp [−β E], em queE

representa a energia do microestado associado à célula. Analiticamente,

B (E) =

∫

exp [−β E] p (β) dβ, (2.31)
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em queB representa um factor de Boltzmann generalizado do sistema em não-equilı́brio. Fa-

cilmente se verifica que parap (β) = δ (β − β0) o factor de Boltzmann usual é reobtido. Um

aspecto a ter em conta diz respeito à normalização ou nãodo factor do Boltzmann. Assim, pode

trabalhar-se com distribuições não normalizadas localmente,

p (E) = exp [−β E] ,

a partir do qual se faz a média sobreβ e em seguida se normaliza, designada porsuperestatı́stica

de tipo-A. Alternativamente, as distribuições podem ser já normalizadas localmente,

p (E) =
1

Z (β)
exp [−β E] ,

realizando-se depois a média sobre osβ. Este caso define-se porsuperestatı́stica de tipo B.

Dado que a função de partição local depende deβ, os factores de Boltzmann generalizados

para as duas variações serão ligeiramente diferentes. Contudo, o tipo B pode reduzir-se ao

tipo A substituindo a distribuiçãop (β) por uma nova distribuiçãõp (β) = C Z (β) p (β) onde

C é uma constante de normalização. Daqui se conclui que a superestatı́stica de tipo A base-

ada na distribuição Gamma distingue-se pelo facto da func¸ão de partição ser independente do

parâmetro de Lagrange relacionado com a normalização.

Além de analisarem o caso em quep (β) é uma distribuição Gamma, foram também defini-

dos factores de Boltzmann para uma série de funções como adistribuição uniforme, distribuição
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de dois nı́veis, ou a distribuição log-normal,7

h (x) =
1√

2 π s2x
exp

[

−
(

log x
m

)2

2 s2

]

, (x, m, s > 0) . (2.32)

Para estas distribuições BC definiram um parâmetro,

qBC =
〈β2〉
〈β〉2

, (2.33)

universal,i.e, válido para qualquer superestatı́stica e que coincide com o ı́ndice entrópicoq da

entropiaSq. Concretamente, foi verificado que para situações em queσβ E é pequeno (σ2
β é a

variância do parâmetro intensivoβ, σβ = 〈β2〉 − β2
0 ), o factor efectivo de Boltzmann pode ser

escrito como

B (E) ≈ e−β0 E

[

1 + (qBC − 1)
β2

0

2
E2

]

(2.34)

incluindo a situação referente à distribuição Gamma para o qualqBC = q. Isto significa que,

paraσβ E todas as superestatı́sticas s̃ao idênticas e vinculadas̀a estat́ıstica ñao-extensiva. Para

os factoresB (E) normalizados de qualquer tipo de superestatı́stica, existe um princı́pio de

máxima entropia que pode ser escrita em termos da entropiaSq com um ı́ndice entrópicoq

dado pela eq. (2.33). Para uma variância das flutuações deβ suficientemente pequena todas

elas extremamSq quando sujeitas a conjunto de vı́nculos.

7a distribuição Gamma-invertida é representada pela seguinte função,

g (x) =
1

Γ (1 − b)
(a b)

b−1
xb−2 exp

[

−a b

x

]

, (x, a b > 0, b < 1) ,
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Para flutuações maiores deβ ou energiasE elevadas desvios em relação à não-extensividade

tornam-se importantes. Contudo, é de destacar a importância deSq segundo este cenário, pois

está relacionada com os primeiros desvios em relação a Boltzmann-Gibbs.́E interessante notar-

se que também a superestatı́stica foi recentemente generalizada considerando uma entropia ge-

neralizada construı́da a partir de vários valores deq [131].

A superestatı́stica vem sendo aplicada uma grande variedade de sistemas fı́sicos tais como:

turbulência Lagrangiana e Euleriana [132][133], turbulˆencia atmosférica[134], estatı́stica de

raios cósmicos[135], vento solar[136], redes aleatórias[137] bem como noutras áreas como

finança[5][144] onde parecem existir parâmetros que variam numa escala longa. Desta forma,

duas questões fundamentais emergem:Qual a distribuiç ão p (β) associada ao par̂ametro

intensivo? Qual é a escala,T , de evoluç̃ao do parâmetro β? Tentativas para responder a

esta última pergunta têm sido propostas para que exista uma concreta aplicação do formalismo

superestatı́sco. Em seguida apresenta-se em primeiro lugar um critério recentmente introduzido

por C. BECK, E.G.D. COHEN e H.L. SWINNEY (BCS)[145].

2.5.1 Determinaç̃ao da escalaT pelo critério BCS

O critério referido consiste em 4 passos relativamente simples aplicados a uma série temporal.

O trabalho original focou fluidos turbulentos e as flutuações de velocidade. Os passos são os

seguintes:

1. Divida-se a série temporal em um númeroN intervalos de tempos de duraçãoτ . Desta
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forma o tamanho da série temporal éNτ ;

2. Defina-securtósis localcomo

κ (τ) =
1

N τ − τ

∫ N τ−τ

0

〈

(u − 〈u〉)4〉

t0,τ
〈

(u − 〈u〉)2〉2

t0,τ

dt0, (2.35)

onde〈. . .〉t0,τ representam a média realizada sobre um intervalo de tempo com duraçãoτ

e inı́cio emt0;

3. Calcule-seκ (τ) para vários valores deτ ;

4. A escala de evoluçãoT corresponde ao intervalo de duraçãoτ para o qualκ (τ) corres-

ponde ao valor da Gaussiana;i.e.,

κ (T ) = 3. (2.36)

Na sua essência o procedimento proposto tenta detectar umaescala caracterı́stica associada

ao estado puro que para o caso da turbulência em fluidos é a Gaussianidade dentro de uma

escada de tempot < T . Apesar de em seguida se mostrar a validade da filosofia do método,

ele apenas se torna verdadeiramente eficaz mediante algumasalterações que aqui se apresentam

[146]. A primeira consiste em substituir a integração (2.35), na qual existe uma sobreposição

de intervalos temporais, por um somatório dosN intervalos não sobrepostos,

κ (τ) =
1

N

N
∑

i=1

〈

(u − 〈u〉)4〉

i,τ
〈

(u − 〈u〉)2〉2

i,τ

, (2.37)

onde〈. . .〉i,τ representa média local nai-ésima janela de comprimentoτ .
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Considere-se uma série temporal,x (t) (de média nula por questões de simplificação) que

apresenta um parâmetro flutuanteβ que é actualizado a cada intervalo de tempoT . Até aqui

apenas se definou novamente o conceito de superestatı́stica. Dentro de cada um desses interva-

los a variávelx segue uma distribuição Gaussiana. Exemplos deste sistema são:x equivalente a

posição eβ proporcional ao inverso da variância;x a diferença de velocidades de um fluı́do,u,

num ponto eβ proporcional ao inverso da temperatura. Para este caso a curtósis local dada

pela eq. (2.35) evoluirá deκ (τ = 1) = 1 até ao valor correspondente à curtósis da distribuição

estacionária dex,

P (x) =

∫

p (x|β) p′ (β) dβ.

Para uma série satisfatoriamente longa de tamanhoL tem-se,

κ (L) ≈
∫

x4 P (x) dx
(∫

x2 P (x) dx
)2 .

Consequentemente, ao aplicar o método BCS,κ (τ) evolui para o valor deκ (L), pois com o

aumento deτ , dá-se uma melhora na estatı́stica local. Além disso, umapropriedade interessante

emerge devido à natureza superestatı́stica da série: Quando se torna possı́vel dividir a série

temporal num conjunto de intervalos que são Gaussianas puras (um únicoβ), obtém-se uma

singularidade com valor igual a3. Contudo, tal singularidade não acontece apenas quando

τ = T como a condição (2.36) indica. A igualdadeκ (τ) = 3 acontece sempre queT
τ

é um

inteiro maior ou igual a1. De facto,τ = T corresponde ao último intervalo para o qual a

curtósis local tem singularidade de valor igual a3. Tal acontece porque, para intervalos que
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verificam a relação

T

τ
= Inteiro

(

T

τ

)

≥ 1, (2.38)

apenas existe uma replicação do número de intervalos queestão associados a um único parâmetro

β. Tome-se como exemplo o caso para o qualT
τ

= 2, i.e., o tamanho das janelas em análise

corresponde a metade do intervalo de actualizaçãoT . Desta forma, por cada actualizaçãoT ,

dentro da qual existe apenas uma únca estatı́stica de Boltzmann-Gibbs, existem duas janelas

de tempo dentro das quais os elementos se encontram associados a uma e só uma estatı́stica,

correspondente a uma multiplicação por um factor2 do número de janelas “puras”. Ao aplicar a

eq. (2.37), far-se-á uma média sobre janelas, nas quais existe uma única estatı́stica, o resultado

seráκ = 3. O mesmo acontece quandoT
τ

= 3, 4, 5, . . ., em que é possı́vel dividir-se cadaT em

3, 4, 5, . . . janelas nas quais apenas uma estatı́stica está presente. Para T
τ

= 1 essa replicação

deixa de existir e assim tem-se a verdadeira escala de actualizaçãoT .

Paraτ = 2 T, 3 T . . . , n T ≤ L, também existem singularidades mas com um valor superior

a 3, dado que correspondem a uma curtósis média de2, 3, etc. Gaussianas com diferentes

valores deβ. Na realidade, o gráfico deκ (τ) vs. τ de uma série temporal de uma grandeza que

evolui de uma forma superestatı́stica apresenta um conjunto de singularidades para a curtósis

local que são obtidas sempre que o valor do intervaloτ verifica a condição

τ × r = T, (2.39)

onder é um número racional positivo. Considere-se como exemploo caso em queT
τ

= 4
3
. Isto

é, 4 intervalosτ têm o mesmo comprimento que3 janelasT . Isto corresponde à existência
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de 2 janelas com estatı́stica “puras” de comprimentoτ e outras duas janelas, com o mesmo

tamanho, mas que contém elementos associados a estatı́sticas locais diferentes. Aplicando a eq.

(2.37) tem-se que da presença de estatı́sticas puras surgea Gaussianidade que, pela presença de

janelas que contém diferentes estatı́sticas, nãoκ vale3 (como no caso Gaussiano), mas sim um

número superior.

Apenas utilizando uma análise com intervalos temporais n˜ao sobrepostos eq. (2.37), se pode

obter este resultado. A utilização da eq. (2.35) implica que apenas uma parte dos intervalos, a

que é levada em conta na eq. (2.37), representam Gaussianaspuras. Essa mistura também faz

com que a convergência para o valor da curtósis da série temporal seja mais rápida.

Na fig. 2.5, apresenta-se um excerto (painel esquerdo) de umasérie temporal superes-

tatı́stica composta por uma variável estocástica localmente associada a uma Gaussiana cujo

desvio padrão segue a distribuição

p (σ) =

√

2

π

σ

5
exp

[

− σ4

200

]

(2.40)

e a escala de evoluçãoT vale 250 (σ representa o papel do parâmetroβ para este caso). No

painel da direita é verificável a existência de uma sucessão de singularidades quando é verificada

a condição (2.39) sendo que, quando a condição (2.38) éverificadaκ (τ) = 3. É vı́sivel na figura

que a última singularidade igual a3 coincide comT . No caso da aplicação directa do critério

BCS sem ter em atenção a estrutura de singularidades obter-se-iaT = 48.

A aplicação isolada da condição (2.36), sem ter em linhade conta a condição adicional

referente à última singularidade de valor3, pode levar a conclusões equivocadas à cerca do
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Figura 2.5: Lado esquerdo: Excerto de uma série temporal onde os elementos,x, são associados

à mesma distribuição Gaussiana dentro de um intervalo deduraçãoT = 250. O desvio padrão,

σ, relacionado com o parâmetro intensivo,β, varia de acordo com a densidade de probabilidade

indicada no texto. Lado direito:κ (τ) vs. τ . É vı́sivel a sucessão de singularidades de acordo

com a condição (2.39) sendo que a última singularidade devalor igual a3 coincide com o valor

real T enquanto que o primeiro valor é igual a48. Singularidades para pequenos valores de

τ que verificam a condição (2.38) não são vı́siveis, pois encontram-se mascaradas pelo efeito

estatı́stico deτ pequeno. Este efeito também introduz erro na curtósis dassingularidades em

queκ (τ) = 3 que se mostram um pouco abaixo desse valor. A série temporalcompleta tem

107 elementos. [emP12]
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carácter superestatı́stico de uma série temporal. Na fig.2.6 apresenta-se uma série temporal

que é localmente e no longo-curso associada a uma distribuiçãoq-Gaussiana, eq. (2.9), com

q = 1.3 e σ = 1. Ou seja, uma distribuição de caudas longas que optimiza aentropiaSq para

q = 1.3, relacionada com uma dinâmica na qual não existe qualquerflutuação de qualquer

parâmetro.́E visı́vel no painel da direita que aplicando o método da curtósis local não se obtem

a sucessão de singularidades de uma série temporal superestatı́stica como se verifica no painel

direito da fig. 2.5. Tal acontece porque, simplesmente, estasérie não é superestatı́stica. A

aplicação do critério originalmente sugerido por BCS conduziria à classificação da dinâmica de

x como superestatı́stica com uma escalaT ≃ 12.5 . Este exemplo enfatiza a importância da

condição adicional aqui apresentada. Apesar de a distribuição eq. (2.9) poder ser sempre enca-

rada como uma espécie de Transformada de Lagrange de uma funçãof (σ̄), isso não significa

que a dinâmica subjacente a essa distribuição seja de carácter superestatı́stico como foi aqui

demonstrado.

É importante referir-se que com a introdução da condição adicional, além de se obter uma

resposta para a questão “Qual é a escala de tempoT de evolução do parâmetroβ?”, clara-

mente se melhoram os resultados para a pergunta“ Qual é a distribuiçãop (β) associada ao

parâmetro intensivo?”. Isto é, ao melhorar-se a escalaT , melhora-se a determinação expe-

rimental/numérica deβ em sistemas naturais (como fluidos turbulentos) e consequentemente

tem-se uma avaliação mais fidedigna dep (β) e do tipo de superestatı́stica presente.
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Figura 2.6: Lado esquerdo: Excerto de uma série temporal de107 elementos onde,x, associadas

a uma série temporal não super-estatı́stica com uma função de densidade probabilidade que é

umaq-Gaussiana comq = 1.3 e variância unitária. Lado direito:κ (τ) vs. τ . Para este caso não

se observa a sucessão de singularidades tal como surge numasérie temporal superestatı́stica. A

condição BCSκ (T ) = 3 não só leva a um valor virtual paraT , mas também a uma classificação

do processo estocástico como superestatı́stico. A figura inserida mostra a região em queκ (τ) =

3, τ ≃ 12.5. A saturação deκ (τ = ∞, L = ∞) = 15−9q
7−5q

= 6.6. [emP12]
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Apesar desta melhoria ao método BCS, existem duas questões referentes à aplicabilidade

experimental. A primeira prende-se com o facto de não ser garantido que o instante inicial das

medições,t = 0, coincida com o ı́nicio de um intervalo temporal que represente um “estado

puro”. Assim, para uma aplicação de sucesso do método é necessário que o instante inicial

seja alterado até que a estrutura de singularidades surja.A segunda dificuldade prende-se com a

precisão dos instrumentos de medida. Se a escala de relaxac¸ão local for extremamente pequena,

no limite instantânea, a escala de variação do parâmetro intensivo pode ser pequena ao ponto

de não poder ser identificável. Para estes casos, novos processos devem ser apresentados.



Caṕıtulo 3

Análise Emṕırica de Observ́aveis

Financeiras

3.1 Introdução e perspectiva hist́orica

A partir da década de1980 tornou-se possı́vel o armazenamento de enormes quantidades de

dados referentes a diversas observáveis financeiras complementando os registos até essa época

que, na sua essência, se reduziam a valores diários. Destaforma, passou a ser possı́vel ter-

se acesso,a posteriori, e para o caso de mercados cujo preço é orientado pelas cotações, a

informação tão fundamental como o preço e o volume em queum determinado agente pretende

vender ou comprar um certo produto financeiro. Essas enormesquantidades de dados, geral-

mente em forma de séries temporais, podem ter escalas de tempo que vão de horas à escala do

segundo ou mesmo transacção-a-transacção (dados de alta freqûencia).

De todas essas quantidades observáveis, a mais importantenum mercado financeiro é, com

certeza, o logaritmo do preçoS. Tal acontece por duas razões. Primeiro, a sua variação ´e

69
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praticamente igual à variação percentual do preçoS na escala de tempo considerada. Ou seja,

ln St−ln St−T = ln(
St − St−T + St−T

St−T
) = ln(1+

St − St−T

St−T
) = ln(1+rT (t)) ≃ rT (t) , (3.1)

em que a quantidaderT (t) é conhecida comolucro (return) a um horizonteT no instante

t. O segundo motivo está relacionado com a história da evolução do tratamento cientı́fico

da dinâmica de preços. Como referido no capı́tulo 1, a primeira tentativa para se construir

um modelo matemático-financeiro foi apresentado por L. BACHELIER[16]. Apesar do re-

conhecido mérito no pioneirismo da proposta, deve referir-se que a hipótese da distribuição

Gaussiana para as flutuações de preço não tinha qualquerespécie de suporte empı́rico. Por

exemplo, apesar do modelo de Black-Scholes para preços de opções [147], profundamente re-

lacionado com o modelo de Bachelier, ser um dos marcos da finança quantitativa, necessita de

ajustes para ser verdadeiramente aplicável. Com o aumentodo interesse de matemáticos pela

modelação de preços em mercados financeiros (década de1950)1, a proposta de flutuações de

preço Gaussianas foi então substituı́da por modelos em que os preços seguiam uma distribuição

log-normal, eq. (2.32), correspondente a um movimento Browniano geométrico. Para este tipo

de dinâmica as variações sãolog-normal distribuı́das. Este modelo mostrou ser apenas uma pri-

meira aproximação, pois é verificável que as caudas nas distribuições de lucros apresentam-se

mais largas do que as caudas de uma distribuiçãolog-normal. Além do mais, as distribuições

1É importante referir-se o significado da palavramodelagempara as ciências ligadas à matemática aplicada e

para as ciências fı́sicas. No primeiro caso corresponde a uma representação da realidade usando um formalismo

matemático apropriado. No segundo caso representa a tentativa de, através de argumentos plausı́veis, explicar o

fenómeno em estudo. Nesta última abordagem nem sempre o formalismo matemático é seguido como as ciências

matemáticas gostariam.
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log-normal indicam que as caudas positivas são mais longas do que as caudas negativas, con-

trariamente ao que se verifica na realidade [148]. Assim, novas aproximações ao problema da

distribuição das flutuações de preço eram necessárias. A mais importante é, sem dúvida, a pro-

posta de B.B. MANDELBROT [149] inspirada pelo trabalho do economista italiano V. PARETO

[150]. Em 1897, PARETO estudou a distribuição de riqueza pessoal numa economia estável

verificando que essa distribuição era muito bem descrita por

v ∝ w−υ, (3.2)

ondev representa o número de pessoas que tinham uma riqueza maiordo quew. Esta relação,

eq. (3.2), conhecida comoLei de Pareto, mostrou-se e mostra-se bem general, pois é verificada

numa enorme quantidade de paı́ses de diferentes continentes e diferentes estruturas sociais e

polı́ticas. O trabalho de MANDELBROT foi apresentado em1963 referia-se a uma base de

dados de1000 pontos de flutuações de preço de algodão. Com a distribuição semelhante à eq.

(3.2), MANDELBROT concluiu que aquela distribuição era compatı́vel com as distribuições de

Lévy [151][154][155],

La (x) ∼ ϕ Aϕ
±

|x|1+ϕ ,

para|x| ≫ 1. O expoenteϕ encontra-se definido no intervalo0 < ϕ < 2 e A± são duas

constantes que habitualmente são chamadas deamplitudes de cauda. Estas amplitudes de cauda

servem para definir o parâmetro de assimetria,

B =
Aϕ

+ − Aϕ
−

Aϕ
+ + Aϕ

−
.
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Exemplos de distribuições de na classe de Lévy são

• ϕ = 1
2

eB = 1, distribuição de Lévy-Smirnov;

• ϕ = 1 eB = 1, distribuição de Cauchy ouLorentziana(q-Gaussiana comq = 2)

Paraϕ = 2 a distribuição equivalente é a Gaussiana.

Embora a distribuição de probabilidades de Lévy não possa ser escrita de uma forma mate-

maticamente simples, a sua transformada de Fourier (ou func¸ão caracterı́stica) pode ser definida

como

L̂ϕ (k) = exp [−aϕ |k|ϕ] , (3.3)

em queaϕ é uma constante relacionada com a amplitude de cauda.

A partir da eq. (3.3) pode definir-se a distribuição de Lévy através da série

La (x) =
∞
∑

n=1

(−1)n+1

π n!

an
ϕ

x1+n a
Γ [1 + n a] sin

(π n ϕ

2

)

, (3.4)

que apresenta um comportamento em lei de potência, tı́picade fenómenos com invariância de

escala, como observáveis com comportamento intermitente. Nestes processos, pode dizer-se

que os eventos de valor intermédio perdem peso estatı́stico sendo substituı́dos por ocorrências

maiores para valores pequenos (aguçando assim os picos dasdistribuições) e ocorrências também

maiores para os valores grandes. Como resultado, as caudas tornam-se mais prolongadas2.

2É implı́cito que a classificação qualitativa de um valor como pequeno, intermédio ou grande é feita tendo como

padrão a região central da distribuição.
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Cerca de30 anos após a sua proposta, R.N. MANTEGNA & H.E. STANLEY [152] realiza-

ram uma análise das flutuações a cada15 segundos do ı́ndice S&P 500 a partir de um conjunto

de cerca de um milhão de pontos. No seu trabalho, além de verificarem que as flutuações

não entravam na classe proposta por BACHELIER, observaram que, após algumas unidades de

desvio padrão, a distribuição das flutuações se afastava da distribuição de Lévy proposta por

MANDELBROT. O expoente para cauda das distribuições apresentava um valor da ordem de3,

consequentemente fora da classe de distribuições de Lévy contrariamente ao resultado de MAN-

DELBROT cujo valor para esse expoente é1.7, portanto dentro do regime de Lévy. Tal pode ser

descrito considerando que a distribuição (3.2) é válida para regiões em quex ≪ 1
ϕ

, sendo

que para valores muito grandes,x apresenta um comportamento exponencial da sua função de

distribuição de probabilidade.

Esta observação levou MANTEGNA e STANLEY a considerarem que a lei de Pareto para as

flutuações de lucro seria truncada, o que em última hipótese conduziu à introdução de uma nova

classe generalizada de distribuições de Lévy conhecidacomodistribuições de Ĺevy truncadas.

Uma forma de se escrever o limite exponencial para argumentos grandes é escrever a função

caracterı́stica como [156]:

L̂′
ϕ (k) = exp



−aϕ

(ν2 + k2)
ν
2 cos

[

ν arctan
(

|k|
ν

)]

− νϕ

cos
[

π ϕ
2

]



 , (1 ≤ ϕ ≤ 2) (3.5)

que se reduz à função caracterı́stica (3.3) quandoν = 0. A verificação empı́rica da distribuição

em lei de potência das flutuações de preços (consequentemente de ı́ndices) foi verificada numa

gama enorme de mercados financeiros [157][158], sejam eles de simples produtos financeiros,
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mercadorias/futuros [159] e moeda estrangeira[160].

O estudo das distribuições das flutuações de preço representa uma parte significativa do tra-

balho empı́rico realizado nesta área[5][6][7][8][161].Contudo, há que referir-se que muito mais

tem sido feito com vista a uma caracterização efectiva deste exemplo claro de complexidade.

Nesse âmbito inclui-se trabalho sobre a dependência funcional da distribuição de probabilida-

des de outras quantidades observáveis (ou não) tais como,o volume transaccionado[162][163],

volume de actividade (número de agentes com ordens no mercado) [167], balanço entre procura

e oferta (volume imbalance) [168] e avolatilidade ao longo de um perı́odoT ′ [169], definida

como

VT ′ (t) ≡ 1

n

t+n−1
∑

t′=t

|rT (t′)| , (3.6)

em quen = T ′

T
. Para além da distribuição, outros aspectos como correlação e estrutura (multi)-

fractal destas quantidades têm sido estudadas. A partir daqui novos modelos, num sentido

fı́sico, têm sido construı́dos e aplicados na industria financeira em estratégias de investimento.

3.2 Distribuições de lucro no contexto ñao-extensivo

Desde há muito tempo se utilizam em finanças as distribuições que emergem deSq, nomeada-

mente asq-Gaussianas, sob o nome de distribuiçõest de Student. Aparentemente, a primeira

aplicação para uma determinação de uma dependência funcional para as flutuações de preço

num ambiente não-extensivo foi introduzida por F.M. RAMOS et al.[170], no contexto da ana-

logia feita por S. GHASHGHAIE et al. entre flutuações de preço e flutuações de velocidade e
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muitos têm sido publicados em anos recentes [171]. A opção por um tratamento não-extensivo,

relativamente à proposta das distribuições de Lévy truncadas, prende-se com o facto de não ser

necessário a imposição,a priori, de uma limitação do domı́nio da distribuição para que exista

uma concordância entre a distribuição teórica e os expoentes de cauda da distribuição. Além

do mais, como veremos neste capı́tulo, as observáveis maisimportantes, volume e lucro, apre-

sentam condimentos básicos para uma caracterização não-extensiva, nomeadamente, memória

longa [6] e estrutura multi-fractal[161].

3.2.1 Mercados ĺıquidos

A liquidez é um parâmetro muito importante no estudo de um mercado financeiro. Merca-

dos considerados lı́quidos são mercados onde a chamadahipótese de mercado eficiente(toda

a informação sobre o futuro do preço está contida no prec¸o actual) se aproxima mais da re-

alidade. Desta forma, os mercados lı́quidos, são mercadosde volatilidade reduzida onde os

preços seguintes são correlacionados, no máximo, em10% com o valor anterior e a uma escala

temporal de, no máximo, alguns minutos. Dada a sua baixa volatilidade, são os mercados mais

procurados pelos investidores e por conseguinte os mais estudados.

Aqui, apresentar-se-ão resultados para os preços e flutuações de preços de dois ı́ndices

“lı́quidos” [172]. O primeiro é o Dow Jones Industrial Average (DJIA) que é composto pe-

los tı́tulos com melhor desempenho nos mercados americanos. A série utilizada corresponde

aos valores de fecho diários entre1900 e 2003. O segundo ı́ndice é o ı́ndice da Bolsa de Nova

Iorque, NYSE, sendo a série utilizada correspondente aos valores de fecho diário entre1966 e
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Figura 3.1: Lado esquerdo: Evolução do ı́ndice diário desde1 Maio de1966 até14 Agosto de

2002. Lado direito: Variação do logaritmo do ı́ndice durante omesmo perı́odo. [emP05]

2003, ver fig. 3.1.

Distribuiç ão de probabilidade de flutuaç̃oes de preço interdíarios

Depois de se obterem, para diferentes horizontes de tempo, as quantidades equivalentes ao lucro

(3.1) dos dois ı́ndices, foram construı́das as respectivasfrequências relativas estacionárias3 que

serão representadas porpd (rT ) (o sub-ı́ndiced representa a palavradados). Com o objectivo de

simplificar a análise, foi seguido um procedimento usual emque os lucros foram normalizados

de tal forma que, para cadaT , a sua média fosse nula e os lucros expressos em unidades de

desvio padrão.

Para comparar as distribuições empı́ricas com asq-Gaussianas

p (r) =
Γ
[

5−3q
2−2q

]

Γ
[

2−q
1−q

]

√

1 − q

π

1

(3 − q) σ̄2
q

[

1 + (q − 1)
1

(3 − q) σ̄2
q

r2

]
1

1−q

, (3.7)

procedeu-se da seguinte forma:

3A frequência relativa corresponde à probabilidade de se ter um valor derT entrea e a + δa. Isto equivale a

uma integração da função de densidade de probabilidadeno intervalo indicado.
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1. Calcular o segundo momento parcial,

σ2

(r−T ,r+
T ) =

r+
T
∑

rT =r−T

r2
T pd (rT ) , (3.8)

e o quarto momento parcial,

l(r−T ,r+
T ) =

r+
T
∑

rT =r−T

r4
T pd (rT ) , (3.9)

onder
+(−)
T representa o valor máximo(mı́nimo) do intervalo considerado para o

lucro normalizado;

2. Calcular o segundo momento parcial,

σ̃2

(r−T ,r+
T )

=

r+
T
∑

rT =r−T

r2
T

∫ rT +δ

rT −δ

p (r′T ) dr′T , (3.10)

e o quarto momento parcial,

l̃(r−T ,r+
T ) =

r+
T
∑

r−T

r4
T

∫ rT +δ

rT −δ

p (r′T ) dr′T , (3.11)

em queδ = 5 × 10−3 em quep (r′T ) e dado pela equação (3.7);

3. Igualarσ2

(r−T ,r+
T )

= σ̃2

(r−T ,r+
T )

e l(r−T ,r+
T ) = l̃(r−T ,r+

T ). Resolvendo numericamente es-

tas igualdades obtêm-se os valores deq e σ2
q que caracterizam completamente a

distribuição (3.7) levando-se em conta a relação (2.11). O procedimento é consi-

derando bem sucedido quando os momentos da mesma ordem diferem para lá do

terceiro algarismo significativo.
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Tabela 3.1: Resultados obtidos pelo processo de ajuste paraos lucros do DJIA.

T (dias) r−T ; r+
T q σ2

q χ2

1 −5.14; 4.67 1.545 0.338 1.46 × 10−6

5 −4.76; 4.44 1.455 0.436 2.29 × 10−6

10 −4.64; 4.66 1.391 0.487 2.84 × 10−6

20 −4.02; 3.38 1.312 0.518 3.17 × 10−6

30 −3.02; 3.07 1.267 0.652 3.71 × 10−6

40 −3.04; 3.08 1.207 0.579 5.23 × 10−6

50 −3.04; 3.06 1.174 0.546 8.29 × 10−6

60 −3.07; 3.03 1.128 0.542 1.27 × 10−5

70 −3.05; 3.03 1.096 0.579 1.50 × 10−5

80 −3.04; 3.06 1.063 0.592 1.63 × 10−5

90 −3.02; 3.06 1.046 0.605 2.63 × 10−5

100 −3.01; 3.04 1.024 0.639 3.27 × 10−5

200 −3.01; 3.03 1.003 0.849 5.63 × 10−5
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Tabela 3.2: Resultados obtidos pelo processo de ajuste paraos lucros do NYSE.

T (dias) r−T ; r+
T q σ2

q χ2

1 −4.12; 4.22 1.488 0.455 1.33 × 10−6

5 −3.89; 3.77 1.419 0.535 2.02 × 10−6

10 −3.85; 3.41 1.369 0.595 3.60 × 10−6

20 −3.49; 3.21 1.287 0.657 4.52 × 10−6

30 −3.43; 3.21 1.233 0.705 7.14 × 10−6

40 −3.37; 3.27 1.192 0.710 1.77 × 10−5

50 −3.08; 3.13 1.175 0.664 3.66 × 10−5

60 −3.03; 3.08 1.151 0.646 4.13 × 10−5

70 −3.03; 3.05 1.135 0.694 5.56 × 10−5

80 −3.02; 3.04 1.114 0.735 6.95 × 10−5

90 −3.01; 3.03 1.085 0.752 7.87 × 10−5

100 −3.02; 3.04 1.073 0.772 9.26 × 10−5
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Figura 3.2: Os sı́mbolos representam o histograma constru´ıdo a partir das séries temporais

dos lucros do DJIA e as linhas representam o ajuste usando os valores da série temporal apre-

sentados na tab. 3.1. As curvas são deslocadas na ordenada de um factor de3 para melhor

visualização. [emP05]

Os resultados obtidos são apresentados nas tabs. 3.1 e 3.2 enas figs. 3.2 e 3.3. O erro no

ajuste é avaliado através da função de erroχ2 (por ponto),

χ2 =
1

N

N
∑

i=1

[pd (rT,i) − h (rT,i)]
2 , (3.12)

em queh (x) é a frequência relativa associada à distribuição (3.7). Apartir das tabelas referidas e

da fig. 3.4 verifica-se a convergência lenta da distribuiç˜aop (rT ) para a Gaussiana. Evolução se-

melhante foi recentmente verificada para o valor deq que caracteriza a distribuição da diferença

de campo magnético,B no vento solar,dB(t) ≡ B(t + T )−B(t), após o “termination shock”

[202].

Embora arguido por alguns autores, e.g. [174], que a distribuição sempre é leptocúrtica e o
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Figura 3.3: Os sı́mbolos representam o histograma constru´ıdo a partir das séries temporais dos

lucros do NYSE e as linhas representam o ajuste usando os valores da série temporal apre-

sentados na tab. 3.1. As curvas são deslocadas na ordenada de um factor de3 para melhor

visualização. [emP05]

Figura 3.4: Representação deq−1 vs. T para os lucros do DJIA e do NYSE usando os valores

das tabs. 3.1 e 3.2. Avaliando a partir desta figura pode afirmar-se que o NYSE aparenta ter

uma maior persistência na não-Gaussianidade. [emP05]
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valor deq constantepara qualquer horizonte temporal, justificando a perda das caudas quando

se aumenta o horizonte temporal como um mero efeito estatı́stico. Esses resultados são comple-

tamente incompatı́veis com o decaı́mento lento, aproximado a uma lei de potência, da cúrtosis

verificado por outros autores [144][175]. Os resultados aqui apresentados estão de acordo com

essa evidência empı́rica, dada a relação entreq e curtósis, ver eq. (2.10). Nomeadamente, em

[174], a qualidade do ajuste não é apresentada e a comparac¸ão entre teoria e empirismo é feita

numa escala real para ambos os eixos, suavizando a região n˜ao-central da distribuição.

Na determinação dep (rT ) aqui apresentada os valores der−T er+
T variaram para evitar erros

subjacentes à perda de estatı́stica para grandes valores deT .

Evolução da ñao-Gassianidade Apesar de os resultados obtidos e apresentados graficamente

em fig. 3.4 não permitirem uma avaliação quantitativa da dependência deq com o horizonte

temporalT , um resultado interessante emerge quando se analisa a dependência entre os valores

do ı́ndice,S, nos instantest e t−T . Tenha-se em referência a seguinte equação que representa

uma forma alternativa para o cálculo da distribuiçãop (rT ),

p (rT ) =
∑

t
P (S (t) , S (t − T )) δ

(

log
S (t)

S (t − T )
− rT

)

, (3.13)

em queP (S (t) , S (t − T )) representa a probabilidade conjunta de se ter um valorS (t) no

instantet e um valorS (t − T ) no instantet− T . SendoS (t) eS (t − T ) elementos da mesma

série temporal, a probabilidade conjunta,P (S (t) , S (t − T )), estará obviamente relacionada

com o grau de dependência entre os valores ı́ndice em instantes diferentes. Sendop (rT ) fun-
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Tabela 3.3: Resultados da aplicação da forma generalizada e normalizada da entropia mútua de

Kullback-Leibler ao ı́ndice DJIA (esquerda) e NYSE (direita).

T (dias) qop
DJ

1 0.760 ± 10−3

5 0.867 ± 10−3

10 0.901 ± 10−3

20 0.921 ± 10−3

30 0.932 ± 10−3

40 0.944 ± 10−3

50 0.947 ± 10−3

70 0.956 ± 10−3

100 0.960 ± 10−3

1000 0.985 ± 10−3

T (dias) qop
NY SE

1 0.730 ± 10−3

2 0.795 ± 10−3

5 0.866 ± 10−3

10 0.898 ± 10−3

15 0.916 ± 10−3

22 0.930 ± 10−3

27 0.932 ± 10−3

32 0.939 ± 10−3

37 0.945 ± 10−3

50 0.945 ± 10−3

60 0.950 ± 10−3

80 0.957 ± 10−3

100 0.961 ± 10−3

cionalmente dependente deP (S (t) , S (t − T )), é coerente que o valor do ı́ndice entrópico,q,

que define a forma da distribuição,p (rT ), e da curtósis esteja relacionado com o grau de de-

pendência entreS (t) eS (t − T ) que define explicitamente a forma deP (S (t) , S (t − T ))4.

Para avaliar a dependência entre os preços foi utilizada aentropia mútua de Kullback-Leibler

generalizada no contexto não-extensivo, eq. (2.16), calculando a razãoRq, eq. (2.20), entre a

probabilidade conjuntaP (S (t) , S (t − T )) e o produto das probabilidades

P ′ (S (t) , S (t − T )) = P1 (S (t)) P1 (S (t − T )) ≈ [P1 (S)]2

4Efectivamente, os preços foram reconstruı́dos a partir dos retornos normalizados.
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Figura 3.5: Representação deRq vs. q para o ı́ndice DJIA relativa a vários horizontes temporais

no ı́ndice. [emP05]

tal como indicado na secção 2.3.1. Nas figs. 3.5 e 3.6 estãorepresentadas as diversas curvas

Rq vs. q para o ı́ndice DJIA e NYSE e vários horizontes temporais do ´ındice. Na tab. 3.3 os

valores referentes aos pontos de inflexão,qop, das curvas nas figs. 3.5 e 3.6.

A partir da tab. 3.3, representaram-se graficamente os valores de1 − qop como função do

horizonte temporal, figs. 3.7 e 3.8. Essa representação, em escalalog− log, permite verificar

que a dependência de1 − qop comT se ajusta muito bem a uma lei de potência

1 − qop ∝ T−ν ,

comν = 0.393 ± 0.003 para o Dow Jones eν = 0.417 ± 0.006 para o NYSE.

Como pode ver-se, os valores para o Dow Jones e NYSE são semelhantes. Adicionalmente,

eles são muito próximos do valor do expoente de relaxação da curtósis relativa5 das flutuações

5A curtósis relativa é a relação entre a curtósis de uma distribuição e uma distribuição padrão usualmente a
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Figura 3.6: Representação deRq vs. q para o ı́ndice NYSE relativa a vários horizontes temporais

no ı́ndice. [emP05]

Figura 3.7: Representação de1 − qop vs. T para o ı́ndice DJIA segundo os valores da tab. 3.3

em escalalog− log. A linha completa representa o melhor ajuste e apresenta um declive de

−0.396 ± 0.003, a linha tracejada representa uma extrapolação da linha acheio verificando-se

que passa próximo do valor deqop paraT = 1000 dias. [emP05]
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Figura 3.8: Representação de1 − qop vs. T para o ı́ndice NYSE segundo os valores da tab.

3.3 em escalalog− log. A linha completa representa o melhor ajuste e apresenta um declive de

−0.417 ± 0.006. [emP05]

do ı́ndice SP500, feita por IVANOVA e AUSLOOS [144], para o qual foi encontrado o valor de

0.39 . Apesar de os estudos serem original e conceptualmente diferentes, ambos estão relacio-

nados com a relaxação da não-Gaussianidade das distribuições apresentando dependências com

o tempo praticamente iguais6. Refira-se também que estes resultados são muito próximos do

expoente relativo ao decaimento da curtósis encontrada para a distribuição das flutuações da

taxa de juro alemã (Bund) em queν = 0.43 ou das flutuações da taxa câmbio entre o Marco

Alemão (GEM) e o Dólar dos E.U.A. (USD) que apresentaν ≈ 0.5 [5]. Desta forma, há que

considerar os resultados como um sinal da existência de um certo comportamento universal de-

Gaussiana. Para este caso, uma distribuição leptocurtı́ca apresenta uma curtósis relativa maior do que1.
6Não obstante os ı́ndices americanos DJ, NYSE e SP500 serem compostos de formas diferentes, com diferentes

companhias, todos se referem basicamente a companhias negociadas na bolsa de Nova Iorque, daı́ a apresentação

de comportamentos estatı́sticos muito semelhantes.
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vido a diferença de métodos e conceitos aplicados e o tipo de relaxação encontrada: uma lei de

potência com um expoente entre2
5

e 1
2
.

Sendo a curtósis completamente definida no contexto não-extensivo pelo ı́ndiceq seria de

esperar um comportamento semelhante, i.e., lei de potência paraq. Como foi citado, isso não

se verifica sobretudo quando se compara o comportamento da lei de potência para elevadosT .

O mesmo acontece em [144] onde o trabalho realizado é inspirado nos modelos de turbulência

de Kolmogorov [176].É de referir que com o aumento deT é natural que as dependências de

ordem mais elevada, ou seja, entre ı́ndices mais próximos,possam influenciar os valores obti-

dos, mas numa escala ao nı́vel de correcção que se acreditanão afectar a solidez do resultado.

Noutra prespectiva, o desvio dos valores deq em relação à dependência tipo lei de potência

pode ser atribuı́da a erros referentes ao processo de ajuste.

Relaç̃ao com o teorema do limite central A perda de curtósis está intimamente relacionada

com a convergência para a distribuição Gaussiana e consequentemente com o famigerado teo-

rema do limite central. Sucintamente e omitindo os detalhesintrı́nsecos ao rigor do formalismo

matemático, pode dizer-se que o teorema do limite central na versão generalizada de Lévy-

Gnedenko [177][178] estabelece que:

Somando-se um conjunto deN variáveis aleat́orias independentes e identicamente dis-

tribuı́das associadas a uma distribuição P1 (x), a distribuiç̃ao relativa a nova varíavelXN =

∑N
i=1 xi, PN (X), seŕa dada pela convoluç̃ao dasN distribuiçõesP1 (x). As distribuiç̃oes

est́aveis deste processo de adição de varíaveis dependem da finitude da variância,σ2, deP1 (x).
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Seσ2 é finito, ent̃ao a distribuiç̃ao est́avel,PN→∞ (X), é uma Gaussiana. Seσ2 é infinito, ent̃ao

a distribuiç̃ao est́avelé a distribuiç̃ao cuja funç̃ao caracteŕısticaé dada pela eq.(3.3), i.e., uma

distribuição de Ĺevy.

Como verificado, quer as distribuições aqui descritas, quer as encontradas noutros trabalhos

por outros autores, apresentam um valor do ı́ndiceq para as distribuições diárias da ordem de3
2

o que indica finitude na variância dep (r1). Por isso, a convergência para a Gaussiana torna-se

incontornável face à inexistência de correlações suficientemente fortes que permitam sustentar

a estabilidade das distribuições de lucro com um únicoq. É importante referir-se neste ponto

que, recentemente, foi introduzido um mecanismo de correlações por imposição da regra de

Leibnitz num conjunto de probabilidades baseado noq-produto que permitiu o estabelecimento

de um atractor no espaço de probabilidades diferente dos atractores de Lévy e de Gauss [179].

Este trabalho constitui a base da primeira generalizaçãonão-extensiva do Teorema do Limite

Central [180] [181] [182] no qual se inclui o caso de umaq-generalização das distribuições de

Lévy simétricas.

Apesar da transformada de Fourier daq-Gaussiana,1
Z

expq [−a x2] ser bastante complexa,

f̂q (k) =
2

Z
√

2 (q − 1) a Γ
[

1
q−1

]

(

|k|
2
√

(q − 1) a

)n

Kn

[

|k|
√

(q − 1)

]

,

esta adquire uma forma relativamente simples para o caso em queq = 3
2
,

F
[

2 σ3

π (σ2 + x2)2 , k

]

= (1 + σ |k|) exp [−σ |k|] .

Partindo daqui, pode mostrar-se [5][183] que paraN grande, a parte central, concretamente
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a região tal que|XN | ≤ σ
√

N ln N , pode ser descrita por uma Gaussiana sendo os gran-

des valores assimptoticamente pela leiPN (X) ∼ X−4 devido ao comportamento da
(

q = 3
2

)

-

Gaussiana. Pode mostrar-se que esta cauda desaparece paraN grande7.

Para confrontar a evolução deq com o horizonte temporal pode aplicar–se o Teorema de

Bérry-Esséen [183]. Segundo este Teorema, a distância da distribuição,PT (X), referente à

convolução deT variáveis independentes, em que
〈

|x|3
〉

é finito, em relação à Gaussiana,

G (X), varia como

∆PT ≡ |PT (X) − G (X)| ∼ 1√
T

.

Dado que a condição
〈

|x|3
〉

< ∞ implica 1 < q < 3
2
, este teste apenas pode ser aplicado

para os resultados referentes ao NYSE. Uma avaliação equivalente é considerar-se o comporta-

mento da função de erroχ2 quando se ajusta a distribuiçãoPT (r) a uma Gaussiana.É simples

constatar queχ2 é equivalente a uma média de[∆PT ]2 e que por isso,

χ2
T ∼ 1

T
.

Pode ser verificado na fig. 3.9 queχ2
T não segue um comportamento linear comT−1.

Para o caso do Dow Jones, utilizou-se um procedimento mais simples: gerar computaci-

onalmente uma série de valores correspondentes a umaq-Gaussiana comq = 1.545; fazer a

convolução para os diversos valores deT e ajustar as distribuições resultantes aq-Gaussianas.

Na fig. 3.10 pode observar-se que a aproximação das distribuições do DJIA à Gaussiana são

mais lentas do que a aproximação gerada numericamente.

7No argumento aqui apresentadoXN não se encontra normalizado.
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Figura 3.9: Representação deχ2
T vs. T−1 (quadrados). A linha representa a funçãoχ2

T =

3 × 10−5 T−1, ondeχ2 é o valor do erro quando se ajusta a distribuiçãop (rT ) com uma Gaus-

siana. Este erro deve tender para zero e forma linear comT−1 quandoT → ∞. O facto da

aproximação ao limite ser mais lenta é uma indicação dedependência nas variáveis.

Grau de depend̂encia entre lucros Sabendo-se que a um horizonte temporal superior a al-

guns minutos, os lucros são descorrelacionados, essa convergência mais lenta para a gaussiana

terá a sua origem em correlações de ordem superior que não são mensuráveis com a função de

correlação,

C (x, y) =
〈x y〉 − 〈x〉 〈y〉

√

〈x2〉 − 〈x〉2
√

〈y2〉 − 〈y〉2
.

Assim, aplicou-se uma vez mais a razãoRq que emerge da generalização da entropia mútua

de Kullback-Leibler para lucros diários separados por umadistânciaT . Para os dois ı́ndices,

foi observado uma aparente independência dos valores do ı́ndice qop sendo os seus valores

médios deqop = 1.28 ± 0.005 para o Dow Jones eqop = 1.12 ± 0.005 para NYSE (ver

figs. 3.11 e 3.12). Estes resultados, à primeira vista surpreendentes, podem ser entendidos
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Figura 3.10: Os quadrados representam os valores deq apresentados na tab. 3.1 e os cı́rculos

o valor deq que melhor se ajusta às séries temporais obtidas a partir da convolução de uma

outra série gerada a partir da rotina deFORTAN ran3 tal que paraT = 1, q = 1.545. O

processo para geração desta série resulta na aplicação de uma condição semelhante à aplicada

para problema de sistemas ferromagnéticos em contacto combanho térmico.
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Figura 3.11: Representação deRq vs. q para as flutuações de ı́ndice DJIA para vários horizontes

temporais. A figura interna apresenta a derivada deRq em relação aq. O valor do máximo não

tem um comportamento monótono e varia em torno de1.28 ± 0.005. [emP05]

com base em análise empı́rica anteriormente realizada poroutros autores bem como fazendo

uso de resultados obtidos para um modelo paradigmático, oGARCH(1, 1), que será estudado

no próximo capı́tulo o que permitirá relacionar a quase invariância deqop para lucros com a

correlação de longa escala existente na volatilidade.

Apesar de o lucro inter-diário ser considerado uma observ´avel auto-descorrelacionada, é um

facto emprı́rico e perfeitamente consolidado que o módulodo lucro8 apresenta uma correlação

de longa duração que pode ser ajustada por uma lei de potência, com expoente entre0.1 e

0.4(veja o caso para os lucros do Dow Jones e NYSE na fig. 3.13 [184][185][186])9. No cap.

4 serão introduzidos modelos em que a volatilidade é dependente de lucros anteriores e para os

quais a covariância da volatilidade decai exponencialmente e o grau de dependência também

8Medida equivalente à volatilidade instantânea.
9Esta correlação de longo alcance pode também ser bem descrita por uma composição de exponenciais, mas

nunca com uma única exponencial com valor caracterı́sticofinito [5]. A representação em lei de potência apresenta

a vantagem do conceito “lei de potência” estar intimamenterelacionado a invariância de escala e complexidade.
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Figura 3.12: Representação deRq vs. q para as flutuações de ı́ndice NYSE para vários horizon-

tes temporais. A figura interna apresenta a derivada deRq em relação aq. O valor do máximo

não tem um comportamento monótono e varia em torno de1.12 ± 0.005. [emP05]

decaı́ rapidamente. Consequentemente, entende-se a invariância deqop para os lucros como

uma manifestação de dependências significativas de ordem superior na variável.

3.2.2 Mercados iĺıquidos: A Bolsa de Lisboa

Em 3.2.1 foi apresentada uma análise das flutuações de ı́ndice a vários horizontes temporais

referentes a transacções em mercados de elevada liquideze considerados estáveis, num sen-

tido de pouco voláteis. Contudo, é fácil entender-se quenem todos os mercados podem ser

classificados como lı́quidos e/ou estáveis. O comportamento de um mercado financeiro está

obrigatoriamente relacionado com a pujança da economia àqual este se encontra relacionado e

também, em princı́pio, a factores como a maturidade sócio-polı́tica que afecta altamente a vo-

latilidade. Esta combinação de factores faz com que mercados como os americanos, o alemão,

o inglês, o francês e o japonês tenham comportamentos muito semelhantes cujas flutuações

de preço podem ser bem descritas por distribuições de probabilidade (3.7). Em contrapartida
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Figura 3.13: Representação da função de auto-correlac¸ão para o valor absoluto das flutuações

de ı́ndice dirário,C = 〈|r1(t)| |r1(t+T )|〉−〈|r1(t)|〉2

〈|r1(t)|2〉−〈|r1(t)|〉2
, para o DJIA e NYSE numa escalalog− log. As

linhas representam os melhores ajustes e apresentam declives−0.333 ± 0.013 para o DJIA e

−0.345 ± 0.026 para o NYSE. [emP05]

paı́ses como o Brasil, que apesar da sua força industrial apresentam debilidades no sistema

sócio-polı́tico, tem um comportamento nas observáveis financeiras bem diferentes dos merca-

dos referidos lı́quidos. Isso reflecte-se quer nas distribuições das flutuações de preço, quer no

comportamento persistente das séries temporais geralmente associado à “volatilidade” do paı́s.

No campo de comportamento fora do padrão lı́quido, pode referir-se o caso indiano em que

foi mostrado que as flutuações de preços diários no mercado local (Bombaim) apresentam uma

forma exponencial[187]. Um outro exemplo de uma classe diferente pode ser encontrada nas

flutuações de preço do mercado português [188]. Embora tenha ı́ndices de desenvolvimento

social dentro dos padrões da Europa Ocidental e um quadro polı́tico estável, Portugal apresenta

uma economia pequena em parte devido à população do paı́s(cerca de 10 milhões), mas com
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Figura 3.14: Evolução do ı́ndice PSI-20 entre Fevereiro de1996 e Junho de2002.

certeza devido à influência latina da economia familiar e de uma cultura de pequena e média

empresa.

No que se segue desta secção abordar-se-á a forma das flutuações intra-diárias do ı́ndice

PSI-20 da Bolsa de Valores de Lisboa, actualmente Euronext Lisbon,entre Fevereiro de1996

e Junho de2002 num total de cerca de4 × 106 pontos, ver fig. 3.14. Este número de pontos

neste intervalo de tempo equivale a uma actualização do ı́ndice a cada10 segundos (aproxima-

damente).

O ı́ndice PSI-20, Ψ, é composto por um conjunto de20 empresas cuja capitalização global

é de4.7 × 1010 EUR 10. A fórmula de cálculo do ı́ndice é11,

Ψ (t) =

20
∑

i=1

pi (t) qi (t)

dt
b,

10A discriminação das empresas dos respectivos valores em bolsa podem ser encontradas em

http://www.euronext.pt (Mercados→ Índices→ PSI-20 → Carteira).
11http://www.euronext.pt (Mercados→ Índices→ PSI-20 → Metodologia).
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ondepi (t), qi (t), dt, representam, respectivamente, a cotação dai-ésima empresa emt, o nu-

mero de acções dai-ésima empresa admitida a transacção e o divisor vigenteque é dado por

dt =
C (t0)

Ψ (t0)
b,

em queC (t0) corresponde à capitalização inicial eb um valor base que, parat0 correspondente

a31 de Dezembro1992, vale3000.

Análise das distribuiç̃oes

Fazendo uma análise numérica da distribuição da variac¸ão de ı́ndice (eq. (3.1)), verifica-se

que nenhum dos tipos de distribuição regularmente utilizados para descrever flutuações de

preços/ı́ndices em mercados financeiros se acomoda na distribuição empı́rica para as flutuações

do ı́ndice PSI-20 da Bolsa de Valores de Lisboa. Para encontrar uma distribuic¸ão eficaz,

utilizou-se a analogia entre equações diferenciais e formalismo não-extensivo já apresentada

para o tratamento relativo à sensibilidade à condiçõesiniciais (secção 2.4).

As distribuições exponencial e Gaussiana, relacionadascom a optimização da entropiaSBG,

podem também ser obtidas a partir da solução da equaçãodiferencial,

dp (x)

dz
= −β p (x) , (3.14)

emp que representa probabilidade ez qualquer funcional dex. Quandoz = |x| a distribuição

obtida é a exponencial, enquanto que paraz = x2 a distribuição obtida é a Gaussiana.

A equação anterior pode ser generalizada tendo-se,

dp (x)

dz
= −βq [p (x)]q , (3.15)
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cujas distribuições obtidas são aq-exponencial

p (x) ∼ [1 − (1 − q)βq |x|]
1

1−q ,

e a q-Gaussian eq. (3.7). A eq. (3.15) contém (3.14) como caso particular. No espı́rito de

trabalhos sobre reassociação de proteı́nas [189], ou distribuição de energias em fluxos de raios

cósmicos [190], considere-se uma generalização da eq. (3.15) por introdução de um ı́ndiceq′,

dp (x)

dz
= −βq′ [p (x)]q

′ − (βq − βq′) [p (x)]q . (3.16)

Esta equação, considerandoq′ = 1 eq = 2, é semelhante à equação utilizada por MAX PLANCK

em1900 que conduziu à lei da radiação do corpo negro[191].

Considerando apenas valores positivos dez = |x|, i.e.,z = x 12 a solução da eq. (3.16),

x =
1

βq′

{

[p (x)]−(q′−1)

q′ − 1
− (βq/βq′) − 1

1 + q − 2q′
× (3.17)

[J (1; q − 2q′, q − q′, (βq/βq′) − 1) − J (p (x) ; q − 2q′, q − q′, (βq/βq′) − 1)]} ,

ondeJ (p (x) ; a, b, c) = [p (x)]1+a F
(

1+a
b

; 1+a+b
c

; [p (x)]b c
)

e F é a função hipergeométrica.

Para1 < q′ < q e βq′ ≪ βq, três regiões podem ser observadas parax. A primeira, ondeq

governa, for0 ≤ x ≪ x∗ em que

x∗ =
1

(q − 1) βq

. (3.18)

Em seguida, uma intermediária, influenciada porq e q′, para

x∗ ≪ x ≪ x∗∗ ≡ [(q − 1)βq]
q′−1
q−q′

[(q′ − 1) βq′]
q−1
q−q′

(3.19)

12Desta forma consideram-se as distribuições simétricas.
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e finalmente uma região onde apenasq′ tem peso parax ≫ x∗∗.

Por solução numérica da eq. (3.16), utilizando o programa de cálculoMathematica, foi

possı́vel encontrar uma forma que se ajusta muito bem a distribuição das flutuações do ı́ndice da

bolsa de Lisboa. Os melhores valores que descrevem as flutuac¸ões de preço (não normalizadas)

sãoq′ = 1.076, q = 1.534 para os ı́ndices entrópicos eβq′ = 6.59 × 103 βq = 7.47 × 104,

fig. 3.15. Estes valores encontram-se dentro das condições que permitiriam verificar usando as

condições (3.18) e (3.19), a emergência dos três regimes que|r|∗ ≃ 0.00003 and|r|∗∗ ≃ 0.004.

Apesar de a série ser relativamente extensa a segunda transição de regime não é observável por

razões de estatı́stica.

Implicações do resultado O resultado aqui apresentado é muito interessante, pois representa

emergência de mais um tipo de distribuição para flutuaç˜oes de ı́ndices em mercados financeiros.

A distribuição obtida implica que a uma escala de tempo curto as flutuações do ı́ndice não

podem ser descritas por modelos tipo Heston. O modelo de Heston [192] corresponde a um

conjunto de equações acopladas para lucro,r, e volatilidade,v,

drt = −vt

2
dt +

√
vt dWt, (3.20)

dvt = −γ (vt − θ) dt +
√

vt dVt

em queWt e Vt são dois processos regulares de Wiener (anti-)correlacionados. Para este mo-

delo, a forma funcional das distribuições dert apresenta um comportamento exponencial para

lucros a tempo curto convergindo para a distribuição Gaussiana para os lucros a longo horizonte
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Figura 3.15: Densidade de probabilidade para as flutuações do ı́ndice da Bolsa de Valores

de Lisboa entre1 de Fevereiro de1996 e 28 de Março de2002 (aproximadamente4 milhões

de pontos). A linnha completa representa a solução da eq. (3.16) e é claramente a melhor

aproximação a densidade de probabilidade dos dados (cı́rculos) quando comparados com os

melhores ajustes feitos pelas distribuições: Gaussiana, q-Gausssiana (q = 2.51), exponencial e

q-exponential (q = 1.59) que também são apresentados. [emP01]
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temporal13.

Adicionalmente, uma questão pode colocar-se: Estará o mercado indiano e o mercado por-

tuguês dentro da mesma classe? Surpreendentemente, quando se analisa a distribuição de

flutuações diárias de ı́ndice, verifica-se que para o casode Lisboa, apesar da fraca estatı́stica,

1600 pontos, a distribuição é bem descrita por uma forma exponencial, fig. 3.16. Tendo em

conta o único parâmetro de comparação, a distribuição de probabilidade para as flutuações

diárias, é-se induzido a considerar que a bolsa de Lisboa ea bolsa de Bombaim pertencem a

uma mesma classe. Todavia, esta conclusão não deixa de ser, no mı́nimo, questionável face à

diferença existente entre os dois paı́ses.

Aproveitando a referência ao modelo de Heston, este apresenta, como veremos mais à frente,

divergências em relação a factos empı́ricos para mercados lı́quidos. Em primeiro lugar, as suas

distribuições, como referido, são de tipo exponencial para lucros, pelo menos, com horizonte

temporal de1 dia [193], quando se verificou um valor praticamente constante para o expo-

ente que define a cauda das distribuições de lucros/ı́ndices até horizontes temporais até512

minutos(1.5 dias de negócio)[157]. Em segundo lugar, o modelo de Hestoné um modelo es-

tocástico com ruı́do aditivo e desvio padrão local variante no tempo, não contendo o carácter de

ruı́do multiplicativo presente nas séries de lucro.

13O facto de o modelo ser inconveniente para retornos a um horizonte curto afecta os resultados para horizontes

de tempo superiores. Como os segundos momentos são finitos logicamente, pelo teorema central do limite, a

distribuição tenderá à Gaussiana. Contudo, tal convergência não corresponde a uma dinâmica apropriada, mas a

um efeito meramente estatı́stico.
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Figura 3.16: Densidade de probabilidade acumulada para as flutuações de ı́ndice (normali-

zadas) da Bolsa de Valores de Lisboa (sı́mbolos). O ajuste foi feito utilizando a expressão

P≥ (r1) ∼ expq
≥

[

−βq
≥

r1

]

q≥ = 1
2−q

βq
≥

= (2 − q)βq, correspondente a uma função de

distribuição de probabilidadep (r1) ∼ expq [−βq r1] (linha completa). O valor obtido para

q≥ foi de 1.01 ± 0.005, indicação de que a distribuição se pode considerar como exponencial

(χ2 = 1.6× 10−6 eR2 = 0.99981). Como comparação apresenta-se na linha a tracejado a den-

sidade de probabilidade acumulada relativa a uma GaussianaP≥ (r1) = 1
2

(

σ − erf
[

x√
2 σ

])

comσ = 1.
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Figura 3.17: Evolução do volume transaccionado diário (normalizado) da Microsoft Corpora-

tion no NASDAQ desde21 Janeiro2000 até21 Janeiro2005. Cada divisão da escala da abcissa

representa6 meses. [emP04]

3.3 Volume transaccionado num contexto ñao-extensivo

Variações de preço de um certo tı́tulo, e consequentemente do ı́ndice, estão directamente rela-

cionadas com transacções. Por isso, o volume transaccionado (já definido)14, é uma importante

observável na dinâmica de mercados financeiros. A sua importância pode ser comprovada por

um velho provérbio de Wall Street: “É preciso volume para os preços se moverem” [194].

Veja-se na fig. 3.17 uma série tı́pica da observável.

Vários estudos referentes a propriedades estatı́sticas do volume têm sido apresentadas nos

últimos tempos. O primeiro estudo exaustivo sobre propriedades estatı́sticas do volume foi rea-

lizado pelo grupo de H.E. STANLEY , sendo as principais conclusões obtidas as seguintes[162]:

14Por uma questão de simplicidade sempre que for referido o termovolume, este referir-se-á ao volume transac-

cionado.
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• As distribuições de volume apresentam um regime assimpt´otico em lei de potência;

• O volume apresenta uma dinâmica caracterizada por correlações de longo alcance com

expoentes de Hurst da ordem de0.8.

Este estudo, no que diz respeito às distribuições de probabilidade, foi estendido por R.

OSÓRIO, L. BORLAND e C. TSALLIS (OBT) para todos os valores do volume [163]. Nesse tra-

balho, OBT mostraram que as distribuições de volume eram muito bem descritas pela distribuição,

p (v) =
1

Z

(v
θ

)−α

expq

(

−v

θ

)

, (q > 1) (3.21a)

ondeZ =
∫∞
0

(

v
θ

)−α
expq

(

−v
θ

)

dv, α e θ são parâmetros tı́picos do problema ev repre-

senta o volume expresso em unidades de volume médio. Esta distribuição corresponde a uma

generalização da distribuição Gamma, que é recuperada quandoq = 1, sendo também conhe-

cida como distribuiçãoF . Esta forma é bastante apelativa pois agrega, numa única equação, os

dois regimes assimptóticos habitualmente utilizados em finanças,

p (v) ∼







vα ⇐ v ≪ 1

vα/(1−q)) ⇐ v ≫ 1
. (3.22)

Para os volumes a1 minuto, das10 acções mais transaccionadas durante o ano de2001, obtêm-

se valores deα = 0.93, θ = 0.23 eq = 1.19 no caso do NASDAQ. Para o NYSE os valores são

α = 0.42, θ = 0.29 e q = 1.25.

Além do mais a mesma forma descreve com grande fiabilidade a distribuição de velocidades

em meios granulares sujeitos a forças externas [165][164]ou a distribuição de ligações em

certos tipos de redes [166].
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Relativamente à estacionaridade, verifica-se que existe uma convergência para a distribuição

Gamma. Isso é comprovável pelo aumento do expoente da cauda. Por exemplo, no caso do

NASDAQ, eq. (3.22), foi verificado um expoente de−4.9, −8.5 e−11.3 para1, 2 e3 minutos,

respectivamente [163]. Isto indica uma aproximação à exponencial que apresenta um expo-

ente−∞. Esta convergência não verifica a aparente estabilidade das distribuições de volume

indicadas em [162].

3.3.1 Correlaç̃ao e depend̂encia do volume

Com o objectivo de obter informação estatı́stica de formaao desenvolvimento de um modelo

dinâmico para volumes (a apresentar no cap. 5) analisou-sea função de correlação da ob-

servável a1 minuto para as30 acções que compõe o DJIA (provavelmente o ı́ndice com maior

impacto mediático) durante o perı́do de1 de Julho de2004 até 31 de Dezembro de2004 (apro-

ximadamente5×104 pontos por série). Este conjunto de dados será daqui em diante designado

por DJ30. A lista das empresas e respectivos códigos é a seguinte: As trinta empresas e respec-

tivos códigos são: AA - Alcoa Inc; AIG - American International Group Inc.; AXP - American

Express Co.; BA - Boeing Co.; C - Citigroup Inc.; CAT - Caterpillar Inc.; DD - E.I. DuPont

de Nemours & Co.; DIS - Walt Disney Co.; GE - General Electric Co.; GM - General Motors

Corp.; HPQ - Hewlett-Packard Co.; HD - Home Depot Inc.; HON - Honeywell International

Inc.; INTC - Intel Corp.; IBM - International Business Machines Corp.; JNJ - Johnson & John-

son; JPM - JPMorgan Chase & Co.; KO - Coca-Cola Co.; MCD - McDonald’s Corp.; MMM -

3M Co.; MRK - Merck & Co. Inc.; MSFT - Microsoft Corp.; PFE - Pfizer Inc.; PG - Procter
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& Gamble Co.; SBC - SBC Communications Inc.; UTX - United Technologies Corp.; VZ -

Verizon Communications Inc.; WMT - Wal-Mart Stores Inc.; XOM - Exxon Mobil Corp.

É conhecido que a dinâmica intra-diária de mercados financeiros apresenta uma dependência

com o tempo de negociação. Isto é, os mercados tendem a sermais activos no perı́odo de aber-

tura, onde os agentes são influenciados por notı́cias e factos que ocorrem no intervalo de tempo

entre o fecho do dia anterior e a reabertura do mercado, e também próximo da altura de fe-

cho, devido a tentativa de realização de mais valias. A dependência do tempo de negociação

intra-diário introduz propriedades estatı́sticas que s˜ao consideradas desinteressantes [195]. As-

sim, de forma a eliminar eventuais propriedades de dependência relacionadas com o tempo de

negociação, foi utilizado o seguinte procedimento padr˜ao [169] para cada tı́tulo:

1. Para cada companhia, determinar o volume médio no tempo de negociaçãot′

Ξ (t′) =

N
∑

i=1

V (t′i)

N
,

em quet′ representa o tempo de negociação (t′ = 0, . . . , 340 minutos para o NYSE e

t′ = 0, . . . , 420 minutos para o NASDAQ) ei representa oi-ésimo dia de negociação;

2. Redefinir o volume no instantet através da divisão do seu valor,V (t), pelo valor médio

do instante de negociaçãot′ ao qual corresponde o tempot na série

V ′ (t) =
V (t)

Ξ (t′)
;
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3. Calcular, finalmente, o volume normalizado no instante

v (t) =
V ′ (t)

〈V ′ (t)〉 ,

em que〈. . .〉 se refere-se a uma média sobre o tempot.

Com a variávelv (t) determinada passou-se ao cálculo das diversas funções de correlação

para cada empresa,

C [v (t) , v (t + T )] =
〈v (t) v (t + T )〉 − 〈v (t)〉2

〈

v (t)2〉− 〈v (t)〉2
.

A partir dos valores obtidos foi feita uma média sobre as30 empresas, para cada valor deT ,

cujo resultado se apresenta nos pontos a preto da fig. 3.18. A melhor representação dos pontos

obtidos numericamente é dada por uma soma de duas exponenciais

C [v (t) , v (t + T )] = C1 e−T/T1 + C2 e−T/T2 , (3.23)

comC1 = 0.128±0.002, C2 = 0.111±0.001, T1 = 27.4±0.6 eT2 = 844±7, o que corresponde

a um factor entre as escalas de relaxação de32 15. Na tab. 5.1 são apresentadas as razões entre

T1 = γ−1 eT2 = T ∗. Este resultado significa que a dinâmica de preços de volumes é governada

por duas escalas referentes a dois regimes diferentes. O primeiro regime, relacionado com um

relaxamento local, tem um tempo caracterı́stico da ordem de30 minutos e um outro que reflecte

15A mesma função é também bem definida porC [v (t) , v (t + T )] = C ′
0 + C′

1 e−T/T ′
1 + C′

2 e−T/T ′
2 em que

C0 = 0.0356± 0.0004, C1 = 0.137 ± 0.002, C2 = 0.098 ± 0.001, T1 = 13.3 ± 0.3 eT2 = 333 ± 7 [142]. Para

este caso também as funções duas exponenciais apresentam uma razão da ordem de30.
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Figura 3.18: Os sı́mbolos representam a função de correlação média para as30 companhias

analisadas e a linha representa o ajuste feito com uma funç˜ao que representa a soma de duas

exponenciais, eq. (3.23), com tempos caracterı́sticosγ−1 = 27 andT = 844 o que dá uma razão

de cerca de32 (R2 = 0.991 andχ2 = 2 × 10−5 e tempo em minutos). [emP09]

os comportamentos dos agentes a longa escala com um tempo caracterı́stico da ordem de2.5

dias de negócios na escala Dow Jones16. Este resultado será importante na elaboração de uma

dinâmica para volumes num contexto não-extensivo.

Apesar da função de correlação ser, sem dúvida, uma quantidade importante, muitas vezes

ela não é capaz de determinar de uma forma eficaz as dependências não-lineares de um conjunto

de dados. Isto deve-se ao facto da função de correlação ser, basicamente, uma covariância

normalizada, ou cumulante de segunda ordem de um processo estocástico, e por isso apenas

capaz de medir correctamente dependências lineares ou quepodem ser escritas de uma forma

linear.
16Sendo que o DJIA tem28 empresas negociadas no NYSE e2 no NASDAQ, o dia de negócios Dow Jones

poderá ser definido como a média dos dias de negócios das30 empresas.
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Figura 3.19: Lado esquerdo: Entropia mútua generalizada de Kullback-Leibler e normalizada,

Rq′ , vs. ı́ndice entrópico,q′, para a International Business Machines (IBM). Na inserç˜ao, como

mera ilustração, a derivada deRq′ em relação aq′ paraT = 1 . O máximo corresponde a

qop = 1.58. Lado direito: Os sı́mbolos representam o ı́ndice de dependência,qop, vs. T (em

minutos) mediada sobre as30 séries temporais. A linha representa uma função logaritmica de

ajuste,qop = 1.59 + 0.11 log(T ), (o coeficiente de correlação0.9944) indicando o crescimento

lento deqop. [emP08]

Com o objectivo de analisar consistentemente o grau de dependência entre o volume,v (t) (a

1 minuto), fez-se uso, mais uma vez da razãoRq obtida a partir da eq. (2.17), em quex = v (t) e

y = v (t + T ) sendo queT variou deT = 1 atéT = 1024 [142]. As curvasRq vs. q resultantes

para o caso particular da International Business Machines (IBM) são apresentados na fig. 3.19.

Das curvasRq vs. q determinou-se o ı́ndiceqop atráves do ponto de inflexão e a partir destes,

para cadaT , fez-se uma média sobre as30 companhias.

Os resultados, apresentados na fig. 3.19 demonstram o decaimento lento da dependência

entre os volumes a um horizonte temporalT . A formal funcional dessa dependência pode ser

representa pela seguinte função,

qop = a + b log T,
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em quea = 1.59, b = 0.11. Estes resultados apontam para a existência de dependências

não-lineares significativas que estão presentes mesmo para grandes temposT . Comparando

a evolução da função de correlação comqop é possı́vel verificar que o valor da função de

correlação diminui muito mais rapidamente. Exemplificando, entreT = 1 e T = 1000,

C [v (t) , v (t + T )] decai de cerca de80%, ao passo queqop (medida do grau de dependência)

apenas se reduz em20% entreT = 1 eT = 1024.

3.4 Estrutura multi-fractal

Para além das distribuições em forma (assimptótica) delei de potência, correlações de longa

duração são indicações do carácter complexo de um sistema e da possı́vel presença de in-

variância de escala. Essa invariância de escala, que paraas séries temporais representaauto-

afinidade, pode ser associada a um e único tipo de estrutura ou a um conjunto de várias substru-

turas suportadas numa mesma estrutura principal. O primeiro caso é definido como monofractal

(ou simplesmente fractal) sendo caracterizado por um único expoente,H, que coincide com o

expoente de Hurst. O segundo tipo de estrutura é definido como um multi-fractal. Neste caso,

as propriedades estatı́sticas das várias substruturas s˜ao caracterizadas por expoentes locaisα,

relacionados com uma dimensão fractalf (α) que compõe oespectro multi-fractal[196].

Desta forma, a multi-fractalidade é uma propriedade importante na caracterização de um

sistema como complexo e também como não-extensivo. A existência de multi-fractalidade nas

séries temporais de lucros em mercados financeiros é destehá algum tempo conhecida. Embora
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autores como J.P. BOUCHAUD [198] tenham já levantado dúvida a propósito da verdadeira

natureza multi-fractal deste tipo de observável, eles mesmos, após as suas crı́ticas apresen-

taram modelos baseados em movimento Browniano fraccionário. Além do mais, a estrutura

multi-fractal do lucro foi um dos principais motivos para o estabelecimento de analogias entre

mercados financeiros e turbulência em fluidos [199][200]. No contexto não extensivo existe na

literatura um conjunto de trabalhos que relacionam a natureza multi-fractal do sistema com o

carácter não-extensivo.

No que se segue, introduzir-se-á um conjunto de resultadosreferentes à estrutura multifrac-

tal das séries temporais de lucro e volumes, ambos a um minuto das séries DJ30 [201].

O método utilizado foi o Multi-Fractal Detrended Fluctuation Analysis MF-DFA já apli-

cado numa variedade de fenómenos que vão desde séries financeiras a séries metereológicas,

passando por fisiologia humana[197]. O MF-DFA é composto pelas seguintes etapas:

Considere-se uma série temporalxk composta porN elementos tal queN ≫ 1,

1. Determine-se o perfil correspondente ao desvio dos elementos da série relativamente à

média

Yi =

N
∑

i=1

[xi − 〈x〉] ,

e após este calcular,

Ỹi =

i
∑

l=1

[Yl − 〈Y 〉] ,

2. Dividir o perfil Ỹi emNs ≡ int
(

N
s

)

intervalos não sobrepostos de igual comprimentos;
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3. Calcular a tendência local através de um ajuste de mı́nimos quadrados. Em seguida cal-

cular a variância,

F̃ 2 (ν, s) =
1

s

s
∑

i=1

{

Ỹ [(ν − 1) s + i] − yν (i)
}2

;

para cada segmentoν, ν = 1, . . . , Ns ondeyν (i) representa um polinómio de ordemν. A

ordem do polinómio é importante nos resultados que se obtˆem. Para as séries analisadas

foram utilizados polinómios de ordem 5 a partir dos quais n˜ao se verificava alteração dos

valores do espectro multi-fractal.

4. Calcular a médiaFz (s) sobre todos os segmentos para se obter a função de flutuaç˜ao de

ordemz,

Fz (s) ≡
{

1

Ns

Ns
∑

ν=1

[

F̃ 2 (ν, s)
]z/2
}1/z

, ∀z 6=0,

e

Fz (s) ≡ exp

{

1

2Ns

Ns
∑

ν=1

ln
[

F̃ 2 (ν, s)
]

}

, z = 0.

5. Determinar o comportamento de escala deFz (s) por análise das representações em escala

log− log deFz (s) vs. s para cada valor dez. Se a sériex apresentar correlações longas

então,

Fz (s)

s
∼ sh(z). (3.24)

Pequenas flutuações são geralmente caracterizadas por valores grandes do expoente de es-

calah (z) (ez < 0) e grandes flutuações por pequenos valores do expoente de escala (ez > 0).
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A correspondência entre o MF-DFA e o formalismo tradicional dos multi-fractais é feita

através da relação

τ (z) = z h (z) − 1, (3.25)

ondeτ (z) representa o expoente da função de partição generalizada. Utilizando a transformada

de Legendre,

f (α) = z α − τ (z) , (3.26)

pode relacionar-se o expoenteτ (z) com o expoente de Hölder,α,

α = h (z) + z
dh (z)

dz
, (3.27)

e

f (α) = z [α − h (q)] + 1. (3.28)

Paraz = 2, h (2) ≡ H corresponde ao expoente de Hurst determinado por métodos como a

razãoR/S ou DFA. Paraz = 0, f (α) obtido pelas eqs. (3.25), (3.26) e (3.27) corresponde à

dimensão de suporte.

No caso de um monofractal, como existe homogeneidade no comportamento de escala para

qualquer segmento,h (z) é independente dez. Ou seja, apenas existem valores diferentes de

h (z) para cadaz se grandes e pequenas flutuações escalarem de formas diferentes.

Quantificação da contribuições Vários factores podem contribuir para o comportamento

multi-fractal de uma série temporal, especificamente: correlações lineares, correlações não-

lineares e decaimento em lei de potência da distribuiçãode probabilidade. Estas três contribuições
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podem ser isoladas e quantificadas. Relativamente às correlações lineares estas podem ser des-

truı́das através de um embaralhamento dos elementos da série. Para as novas séries podem

calcular-se os expoentes de escalahemb (z). A partir das novas séries, sem correlações line-

ares, pode criar-se um novo conjunto de séries através da passagem dos elementos ao espaço

recı́proco por Transformada de Fourier. Aqui novas fases, aleatórias, são introduzidas17 e após

isso retorna-se ao espaço real através da Transformada Inversa de Fourier. Estas séries apresen-

tam distribuição estacionária Gaussiana e expoente de escalahemb−alea (z).

Considerando que as três contribuições são independentes e usando a relação (3.24) é possı́vel

quantificar a contribuição das correlações como

hcor (z) = h (z) − hemb (z) ,

a influência da não Gaussianidade da distribuição

hPDF (z) = hemb (z) − hemb−alea (z) ,

e das não-linearidades,

hemb−alea (z) ≡ hnlin (z) = h (z) − hcor (z) − hPDF (z) .

A multi-fractalidade de uma série temporal pode ser avaliada através das diferenças nos

expoentes de escala para os valores dezmax e zmin, que para os casos estudados variam entre

17A metade dos elementos da série é atribuı́da uma fase aleatória e à metade restante são atribuı́dos os respectivos

conjugados. As amplitudes permanecem inalteradas.
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+19.5 e−20 18. Analiticamente,

∆h = h (qmin) − h (qmax) . (3.29)

Para um monofractal∆h = 0, i.e., uma dependência linear deτ (z) comz. A eq. (3.29) pode

ser utilizada para as várias séries e a partir dos vários∆h determinar o peso relativo de cada

uma.

Para cada observável, lucro e volume, todas as curvas foramconstruı́das fazendo médias do

valorτ (z) , para cadaz, sobre as 30 companhias.

3.4.1 Resultados para o volume

Na fig. 3.20 estão representados, respectivamente,f (α) vs. α e τ (z) vs. z obtidos a partir

das médias feitas sobre as companhias do DJ30.É possı́vel verificar-se que a série original e

a série embaralhada apresentam forte carácter multifractal com os exponentes extremos para

as séries “originais” valendoαmin = 0.32 ± 0.04 e αmax = 1.09 ± 0.04. As séries embara-

lhada+fase aleatória apresentam um carácter multifractal bem menos pronunciado. Ou seja,

as curvasfemb−alea (α) são bem mais estreitas na abcissaα, o que corresponde a dependência

quase linear deτemb−alea, assim como a importância no carácter multi-fractal das séries de vo-

lumes da forma não Gaussiana das distribuições.

Paraz = 2 obteve-seh (2) ≡ H = 0.71±0.03 para as séries puras o que está de acordo com

a forte persistência encontrada noutros trabalhos sobre volume. O mesmo expoente de escala foi
18Teoricamentezmax = +∞ e zmin = −∞. A escolha dos valores apresentados está relacionada com a

comparação entre resultados numéricos e analı́ticos devários modelos mono e multifractais que garante qualidade

nos resultados para séries de comprimentos da ordem das séries DJ30 para valores dez entre−20 e20 [197].
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Figura 3.20: Lado esquerdo: Espectro multi-fractalf (α) vs. α. Lado direito: Expoentes de

escalaτ (q). vs. q mediada sobre as30 companhias. A legenda na direita é válida para a

esquerda. As séries pura e embaralhada apresentam um fortecarácter multi-fractal, enquanto

que a série embaralhada+fase aleatória apresenta uma largura estreita na abcissaα. Este facto

está relacionado com o comportamento quase linear deτemb−alea (q) e também devido à forte

contribuição da não-Gaussianidade da distribuição de probabilidade do volume transaccionado

para a multi-fractalidade da observável. [emP10]

determinado para as séries embaralhadas e embaralhada+fase aleatória tendo-se obtido valores

deH = 0.49 ± 0.03 e deH = 0.5 ± 0.03, respectivamente. Considerando margens de erro,

estes valores são compatı́veis com o valorH = 1/2 do movimento Browniano. Além do

mais, foi analisado um conjunto de séries temporais em que apenas as fases foram modificadas

aleatoriamente. Para esta série apresentou um expoente deHurst H = 0.7 ± 0.03. Daqui

se conclui que o carácter persistente nas séries temporais de volumes é devido às correlações

lineares.

Relativamente aos resultados para as diferenças entre os expoentes de escala, eq. (3.29),

obteve-se∆h = 0.675, ∆hcor = 0.027, ∆hPDF = 0.445 e ∆hnlin = 0.203. Como pode

ser verificado, as correlações lineares têm uma contribuição muito reduzida para a natureza
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multi-fractal do volume com∆hcor correspondendo a4% de∆h. Este valor é substancialmente

menor do que a influência das não-linearidades com∆hnlin a corresponder a30% de∆h. Este

resultado está de acordo com a verificação apresentada nasecção anterior, em que se mostrou

que este tipo de dependência é mais forte e duradoura quando comparada com as correlações

lineares. Finalmente, pode verificar-se que a não-Gaussianidade,∆hPDF , corresponde a66%

de∆h.

A forte assimetria emf (α) pode indicar que as pequenas e as grandes flutuações tem ori-

gens diferentes.

3.4.2 Resultados para os lucros

Na fig. 3.21 estão representados, respectivamente,f (α) vs. α e τ (z) vs. z, obtidos a partir

das médias feitas sobre as séries de lucro das companhias do DJ30. Mais uma vez, é veri-

ficável comportamento fractal nos três tipos de série, sendo que, novamente as séries pura e

embaralhada mostram um maior grau de multi-fractalidade. Os expoentes de Hölder mı́nimo e

máximo para as séries puras valem, respectivamente,αmin = 0.28±0.04 eαmax = 0.83±0.04.

Analisando os valores de∆h, verifica-se que para as séries puras∆h = 0.438, ∆hcor = 0.140

(32%), ∆hPDF = 0.093 (21%) e ∆hnlin = 0.205 (47%). Comparando com os resultados para

os volumes, as séries de lucro têm um carácter multi-fractal muito menos pronunciado, com

uma razão entre∆h’s de 2 para3. A forte diminuição do peso da não-Gaussianidade na na-

tureza multi-fractal do lucro é facilmente entendı́vel. Adistância entre a distribuiçãoF e uma

Gaussiana é superior à distância entre esta e uma(q = 1.3)-Gaussiana, que descreve muito bem
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Figura 3.21: Lado esquerdo: Espectro multi-fractalf (α) vs. α. Lado direito: Expoentes de

escalaτ (q). vs. q mediada sobre as30 companhias. A legenda na direita é válida para a

esquerda. As séries pura e embaralhada apresentam um fortecarácter multi-fractal, enquanto

que a série embaralhada+fase aleatória apresenta uma largura estreita na abcissaα. Este facto

está relacionado com o comportamento quase linear deτemb−alea (q) e também devido à forte

contribuição da não-Gaussianidade da distribuição de probabilidade do volume transaccionado

para a multi-fractalidade da observável. [emP09]

as distribuições de lucro (de acordo com a fig. 5.9)19. Esta diminuição afecta logicamente os

restantes pesos relativos.

3.5 O tripleto não-extensivo e observ́aveis financeiras

Os sistemas caracterizados pelo formalismo de Boltzmann-Gibbs apresentam as seguintes ca-

racterı́sticas[67]:

19Isto pode ser verificado usando a entropia de Kullback-Leibler. A distância entre a distribuiçãoF para o

NASDAQ e uma Gaussiana normalizada entre0 e +∞ com a mesma média e variância é de0.197 (no intervalo

entre0 e100). A distância entre umaq-Gaussiana comq = 1.3 e uma Gaussiana é de0.034 (no intervalo entre−50

e 50). Os resultados foram obtidos por integração númerica.Os intervalos foram escolhidos por terem o mesmo

comprimento e conterem, no mı́nimo,99.(9)% da probabilidade de cada uma das distribuições de probabilidade

consideradas.
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• A sua distribuição de probabilidades para energias é proporcional a uma função exponen-

cial em presença de um termostáto;

• Forte sensibilidade às condições iniciais, i.e., esta quantidade cresce exponencialmente

com o tempo apresentando um valor positivo para o expoente m´aximo de Lyapunov;

• Apresentam tipicamente, para quantidades macrocópicas,um decaı́mento exponencial

com um tempo de relaxação.

Resumindo, estes três comportamentos são caracterizados por funções exponenciais,q = 1.

Analogamente, foi conjecturado que, para sistemas que podem ser estudados segundo o forma-

lismo não-extensivo, a distribuição de probabilidadesda energia (associadas a estacionaridade

ou meta-equilı́brio), a sensibilidade às condições iniciais e a relaxação podem ser descritas

por três ı́ndices entrópicos, explicitamente,qstat, qs e qrel, sendo este conjunto denominado

q-tripleto.

A primeira verificação fı́sica deste cenário foi feita a partir da análise de dois conjuntos

de séries diárias da intensidade do campo magnético no vento solar registadas pela Voyager

1[202]. Para sistemas não-Hamiltonianos, não existe distribuição de energia, por issoqstat não

pode ser definido da forma acima descrita. Contudo,qstat pode estimado a partir da distribuição

estacionária da variável.

Foi já demonstrado numerica e analiticamente, para uma variedade de sistemas unidimensi-

onais não-extensivos, a validade da seguinte relação entre sensibilidade às condições iniciais e
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estrutura multifractal[203],

1

1 − qs
=

1

αmin
− 1

αmax
.

Usando os valores obtidos para a estrutura multifractal dosvolumes e dos lucros tem-se,qs =

0.55 ± 0.08, qs = 0.58 ± 0.10. Para o caso dos lucros, o expoente das caudas apenas depende

deqstat = 1.31 ± 0.02, verifica-se que, dentro das margens de erro, a relação dual

qs + qstat = 2,

é verificada. Desta forma, levando em conta o decaı́mento r´apido da função de correlação dos

lucros, pode dizer-se que as flutuações de preço para as acções DJ30 são caracterizadas pelo

q-tripleto,

{qstat, qs, qrel} = {1.31 ± 0.02, 0.58± 0.10, 1} .



Caṕıtulo 4

Modelos Heterosqued́asticos para Lucro

Como se viu no capı́tulo anterior, as séries temporais de lucro têm como propriedades básicas,

a forte não-Gaussianidade para escalas de tempo inferiores a 3 meses; descorrelação para

diferenças de tempo superiores a alguns minutos e forte carácter intermitente. Adicionalmente,

a magnitude dos lucros, ou o seu quadrado, directamente relacionadas com a quantidade não-

observávelvolatilidade, apresentam correlações duradouras que, são bem ajustadas por uma lei

de potência, ou por um conjunto de exponenciais.

A verificação do carácter intermitente das séries de lucros (e da volatilidade) levou à definição

de uma classe de processos estocásticos que pode descrevera dinâmica de preços a um nı́vel

macroscópico. Explicitamente, é usual considerar-se que as variáveis estocásticas de uma de-

terminada série temporal estão associadas a uma certa distribuição, estacionária, e a momentos

estatı́sticos independentes do tempo. Este tipo de processo é na linguagem da matemática apli-

cada definido comohomosqued́astico. Um exemplo clássico deste tipo de processo é, obvia-

mente, o passeio aleatório tradicional onde a probabilidade de se ter um determinado valor para

120
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o deslocamento entre passos consecutivos é constante no tempo. Todavia, diversos fenómenos

tais como: terramotos [204], a variação de pressão atmosférica na região do Pacı́fico decorrente

do El Niño [205], sinais electroencefalográficos [206] e séries de lucros em finanças parecem

não seguir esta regra. Concretamente, os processos referidos parecem apresentar momentos

estatı́sticos dependentes do tempo, podendo, por isso, serclassificados como processosheteros-

qued́asticos. Uma forma simples de se criar um processo heterosquedástico será considerar um

processo que tem a mesma forma funcional da distribuição de probabilidades para os incremen-

tos (para todos os instantest), mas cuja largura varia no tempo. Esta representação pode ser

aplicada a várias séries económico-financeiras tais como: variações de preço, média e variância

da inflação [6].

Com o objectivo de reproduzir este tipo de comportamentos, ROBERT F. ENGLE apresentou

um modelo que foi baptizado deautoregressive conditional heteroskedasticity(ARCH)[207].

O trabalho de ENGLE é considerando como um dos pilares da econometria e da matemática

financeira juntamente com o modelo de Black-Scholes para determinação dos preços de opções

[147]. Apesar de terem surgido diversas generalizações [208][209] que permitem a obtenção

de resultados muito satisfatórios, ele é até hoje aplicado como uma primeira aproximação em

diversos problemas económicos [210][211]. Por todas estas razões foi outorgado em2003 o

Prémio em Ciências Económicas do Banco da Suécia em Mem´oria de Alfred Nobel a R.F.

ENGLE ?por ḿetodos para ańalise de śeries temporais económicas com volatilidade variante

no tempo (ARCH)” .
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Para além das comprovadas aplicações a finanças, as suascaracterı́sticas permitem que este

modelo seja aplicado com sucesso à caracterização de diversos processos com origem fı́sica

[212].

No que se segue, introduzir-se-á o modeloARCH (s) bem como a mais bem sucedida e

aplicada das suas várias generalizações, oGARCH (s, r) [213]. Serão apresentadas as suas

caracterı́sticas fundamentais e após, far-se-á a sua conexão com o formalismo não-extensivo.

4.1 O processoARCH

Seguindo o artigo original de ENGLE [207], defina-se uma série temporal heterosquedástica

condicionalmente auto-regressiva como um processo estoc´astico discreto,zt,

zt = σt ωt, (4.1)

ondeωt representa uma variável independente e identicamente distribuı́da com média nula e

variância unitária, i.e.,〈ωt〉 = 0 e 〈ω2
t 〉 = 1. Habitualmente, este ruı́do é considerado Gaussi-

ano, mas é prática comum serem utilizados ruı́dos com outras distribuições.

Segundo a sua definição avolatilidade, σt, é uma quantidade positiva variável no tempo e

dependente dos valores passados dezt, ao qual se chamará deretorno (equivalente ao lucro).

De acordo com a definição (4.1), o processo apresenta média zero,

〈zt〉 = 〈σt〉〈ωt〉 = 0,

é descorrelacionado

〈zt zt′〉 = 〈σt σt′〉〈ωt ωt′〉 = 〈σt σt′〉 δtt′ ,
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e apresenta uma variância condicionada,σ2
t , que evolui no tempo.

Consequentemente, os parâmetros que definem a distribuição de probabilidade local, espe-

cificamente o desvio padrão, são flutuantes. Porém, como se verá adiante, essa dependência

local não impede a existência de propriedades estatı́sticas de longo curso bem definidas.

No artigo onde é apresentada a definição deARCH, ENGLE propõe também uma forma

simples para o cálculo deσt,

σ2
t = a +

s
∑

i=1

bi z2
t−i. (4.2)

Assim o processoARCH (s) é definido por duas equações acopladas,







zt =
√

a +
∑s

i=1 bi z2
t−i ωt

σ2
t = a +

∑s
i=1 bi σ2

t−i ω2
t−i ,

(4.3)

ondea, bi ≥ 0. O conjunto de valores{bi} é o responsável pela introdução de “memória” no

processo. A ordem de memória, definida pelo valor des em eq. (4.3), caracteriza o processo

ARCH comoARCH (s). A forma da distribuição deω, juntamente coma e {bi}, definem

completamenteas propriedades do processo em causa. Por exemplo, quandobi = 0 (∀i), não

existe introdução de memória e consequentemente o processoARCH (s) reduz-se à geração

de um ruı́doωt multiplicado
√

a.

Para o casos = 1, i.e.,b1 ≡ b e bi = 0 (i = 2, 3, ...), que representa o mais emblemático

de todos os processosARCH (s), podem verificar-se as seguintes propriedades estatı́sticas por

análise das eqs. (4.1) e (4.2):
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• O segundo momento da distribuição estacionáriaP (z) é dado por

σ2 ≡
〈

z2
t

〉

= 〈σ2
t 〉 =

a

1 − b
, (b < 1); (4.4)

• e o quarto momento vale

〈

z4
〉

= a2
〈

ω4
t

〉 1 + b

(1 − b) (1 − b2 〈ω4
t 〉)

. (4.5)

Por mera simplificação, pode considerar-se que o processoARCH (s) gera uma série

temporal de variância unitária, i.e.,σ2 = 1, e por issoa = 1 − b. Neste caso, o quarto

momento é numericamente igual à curtósis,kx ≡ 〈x4〉
〈x2〉2 , tendo-se

〈

z4
t

〉

= kz = kω

[

1 + b2 kω − 1

1 − kωb2

]

, (kωb2 < 1) . (4.6)

Pela eq. (4.6), é directo entender-se que qualquer que sejaa forma dePn (ω), o processo

ARCH (1) gera distribuições de probabilidadeP (z) com decaimento mais lento e natural-

mente com a curtósiskz > kw [215][216][217][218][219]. Observe-se na fig. 4.1 exemplos

tı́picos para ruı́do gaussiano.

Apesar de ser descorrelacionado no retorno, o modeloARCH (1) apresenta correlações na

volatilidade que decaem exponencialmente com um tempo caracterı́stico da ordem de|ln b|−1.

Este facto, não condizente com as verificações empı́ricas de uma correlação de longa duração

na volatilidade, implicaria na utilização de processosARCH (s) com s ≫ 1. Tal, introduz

dificuldades de aplicação, a começar pela determinação dos váriosbi através de um processo de

máxima semelhança [216].
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Figura 4.1: Lado esquerdo: Dois exemplos de séries temporais geradas pelo processo

ARCH (1) para um ruı́do Gaussiano,qn = 1. A magnitude da memória (peso do valorzt−1,

i.e. b > 0) aumenta a probabilidade da obtenção de grandes valores de |zt|, ou seja, de caudas

longas emP (z). O valor mais elevado parat = 237 não é virtualmente observável quando

b = 0. Lado direito: Dependência temporal da volatilidade,σ, para os processosARCH (1) da

figura ao lado. O maior valor deσ ocorre parat = 238. [emP02]

Estas dificuldades inspiraram T. BOLLERSLEV, antigo aluno e colaborador de ENGLE, a in-

troduzir uma generalização do processoARCH (s), conhecida na literatura comoGARCH (s, r)

[213][214]1.

4.2 O processoGARCH

A generalização do processo originalmente proposto por ENGLE correponde à substituição da

eq. (4.2) por

σ2
t = a +

s
∑

i=1

bi z
2
t−i +

r
∑

i=1

ci σ
2
t−i, (a, bi, ci > 0) . (4.7)

1Na realidade a mesma forma foi apresentada de forma independente em1986 por T. Bollerslev na ref. [213]

e por S.J. Taylor, mas este apenas para o caso(1, 1). Apesar do trabalho de Taylor ser constantemente citado ao

lado do trabalho de Bollerslev, é habitual os créditos da generalização serem nominalmente atribuı́dos ao último.
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Basicamente, a diferença entre as eqs. (4.2) e (4.7) reporta-se à dependência explicita da volati-

lidade nos seus valores passados. Isto introduz uma maior flexibilidade e uma reprodução mais

fiel de séries temporais com um simples processoGARCH (1, 1). Tal como o seu predecessor,

o GARCH (s, r) também capta a tendência para uma agregação da volatilidade. Isto é, gran-

des(pequenos) valores dezt são habitualmente seguidos de grandes(pequenos) valores. Mais

precisamente, apesar do sinal arbitrário deωt, pode ser verificado que, muito embora descor-

relacionados,〈|zt| |zt′ |〉 não é proporcional aδtt′ . Para o casoGARCH (1, 1), BOLLERSLEV

demonstrou [213] que a covariância dez2
t ,

cov
(

z2
t , z

2
t′

)

≡
〈

z2
t z2

t′

〉

−
〈

z2
t

〉 〈

z2
t′

〉

,

decresce como uma lei exponencial com tempo caracterı́stico

τ ≡ |ln (b1 + c1)|−1 . (4.8)

Muito embora não estar, mais uma vez, de acordo com as verificações empı́ricas, está com-

provado que a utilização de um valor dec & 0.7 induz um aumento substancial no tempo

de decaimento da função de correlação que pode aproximar-se significativamente à forma real

[208]. É directo identificar-se que um processoGARCH (s, r), para o qual todos osci são

nulos, corresponde a um processoARCH (s). Veja-se nas figs. 4.2 e 4.3.

Foque-se a partir daqui a atenção noGARCH (1, 1), que se mostra suficiente para reprodu-

zir uma parte significativa das série financeiras. Neste caso,

σ2
t = a + b z2

t−1 + c σ2
t−1, (4.9)
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Figura 4.2: Lado esquerdo: Séries tı́picas para um processo GARCH (1, 1) obtidas a partir de

um ruı́do Gaussiano,qn = 1. É verificável que a introdução do parâmetroc aumenta a probabi-

lidade de obtenção de grandes valores|zt|, aumentando assim as caudas emP (z). Lado direito:

Dependência da da volatilidade,σ, para os processos apresentados na figura do lado. Pode ver-

se claramente a diferença entrec = 0 e c 6= 0, ou seja entreARCH (1) eGARCH (1, 1). Para

o mesmo valor deb podem obter-se maiores valores deσ, o que torna as caudas emP (z) mais

longas. [emP06]

Figura 4.3: Lado esquerdo: Correlação entrezt e zt+T vs. distância temporalT . Todos os

valores, excepto quandoT = 0, estão ao nı́vel de ruı́do. Lado direito: Correlação entre valores

absolutos dos retornos em função da distância temporal.Para este caso, a correlação apresenta

um decaimento comT . Os valores utilizados para o processoGARCH (1, 1) foramb = 0.4 e

c = 0.4. [emP06]
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de tal forma que o processo é completamente definido quandoa, b, c, e a natureza do ruı́do,

Pn (ω), são especificados.

Combinando as eqs. (4.1) e (4.9) pode verificar-se que

σ2
t = a +

(

b ω2
t−1 + c

)

σ2
t−1,

que corresponde à classe de processos com ruı́do multiplicativo. Por aqui também se observa

que oGARCH (1, 1) corresponde a um processo Markoviano emz2
t , descorrelacionado em

segunda ordem parazt, mas com correlações (ou dependências) de ordem superior.

Relativamente aos momentos de ordemn da distribuição estacionáriaP (z), pode verificar-

se que o segundo momento vale,

σ̄2 ≡
〈

z2
t

〉

=
〈

σ2
t

〉

=
a

1 − b − c
, (b + c < 1) , (4.10)

e o quarto,

〈

z4
t

〉

= a2
〈

ω4
t

〉 1 + b + c

(1 − b − c) (1 − 2 b c − c2 − b2 〈ω4
t 〉)

. (4.11)

A condiçãob + c < 1 é na realidade muito importante, pois garante que o processo pode

corresponder exactamente a um processoARCH (s) de ordem infinita [220]. Novamente, se

o processoGARCH (1, 1) gerar, séries com variância estacionária unitária,σ̄2 = 1, tem-se a

condiçãoa = 1 − b − c. Assim , tem-se

〈

z4
t

〉

= kz = kω

(

1 + b2 kw − 1

1 − c2 − 2 b c − b2 kω

)

, (4.12)
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onde c2 + 2 b c + b2 kω < 1. Também aqui, como na eq. (4.6), é claro que o processo

GARCH (1, 1) gera distribuiçõesP (z) que apresentam caudas mais extensas do que as da

distribuição do ruı́doPn (ω) e do que as que são obtidas através de um processoARCH (s)

com o mesmob [218][219]. É também possı́vel ver que o parâmetroc é apenas útil quando

b 6= 0. De outra forma, oGARCH (1, 1) reduz-se à reconstrução da distribuição de probabili-

dades em quekz = kw.

4.3 Conex̃ao entre as distribuiç̃oes em processos heterosquedásticos

e não-extensividade

4.3.1 Distribuição para retornos

Como foi visto, os processos heterosquedásticos podem serresumidos à geração de variáveis

estocásticas localmente associadas a uma dada distribuic¸ão cuja variância é actualizada a cada

instante. Este cenário é, em tudo similar ao introduzido por BECK & COHEN para a supe-

restatı́stica apresentado na secção 2.5 e que tem uma relação ı́ntima com o formalismo não-

extensivo. Para este caso, o parâmetro a actualizar é a variância instantânea, ou seja, a volati-

lidade. Como, quer oARCH (s), quer oGARCH (s, r) são processos discretos de formação

de ruı́do, a estacionaridade local é automaticamente verificada e consequentemente a escala de

evolução da volatilidadeσt, T = 1, é muito maior do que a escala de equilı́brio local, ver fig.

4.4. Baseado então nesta equivalência, é feita a proposta que a distribuição independente do
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Figura 4.4: Ilustração superestatı́stica para os10 primeiros passos de um processo

GARCH (1, 1) com a = b = 0.4 e ruı́do Gaussiano. Para este caso, cada passo temporal

(cada célula), é caracterizada por uma dada largura (linha a cheio) da Guassiana local que se

encontra associada ao valor dez obtido (cı́rculos). [emP06]

tempo,P (z), poderá ser descrita por umaq-Gaussiana, relembrando,

p(z) =
A

[1 + B (q − 1) z2]
1

q−1

,

(

q <
5

3

)

, (4.13)

onde

B ≡ 1

σ̄2 (5 − 3 q)
, (4.14)

σ̄2 ≡
∫ +∞

−∞
z2 p(z) dz, (4.15)

e

A =
Γ
[

1
q−1

]

√
π Γ
[

3−q
2q−2

]

√

(q − 1) B. (4.16)

Analiticamente a proposta pode ser escrita como

P (z) ≃ p (z) ,
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em quēσ2 = 1.

Especificamente [138][140], será imposto que igualdade entre as eqs. (4.12) e (2.10) (κ =

15−9 q
7−5 q

). Assume-se aqui que o ruı́do segue a distribuição generalizada,

Pn(ω) =
Aqn

[

1 + qn−1
5−3qn

ω2
]

1
qn−1

,

(

qn <
5

3

)

, (4.17)

definida pelo ı́ndiceqn. A sua variância é igual a1 e Aqn é unicamente determinado por

normalização.

É agora possı́vel estabelecer uma relação entre os parâmetrosb, c e os ı́ndices entrópicosqn

e q:

b =

√
(q−qn)( f(qn,q)−c2 f(q,qn))

f(qn,q)
− c (q−qn)

f(qn,q)
, (4.18)

com

f(x, y) = (5 − 3x)(2 − y).

Parab = c = 0 tem-seq = qn. A eq. (4.18) encontra-se ilustrada na figura 4.5 para valores

tı́picos deqn.

Parac = 0, a relação (4.18) reduz-se à relação para oARCH (1) apresentada na fig. 4.6,

b =

√

(q − qn)

(5 − 3qn)(2 − q)
,

ou

q =
qn + 2b2(5 − 3qn)

1 + b2(5 − 3qn)
. (4.19)
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Figura 4.5: Diagramas(q, b, c) de processosGARCH (1, 1) com〈z2〉 = 0 paraqn = 1 (Lado

esquerdo) eqn = 1.2 (Lado direito). No último caso o valor máximo possı́vel para b (com

c = 0) é b = 1√
4.2

≃ 0.488. [emP06]

Figura 4.6: Diagrama(q, qn, b) de processosARCH (1) com〈z2〉 = 0. Quandob = 0 obtém-se

a rectaq = qn. [emP02]
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Para verificar a proposta (4.18) foram gerados, para valorestı́picos de(b, c, qn) e usando um

algoritmo baseado nas eqs. (4.1) e (4.9), um conjunto de séries temporais. Depois, foi calculada

a frequência relativa e esta comparada com os histogramas (referentes ao intervalo escolhido

δ) associados com a distribuiçãoq-Gaussiana em queq satisfaz a proposta apresentada. Isto é,

foram comparadas as densidades de probabilidade numericamente obtidas comH(z) em que

H(z) =
∫ z + δ/2

z + δ/2
p (x) dx =

Γ[ 1
q−1 ]

2Γ[ 1
q−1

− 1
2 ]

√

1−q
π ( 3 q−5)

×
{

(δ − 2 z) 2F1

(

1
2
, 1

q−1
; 3

2
; (q−1) (δ−2 z)2

4 (3 q−5)

)

+ (δ + 2 z) 2F1

(

1
2
, 1

q−1
; 3

2
; (q−1) (δ+2 z)2

4 (3 q−5)

)}

,

(4.20)

onde2F1 representa a função hipergeométrica. Como pode ser avaliado pelas figs. 4.7 e 4.8,

a concordância entreP (z) e a distribuição (4.13), em que o valor deq satisfaz (4.18), é muito

razoável. Os valores deb ec utilizados foram escolhidos de forma a que seja possı́vel observar a

qualidade geral da proposta (4.18) e que a variância e o quarto momento se mantenham finitos.

Nas legendas das figuras apresenta-se o valor da função de erro χ2.

Outra forma de se avaliar a discrepância entreP (z) andp (z) (or H(z)), é calcular-se o erro

percentual no momento de sexta ordem entre as distribuições. Estes valores são apresentados

na tab. 4.1 e mostram que as discrepâncias não são maioresdo que3%, o que na prática podem

ser consideradas desprezáveis.

4.3.2 Distribuição para a volatilidade

Seguindo a analogia entre superestatı́stica e os processosheterosquedásticos aqui apresentados,

é possı́vel determinar a distribuição estacionária para a volatilidade. Isto pode ser feito se em
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Figura 4.7: Histogramas/Densidade de probabilidade de processosGARCH (1, 1) comqn = 1

e valores tı́picos para os pares(b; c). Em sentido horário:(0.1; 0.1), q = 1.021 (χ2 = 2.35 ×
10−9); (0.1; 0.88), q = 1.287 (χ2 = 4.59 × 10−10); (0.4; 0.1), q = 1.26 (χ2 = 2.44 × 10−9);

(0.4; 0.4), q = 1.38 (χ2 = 3.22 × 10−7). [emP06]
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Figura 4.8: Histogramas/Densidade de probabilidade de processosGARCH (1, 1) com qn =

1.2 e valores tı́picos para os pares(b; c). Em sentido horário:(0.1; 0.1), q = 1.211 (χ2 = 8.67×
10−10); (0.1; 0.5), q = 1.221 (χ2 = 6.01 × 10−10); (0.3; 0.25), q = 1.310 (χ2 = 8.11 × 10−9);

(0.3; 0.45), q = 1.35 (χ2 = 7.36 × 10−9). [emP06]
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Tabela 4.1: Erro percentual no momento de sexta-ordem entreas densidades de probabilidade

númerica e da eq. (4.20) apresentadas nas figs. 4.7 e 4.8.

qn b c 〈z6〉numerico 〈z6〉proposta erro (%)

1 0.1 0.2 13.97 14.05 0.60

1 0.1 0.88 66.75 65.46 1.93

1 0.4 0.1 61.45 62.33 1.44

1 0.4 0.4 591.91 517.67 1.75

1.2 0.1 0.1 49.41 49.08 0.67

1.2 0.1 0.5 55.93 55.43 0.89

1.2 0.3 0.25 181.48 179.44 1.13

1.2 0.3 0.45 1416.41 1455.37 2.75

vez de se considerar o parâmetro intensivo,β, como o inverso da temperatura, este ser definido

como uma quantidade proporcional ao inverso do segundo momento,βσ = 1
2 σ2 . Probabilistica-

mente, isto significa que, para cada instante, o retorno segue umaqn-Gaussiana condicionada a

um segundo momento instantâneo,σ2
t , que se encontra associado a uma distribuição de proba-

bilidade,pσ(σ2). A distribuição de probabilidade estacionáriap(z) é então dada por

Pstationary(z) =

∫ ∞

0

pσ(σ2) p(z|σ2) d(σ2), (4.21)

ondep(z|σ2) é a probabilidade de se ter um valor para o retorno,z, dado que, para o segundo

momento, o valor foi deσ2. O caso homosquedástico corresponde apσ (σ2) = δ (σ2 − σ̄2).

Centrem-se as atenções, por agora, no caso de ruı́do Gaussiano (qn = 1)

p(z|σ2) =
1√

2 π σ2
e−

z2

2 σ2 . (4.22)
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Assumindo uma linha inversa à da superestatı́stica pode dizer que, se

p(z) = Pstationary ≃ P (z),

ou noutras palavras,se a q-Gaussiana, que é definida pela condição (4.18), corresponde à

distribuição estacionária de um processo superestatı́stico,então, segundo a formulação superes-

tatı́stica, o processo heterosquedástico corresponder´a a um processo superestatı́stico em queβσ

segue uma distribuição Gamma ou, alternativamente, em queσ2 segue a seguinte distribuição,

pσ

(

σ2
)

=
exp

(

− 1
2 κ σ2

)

(σ2)
−1−λ

(2 κ)λ Γ [λ]
, (4.23)

onde

κ =
1 − q

σ̄2 (3 q − 5)
. (4.24)

e

λ =
1

q − 1
− 1

2
. (4.25)

A distribuição de probabilidade (4.23), muitas vezes referida comodistribuição Gamma inver-

tida, é também solução estacionária da equação de Fokker-Planck que se obtem de equações

diferenciais estocásticas com ruı́do multiplicativo do tipo (usando notação Itô),

dx = −γ (x − θ) dt + κ x dWt, (4.26)

também usada em modelos de volatilidade estocástica, masobviamente numa abordagem contı́nua

[221][222][223]. Esta semelhança está em total acordo com a estrutura de ruı́do multiplicativo

paraσ2
t , eq. (4.7) e outros tipos de equações.
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Figura 4.9: Os sı́mbolos a preto representam a distribuiç˜ao de probabilidade acumulada,

P> (σ2) obtida por simulação numérica de um ruı́do Gaussiano comb = c = 0.4 . A

cinzento é apresentada a distribuição acumulada referente à eq. (4.23) em que(κ, λ, σ̄2) =

(0.444, 2.125, 1) satisfazem as eqs. (4.24) e (4.25). [emP06]

Como pode ser avaliado na fig. 4.9, a proposta (4.18) conduz também a uma resposta bas-

tante satisfatória para a descrição da distribuição de probabilidade do quadrado da volatilidade,

corroborando a ligação entre a classe heterosquedástica de processo, mecânica estatı́stica não-

extensiva e superestatı́stica. Expressões analı́ticas como (4.23), (4.25) e (4.24) podem ser úteis

em aplicações relacionadas, entre outras, com preços deopções onde a previsão da volatilidade

tem um papel importante.

Para o caso do ruı́doqn-Gaussiano (qn > 1), argumentos semelhantes podem ser utilizados.

Contudo, a obtenção de uma solução analı́tica para a eq.(4.21) que a generalize mostra-se

bastante complexa.
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Se, para a probabilidade condicionada,p(z |σ2), é conhecida uma resposta satisfatória,

p(z|σ2) =
A(qn,σ2)

[

1 + B(qn,σ2) (qn − 1) z2
]

1
qn−1

, (4.27)

o mesmo não acontece compσ (σ2). Assumindo uma aproximação contı́nua emqn, uma possı́vel

proposta para decreverpσ (σ2) é

pσ

(

σ2
)

∝
(

σ2
)−1−λ

expqσ

(

− 1

2 κ σ2

)

=
(

σ2
)−1−λ

(

1 +
qσ − 1

2 κ

1

σ2

)
1

1−qσ

, (4.28)

ondeqσ é um ı́ndice que depende deqn, i.e.,qσ = qσ(qn) de tal forma queqσ(qn = 1) = 1. Para

σ2 grande,

pσ

(

σ2
)

∼
(

σ2
)−1−λ

. (4.29)

O integral
∫∞
0

σ2 pσ(σ2) d(σ2) deverá ser igual ao valor médiōσ2 = a
1−b−c

. Isto implica,

1 + λ − λ qσ

2 κ (λ − 1)
= σ̄2, (4.30)

e
∫ ∞

−∞
z4

∫ ∞

0

pσ

(

σ2
)

p
(

z | σ2
)

d
(

σ2
)

dz = 3
(

σ̄2
)2 3 q − 5

5 q − 7
. (4.31)

A partir da eq. (4.29) e por ajuste numérico das curvas da distribuição de probabilidade

acumulada,P> (σ2), é possı́vel determinarλ, e em seguidaqσ e κ pelas eqs. (4.30) and (4.31).

O procedimento apresenta-se válido para valores deqn perto da unidade. Por análise de alguns

valores deqn verifica-se que o valor deqσ é igual a1 para todos os valores deqn considerados.
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Figura 4.10: Os sı́mbolos a preto representam a distribuição de probabilidade acumulada,

P> (σ2) obtida por simulação numérica de um ruı́doqn-Gaussiano (qn = 1.15) com (b, c) =

(0.5, 0). A cinzento é apresentada a dsitribuição acumulada referente à eq. 4.23 em que

(κ, λ, σ̄2) = (0.365, 2.371, 1) satisfazem as eqs. (4.24) e (4.25)eqσ = 1. [emP06]

As figs. 4.9 e 4.10 confirmam que a proposta produz uma aproximação satisfatória quando

comparada com realizações numéricas, particularmentepara valores grandes da volatilidade

que são, por sua vez, responsáveis pelos grandes retornos. Especificamente, para o caso de

ruı́doqn−Gaussiano, embora existam pequenos desvios relativos a pequenos valores deσ2, as

caudas são significativamente boas.

4.4 Grau de depend̂encia em processos heterosquedásticos

Como indicado na secção 4.2, as variáveis estocásticas, {zt}, num processoGARCH (s, r) são

linearmente descorrelacionadas. Todavia, combinando as eqs. (4.1) and (4.7), pode verificar-se
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que elas não são independentes. Mais precisamente, paraGARCH (1, 1) (σ̄2 = 1), tem-se

zt =

√

1 + b
(

z2
t−1 − 1

)

+ c

(

z2
t−1

ω2
t−1

− 1

)

ωt . (4.32)

Uma possı́vel medida desse grau de dependência entre vari´aveis estocásticas(zt; zt−1) consiste

na aplicação da forma generalizada e normalizada da entropia mútua de Kullback-Leibler,Rq

(eq.( 2.20)), ondex = zt andy = zt−1.

A partir de um conjunto de séries geradas seguindo o algoritmoGARCH (1, 1) e aplicando

o método referente à eq. (2.20), obtiveram-se as curvas apresentadas na fig. 4.11 para valores

tı́picos de(b, c, qn). Para cada uma foi então determinado o valor deqop e este representado

como uma função do ı́ndice entrópicoq obtido através da eq. (4.18), tal como apresentado na

fig. 4.12. Para os dois ruı́dos apresentados,qop decresce monotonamente comq.

Para um valor deqn fixo, esta curva parece não depender dos valores de(b, c). Uma

ilustração desta independência é indicada na fig. 4.12 onde foram utilizados diferentes(b, c)

que dão o mesmo valor deq. Este resultado é aparentemente contra-intuivo, pares(b, c) dife-

rentes conduzem a tempos de decaimento diferentes para a função de correlação dez2
t . Por

isso, seria de esperar que o par com maior tempo de caracterı́stico para a função de correlação

apresentasse também um maior grau de dependência. Contudo, este argumento, à primeira vista

lógico, é desmontado pela análise de pares com o mesmo tempo de decaimento para a função

de correlação, e.g.,(b = 0.2, c = 0.2) e (b = 0.4, c = 0), ver eq. (4.8). Apesar de ambos terem

tempos de decaimento iguais para a função de correlaçãodez2
t , eles não apresentam o mesmo

grau de dependência. Verifica-se sim que o par com maior valor deq, (b = 0.4, c = 0), tem um
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Figura 4.11: Entropia mútua generalizada de Kullback-Leibler normalizadaRq′ vs. q′ para

vários processosGARCH(1, 1) com valores tı́picos(qn, b, c). Lado esquerdo:qn = 1 e (b, c)

são os seguintes: 1-(0, 0), 2-(0.05,0),3-(0.1,0.2),4-(0.15,0),5-(0.2,0),6-(0.2,0.2),7-(0.25,0), 8-

(0.3, 0), 9-(0.4, 0), 10-(0.4, 0.1), 11-(0.4, 0.2), 12-(0.4, 0.4), 13-(0.5, 0), 14-(0.2, 0.688), 15-

(0.35, 0), 16-(0.1, 0). Lado direito: qn = 1.2 e (b, c) são os seguintes: 1-(0, 0), 2-(0.1, 0),

3-(0.1, 0.1), 4-(0.15, 0), 5-(0.2, 0), 6-(0.25, 0), 7-(0.3, 0.1), 8-(0.377, 0), 9-(0.3, 0.45), 10-

(0.48, 0.0). As inserções contêm a derivadadRq′/dq′ (numericamente obtida) para as primeiras

quatro curvas como mera ilustração. [emP06]
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Figura 4.12: Representação deqop vs. q para os valores de(qn, b, c) indicados na figura anterior.

Uma das setas indica dois exemplos obtidos por diferentes tripletos,(1, 0.4, 0) e(1, 0.2, 0.6888)

e que apesar de diferentes tempos de decaimento da covariância no ponto(q, qop) (discrepância

para lá da terceira casa decimal). As outras setas indicam outros dois tripletos (além dos referi-

dos no texto) que apresentam o mesmo tempo de decaimento paraa covariância dez2
t . O facto

de não coincidirem indica, mais uma vez, queqop e a covariância são quantidades diferentes.

[em P06]
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maior grau de dependência que o par(b = 0.2, c = 0.2)2, demonstrando que comRq não é uma

medida das correlações lineares.

A fig. 4.12 sugere a existência de uma relação entre não-Gaussianidade, representada por

q, e grau de dependência (quantificado comqop) e o ı́ndiceqn. Esta relação triangular (q,qop,qn)

é análoga aoq-tripleto {qstat, qs, qrel}, referido noutras secções, que liga estacionaridade, sen-

sibilidade e relaxação em sistemas fracamente caóticosou sistemas com interacções de longo-

alcance.

Para concluir, comparem-se estes resultados com as observações feitas em séries reais no

capı́tulo anterior. Em primeiro lugar, é verificável que existe uma convergência para a Gaus-

siana nas distribuições de lucros o que também pode ser notado para variáveisGARCH (1, 1)

utilizando o trabalho, de DROST e NIJMAN [224] sobre a soma de variáveis geradas por pro-

cessos deste tipo. Nesse trabalho concluiu-se que um processoGARCH (1, 1) com um dado

valor deq pode ser interpretado como o resultado da convolução de umoutro processo comq′

tal queq′ ≥ q. Relativamente à dependência verificou-se que o respectivo grau entre lucros

mantém-se basicamente constante para horizontes temporais até100 dias. Restringindo ao caso

doARCH (1), por uma questão de facilidade de ilustração, e utilizando como inspiração o tra-

tamento de DROST e NIJMAN3, pode verificar-se que, e.g., um processo comb = 0.1 apresenta

um grau de dependência, para variáveis separadas deτ = 8, idêntico ao grau de dependência

2(b = 0.2, c = 0.2) ⇒ q = 1.083, qop = 1.80

(b = 0.4, c = 0) ⇒ q = 1.24, qop = 1.67
3A inspiração diz respeito à possibilidade de um determinado processoGARCH (1, 1) equivaler a um outro

processoGARCH (1, 1) mediante determinada transformação ou análise.
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Figura 4.13: Representação deqop vs. b (processoARCH (1) ) para retornos separados de

τ = 1, 2, 4, 8. Pode ver-se que as curvas para os diferentesτ não colapsam ao contrário do que

acontece com as curvas de lucro. As linhas tracejada e pontilhada são meramente indicativas.

[em P03]

entre retornos consecutivos apresentado por um processoARCH (1) com b ≃ 0.02, ou seja,

um grau de dependência acentuadamente mais pequeno, ver fig. 4.13. O esperado para uma fiel

reprodução do comportamento de lucros em mercados financeiros seria um aparente colapso

das curvas para os diferentesτ < 100. Daqui se conclui que os mercados financeiros apresen-

tam, de facto, mecanismos de dependência não-lineares (introduzidas na volatilidade) bastante

robustos e não reproduzı́veis através de modelos da classeARCH.



Caṕıtulo 5

Modelos Mesosćopicos para Volume e

Lucro

Após a análise de uma série de propriedades estatı́sticas, serão introduzidos neste capı́tulo me-

canismos dinâmicos para a reprodução de séries temporais de lucro e volume.́E óbvio que as

propostas aqui apresentadas não captam fielmente todas as caracterı́sticas das observáveis em

causa, tal seria até demasiado anormal face ao grau de complexidade do sistema em causa.

5.1 Propostas din̂amicas para descriç̃ao de volumes

5.1.1 Proposta I

Como verificado no capı́tulo 3, o volume transaccionado num mercado financeiro (lı́quido) é

descrito por uma função de correlação que é bem ajustada por uma soma de duas exponenciais,

eq. (3.23), e por uma distribuição de longo-termo descrita por

p (v) =
1

Z

(v
θ

)−α

expq

(

−v

θ

)

, (q > 1) (5.1)

146
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que corresponde a uma distribuiçãoF [225]. Estas duas caracterı́sticas levaram à apresentação

de um cenário em que o volume é descrito pela equação diferencial estocástica [141],

dv = −γ (v − ω) dt + φ
√

v dWt, (5.2)

que corresponde à classe de processos de Feller [226], ondeWt representa um processo de

Wiener tradicional. Este tipo de equação é também habitualmente utilizado em modelos para

volatilidade estocástica como o processo de Heston [192][227]. Como pode ser verificado, a

eq. (5.2) representa um caso tı́pico de ruı́do multiplicativo, muito comum em problemas que

apresentam perfis de agregação (clustering), tı́picos da observável em causa, assim como inter-

mitência [228] ou turbulência em fluidos [176].

Como se vê, a eq. (5.2) apresenta dois termos; o primeiro, completamente determinista, que

pretende simular a força arrasto para um certo valor médioω. Dado que o volume é, nesta

análise, expresso em unidades de valor médio, será de esperarω = 1. Todavia, manter-se-á o

valor médio de uma forma abstracta por razões que serão entendidas em seguida. Olhando o

termo estocástico, podemos dizer que ele representa a resposta microscópica (i.e., dos agentes) a

grandes valores do volume. Assim, valores elevados dev conduzirão, em princı́pio, a variações

elevadas de volume que, devido à natureza aleatória dedWt, induzem um aumento ou uma

diminuição dev, ou seja, a um estado agitado ou sereno do tı́tulo. Como por análise dimensional

φ deve ter unidades de
√

acções tempo−1 1, este parâmetro pode ser expresso como uma função

1Aqui ignora-se, a normalização que conduz a adimensionalidade dev.
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do volume médio,ω, e da constante de restituiçãoγ,

φ =

√

2

ϕ
ω γ,

sendoϕ uma constante (adimensional) tı́pica do tı́tulo/ı́ndice.

A eq. (5.2) tem como equação de Fokker-Planck correspondente [229],

∂f(v, t)

∂t
=

∂

∂v
[γ (v − ω) f(v, t)] +

∂2

∂v2

[

v ω
γ

ϕ
f(v, t)

]

, (5.3)

cuja solução estacionária

∂f(v, t)

∂t
= 0,

é dada por [230],

f (v) =
ϕϕ

ω Γ [ϕ]

( v

ω

)ϕ−1

exp
(

− ϕ

ω
v
)

, (φ, ω > 0) (5.4)

que representa a distribuição Gamma, com média,〈v〉 = ω e 〈v2〉 − 〈v〉2 = ω2

ϕ
.

Assuma-se agora que, em vez de constante no tempo,ω varia de forma estocástica ao longo

de uma escala temporal que é muito maior que a escalaγ−1 necessária pela eq. (5.3) para

que a estacionaridade seja atingida [226]. Este tipo de comportamento é também verificado

na volatilidade [5][231]. Para este caso, esta dependência temporal encontra-se associada a

flutuações no volume de actividade [167][232] que apresentam correlações de longo alcance

[167][232][234][235]. Essas flutuações estarão associadas a efeitos tão diversos como: as

variações de preço, que influênciam a volatilidade através do chamado efeito de alavancagem
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(leverage effect) [236]; ou factores externos como notı́cias, que provocam alterações no compor-

tamento activo/inactivo dos agentes nos quais se incluem osfenómenos de movimento colectivo

(herding).

Assuma-se que este valor médio apresenta flutuações taisque estão associadas a uma distribuição

Gamma invertida,

P (ω) =

(

ϕ
λ

)δ

Γ [δ]
ω−δ−1 exp

(

− ϕ

ω λ

)

, (δ, φ, λ > 0) . (5.5)

Neste caso, a eq. (5.4) representará a probabilidade de se ter um dado valor de volume,v, dado

que o valor médio local éω 2. Ou seja,

f (v) → p (v|ω) =
ϕϕ

ω Γ [ϕ]

( v

ω

)ϕ−1

exp
(

− ϕ

ω
v
)

. (5.6)

Assim, a probabilidade conjunta de se terem valoresv eω, corresponde a

P (v, ω) = p (v|ω)P (ω) ,

e a probabilidade marginal de um dado valorv (independente deω) é dada por

P (v) =

∫ ∞

0

P (v, ω) dω =

∫ ∞

0

p (v|ω) P (ω) dω. (5.7)

Fazendo uso das eqs. (5.5) (5.6) em eq. (5.7) e levando a cabo aintegração tem-se,

P (v) =
λ Γ [ϕ + δ]

Γ [ϕ] Γ [δ]
(λ v)ϕ−1 (1 + λ v)−ϕ−δ . (5.8)

2Esta suposição necessita ainda de verificação. Deve contudo ressaltar-se que, dada a ubiquidade da

distribuição, a proposta ée perfeitamente plauı́vel.
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Levando a cabo a mudança de variáveis

λ =
q − 1

θ
, δ =

1

q − 1
− ϕ, α = ϕ − 1 (5.9)

e usando a definição de funçãoq-exponencial, eq. (2.7), pode escrever-se eq. (5.8) como

P (v) ≡
(q − 1)α+1 Γ

[

1
q−1

]

θ Γ
[

1
q−1

− α − 1
]

Γ [α + 1]

(v

θ

)α

expq

(

−v

θ

)

, (5.10)

que é exactamente a forma daq-generalização da função de distribuição de probabilidade

Gamma empiricamente introduzida por OBT. Esta distribuição apresenta valor médio e des-

vio padrão finitos quandoα > 2 e δ > −1. Sendo que os valores obtidos para as companhias

analisadas verificam estas duas condições a distribuiç˜ao de volumes apresenta variância finita.

Tal, encontra-se em oposição aos resultados de [162], masem sintonia com resultados recen-

tes [237][238]. Dinamicamente, a versão usual da distribuição Gamma, eq. (5.4), é reobtida

assumindo queω não varia e por isso,P (ω), é igual a Delta de Dirac centrada emθ = ω
ϕ

.

Sendo este cenário dinâmico profundamente inspirado na superestatı́stica, é interessante

encontrar-se uma relação semelhante à eq. (2.33) que relacione o valor do ı́ndice entrópico

com os momentos (em relação a zero) do parâmetro intensivo. Pela eq. (5.5) tem-se que,

〈ω〉 = φ
λ(δ−1)

e 〈ω2〉 = φ2

λ2(δ2−3δ+2)
. Através das relações em (5.9) obtém-se

q = 1 +
A − 1

α (A − 1) + 3 A − 2
,

em que

A =
〈ω2〉
〈ω〉2

.
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Figura 5.1: Excerto da realização numérica para o volume(normalizado) a1 minuto das10 com-

panhias com maior nı́vel de transacção no NASDAQ durante2001. Em cima: a evolução tem-

poral deω; Em baixo: a evolução temporal do volume,v. A razão entre o tempo de actualização

deω e a escala parav atingir o equilibrio é de102. [emP04]

Para verificar o cenário apresentado foram feitas simulações numéricas da eq. (5.2) usando

séries de números aleatóriosω baseados na distribuiçãoω (5.5) e que foram obtidos a partir de

um processo Feller independente e semelhante à eq. (5.2) emque a variável éx = ϕ
ω

. Os valores

de q, α e θ que são utilizados na fig. 5.1, especificamente,q = 1.19, α = 0.93 e θ = 0.23,

correspondem ao valores obtidos por ajuste numérico das distribuições de probabilidade para

o volume dos10 tı́tulos com maior volume de transacção no NASDAQ durante2001(fig. 5.2)

com a eq. (5.1). Os valores dos parâmetros dinâmicos obtidos pelas relações (5.9) são:λ =

0.826, ϕ = 1.93 and δ = 3.33. Na fig. 5.1 pode observar-se que os grandes valores de

v surgem, essencialmente, quando ocorrem grandes valores deω. Na fig. 5.3 pode ver-se

que as frequências relativas obtidas a partir das realizac¸ões numéricas apresentadas na fig. 5.1

concordam com a frequência relativa obtida através da eq.(5.10).

Para lá das razões enunciadas anteriormente, duas propriedades estatı́sticas verificadas no
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Figura 5.2: Os pontos representam a distribuição de probabilidade do volume (normalizado) a1

minuto das10 companhias com maior nı́vel de transacção no NASDAQ durante2001. A linha

representa o ajuste com a eq. (5.1) usando os valores indicados no texto (Após OBT em [163]).

Figura 5.3: Frequência relativa,H (v) vs. v para a realização apresentada na fig. 5.1. Os

simbolos foram obtidos numericamente e a linha por
∫ v+∆v

v−∆v
P (v′) dv′ com∆v = 5 × 10−3.

[em P04]
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capı́tulo 3 consolidam a aproximação superestatı́sticaà dinâmica: O facto do decaimento da

função de correlação ser muito bem descrito pela soma deduas exponenciais com tempos ca-

racterı́sticos muito diferentes, o que fornece uma indicac¸ão da existência de dois regimes dis-

tintos para o sistema (cf. fig. 3.18); A forte assimetria na curva f (α), fig. 3.20, indicando que

grandes e pequenas flutuações podem ter origens diferentes.

Apesar do cenário apresentado ser compatı́vel com as distribuições de probabilidades obti-

das numericamente e com os comportamentos indicados no último parágrafo, uma análise do

coeficiente do segundo momento de Kramers-Moyal levou à introdução de modificações no

modelo que em seguida se apresentam.

5.1.2 Proposta II

Defina-se analiticamente on-ésimo momento de Kramers-MoyalMn (x,′ , t, τ) como [229]

Mn (x,′ , t, τ) = [〈y (t + τ) − y (t)〉]n|y(t)=x′ =

∫

(x − x′)
n

P (x, t + τ |x′, t) dx. (5.11)

Este momentos encontram-se relacionados com os coeficientes de Kramers-Moyal que surgem

na Equação de Fokker-Planck pela relação,

D(n) (x, t) =
1

n!
lim
τ→0

1

τ
Mn (x,′ , t, τ) . (5.12)

Considerando o comportamento a longo termo, pode calcular-se o segundo momento de

Kramers-Moyal para o mı́nimo intervalo de tempoτ que, para o caso dos volumes é de1

minuto,

M2 (v) =

∫

(v′ − v)
2

P (v′ (t + 1) |v (t)) dv′.
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Figura 5.4: Os sı́mbolos representamM2 vs. v e a linha a representação da funçãof (x) = 3
4
x2

apresentadaapenascomo guia para a vista .

Esta quantidade,M2, apresentou um comportamento não-linear emv, como demonstra a fig.

5.4.

O modelo da secção 5.1.1, eq. (5.2), apresenta localmenteum coeficienteD(2) linear emv.

Sendo que o comportamento a longo termo resulta de uma médiasobre as propriedades locais

devido às flutuações deω, o comportamento não-linear deM2 não é reproduzido pela proposta

anterior. A primeira aproximação a uma dependência não-linear com forma parabólica é, com

certeza, a funçãof (x) = x2. Uma forma de se introduzir essa dependência parabólica no

segundo coeficiente de Kramers-Moyal, consequentemente nosegundo momento, é considerar

que a dinâmica local dos volumes, em vez de ser descrita pelaeq. (5.2), é obtida através de

dv = −γ(v − ω

α
) dt +

√

2
γ

α
v dWt. (5.13)

O significado dos termos mantém-se o mesmo existindo apenasuma alteração no termo es-

tocástico em que a dependência em
√

v, presente na eq. (5.2), é substituı́da pela dependência

linear emv. Como, quer para a convenção de Itô, quer para a de Stratanovich, o segundo
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coeficiente de Kramers-Moyal é proporcional ao quadrado dafunção do termo estocástico, a

dependência parabólica é obtida.

A solução da eq. (5.13) é,

v (t) = exp
[

−1
2
(t − t0)

(

2γ + 2 γ
α

)

+
√

2 γ
α

∫ t

t0
dWt′

]

×

{

v0 + γω
α

∫ t

t0
exp

[

−1
2
(t′ − t0)

(

2γ + 2 γ
α

)

−
√

2 γ
α

∫ t′

t0
dWt′′

]

dt′
}

, (5.14)

ondev0 = v (t0)[239]. Como
∫ t

t0
dWt′ representa uma soma de variáveis Gaussianas, pelo

Teorema do Limite Central, também será uma Gaussiana. Dado que para qualquer variável

Gaussiana,z, de média nula

〈exp z〉 = exp

[〈z2〉
2

]

,

tem-se que

〈v (t)〉 =
ω

α
+ exp [−γ (t − t0)]

(

v0 −
ω

α

)

, (5.15)

valor que converge paraω
α

quando(t − t0) ≫ γ−1, que corresponde ao valor médio que é obtido

quando através da integração

〈v〉 =

∫

v f (v) dv,

em que

f (v) =
1

ω Γ [α + 1]

( v

ω

)−α−2

exp
[

− ω

v

]

,

é a solução estacionária da equação de Fokker-Planckassociada à eq. (5.13).

Novamente, as flutuações do parâmetro intensivo prendem-se com variações no parâmetro

ω (relacionado com o valor médio). Propõe-se então que estas flutuações se dêem a uma escala
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muito superior aγ−1 e que estejam associadas a uma distribuição Gamma,

P (ω) =
1

λΓ [δ]

(ω

λ

)δ−1

exp
[

−ω

λ

]

. (5.16)

Isto implica que, a distribuição de longo curso seja, maisuma vez,
∫

f (v) P (ω) dω, ou seja,

p (v) =
1

Z

(v

θ

)−α−2

expq

[

−θ

v

]

(5.17)

ondeλ = θ (q − 1), δ = 1
q−1

− α − 1 e Z é a constante de normalização. Não obstante

esta distribuição ser uma generalização da distribuic¸ão Gamma invertida, ela corresponde à

distribuiçãoF caso se leve em conta que paraq > 1,

xae
−x

b
q =

[

b

q − 1

]
1

q−1

xa− 1
q−1 e

− b/(q−1)2

x
q . (5.18)

Os valores dos parâmetrosα, θ e q, obtidos para as várias empresas do conjunto DJ30,

encontram-se apresentadas na tab. 5.1.É possı́vel verificar que, os valores deq encontram-

se restrictos a um pequeno intervalo,q = 1.19 ± 0.02 (praticamente6
5
). Quanto aα e θ,

estes apresentam uma maior dispersão sendo os seus valoresmédiosα = 2.63 ± 0.48 e θ =

8.31± 1.86. Com os valores deα, θ eq foram geradas séries temporais para analisar a proposta

apresentada.

Para determinar as escalas de relaxação local,γ−1 e T ∗, foi utilizada a aproximação mais

simples, equiparando estes valores aT1 e T2 da eq. (3.23)3. Por uma questão de simplificação

3Este processo é também utilizado para determinar o tamanho das células em equilı́brio[145]. Vale lembrar que

o método introduzido na secção 2.5.1 é ulterior a este trabalho.
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Tabela 5.1: Valores obtidos por ajuste das distribuiçõesde probabilidade (q, θ eα) e pela análise

das correlações (γ T ∗).

q θ α T γ

AA 1.19 8.81 2.67 29

AIG 1.22 4.32 1.84 34

AXP 1.21 6.51 2.06 26

BA 1.18 10.67 2.95 24

C 1.15 9.20 3.18 25

CAT 1.20 7.49 2.32 13

DD 1.20 7.33 2.26 53

DIS 1.21 7.29 2.19 20

GE 1.17 8.31 2.75 33

GM 1.21 8.14 2.46 29

HD 1.17 8.76 2.84 27

HON 1.19 9.06 2.67 70

HPQ 1.19 8.55 2.64 28

IBM 1.14 12.36 3.70 41

INTC 1.20 4.22 1.70 25

JNJ 1.17 8.55 2.91 11

JPM 1.17 9.14 2.92 22

KO 1.19 7.88 2.61 26

MCD 1.21 7.48 2.30 30

MMM 1.19 7.14 2.33 23

MO 1.18 7.73 2.66 12

MRK 1.25 1.24 0.61 21

MSFT 1.22 4.57 1.62 23

PFE 1.18 6.31 2.44 33

PG 1.16 8.94 2.99 23

SBC 1.19 8.62 2.57 25

UTX 1.14 18.47 4.71 32

VZ 1.17 8.83 2.84 34

WMT 1.16 10.24 3.23 30

XOM 1.15 11.45 3.50 31
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Figura 5.5: Os sı́mbolos representam a função de correlac¸ão do volume da Pfizer (PFE) e a linha

o ajuste com a eq. (3.23) com os seguintes valores para os parˆametros:C1 = 0.24, T1 = 25,

C2 = 0.32, T2 = 825. χ2 = 1.4 × 10−4 eR2 = 0.9789.

e economia de tempo de computação, foi assumida como unidade de tempoγ−1 em cada uma

das simulações. Na fig. 5.5 é apresentada a função de correlação para a Pfizer (PFE) onde são

extraı́dos os valores deγ−1 e T ∗ . Na fig. 5.6 estão representados excertos da série temporal

do volume da PFE e da série temporal obtida por simulação numérica. Na fig. 5.7 apresenta-se

a comparação entre as distribuições de probabilidade da série de dados e da simulação. Como

comparação da qualidade da proposta é, apresentada também o resultado para o pior ajuste da

distribuição que foi obtido para a Du Pont (DD).

Com a determinação de uma escalaT ∗, pode então fazer-se uma avaliação da própria

evolução deω. Na fig. 5.8 é apresentada a evolução do valor médio local, ω
α

. Como se pode

ver, e tal como conjecturado no capı́tulo 3, as grandes flutuações dev estão na sua maioria
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Figura 5.6: Em cima: Excerto do perfil do volume para o PFE (t em unidade de minutos).

Em baixo: Exerto da simulação realizada utilizando os valores apresentados na tab. 5.1 (t em

unidades de 25 minutos). [emP08]

Figura 5.7: Os simbolos representam a distribuição de probabilidade referentes aos séries de

dados da Pfizer (PFE) (deslocada de um facto de10 para melhor distinção) e da Du Pont (DD)

que representam, respectivamente, o melhor (R2 = 0.9953, χ2 = 0.0002) e o pior (R2 = 0.9763

eχ2 = 0.001) [em P04]
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Figura 5.8: Lado esquerdo: A linha a cheio corresponde à série temporal do volume da PFE e

a linha tracejada à evolução temporal do valor médio local (quadriplicado para melhor visibili-

dade) que é calculado utilizando janelas de tamanhoT ∗ = T2 = 825. Lado direito: A linha a

cheio corresponde às variações do volume (em módulo) entre registos separados de1 minuto e

a linha a tracejado tem o mesmo significado que na figura ao lado. Como se pode ver o cenário

conjecturado de que as grandes flutuações dev estariam relacionadas com os maiores deω é

satisfatoriamente verificada.

associadas a grandes valores deω.

Para ambas as propostas apresentadas, os parâmetros intensivos foram obtidos a partir de

processos diferenciais estocásticos. Embora este mecanismo se tenha mostrado extremamente

válido, outras hipóteses para a geração deω são plausı́veis. Nomeadamente, o valor local deω

pode ser obtido a partir do somatório

n
∑

i=1

X2
i ,

em queXi (i = 1, . . . , n), representam um conjunto den variáveis independentes que seguem

uma distribuição Gaussiana. Por exemplo,X2
i poderia ser entendido como o volume médio

negociado por cada agentei durante o intervalo de tempo relativo à janela de duraçãoT2, sendo

que para cadai, o valor deXi seria fortemente correlacionado. A distribuição deω, seria tal
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como pretendido, a distribuição Gamma.

Para terminar, far-se-ão alguns comentários referentesa um modelo introduzido logo após

o que foi mostrado na secção 5.1.1 [240]. Nesse trabalho propõe-se que a distribuição pode ser

obtida através da equação diferencia estocástica,

dx = −γ
[x − θ]

x
dt + µ

√
xdW

(1)
t + αdW

(2)
t , (5.19)

em queW (1)
t e W

(2)
t são dois processos de Wiener descorrelacionados. Apesar da distribuição

F estar incluı́da no conjunto de soluções estacionárias da equação de Fokker Planck correspon-

dente, a dinâmica proposta apresenta alguns pontos que parecem não se adequar à dinâmica

de volume. O primeiro, prende-se com a natureza das correlac¸ões. Para este modelo, existem

correlações de longa duração, mas muito mais fortes (decaimento quase linear) do que o verifi-

cado para os volumes em mercados financeiros. Esta longevidade das correlações, não provém,

todavia, da natureza do ruı́do aditivo-multiplicativo talcomo sugerido em [240], mas sim da

Natureza da força de restituição que está a associada a um potencial do tipoγ (x − θ ln x).

Para valores em quex ≃ θ ln x, o valor da força de restituição torna-se extraordinariamente

pequeno e daı́ a convergência para o mı́nimo emθ ser lenta. O mecanismo de ruı́do aditivo-

multiplicativo que pode ser escrito, para fins estatı́sticos, através de uma forma única de ruı́do

multiplicativo [229], não introduz memória, mas sim, dependência da variável no valor do se-

gundo momento de Kramers-Moyal. Esta dependência que levaa caudas de tipo não exponen-

cial para a distribuição. De referir também que a eq. (5.19) apresenta segundo momento de

Kramers-Moyal linear. Mau grado os pontos aqui referidos, ´e conveniente referir que a pro-
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posta (5.19) poderá ser útil na descrição da actividadede um certo tipo de agentes que tentam

procurar tendências na evolução dos preços o que os faz serem bastante activos apenas durante

certos perı́odos de tempo.

5.2 Proposta din̂amica para a descriç̃ao de lucros

A origem da utilização de equações estocásticas para adescrição da dinâmica de flutuações

de preço pode ser atribuı́da a BACHELIER, sendo actualmente utilizada quer para reprodução

académica, quer para aplicações de âmbito comercial. Aprimeira descrição diferencial baseada

em aspectos fenomenológicos a ser publicada foi feita por J.P. BOUCHAUD e R. CONT [241] e

é baseada nos seguintes pontos bem simples e plausı́veis:

• A variações (instantâneas) de preçoS, dS
dt

, definidas como lucro instantâneo,r (t), são

directamente proporcionais ao desequilı́brio entre o volume de oferta e procura,∆̟,

r =
∆̟

δ
, (5.20)

em queδ é entendida como a profundidade do mercado, isto é, o número de acções

necessárias para que o preço se eleve de uma unidade.

Esta hipótese descreve o comportamento usual do preço comos desequilı́brios entre oferta

e procura, se bem que, para grandes valores de diferença entre procura e oferta, se tenha

verificado uma saturação der para grandes valores de∆̟ [242]. Isto significa que, a

profundidade não é constante, facto que não é de todo surpreendente.
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• O volume presente no mercado dependente da sobreposição de ordens satisfeitas e de

novas ordens. A taxa de desequilibrio por introdução de novas ordens,d∆̟(i)

dt
, depende

de diversos factores:

— De um valor que reflecte a evolução média,r0, de um mercado financeiro, que é

estimada em0.01% ao dia;

— Do próprio valor do retorno,r (t). Isto é, subidas de preço induzem aumento geral da

procura e o inverso para a oferta. Como o ser humano é eminentemente averso ao risco,

essa taxa é naturalmente maior para situações de descidado que de subida. Ou seja, esta

contribuição parad∆̟(i)

dt
seria dada por:

α̃′ (r) r ≈ (α̃ − α̃1r) r.

Assinale-se contudo que, para que o efeito da oferta seja sempre decrescente no lucro a

expansão deα′ (r) deverá ir até segunda ordem com um termo do tipo,−α2 r2 (α̃ > α1 >

α2 > 0). Este termo assegurará também que, para grandes valoresde retorno a tendência

de compra diminui fortemente por questões de aversão ao risco. Na prática,α2 pretenderá

reproduzir os efeitos de ordem de paragem.

— Da volatilidade,σ, que pode ser escrita comoσ ∼ r2 e é uma função decrescente(crescente)

para a procura(oferta);

— Do desvio entre o valor actual da companhiaS (t) e o valor considerado padrãōS ′

geralmente indicado por agências de risco.
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Juntando todos estes ingredientes, pode dizer-se que a equação para a evolução do desequi-

librio entre oferta e procura é dada por,

d∆̟

dt
= ∆̟0 − γ′∆̟ +

(

α̃ r − α̃1 r − α̃2 r2
)

r − β̃ σ − ω̃
(

S − S̄ ′)+ η̃, (5.21)

onde−γ′∆̟ corresponde aos efeitos de absorção das ordens (limpeza do livro de ordens) e

η, um ruı́do que representa factores aleatórios que afectamo sistema. Usando a definição de

retorno instantâneo, a eq. (5.20) e o facto de∆̟0 poder ser incluı́do no preço ?justo”, tem-se a

seguinte equação para a dinâmica de preços

d2S

dt2
= −k

dS

dt
− β

(

dS

dt

)2

− α2

(

dS

dt

)3

− ω
(

S − S̄
)

+ η, (5.22)

em que

k = γ′ − α̃

δ
, β =

β̃ + α̃1

δ2
, α2 =

α̃2

δ3
, ω =

ω̃

δ
, S̄ = S̄ ′ +

∆̟0

ω
, η =

η̃

δ
.

No caso em que são desconsiderados efeitos de aversão ao risco,β = α2 = 0, a equação para

evolução dos preços assemelha-se à equação de um oscilador harmónico sujeito a perturbações

aleatórias,

d2S

dt2
= −k

dS

dt
− ω

(

S − S̄
)

+ η. (5.23)

Considerando o caso em queη é apenas dependente do tempo, pode avaliar-se a evolução

temporal do preço,

S (t) = exp [− (k + K) t] C1 + exp [− (k − K) t] C2−
S̄
{

exp
[

−1
2
(t − t′) (k + K)

]

− 1 + k
K

exp
[

−1
2
(t − t′) (k − K)

]}

−
1
K

{

∫ t

t0
exp

[

−1
2
(t − t′) (k + K)

]

η (t′) dt′ −
∫ t

t0
exp

[

−1
2
(t − t′) (k − K)

]

η (t′) dt′
}

,
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em que

K =
√

k2 − 4 ω

e C1,2 são constantes da equação obtidas através das condiç˜oes iniciaisS (t0) e dS
dt

∣

∣

t=t0

4. Para

o caso em quek > 0 o sistema apresenta estacionaridade. Comok > 0 implica γ′ > α̃
δ
, esta

condição equivale a dizer que taxa de absorção é maior do que a taxa de introdução de novas

ordens e/ou que é necessário uma grande quantidade de acções transaccionadas para que exista

um movimento de preço relevante. Tais caracterı́sticas estão presentes em mercados lı́quidos

como o NYSE e o NASDAQ.

É verosı́mil entender-se que, o segundo termo apenas tem influência significativa quando

existem grandes diferenças entreS e S̄. Tal correponde a variações para tempos longos. Ou

seja, pode considerar-se como uma boa aproximaçãoω ≪ 1. Consequentemente, para pequenas

escalas de tempo, em mercados lı́quidos,−ω
(

S − S̄
)

pode ser desprezado.

Com base na aproximaçãoω ≪ 1, pode expandir-se

K ≈ k − 2
ω

k
.

Daqui,

k + K ≃ 2k − 2
ω

k
≈ 2k,

e

k − K ≃ 2
ω

k
.

4Como se verá adiante, a independência deη em relação ao lucro/preço conduz a uma distribuição depro-

babilidade para os lucros de tipo Gaussiano. Não obstante,esta simplificação permite uma visão qualitativa da

dinâmica.
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Noutras palavras,k + K, corresponde a uma relaxação rápida a uma escala temporal carac-

terı́stica de aproximadamenteτ1 = k−1 e k − K corresponde a uma segunda escala temporal,

τ2 = τ1
ω

, dentro da qual se pode considerar desprezı́vel o efeito deω. Durante o perı́odo a que se

reportam as séries temporais aqui estudadas o ı́ndice DJIA, variou de10334.16 para10783.01

pontos, o que equivale a uma variação percentual de4.8%. Sendo que, habitualmente, variações

de preço acima de10% em relação ao valor “padrão” são utilizadas pelas agências de risco para

lançarem os seus alertas [223], pode dizer-se que, uma flutuação dessa ordem corresponde a

uma escala de tempo da ordem de um ano, muito superior à escala de um minuto que aqui se

pretende descrever.

5.2.1 Mercado est́avel

Sem avers̃ao

Para esta situação,ω = β = α2 = 0. A equação de evolução dos preços pode ser facilmente

transformada numa equação para evolução do lucro. Lembrando quer (t) = dS
dt

, a eq. (5.23)

pode ser escrita como,

dr

dt
= −kr + η.

Reporte-se a análise para o termo estocásticoη. A solução mais simples seria considerá-lo

como um ruı́do Gaussiano com uma determinada larguraD [241]. Contudo, a sua distribuição

seria Gaussiana, que já se demonstrou inadequada para uma boa descrição das flutuações de

preço. Na tradição da descrição de sistemas com um elevado número de graus de liberdade,

o termo estocástico pretende simular os efeitos de resposta microscópica a um conjunto de
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factores [229]. Essa resposta, especificamente a sua magnitude, será naturalmente afectada

pelo valor do lucro. Desta forma, grandes valores der induzirão grandes valores deη e vice-

versa. Como os valores elevados der, em módulo, são os valores menos frequentes, pode

dizer-se que a intensidade da respostaη é inversamente proporcional ao valor da probabilidade

der [172][143]. Por conseguinte,η pode ser escrito como

η =
√

θ [p (r, t)]
1−q
2 ξ (t) (q > 1) , (5.24)

em queθ é um valor constante, que será denominada porconstante de volatilidade, e ξ (t) um

ruı́do branco associado a uma Gaussiana de variância unit´aria. Assim, para este caso, a equação

dinâmica para as flutuações, neste caso a1 minuto5 , de preços é dada por

dr = −kr dt +
√

θ [P (r, t)]
1−q
2 dWt. (5.25)

A evolução da distribuição de probabilidades é dada pela equação de Fokker-Planck não-linear

[92]

∂p(r, t)

∂t
=

∂

∂r
[k r p(r, t)] +

1

2

∂2

∂r2

{

θ [p (r, t)](2−q)
}

. (5.26)

A eq. (5.26) apresenta como solução dependente do tempo [89]

p (r, t) =
1

Zq (t)
expq

[

−β (t) x2
]

,

em que

β (t)

β (t0)
=

[

Zq (t0)

Zq (t)

]2

,

5Série de lucro a tempos superiores são obtidos a partir desta por adição da variávelr(t). Esta adição de

variáveis conduz a uma aproximação da distribuição àGaussiana.
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Zq (t) = Zq (t0)

[(

1 − 1

K

)

e−t/τ +
1

K

]1/(3−q)

,

com

K =
k

β (t0) θ (2 − q) [Zq (t0)]
q−1 .

A relaxação da constante de normalização,Zq, dá-se com o tempo caracterı́sticoτ

τ =
1

k (3 − q)
,

que é da ordem de1
k
, pois para que a distribuição seja normalizável0 < q < 3. Todas as

correlações para este processo se devem ao termo de arrasto, sendo por isso natural que estas

decaem rapidamente. A forma da eq. (5.25) corresponde a uma equação em que a variância

não é constante o que induz o aparecimento de lei de potência na distribuição de probabilidade

[239].

Para valores positvos dek, como acontece para o caso de um mercado lı́quido e estável com

k (t − t0) ≫ 1, p (r, t) é infinitesimalmente distante da solução estacionáriada eq. (5.26) que é

dada por,

ps (r) =
1

Z
expq

[

− k

(2 − q) Zq−1 θ
r2

]

, (5.27)

onde

Z =







√
2π Γ

[

1
q−1

]

Γ
[

3−q
2q−2

]

√

(2 − q) θ

2k (q − 1)







2
3−q

.

Os coeficientes de Kramers-Moyal para a eq. (5.25), que conduzem à definição da eq. (5.26),

são segundo a eq. (5.12)

D(1) (r, t) = −k r, (5.28)
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e

D(2) (r, t) =
1

2
θ [p (r, t)](1−q) . (5.29)

Para além de apresentar uma descrição probabilı́stica adequada da distribuição de probabilida-

des, pode verificar-se que a dinâmica (5.25) descreve muitobem o que se passa ao nı́vel dos

momentos de Kramers-Moyal. Considerando a situação de regime estacionário,t0 = −∞ ≪

−k−1 ≪ 0, e levando em conta a equação a eq. (5.11)

M2 ≈ τ θ [p (r)](1−q) = τ
k

2 − q

[

(5 − 3 q)σ2 + (q − 1) r2
]

, (5.30)

que é um polinómio de segunda ordem.

Apesar de outras equações dinâmicas diferenciais, com ruı́do aditivo, serem capazes de

produzir o mesmo tipo de distribuição, equações do tipo(5.25) apresentam-se como as únicas

capazes de reproduzir também os momentos de Kramers-Moyal, os quais se apresentam como

uma ponte entre dinâmica e probabilidade. Além do mais, esta forma surge como uma con-

sequência da dinâmica imposta,a priori, e não como o resultado de um processo de ajuste

numérico sem explicação fı́sica como acontece noutros trabalhos [243][144][244].

Vale lembrar que, apesar da imposição da igualdade dos momentos de Kramers-Moyal limi-

tar o conjunto infinito de dinâmicas compatı́veis com uma certa distribuição de probabilidades,

existe ainda um conjunto grande de propostas válidas. Por exemplo, como já referido, o ruı́do

multiplicativo (5.24), para fins estatı́sticos, pode ser desdobrado na soma de um ruı́do aditivo e
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de um ruı́do multiplicativo, descorrelaciondos, de tal forma que a equação

dr = −k r dt +
√

θ [f (t)]
q−1
2 dWt+

√

(q − 1) θ β (t0)Z (t0) [f (t)]−
1
2 r (t) dW ′

t

(5.31)

onde

f(t) = {exp [−k (3 − q) t] +

(2 − q) (1−exp[−k (3−q) t]) [Z(t0)]q−1 β(t0) θ
k

}
1

3−q
.

apresenta a mesma equação de Fokker-Planck e por consequˆencia a mesma distribuição [229]

[245]. Se a eq. (5.25) permite uma relação imediata entreq e a resposta do sistema e relação à

sua própria dinâmica, já a eq. (5.31) permite uma imediata relação dinâmica entreq e a magni-

tude do ruı́do multiplicativo de tal forma que, paraq = 1, o processo de Ornstein-Uhlembeck

[239] é recuperado bem como a distribuição Gaussiana.

Para a determinação dos valores dos parâmetrosq, θ e k, foi utilizado o ajuste numérico

da distribuição média do conjunto DJ30 com a eq. (2.9) (m´etodo utilizado no capı́tulo 3) e do

segundo momento de Kramers-Moyal com a eq. (5.30) apresentado na fig. 5.9. Os valores

obtidos, para lucro a1 minuto, foramq = 1.31 ± 0.02, σ = 0.930 ± 0.08 e k = 2.40 ± 0.04.

Através da igualdade entre as distribuições (5.27) e (2.9) tem-se

θ =

k (5 − 3 q) σ2

{

Γ[ 1
q−1 ]

Γ[ 3−q
2q−2 ]

√

(q−1)
(5−3 q)π σ2

}q−1

2 − q
, (5.32)

para o valor da constante de volatilidade. O valor dek = 2.40± 0.04, corresponde a um tempo

caracterı́stico de relaxação da ordem de20 segundos, o que permite a aplicação da hipótese de

mercado eficiente. Na fig. 5.9 é apresentado um excerto da representação da simulação da eq.
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Figura 5.9: Em cima: Os sı́mbolos representam a distribuição de probabilidadevs. r do con-

junto DJ30 e a linha a distribuição de probabilidades obtida através de uma série temporal

gerada a partir da eq. (5.25) que é representada no painel direito. Embaixo: segundo mo-

mento de Kramers-MoyalM2 ≈ τ θ [p (r)](1−q) = τ k
2−q

[(5 − 3 q)σ2 + (q − 1) r2] que per-

mite a determinação do valor dek. Valores dos parâmetros:τ = 1 min, k = 2.40 ± 0.04,

σ = 0.930 ± 0.08 e q = 1.31 ± 0.02. [emP09]
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Figura 5.10: FunçãoF do DFA-1 vs. tamanho da janelaT para a série gerada (cı́rculo) e os

dados do DJ30 (quadrados) . Os declives correspondem ao Expoente de Hurst. ParaT . 20

minutos tem-seH = 0.54 ± 0.02 para a replica eH = 0.52 ± 0.02 para os dados. Após esta

escala de tempo o expoente decaı́ para0.513 ± 0.004 para ambos.

(5.25) com os valores acima descritos e a distribuição de probabilidade que concorda com os

pontos referentes aos dados. Pela eq. (5.32) o valor da constante de volatilidade éθ = 2.67.

Comparando a persistência das séries temporais utilizando o método DFA-16, fig. 5.10

verifica-se que a série simulada e o conjunto DJ30 apresentam um expoente de Hurst de0.54±

0.02 e 0.52 ± 0.02, respectivamente, até tempos da ordem de20 minutos. Após esta escala de

tempo o expoente decaı́ para0.513±0.004. Estes resultados estão de acordo com a identificação

de ausência de persistência significativa nas séries de lucros e com a referida hipótese de mer-

cado eficiente. Na fig. 5.11 pode verificar-se que, apesar das correlações também decairem

6O DFA corresponde ao MF-DFA comz = 2.
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Figura 5.11:r2 (possı́vel medida da volatilidade) vs.t para o excerto apresentado na fig. 5.9.

rapidamente parar2, o modelo capta também a famosa agregação da volatilidade.

Pode então dizer-se que, um mercado estável, numregime normal, se comporta como uma

partı́cula confinada num potencial parabólico onde é sujeita a perturbações aleatórias na sua

posição.

5.2.2 Com avers̃ao

Apesar da proposta anterior corresponder a uma descriçãosatisfatória para os lucros, a reali-

dade é que mesmo no designado regime normal, os mercados estáveis apresentam distribuições

assimétricas em que os lucros negativos são favorecidos.Por conseguinte, para uma descrição

mais elaborada e fiel, considerar-se-ãoβ 6= 0 e α2 6= 0. Numa proposta anterior [241], em que

eram considerados ruı́dos Gaussianos eα2 6= 0, o potencial era do tipo,

V (r) =
a

2
r2 +

b

3
r3,

que apresentava um máximo parar∗ = −a
b
. Tal significaria que, após essa barreira, o lucro

seria capaz de atingir, o valor der = −∞ num intervalo de tempo finito. A introdução do
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termoα2 6= 0, para reproduzir o efeito das ordens de paragem, garante queo mercado levará

sempre um tempo infinito para atingir uma queda infinita. Paraeste caso, a equação diferencial

fica então

dr = −
(

k r + β r2 + α2 r3
)

dt +
√

θ [p (r, t)]
1−q
2 dWt. (5.33)

A equação de Fokker-Planck associada é

∂p(r, t)

∂t
=

∂

∂r

[(

k r + β r2 + α2 r3
)

p(r, t)
]

+
1

2

∂2

∂r2

{

θ [p (r, t)](2−q)
}

, (5.34)

e a sua solução estacionária assimétrica

ps (r) =
1

Z
expq

[

− Z1−q

(2 − q) θ

(

k

2
r2 +

β

3
r3 +

α2

4
r4

)]

. (5.35)

Utilizando a eq. (5.35), pode fazer-se uma estimativa dos valores do coeficientes do potencial

de confinamento,

V (r) =
k

2
r2 +

β

3
r3 +

α2

4
r4. (5.36)

Dada a qualidade do ajuste do segundo momento de Kramers-Moyal, β e α2 deverão ser

pequenos e compatı́veis com pequenas correcções. Considerando os valores deθ ≈ 2.67 e

q ≈ 1.3, obtêm-se os valores dek ≈ 5.5, β ≈ 0.12, α2 ≈ 0.02. Com estes valores, pode

verificar-se que o potencial de confinamento não apresenta qualquer máximo local. A existência

de um máximo local, introduziria uma assinatura no sistematal que tornaria possı́vel uma es-

timativa das quedas bruscas,crashes, através do cálculo dos primeiros tempos de passagem.



CAPÍTULO 5. MODELOS MESOSĆOPICOS PARA VOLUME E LUCRO 175

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
0

20

40

60

 

 

M
2

r

Figura 5.12: Os sı́mbolos correspondem ao segundo momento de Kramers-Moyal para os dados

e a linha ao ajuste através eq. (5.29) considerando a situac¸ão estacionária dada pela eq. (5.35).

Os parâmetros são:τ = 1 min, θ ≈ 2.67, q ≈ 1.3, k = 5.5, β = 0.12 eα2 = 0.02.

Consequentemente, o cenário aqui apresentado é consistente com a hipótese de que as gran-

des flutuações de preço negativas apresentam dinâmicasque não podem ser explicadas como o

mesmo tipo de cenário que descreve os regimes ditos normais[247].

5.3 Situaç̃oes de iliquidez

Até agora estudou-se o caso em quek é positivo, o que corresponde a um mercado de carac-

terı́sticas de liquidez. Contudo, podem ocorrer situações de pressão no mercado em que a taxa

de novas ordens se mostra superior à taxa de absorção das ordens, i.e.,γ < α̃
δ
. Tal desigualdade

implica na perca de estabilidade do mercado. Sendok < 0, o potencial confinante deixa de ter

como minimo o valor der = 0. O potencial confinante passa então a apresentar três extremos

entre os quais se incluı́r = 0, mas agora como máximo local. Os outros dois extremos são o
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mı́nimo local,

r+ = β

√

1 + 4 |k|α2 − 1

2 α2
,

e o mı́nimo absoluto

r− = −β

√

1 + 4 |k|α2 + 1

2 α2
.

A diferença entreV (r−) eV (r+) é de−β(β+4|k|α2)3/2

12 α2
.

Este caso é equivalente a uma situção especulativa, ou debolha económica, em que o

mercado apresenta uma taxa de crescimento médiar+. Todavia, este é um cenário instável,

existindo uma tendência forte no mercado a queda. O tempo entre subidas subidas sucessivas

(dinâmica situada em torno do mı́nimor+) e queda (dinâmica situada em torno do mı́nimor−)

pode ser estimado recorrendo tempo médio de passagem,T , entrer+ e0 [239].

Para o casos próximos da (ou na) estacionaridade,∂p(r,t)
∂t

≃ 0, este tempo pode ser facilmente

calculado [246] através das expressões (5.2.160), (5.2.157) e (5.2.144) da referência [239],

T
(

r+ → 0
)

≃ (2 − q)B







0
∫

r+

expq [−B V (x)]2−q dx







x
∫

−∞

expq [B V (y)] dy

com

B =
Z1−q

(2 − q) θ
.

Esta conjuntura ocorre, efectivamente, nos mercados financeiros e corresponde a episódios nos

quais se tem um conjunto de subidas sucessivas após as quais, os agentes procuram a realização

de mais-valias.
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Observaç̃oes Embora estes modelos não captem a propriedade de longas correlações emr2,

esta propriedade pode ser introduzida conjugando a proposta aqui apresentada com a aproximação

superestatı́stica [5][144]. Assim, a constante de volatilidade,θ, passaria a ser uma quantidade

lentamente variável no tempo e com correlações de longo alcance. Por exemplo, a descrição

do regime normal no longo termo, eq. (5.25), seria associadaà distribuição local. Possı́veis

candidatos para esta distribuição seriam a distribuiç˜ao log-normal [169], a distribuiçãoχ2 [144]

e a própria distribuiçãoF [169][240]. Neste caso, as flutuações na volatilidade seriam, a par de

q, responsáveis pela forma não-Gaussiana das distribuições de preço. Deve contudo sublinhar-

se que esta contribuiçãonão pode implicar numa transformação doı́ndiceq 6= 1 emq = 1.

Isso conduziria a uma independência do segundo momento de Kramers-Moyal relativamente às

flutuações de preço o que não se apresenta compatı́vel com as observações até hoje efectuadas.



Caṕıtulo 6

Modelo Microscópico: Dinâmica de

Opini ão

Até agora, a modelagem dinâmica de observáveis financeiras, aqui apresentada, tem sido feita a

uma escala mesoscópica. Noutras palavras, a evolução temporal destas grandezas mensuráveis

é feita a partir de equações diferenciais estocásticas(tipo Langevin) e/ou equações de Fokker-

Planck para a probabilidade. Isto significa que, a individualidade de cada constituinte é supri-

mida e o seu efeito é substituı́do pelo comportamento médio de todos os agentes que contém

uma componente de aleatoriedade.

Com o aumento do interesse por parte de fı́sicos em sistemas económicos, deu-se inı́cio ao

desenvolvimento de modelos microscópicos para explicação de uma série de propriedades já

aqui referidas [160][167][232][248] [249][250][251] [252][253] [254][255][256]. Dentro deste

tipo de modelos, podem referir-se cenários fortemente inspirados em modelos de magnéticos

tradicionalmente utilizados em fı́sica estatı́stica e matéria condensada para os quais existe uma

vasta literatura, e.g., [258][259][260]. Esta abordagem resulta no facto de se considerar um

178
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mercado financeiro como um conjunto de subunidades em que cada uma sofre influência das

restantes nas decisões de compra ou venda que toma.

Neste capı́tulo será apresentado um modelo microscópico, baseado em modelos de interacções

aleatórias entre os agentes, considerando um termo que corresponde a uma medida da volatili-

dade.

6.1 O modelo

Considere-se um sistema deN agentes que tomam decisões sobre a influência de um ambiente

externo bem como dos outros agentes. Atribua-se a cada indivı́duo uma variávelσi = ±1 (i =

1, 2, · · · , N), em que os dois estados possı́veis representam decisão de compra (+1) ou venda

(−1) de um bloco de acções em intervalos de tempo discretos,t. A opinião do agentei, no

instantet +1, depende das opiniões dos outros agentes, de efeitos aleatórios e das volatilidades

que podem ser incorporadas num campo local no instantet,

Ii(t) =
1

N − 1

∑

j 6=i

Aij(t)σj(t) + hi(t) − Bi|x(t)| , (6.1)

onde{Aij(t)} representa as interacções entre os agentes dependentes do tempo, enquanto que

{hi(t)} são campos externos que levam em linha de conta os efeitos domeio externo envolvente.

O somatório
∑

j 6=i é aplicado a todos os agentes, exceptoi. Numa linguagem fı́sica, tal é equi-

valente a dizer-se que a interacção neste sistema é de alcance infinito. Este tipo de interacção

é perfeitamente admissı́vel, pois nos dias que correm a proliferação de meios de comunicação,
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anula os efeitos da distância espacial na capacidade de umapessoa influenciar outra.

Por conseguinte,

x(t) =
1

N

N
∑

i=1

σi(t) , (6.2)

representa a diferença entre o número de decisões de compra e decisões de venda, i.e., a

diferença entre oferta e procura. O último termo da eq. (6.1) considera a amplitude das

variações, no tempot, da variávelx(t). ParaB > 0 (que será o caso aqui estudado), este

termo contribui para que os agentes ponderem as suas decisões de forma a evitarem grandes

desvios emx(t). Consequentemente, ele introduz um ingrediente fundamental existente nos

mercados financeiros: aavers̃ao ao risco.

Considere-se que, numa proposta alternativa [241, 261], porém não antagónica, à eq. (5.20)

que o lucro instantâneo é proporcional ax(t) e aS(t),

dS(t)

dt
∝ x(t)S(t) .

Discretizando o tempo na equação acima tem-se,

ln S(t′) − ln S(t) ∝
m−1
∑

n=0

x(t + n∆t)∆t ,

ondet′ = t + m∆t. Considerandom = 1 obtém-se

x(t) ∝ ln S(t + ∆t) − ln S(t) . (6.3)
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Mostra-se assim que, a variávelx(t) está directamente relacionada com o lucro realizado du-

rante um intervalo de tempo∆t (aqui considerado como∆t = 1) e o seu módulo uma medida

da volatilidade [6]. O último termo da eq. (6.1) introduz uma dependência do campo local na

volatilidade, simulando efeitos de aversão ao risco. Paravalores deBi positivos (negativos), o

agentei é induzido a vender (comprar) quando a volatilidade aumenta. ParaBi = 0, o modelo

recupera propostas inicialmente apresentadas [251].

Nestas circunstâncias, o sistema evoluirá de acordo com uma certa dinâmica que, neste caso,

será a dinâmica de banho térmico. Aqui os valores das variáveis{σi(t)} são actualizados de

acordo com a regra probabilı́stica,

σi(t + 1) =







1 , com probabilidade pi(t)

−1 , com probabilidade 1 − pi(t)
, (6.4)

onde

pi(t) = {1 + exp[−2Ii(t)]}−1 . (6.5)

Deve salientar-se que as variáveis{σi(t)} podem ser actualizadas sequencialmente (assin-

cronamente), i.e., uma única variávelσi(t) é alterada de cada vez, ou actualizada paralelamente

(sincronizadamente), i.e., todos os valores{σi(t)} são actualizados a um dado tempo. Para os

dois procedimentos, a unidade de tempo (habitualmente designada por passo de Monte Carlo)

corresponde à actualização de todo o conjunto de variáveis{σi(t)} (i = 1, 2, · · · , N).

Utilizando uma linguagem comum em problemas de magnetes estocásticos, a proposta de-
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finida na eq. (6.1) representa, como já referido, um modelo com interacção de alcance infinito

para o qual o tratamento em campo médio permite a obtençãode um resultado correcto quando

se considera a versão de actualização sequencial nos limites termodinâmico e de tempo longo.

Tomando então, a aproximação de campo médio e actualização sequencial em que

Aij(t) = Aξ(t) (∀i 6= j); hi(t) = hζ(t) (∀i); Bi(t) = B (∀i) , (6.6)

ondeξ(t) e ζ(t) são variáveis aleatórias no tempo, uniformemente distribuı́das no intervalo

[−1, 1], obtém-se um campo local que é independente do ı́ndicei do sı́tio (agente)

I(t) = Aξ(t)x(t) + hζ(t) − B|x(t)| . (6.7)

Desta forma, o valor médio da variávelσ, no instantet + 1, pode ser facilmente calculada a

partir de um conjunto de regras definidas nas eqs. (6.4) e (6.5),

[σ(t + 1)]av = (+1)p(t) + (−1)[1 − p(t)] = 2p(t) − 1 = tanh[I(t)] .

Dentro da aproximação de campo médio, pode verificar-se que a média acima indicada pode

ser identificada com o lucrox (t + 1),

[σ(t + 1)]av =
1

N

N
∑

i=1

σi(t + 1) ≡ x(t + 1) ,

de tal forma que
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x(t + 1) = tanh[I(t)] = tanh[Aξ(t)x(t) + hζ(t) − B|x(t)| ] . (6.8)

É importante referir que o tratamento em campo médio do modelo apresentado, utilizando

uma dinâmica paralela, conduz, geralmente, a uma termodinâmica diferente do caso do modelo

interacção de alcance infinito. Contudo, é demonstrável que a eq. (6.8) pode ser utilizada

neste tipo de actualização [262][263]. Na realidade, espera-se que a actualização paralela, num

sistema microscópico de agentes interactuantes reproduza mais fielmente o comportamento de

um sistema financeiro real. Hoje em dia, os agentes encontram-se ligados através de redes de

computadores ou, no caso de mercados de pregão como NYSE, emcontacto fı́sico directo de

tal forma que, num intervalo de tempo infinitesimal, muitos agentes tomam decisões.

Usando a eq. (6.8) e considerando a condição inicial,x(0), geraram-se séries temporais

de lucro,x(t), no limite termodinâmico, para a qual se pode determinar uma distribuição de

probabilidades,P (x). Foi verificado que, para os parâmetros(A, h, B), dentro do intervalo de

interesse para sistemas financeiros, as magnitudes dex (t) estão basicamente restritas a peque-

nos valores, tipicamente inferiores a0.2. Para este caso, considerando|Aξ(t)x(t) − B|x(t)| +

hζ(t)| ≪ 1, a eq. (6.8) pode ser linearizada,

x(t + 1) ≈ Aξ(t)x(t) + hζ(t) − B|x(t)| . (6.9)

Geralmente, os mapas das eqs. (6.8) e (6.9) conduzem a regimes diferentes caracterizados

por pontos fixos bem definidos que são dependentes dos parâmetros(A, h, B). O limiar do
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caos, que é caracterizado por um expoente máximo de Lyapunov, corresponde então a superfı́cie

crı́tica definida comoA∗(h, B).

Para o casoB = 0, os dois mapas caem na classe de mapas de ruı́do multiplicativo já

estudados por PLATT e NAKAO e respectivos colaboradoes [264] [265][266]. No casoh = 0,

para um ruı́do uniformemente distribuı́doξ(t) no intervalo[−1, 1], existe um ponto fixox = 0

paraA < A∗(0, 0) [A∗(0, 0) = e = 2.718...], enquanto que paraA ≥ A∗(0, 0), o ponto fixo

perde a estabilidade e entra-se numa região caótica. A introdução de um pequeno ruı́do,h > 0,

torna-se suficiente para reduzir o limiar para um valorA∗(h, 0) = 1 [264][265][266]. Como

será discutido mais à frente, para o casoB > 0, tem-se um quadro qualitativamente semelhante

tal que, para um valor tı́picoB = 0.22, a ser considerado na próxima secção, o limiar do caos

ocorre praticamente para o mesmo valor do casoB = 0.

O parâmetroB pode ser obtido a partir da eq. (6.9). De facto, multiplicando a eq. (6.9) por

x(t) tem-se,

x(t + 1)x(t) ≈ Aξ(t)x2(t) + hζ(t)x(t) − B|x(t)|x(t) .

Aplicando médias temporais a ambos os lados da equação anterior e levando em conta que

ξ(t) e ζ(t) são ruı́dos independentes distribuı́dos no intervalo[−1, 1] (cujas médias no tempo

são nulas), tem-se a simples relação,

B ≈ −〈x(t + 1)x(t)〉
〈|x(t)|x(t)〉 , (6.10)
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onde〈 〉 representa média temporal.

Assim, o parâmetroB pode ser facilmente estimado para uma série temporal com elementos

{x(t)} dentro do intervalo de validade da aproximação linear eq.(6.9). É directo verificar-se

que a determinação deB está directamente relacionada com a função de correlação 〈x(t +

1)x(t)〉.

Na próxima secção verifica-se numericamente que, tal como acontece para o casoB = 0

[267][268], as caudas da distribuição de probabilidade associadas com a forma linearizada (6.9)

seguem uma lei de potência

P (x) ∼ |x|−α−1 , (6.11)

para pequenos valores deB, comB ≫ h > 0, e |x| ≫ h > 0. Estas condições restringem

os intervalos a serem utilizados para os parâmetros,B e h, para uma descrição apropriada de

um mercado real. Em princı́pio, ter-se-ão dois expoentes,α e β, para os dois lados deP (x),

i.e., x < 0 andx > 0, respectivamente. Contudo, e tal como provado no Apêndice, α = β.

Concomitantemente, uma simples equação pode ser obtida (parah = 0) relacionandoA, B eα,

(A − B)1+α + (A + B)1+α

2A(1 + α)
= 1 . (6.12)

Obviamente, a eq. (6.12) corresponde à contribuição principal de uma expansão parah

pequeno de tal forma que, termos de ordem elevada se tornam desprezáveis para pequenos

valores deh.
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Por isso, tendo-se uma série financeira de lucros, com uma dada distribuição de probabi-

lidade que segue, assimptoticamente, a lei de potência (6.11) e cujos elementos{x(t)} caem

no intervalo de validade da aproximação linear (6.9), pode, em princı́pio, medir-se o expo-

enteα, através do ajuste, por métodos númericos apropriados,do comportamento de escala da

distribuição (6.11). Quando ao parâmetroB, este pode ser estimado a partir da eq. (6.10) e

finalmente o parâmetroA pode ser obtido pela eq. (6.12). Desta forma, fixando um valorde

h pequeno pode encontrar-se, como uma aproximação, o melhor par de parâmetros(A, B) de

forma a reproduzir o sistema real em consideração.

Pela eq. (6.7), além das séries temporais de lucrox(t), pode definir-se uma série temporal

da volatilidade,v(t) = |x(t)|. Para lá das auto-funções de correlação dos lucros e volatilidade,

respectivamente,

Cx(τ) =
〈x(t)x(t + τ)〉 − 〈x(t)〉2

〈x2(t)〉 − 〈x(t)〉2 , (6.13)

Cv(τ) =
〈v(t)v(t + τ)〉 − 〈v(t)〉2

〈v2(t)〉 − 〈v(t)〉2 , (6.14)

outra função de correlação importante é a correlação entre lucros e volatilidades futuras,

L(τ) =
〈x(t)v(t + τ)〉 − 〈x(t)〉〈v(t)〉

〈v(t)〉2 . (6.15)

que habitualmente define o efeito de alavancamento, do qual se concluiu que os mercados ten-

dem a ser mais activos após os abaixamentos do que após as subidas [236]. Este comportamento
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Figura 6.1: (a) Distribuição de probabilidade dos lucrosx(t) do DJ30; a linha completa cor-

responde à distribuição da eq. (6.11). (b) Representação em escalalog-log da distribuição de

probabilidade onde é vı́sivel o comportamento assimptótico da distribuição de probabilidade

mostrando o comportamento assimptótico da eq. (6.8); A linha recta apresenta um declive de

−6.56, o que corresponde a um expoente deα = 5.56. Os quadrados (cı́rculos) correspondem

a valores de lucro negativos (positivos) e são ajustados com as mesmas distribuições usadas em

(a), representadas aqui por linhas tracejadas (pontilhadas) que são praticamente indistinguı́veis

a olho nu. [emP11]

corresponde a mais uma manisfestação do fenómeno de aversão ao risco, sendo adicionalmente

concordante com a expansão deα, referente à taxa de introdução de novas ordens no livro de

ordens, apresentada no cap. 5.

6.2 Resultados

Aplicando o método apresentado na secção anterior ao conjunto de dados correspondentes ao

DJ30, podem comparar-se os comportamentos do modelo e das s´eries temporais reais.

Através da eq. (6.10) verifica-se um conjunto de valores deB para cada companhia dentro

de um intervalo que varia entreB = 0.10 e B = 0.35, que resultam num valor médio de
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B = 0.22±0.05. Relativamente às distribuições de probabilidade, foirealizada uma média, para

cada valor der dos histogramasp (r), obtendo-se a distribuição de probabilidade média tı́pica de

uma companhia que componha o Dow Jones Industrial Average (já apresentadas anteriormente).

Na fig. 6.1 apresenta-se este histograma representado nas escalas real-log e log-log. Verifica-se

concordância com a hipótese de escala assimptótica apresentada na eq. (6.11) com o mesmo

expoente para valores positivos e negativos dex. Especificamente, verifica-se bom ajuste com

a distribuição1

P (x) = P (0)(1 + γ± x2)−µ± , (6.16)

onde o sinal+ (−) aplica-se a lucros positivos (negativos) e, no regime assimptótico,µ± =

(α±+1)/2. O ajuste para valores negativos é quase indescirnı́vel doajuste referente aos valores

positivos. Os valores referentes aα
±

são novamente obtidos utilizando um processo conhecido

como estimador de Hill [269]. Os valores encontrados foramα+ = 5.57 ± 0.08 e α− =

5.54±0.06. Os restantes valores foram obtidos utilizando um processode ajuste não-linear. Os

valores são:P (0) = 0.582 ± 0.001, γ+ = 0.864 ± 0.004 e γ− = 0.837 ± 0.003. O ajuste dos

dois lados apresenta a seguinte qualidade de ajuste:χ2 = 1.24 × 10−6 e R2 = 0.99855 (lado

positivo);χ2 = 1.1 × 10−6 eR2 = 0.99871 (lado negativo).

Conclui-se então que o sistema pode ser caracterizado por um único expoenteα, conside-

rando as margens de erro. Esteα, α = 5.56±0.08, é compatı́vel comq = 1.3. Assim sendo, esta

1A representação seguinte é equivalente a umaq±-Gaussiana em queq± = 1 + 1
µ±

eγ± = (q−1)
(5−3q±)σ2

±

.
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Figura 6.2: Séries de lucrox(t) geradas a partir de uma actualização paralela deN agentes, para

os casos (a)N = 50; (b) N = 500. Os parâmetros considerados na eq. (6.7) foram:A = 1.5,

h = 0.01 eB = 0.25. [emP11]

análise atribui a assimetria da distribuição aos parâmetrosγ± que diferem ligeiramente. Substi-

tuindo os valoresα = 5.56±0.08 eB = 0.22±0.05 na eq. (6.12), encontra-seA = 1.3±0.06.

Consequentemente, estes valores são os que apresentarãouma melhor descrição do sistema em

análise.

Considere-se agora as séries temporais geradas por meio domodelo teórico.É importante

referir-se que(A, h, B) aqui utilizados levam a que os mapas representados pelas eqs. (6.8)

e (6.9) conduzam a resultados quantitativos semelhantes, tal como apresentado no Apêndice

através do cálculo dos expoentes de Lyapunov. Na análiseque se segue foram utilizados valores

deA = 1.5 e h = 0.01, assim comoB = 0.25. Nos casos em que se comparam os resultados

do modelo com os dados financeiros utilizar-se-áA = 1.3, B = 0.22 e h = 0.01. Como

condição inicial foi escolhidox(0) = 0, embora se verifique que uma escolha particular dex(0)

é irrelevante para o comportamento geral das séries temporais.
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Figura 6.3: As séries de lucrox(t) geradas a partir do mapa (6.8), para os casos (a)B = 0; (b)

B = 0.25. Para ambos casos, os casosA = 1.5 eh = 0.01 são usados. [emP11]

Primeiramente, foram geradas séries temporais de lucro,x(t), por simulação numérica, para

valores finitos deN , através da actualização paralela e sequencial das variáveis de spin usando

o algoritmo de banho térmico apresentado anteriormente. No caso paralelo, para um pequeno

número de agentes obtêm-se séries temporais caracterizadas por grandes flutuações como é

visı́vel na fig. 6.2 paraN = 50. Contudo, aumentando o número de agentes, a amplitude das

flutuações decresce e observam-se zonas bem definidas ondeo valor médio local é bem superior,

mesmo para pequenos valores comoN = 500. Por isso, no limite termodinâmico,N → ∞,

espera-se que a série temporal consista de pequenas flutuac¸ões em torno de zero (|x| ≪ 1), com

o aparecimento deburstsaleatórios no tempo. No caso da actualização sequencial, verificou-

se uma convergência lenta para o limite termodinâmico de tal forma que, para valores deN

investigados (tipicamenteN ∼= 5000), não foi verificada a presença debursts. Apesar disso,

no limite de tempo longo, a actualização de sequencial de spins leva ao mapa unidimensional

(6.8).
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Figura 6.4: Densidade de probabilidade parax(t) (rescalado pela sua variância), para os casos

(a) B = 0; (b) B = 0.25. Em ambos os caos foram utilizados os valoresA = 1.5 e h = 0.01.

Os ajustes utilizados foram: em (a) uma distribuição de Tsallis, eq. (6.17), enquanto para (b) a

linha completa corresponde à distribuição descrita pela eq. (6.18). [emP11]

Na fig. 6.3 exibem-se séries temporais, obtidas por iteração do mapa (6.8), paraB = 0

e B = 0.25. Em ambos os casos, observa-se a presença deburstscaóticos, caracterı́sticos de

eventos extremos em concordância com os resultados empı́ricos [169]. Nota-se também que

magnitude dosburstsaumenta comB > 0. É importante sublinhar que para o caso da fig. 6.3,

a amplitude dos retornos permanece pequena, i.e.,|x| ≪ 1, como esperado pelas simulações

da fig. 6.2, no limite termodinâmico. Adicionalmente, esteresultado suporta a utilização da

aproximação linear (6.9) para o mapa do eq. (6.8). Daqui emdiante, os resultados reportar-se-

ão a séries temporais obtidas por iteração do mapa (6.8).

Na fig. 6.4 exibe-se a distribuição de probabilidade paraB = 0 e B = 0.25. As abcissas

são definidas em unidades de desvio-padrão. Para o casoB = 0, verifica-se que a distribuição

de lucros é bem ajustada com uma lei de potência simétricacom um expoente de cauda obtido
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pelo estimador de Hill,α = 3.84 ± 0.04, e por ajuste não linear,P (0) = 0.532 ± 0.003,

γ+ = γ− = 0.57 ± 0.03, com a qualidade do ajuste dada porχ2 = 1.4 × 10−4 eR2 = 0.9847.

Dado que as distribuições de Tsallis estão intimamente relacionadas com sistemas dinâmicos

que contêm ruı́dos aditivo e multiplicativo (descorrelacionados) [170][245], tal como o caso

aqui tratado, apresenta-se o ajuste equivalente,

pq(x) =

[

(q − 1)β

π(3 − q)

]1/2 Γ
(

1
q−1

)

Γ
(

3−q
2(q−1)

)

1
[

1 + β
(

q−1
3−q

)

x2
]1/(q−1)

, (6.17)

representado na fig. 6.4 (lado esquerdo) pela linha completa. Dentro deste ajuste tem-seq =

1.42 ± 0.01 andβ = 0.85 ± 0.03. A distribuição de probabilidade no painel direito da fig.6.4

apresenta uma assimetria, semelhante ao que acontece com osmercados financeiros; neste caso

o melhor ajuste que se aplica, quer a valores positivos quer avalores negativos, foi encontrada

com uma distribuição de Tsallis assimétrica,

pq(x) = pq(0)
1

[

1 + β
(

q−1
3−q

)

(x2 + cx3)
]1/(q−1)

, (6.18)

representado na fig. 6.4 (b) pela linha completa. Para este ajuste obteve-seβ = 1.68 ± 0.05,

c = 1.62 ± 0.04, q = 1.47 ± 0.03 epq(0) = 0.515 ± 0.003 (χ2 = 1.2 × 10−3 eR2 = 0.9454).

Como referido anteriormente, a distribuição de probabilidade para as flutuações de preço

é assimétrica, apresentando diferentes comportamentospara valores positivos e negativos das

caudas. Por isso, o modelo definido na eq. (6.1), comB > 0, conduz a uma distribuição de

probabilidade para o lucro que se aproxima melhor da apresentada por sistemas reais do que o
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modelo em que o termo do tipo volatilidade não é levando em conta. Para tal, foi aplicado o

modelo teórico considerando os parâmetrosA = 1.3, B = 0.22 (correspondente aos dados do

conjunto DJ30) eh = 0.01. A distribuição de probabilidade resultante que apresenta assimetria,

pode ser ajustada pela eq. (6.11), comP (0) = 0.457±0.007, eγ+ = 0.44±0.08, α+ = 5.47±

0.04 (χ2 = 4.5 × 10−4 e R2 = 0.95199), para valores positivos, enquantoγ− = 0.20 ± 0.06,

α− = 5.40 ± 0.03 (χ2 = 1.7 × 10−4 e R2 = 0.9880), para valores negativos. Os valores dos

expoentes de cauda de cada lado coincidem, considerando barras de erro, de tal forma que pode

ser definido um único expoente,α = 5.44 ± 0.06, que concorda, dentro das margens erro, com

o valor estimado para o conjunto DJ30,α = 5.56 ± 0.08.

Considerem-se as funções de correlação definidas anteriormente. Na fig. 6.5 são exibidos

os valores absolutos deCx(τ), paraB = 0 e B = 0.25, bem como paraCv(τ). A auto-função

de correlação do lucro que apresenta um decaimento exponencial para pequenos valores deτ ,

peculiar de dados intra-diários [169], apenas pode ser verificada seB > 0; no painel (b) da

fig. 6.5 tem-se um tempo caracterı́stico deτ ∗ = 8 [em unidades arbitrárias como definido na

eq. (6.8)]. O casoB = 0, para o qual se observa um comportamento ruidoso paraCx(τ)

(para todos os valores deτ ), é apenas apropriado para a descrição da probabilidadede dados

inter-diários (i.e., valores grandes deτ ), muito embora, se mostre também inadequado para uma

descrição das correlações entre lucro volatilidade. No que concerne à correlação volatilidade-

volatilidade, o termo introduzido na eq. (6.1) não altera qualitativamente este comportmento.

Os painéis inferiores da fig. 6.5 estão embos em desacordo com os resultados empı́ricos que
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Figura 6.5: Valores absolutos da função de auto-correlac¸ão dos lucros,Cx(τ), e para a volatili-

dade,Cv(τ), para os casosB = 0 [(a) e (c)] eB = 0.25 [(b) e (d)]. Cı́rculos a cheio (vazios)

representam valores positivos (negativos) da correlação. Em todos casos os valores utilizados

foramA = 1.5 eh = 0.01. [emP11]
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Figura 6.6: O valor absoluto da função de correlação para lucros do DJ30 (quadrados) é compa-

rado com o valor obtido através do modelo apresentado usando parâmetrosA = 1.3, B = 0.22,

eh = 0.01 (cı́rculos). [emP11]

apresentam uma lei de potência ou uma combinação linear de exponenciais para descrever o

decaimento deCv(τ) [169].

Este problema poderá vir a ser resolvido se, em vez de um termo simples para a volatilidade,

como apresentado na eq. (6.1), a influência da volatilidadeseja representada através de um

núcleo de memória, por exemplo, exponencial2,

Bi |x(t)| → Bi |̃x(t)| = Bi

t
∑

j=0

Zi exp

[

−t − j

τv,i

]

|x(j)| , (6.19)

em queZi representa a normalização do núcleo eτv,i o tempo caracterı́stico para cada agente

i. É possı́vel definir uma função de correlação,Cx(τ), associada com o conjunto DJ30 (ver

fig. 6.6), como uma média feita sobre os seus respectivos constituintes. Desta forma, cada

quadrado na fig. 6.6 corresponde a uma média deCx(τ) sobre os 30 tı́tulos do DJ30. A partir

2Esta situação correponde a que a volatilidade seja calculada a partir de uma média da magnitude das flutuações

de preço.
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Figura 6.7: A função de correlação lucro-volatilidadeL(τ), para os casos (a)B = 0; (b)

B = 0.25. Em ambos os casos, os valores utilizados foramA = 1.5 andh = 0.01. [emP11]

destes dados, obteve-se um tempo de decaimento caracterı́stico deτ ∗ = 4.50± 0.18 min (linha

a tracejado). Agora, calculandoCx(τ) para uma série temporal gerada pelo modelo apresentado

com os parâmetros anteriormente calculados para os dados,i.e.,A = 1.3, B = 0.22, eh = 0.01,

encontra-seτ ∗ = 4.19 ± 0.15 (linha completa), [em unidades arbitrárias, como definidona eq.

(6.8)]. Por isso, considerando1 min como unidade de tempo na eq. (6.8), a estimativa para a

função de correlaçãoCx(τ) é concordante, dentro das margens de erro, com a real.

A função de correlação,L(τ), é apresentada na fig. 6.7 paraB = 0 eB = 0.25. O efeito de

alavancagem, que corresponde a uma correlação negativa entre lucros passados e volatilidades

futuras pode ser reproduzido considerandoB > 0. Para o casoB = 0, verifica-se um simples

perfil ruidoso, enquanto que paraB = 0.25 observa-se um perfil semelhante ao apresentado em

séries financeiras (veja-se, e.g., fig. 2 da referência [236]). Este tipo de comportamento é bem

ajustado pela funçãoL(τ) = −A exp(−τ/τ ′) que define um tempo caracterı́stico,τ ′.

Analisando as funções de correlaçãoCx(τ) eL(τ), para diferentes valores do parâmetroB,
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Figura 6.8: O inverso dos tempos caracterı́sticosτ ∗ (quadrados) eτ ′ (cı́rculos), associado às

funções de função correlaçãoCx(τ) eL(τ), respectivamente, são apresentados para vários de

B no intervalo[0.1, 1.0]. Os restantes parâmetros são fixos emA = 1.3 e h = 0.01. Para

B ≥ 0.4, as barras de erro tornam-se menores do que os sı́mbolos. [emP11]

verificou-se que, os tempos caracterı́sticos associadosτ ∗ e τ ′ dependem em geral da escolha

particular dos parâmetros (A, h, B). Com o objectivo de ilustrar a dependência desses tempos

caracterı́sticos comB, representou-se (fig. 6.8)(τ ∗)−1 e (τ ′)−1 para diferentes valores deB no

intervalo[0.1, 1.0], considerandoA = 1.3 e h = 0.01. As barras de erro, que representam as

incertezas nos ajustes realizados para a determinação destas quantidades, tornam-se menores

do que os sı́mbolos paraB ≥ 0.4. Os inversos dos tempos,(τ ∗)−1 e (τ ′)−1, aproximam-se de

zero com o aumento dos valores deB (tipicamenteB ∼ 1), indicando o fim da validade do

comportamento exponencial dessas funções de correlaç˜ao. É importante enfatizar que,B ∼ 1

encontra-se bem acima do intervalo apropriado de valores deB, mencionado no inı́cio desta

secção, para uma descrição efectiva de dados reais.



Caṕıtulo 7

Conclus̃oes e Perspectivas Futuras

O trabalho aqui apresentado comportou a análise de observ´aveis de origem financeira, nome-

adamente, flutuações de preço e volume transaccionado usando o formalismo da mecânica es-

tatı́stica não-extensiva baseada na entropiaSq. A fundamentação para a aplicação de tal forma-

lismo prende-se com a avaliação dos seus comportamentos estatı́sticos nos quais é possı́vel veri-

ficar a existência de: decaimento lento (assimptoticamente em lei de potência) das distribuições

de probabilidade da observável, correlação de longo-alcance e estrutura multi-fractal. Estas

propriedades são consideradas paradigmáticas para a classificação de um sistema como não-

extensivo.

No que se refere às flutuações de preço foi possı́vel observar, para os mercados lı́quidos

americanos que:

• As distribuições para a flutuação de preço apresentam-se fortemente não-Gaussianas para

escalas menores ou iguais a alguns dias (da ordem de30) com um ı́ndice entrópico su-

perior a1. Essas distribuições aproximam-se da distribuição Gaussiana com o aumento

198
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da janela temporal de lucro, o que corresponde à convoluç˜ao de variáveis não-Gaussianas

de variância finita. Contudo, essa convergência dá-se a uma “velocidade” inferior ao que

seria teoricamente esperado quando se analisa a convoluç˜ao de variáveis independentes.

• Através de uma generalização não-extensiva da entropia mútua de Kullback-Leibler, foi

possı́vel observar que a não-Gaussianidade decai sob a forma de uma lei de potência

com um expoente da ordem de0.4. Esse decaimento lento foi explicado a partir das

dependências não-lineares entre flutuações de preço que podem ser quantificadas por

medição do grau de dependência entre lucros separados por um intervalo de tempoT . Aı́

verifica-se que o grau de depedência se mantém praticamente inalterado para distâncias

temporais da ordem de100 dias. Estas observações estão de acordo com estudos preli-

minares [207][236] que associam a convergência lenta paraa Gaussiana à volatilidade.

Por sua vez, a dinâmica e as propriedades estatı́sticas da volatilidade são associadas à

memória das flutuações de preço. Usando como termo de comparação modelos hete-

rosquedásticos, verificou-se que a dependência da volatilidade nas flutuações de preço

deve ser, de facto, longa. Esta imagem mostra-se também é concordante com a (anti-

)correlação já medida entre lucro e volatilidade.

• As séries temporais de lucro a 1 minuto, dos componentes do Dow Jones Industrial Ave-

rage, apresentam um carácter multi-fractal pronunciado.A principal contribuição para a

multi-fractalidade provem das não-linearidades do sistema, com47% de∆h; seguido das

correlações (32% de∆h) e da não-Gaussianidade (21% de∆h). As séries apresentam um
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expoente de Hurst de aproximadamente0.5 condizentes com o movimento Browniano.

• Usando como objecto de estudo um mercado com um pequeno volume de transacções e

capitalização, foi possı́vel verificar a inexistência de um comportamento universal para

as distribuições de flutuações de preço. Para os dados de alta frequência, viu-se que

a distribuição de flutuações de preço no mercado de Lisboa apresenta-se bem ajustada

por uma função que resulta da solução de uma equação diferencial em que dois ı́ndices

entrópicos são considerados. Para o caso de flutuações diárias de preços a distribuição

das flutuações apresenta-se bem descrita por uma exponencial.

Para o volume transaccionado, a1 minuto, em mercados liquı́dos verificaram-se as seguintes

propriedades:

• As distribuições de volumes são muito bem descritas por uma distribuiçãoF , que pode

ser escrita como o produto de uma lei de potência por umaq-exponencial, com um valor

deq muito próximo para todas as companhias analisadas e que é da ordem de6
5
.

• Ao contrário do que foi apresentado noutros trabalhos, [162] verifica-se que, quando o

tempo em que o volume é analisado aumenta, o expoente da distribuiçao para grandes

volumes aumenta, o que corresponde a uma aproximação à distribuição Gamma (decai-

mento exponencial) . Esta análise é confirmada por estudosrecentemente publicados

[237][238].

• As correlações entre volumes decaem lentamente e podem ser bem ajustadas a uma soma
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de duas exponenciais com tempos caracterı́sticos bem distintos. Na média, a razão entre

esses tempos caracteristicos é da ordem de32.

• O grau de dependência entre volumes transaccionados decailentamente e pode ser bem

ajustado a uma função logaritmica da distânciaT entre os valores na série temporal. Por

comparação, verifica-se que as dependências são na realidade muito mais duradouras do

que as correlações, que decaem sob uma forma exponencial.Tal não deve ser considerado

como anormal, pois sendo um sistema financeiro algo eminentmente complexo, é natural

que as dependências não-lineares se mostrem mais persistentes.

• As séries temporais apresentam um carácter fortemente multi-fractal em que a correlação

tem uma contribuição diminuta, apenas4% de∆h. Todavia esta contribuição mostra-se

fundamental para o comportmento persistente das séries que apresentam um expoente de

Hurst da ordem de0.7. As contribuições fundamentais para multifractalidadevêm da

não-Gaussianidade das correlações (66% de ∆h) e das não-linearidades (30% de ∆h).

Verificou-se também que a curva multi-fractal apresenta uma assimetria pronunciada in-

dicando que as grandes e as pequenas flutuações terão origens diversas.

Com este conjunto de dados partiu-se para a descrição da dinâmica das observáveis. Os

modelos introduzidos tiveram como principais preocupaç˜oes: a reprodução da distribuição de

probabilidades, os momentos de Kramers-Moyal (que fazem a ponte entre dinâmica estocástica

e probabilidade) bem como uma descrição adequada das func¸ões de correlação.
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• A descrição de volumes a 1 minuto dos componentes do Dow Jones Industrial Average,

foi feita a partir de equações pertencentes à classe de processos de Feller no qual o valor

de retorno varia numa escala de tempo bem superior à escala necessária para que seja

atingido o equilı́brio local, seguindo os prı́ncipios da superestatı́stica intimimamente re-

lacionada com a estatı́stica não-extensiva. Essas flutuac¸ões, no valor médio (local), foram

associadas a flutuações no volume de actividade (número de agentes activos no mercado)

que demonstra ser uma variável cuja correlação tem decaimento lento.Desta formaé

posśıvel obter a distribuiç̃ao F (ou q-Gamma), atribúındo um significado aóındiceq:

medida das flutuaç̃oes no volume de actividade de tal forma que, quando o valor dovo-

lume de actividadée constante no tempo, oı́ndice entŕopico q vale 1 e a distribuiç̃ao

Gammáe reobtida.

• Usando o ajuste das função de correlação foi feita uma estimativa das escalas de relaxa-

mento local e escala de alteração do parâmetro valor médio local. Por aqui foi possı́vel a

construção das eventuais séries temporais do valor médio (local) corroborando a hipótese

de uma ligação estreita entre grandes valores dessa quantidade e grandes valores de

flutuação de volume.

• A descrição dos lucros foi feita utilizando uma equaçãode modificação da equação de

Ornstein-Uhlembeck que consiste em considerar o termo estocástico com dependência

numa quantidade proporcional ao inverso da probabilidade.Isto faz com que os grandes

valores do lucro, que são os menos prováveis, são aquelesque têm mais impacto sobre
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o próprio mercado.Aqui tamb́em foi posśıvel dar um significado din̂amico aoı́ndiceq:

ele reflecte os efeitos da própria variável (flutuaç̃ao de preço) no comportamento mi-

crosćopico do sistema quée modelado pelo termo estocástico da equaç̃ao diferencial.

Assim, no caso em queq = 1, o sistemáe microscopicamente insensı́vel às flutuaç̃oes de

preço e o processo usual de Ornstein-Uhlembecké reobtido assim como a distribuição

Gaussiana.Correcções ao potencial confinante para o regime normal, de forma a que a

aversão ao risco e as ordens de paragem sejam levadas em conta, mostram que o melhor

potencial não apresenta máximo (local) para qualquer valor finito do lucro. Isto demons-

tra que, ao contrário do sugerido em trabalhos anteriores,grandes e bruscas quedas são

imprevisı́veis utilizando um mecanismo dinâmico para regimes normais de estabilidade e

liquidez.

Foram também estudadas as propriedades a longo-tempo de processos estocásticos dis-

cretos com variância dependente no tempo (e exponencialmente correlacionadas), usual-

mente utilizados para a reprodução de série financeiras diárias, e conhecidos em Econo-

metria como processos heterosquedásticos (GARCH (1, 1)).

• A dependência temporal da volatilidade torna este processo muito semelhante a outros

que apresentam flutuações num parâmetro intensivo (e.g., temperatura), fenómeno que

se encontra na base do conceito de superestatı́stica. Inspirado neste facto, e na relação

próxima entre superestatı́stica e a mecânica estatı́stica não-extensiva, foi possı́vel obter

uma expressão que relaciona os parâmetros dinâmicos e a natureza do ruı́do utilizado
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como o ı́ndice entrópico que caracteriza a distribuiçãoestacionária associada ao processo

GARCH, que contém como caso particular o modelo originalARCH.

• Após verificada a validade da proposta, foram também derivadas expressões analı́ticas

para a distribuição estacionária do quadrado da volatilidade na presença de ruı́dosqn-

Gaussianos. Os resultados mostraram-se satisfatórios para qn ≃ 1 e compatı́veis com a

estrutura de ruı́do multiplicativo das equações de recorrência do quadrado da volatilidade

na mesma linha do que ocorre com a classe de Heston de modelos financeiros.

• A utilização da medida generalizada de Kullback-Leiblerpermitiu um conjunto de ilações

referentes à estrutura dinâmica de flutuações diáriasde preços já apresentadas. Para além

dessas conclusões, verificou-se, para o processoGARCH (1, 1) a emergência de uma

propriedade de veras interessante; Pares dinâmicos(b, c), para um dado ruı́do, que resul-

tam num mesmo valor deq para a distribuição estacionária apresentam o mesmo valor de

qop relacionado com o grau de dependência entre as variáveis imediatas,zt e zt+1. Mais,

esse valor deqop , mostrou-se independente da correlação entre as volatilidades já que pa-

res com o mesmo tempo caracterı́stico para o decaimento da correlação desta quantidade

apresentam diferentes graus de dependência. Esta relaç˜ao entreq, qop e qn, é em tudo

semelhante à relação de tripleto entre os ı́ndices entr´opicos referentes à sensibilidade às

condições iniciais (qsen), relaxamento (qrel) e equilı́brio (qstat) [67][271][202].

Através da análise de um modelo microscópico de interacc¸ão entre agentes, semelhante a

um sistema de ferromagnetes com interacção aleatória, foi possı́vel verificar a importância de
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ingredientes de aversão ao risco na decisão de compra ou venda dos agentes, o que se reflete

em efeitos microscópicos como comportamento das funções de correlação e anti-correlação

habitualmente verificadas.

Perspectivas para futuro trabalho A complexidade de um sistema financeiro implica que

nem sempre é possı́vel congregar todas as propriedades verificadas empiricamente num único

modelo.

Desta forma, o trabalho aqui apresentado pode ser encarado como ponto de partida para a

construção de novos cenários capazes de modelar a dinâmica de quantidades financeiras sendo

a principal delas avolatilidade. Apesar de ser considerada uma quantidade fundamental em

análise de risco e também em modelos para o mercado de opç˜oes, a verdade é que a sua

definição se mantém vaga [210], podendo ser determinada econsequentemente modelada de

várias formas [272]. Considerando a volatilidade instantânea como sendo o quadrado (ou o

módulo) dos lucros instantâneos um cenário possı́vel para a descrição do decaimento lento das

funções de correlação destas quantidades seria, no caso de modelagem com equações diferen-

ciais estocásticas assumir uma situação semelhante à que é apresentada na secção 5.3.

No que concerne à análise de modelos microscópicos, sãomuitas as alterações que podem

ser feitas. Listam-se aqui algumas delas:

— Introdução de uma memória na volatilidade, tal como sugerido na equação (6.19);

— Introdução da possibilidade de o agente se manter neutroo que corresponderia à utilização

de um “Hamiltoniano” do tipo Blume-Capel [233] em oposição ao “Hamiltoniano” do tipo
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Ising;

— Modificação da dinâmica de evolução do parâmetro de interacção entre os agentes. Por

exemplo, em vez de se considerar uma dinâmica completamente aleatória, levar em conta se

o agente influenciador no passado tem estado em concordância com o movimento geral do

sistema.

O passo mais importante será com certeza a ligação entre adinâmica de volume transacci-

onado e a dinâmica de preços. No fundo, os preços apenas flutuam porque existem um certo

volume que é transaccionado e/ou outro volume que é inserido no livro de ordens. Este mo-

vimento de saı́da e entrada de volume no livro é provoca variações entre a oferta e a procura

e, consequentemente, flutuações no preço. Deixa-se aquiesboçado um cenário que permitirá a

reprodução mesoscópica de tal dinâmica.

Para tal, pode usar-se a definição de que volume retirado dolivro de ordem é positivo e

volume inserido no livro de ordem é negativo, em analogia com a convenção de sinais para o

trabalho em Termodinâmica. Assim, utilizando a eq. (5.13), tem-se desde já a equação para o

volume transaccionado,v(T ). O volume introduzido no mercado,v(B), pode ser descrito pela

equação

dv(B)

dt
= −α

(

v(B) − θ
)

+ σ ζt,

em queθ e σ flutuam numa escala superior aα−1. Esta equação respeita várias evidências em-

piricas recentes obtidas a partir do estudo exaustivo dos livros de ordem [234][235][256][273].

Primeiro, a sua distribuição de volume no livro é bem descrita por umaq-Gaussiana correspon-



CAPÍTULO 7. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS 207

dente ao caso em que a variávelσ, que pode ser associada à volatilidade, segue uma distribuição

do tipo Gamma-invertida. Depois, permite que todos os tiposde ordem sejam tratados da mesma

forma. De facto, verificou-se que as ordens limitadas, de mercado e cancelamentos apresentam

o mesmo impacto sobre o preço [256], podendo, por isso, ser descritas da mesma forma. Como,

uma ordem de venda equivale a um cancelamento de uma ordem de compra (v(B) < 0) e um

cancelamento de venda tem o impacto correspondente a uma ordem de compra (v(B) > 0), a

equação acima é capaz de descrever de uma forma simples e unificada a entrada de ordens no

livro. A soma dedv(T )

dt
e−dv(B)

dt
conduz à equação de evolução de volume no livro de ordens.

Levando em conta que: os valores médios dev(T ) e v(B) estão ambos relacionados com a acti-

vidade no mercado, apresentando assim comportamentos semelhantes que implicam na mútua

anulação [235][274] chega-se a uma equação parav do tipo:

dv

dt
= − (γ − α) v + β v ξt + σ ζt,

que pode ser relacionado com as flutuações de preço atrav´es da relação linearr = v
δ

1. Ou seja,

obtém-se uma estrutura de ruı́do multiplicativo-aditivo, logo intimamente relacionado como

a entropiaSq. Usando simulação numérica pode verificar-se que este cenário apresenta-se, à

partida, capaz de reproduzir a maioria das propriedades estatı́sticas verificadas em mercados

financeiros.

Por fim, deve referir-se que a investigação neste tipo de sistemas com o intuito de desenvol-

ver aplicações financeiras apresenta-se como infinita. Devido à conhecida hipótese de mercado

1Um estudo da variação da profundidade,δ, com o lucro permitirá também uma melhor descrição do compor-

tamento da variávelr.
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eficiente, novos modelos que garantam a obtenção de lucro com grande probabilidade tendem a

ser anulados pelo próprio sistema que reage num sentido contrário. Daı́ a análise constante das

propriedades estatı́sticas das observáveis ser importante para a determinação de novos compor-

tamentos ou suas alterações.



Apêndice A

Apêndice relativo ao Caṕıtulo 6

A.1 Análise dos mapas (6.8) e ( 6.9)

Neste apêndice discutir-se-á em detalhe o mapa obtido pela aplicação da aproximação de campo

médio ao modelo apresentado [cf. eq. (6.8)],

x(t + 1) = tanh[Aξ(t)x(t) + hζ(t) − B|x(t)| ] . (A.1)

Para argumentos pequenos,|Aξ(t)x(t) − B|x(t)| + hζ(t)| ≪ 1, este mapa pode ser escrito

na sua forma linearizada [cf. eq. (6.9)],

x(t + 1) ≈ Aξ(t)x(t) + hζ(t) − B|x(t)| . (A.2)

Dependendo da escolha dos parâmetros(A, h, B), os mapas das eqs. (A.1) e (A.2) podem

ser dominados por pontos fixos bem definidos, ou apresentar umcomportamento complexo,

como regimes caóticos. No limiar do caos, o expoente máximo de Lyapunov,λmax , com

209
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valor nulo, deve corresponder a uma superfı́cie crı́ticaA∗(h, B). ParaB = 0, estes mapas

caem numa classe geral tem sido exaustivamente estudada [264][265][266]. No casoh = 0,

para um ruı́do uniformemente distribuı́do,ξ(t), no intervalo(−1, 1), existe um ponto fixo em

x = 0 paraA < A∗(0, 0) [A∗(0, 0) = e = 2.718...], enquanto que paraA ≥ A∗(0, 0) este

ponto fixo perde estabilidade e o sistema entre num regime ca´otico. Calculandoλmax com

o algoritmo de Benettin [270], para os mapas referidos, obtˆem-se os resultados apresentados

na fig. A.1 para o caso mais simples,h = B = 0. Neste caso, verificou-se que ambos os

mapas apresentam essencialmente o mesmoλmax atéA ≈ 3, o que implica que o valor crı́tico,

A∗(0, 0) = e = 2.718... , pode ser apontado aos dois mapas. Contudo, para valores superiores a

A ≈ 3, os dois mapas apresentam diferentes estimativas paraλmax: enquanto que, para o mapa

eq. (A.1) o regime caótico desaparece paraA ≈ 3.12, com os pontos fixosx = ±1 a tornarem-

se os novos atractores para grandes valores deA, o regime caótico persiste para valores grandes

deA no mapa (A.2). Por isso, o último mapa apresenta um comportamento muito mais rico do

que o primeiro, razão pela qual ele tem sido mais estudado naliteratura.

Parah = B = 0, o mapa da eq. (A.2), introduzido no contexto de intermitência [264][265]

[266], pode apresentar um comportamento muito interessante, devido ao ruı́do multiplicativo

ξ(t). Neste caso, as trajectórias partem de uma fase laminar (x = 0), quandoAξ > e, e são rein-

jectadas emx = 0, quandoAξ < e, dando um comportamento tı́pico de intermitênciaon-off. O

regime on-off é composto por sequências raras de valores grandes dex (em média) separadas

por fases laminares de duração aleatória que, no limiar do caos, são caracterizadas por uma lei
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Figura A.1: O máximo expoente de Lyapunov,λmax, associado aos mapas definidos nas eqs.

(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) é vs.A, para o casoh = B = 0. [emP11]

de potência com um expoente−3
2

[264][266]. A introdução de ruı́do aditivohζ(t) (h pequeno),

leva a pequenos valores para o limiar do caos, i.e.,A∗(h, 0) < A∗(0, 0); na verdade, tem-se

A∗(h, 0) = 1 para qualquer ruı́do aditivo [264][265][266]. Nesta situação, paraA > 1, o sis-

tema é dito estar num regime de borbulhamento do atractor, onde o ruı́do aditivo é responsável

pelosbursts; o papel do ruı́do multiplicativo consiste na ampliação dos bursts gerado pelo ruı́do

aditivo.

Volte-se agora para o casoB > 0. Na fig. A.2 exibe-seλmax, também calculado através

do algoritmo de Benettin, para os dois mapas, no caso emh = 0 e B = 0.22. Os mapas

apresentam aproximadamente o mesmoλmax atéA ≈ 2, que pode ser comparado comA ≈ 3

quandoB = 0. Através de estimativas semelhantes deλmax , verificou-se que o intervalo deB

de interesse (0 ≤ B ≤ 0.35), os dois valores deA aqui utilizados (A = 1.5 andA = 1.3) caem
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dentro de regiões de validade da aproximação linear. Da fig. A.2 tem-se sempreλmax < 0 para

o mapa (A.1) conduzindo à supressão do regime caótico. Contudo, para o mapa da eq. (A.2),

esse regime ocorre para qualquerA > A∗(0, 0.22), ondeA∗(0, 0.22) ≈ A∗(0, 0) = e = 2.718...

[de facto,A∗(0, 0.22) foi calculado com duas casas decimaisA∗(0, 0.22) ≈ 2.72].

Dado que o parâmetroB não traz ruı́do externo para os mapas em estudo, o regime de

intermitência on-off (produzida pelo termo de ruı́do multiplicativo Aξ(t)) e o regime de borbu-

lhamento do atractor (produzido pelo termo de ruı́do aditivo hζ(t)) estão presentes paraB > 0.

Por isso, à parte do estreitamento esperado para o intervalo do parâmetroA, dentro do qual a

aproximação linear é válida, a introdução do novo termo B|x(t)| não altera significativamente

as propriedades de estabilidade dos mapas (A.1) e (A.2), pelo menos para magnitudes deB de

interesse.

A.2 Determinaç̃ao do expoente da cauda dep (x) eq. (6.12)

Derive-se neste apêndice a expressão que relaciona os expoentes das caudas da distribuição

de probabilidade associada ao mapa Eq. (A.2), no casoh = 0, com os parâmetrosA e B.

Dado que este mapa apresenta dois ramos, cada um semelhante ao mapa de ruı́do multiplicativo

estudado por KURAMOTO [267], assume-se que a distribuição de probabilidade apresenta o

seguinte comportamento assimptótico,

P (x) ∼







|x|−α−1 se x < 0

|x|−β−1 se x ≥ 0
, (A.3)
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Figura A.2: O máximo expoente de Lyapunov,λmax, associado aos mapas definidos nas eqs.

(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) é vs.A, para o casoh = 0 e B = 0.22. [em

P11]

onde, em princı́pio,α 6= β, dado que as dinâmicas para as partes positiva e negativa podem ser

diferentes. Levando a cabo a mudança de variáveis,y = ln |x|, e impondo a conservação de

probabilidades [P (x)dx = p(y)dy] para cada uma das equações acima tem-se

p−(y) ∼ e−α y ; p+(y) ∼ e−β y , (A.4)

onde a notação−(+) é aplicada à variávely associada comx < 0 (x > 0). Considerando o

facto que a nova variávely pode ser obtida por valores positivos ou negativos dex, a distribuição

de probabilidade completa paray, no seu regime assimptótico, deverá ser proporcional à soma

dep−(y) ep+(y), i.e.,

P (y) ∝ e−α y + e−β y . (A.5)
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Considere-se agora o mapa (A.2) no casoh = 0; tomando o módulo para os dois termos e

dividindo as contribuições para os valores dex(t) positivos e negativos,







|x(t + 1)| ≈ | (Aξ(t) + B) x(t)| se x < 0

|x(t + 1)| ≈ | (Aξ(t) − B)x(t)| se x ≥ 0
,

e em seguida aplicando o logaritmo em ambos os lados,







y(t + 1) ≈ ln |Aξ(t) + B| + y(t) se x < 0

y(t + 1) ≈ ln |Aξ(t) − B| + y(t) se x ≥ 0
, (A.6)

na qual foi usadoy(t) = ln |x(t)|.

A análise que se segue restringir-se-á a situações em que A > B > 0, o que corresponde à

situação de interesse do trabalho. Definindoz = |Aξ + B|, z′ = |Aξ − B|, e lembrando queξ

é uma variável uniforme no intervalo(−1, 1), verifica-se imediatamente que as distribuições de

probabilidade associada a esta variável é dada por

P (z) ≡ P (z′) =







1/A se 0 < z, z′ < |A − B|
1/(2A) se |A − B| < z, z′ < |A + B|

.

Agora, para a variávelw = η, η′, ondeη = ln z eη′ = ln z′, obtém-se,

p(w) =







[1/A] exp (w) se −∞ < w < ln |A − B|
[1/(2A)] exp (w) se ln |A − B| < w < ln |A + B|

.

Pela eq. (A.6) tem-se que a probabilidadeP [y(t + 1)], de se ter um dado valor para a variável

y no tempot + 1, é dada pela soma das contribuições dex > 0 e x < 0; a contribuição
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x < 0 (x > 0) resulta de uma integração sobre todos os valores possı́veis dey(t) e η(t) (η′(t)).

Analiticamente,

P [y(t + 1)] ∝
∫

p−[y(t)] p[η(t)] δ{y(t + 1) − y(t) − η(t)} dy(t) dη(t)

+
∫

p+[y(t)] p[η′(t)] δ{y(t + 1) − y(t) − η′(t)} dy(t) dη′(t) ,

que após a utilização da eq. (A.4), resulta em

P [y(t + 1)] ∝ exp[−α y(t + 1)]
∫

p[η(t)] exp[α η(t)] dη(t)

+ exp[−β y(t + 1)]
∫

p[η′(t)] exp[β η′(t)] dη′(t) .

. (A.7)

Comparando eqs. (A.5) e (A.7), tem-se que

∫

p[η(t)] exp[α η(t)] dη(t) =

∫

p[η′(t)] exp[β η′(t)] dη′(t) = 1 . (A.8)

Comop(η) = p(η′), os dois integrais acima são equivalentes. Por isso,α = β, i.e., o compor-

tamento assimptótico da distribuição de probabilidadeP (x) segue uma lei de potência com o

mesmo expoenteα para valores positivos e negativos dex. Resolvendo a eq. (A.8) tem-se a

seguinte relação,

(A − B)1+α + (A + B)1+α

2 A (1 + α)
= 1 ,

que é utilizada para relacionarα, A eB.
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[32] C. Carathéodory, Math. Ann.67, 355 (1909)

[33] P. T. Landsberg,Thermodynamics(London, 1961)

[34] L. Boltzmann, Wien. Ber.66, 275 (1872)

[35] H. Burbury, Phil. Mag.30, 301 (1890)

[36] L. Boltzmann, Wien. Ber.66, 275 (1872)

[37] L. Boltzmann,Lectureson Gas Theory (Dover, New York, 1995)
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[151] P. Lévy,Calcul des Probabilit́es(Gauthier-Villars, Paris, 1925)

[152] R.N. Mantegna and H.E. Stanley, Nature (London)376, 46 (1995)
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[231] J. Perelló, J. Masoliver, and J.P. Bouchaud, Appl. Math. Fin.11, 27 (2004)



BIBLIOGRAFIA 230

[232] I. Giardina, J.P. Bouchaud, M. Mézard, QuantitativeFinance1, 212 (2001)
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