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Resumo

Este trabalho reporta a analise de observaveis de origamciira nomeadamente, as variacdes
de preco, ou de indices de bolsas, e o0 volume de ac¢cdemt@onado durante um certo in-
tervalo de tempo. O estudo é feito dentro do contexto daamea estatistica nao-extensiva.
A aplicacao da nao-extensividade é fundamentada rgsipdades estatisticas inerentes a este
formalismo: nao-Gaussianidade das distribuicdes dbahilidade (estacionarias), funcdes de
correlacao lentamente decrescentes no tempo e estrotiltigfractal.

Assim, através da analise empirica de séries tempais, & possiveli) atribuir as de-
pendéncias nao-lineares entre as variacdes de preeanfluenciam o valor das volatilidades,
a lenta convergéncia para a Gaussiana na distribuicifiudaacdes de prec@j) descrever a
funcao de correlacao do volume transaccionado atrdg@ma soma de duas exponenciais com
tempos caracteristicos diferentes, indicando que geaa@equenas flutuacdes tém origens di-
ferentes{iii) determinar peso da nao Gaussianidade, das correlagéarsls e nao-lineares no
caracter multi-fractal das séries de flutuactes degpeamlume transaccionado.

A partir daqui, desenvolvem-se modelos estocasticosa@amesoscopica e microscopica
para as duas observaveis. Os modelos tém como objectiy mgustificacao dinamica do
indice entrbpico, que caracteriza a entropia nao-sktane que surge na analise das distribuicdes
de probabilidade. Para o caso das flutuacdes de prepdjagientropico é relacionado com a
magnitude da resposta do meio microscopico em relag#ataacdes de preco. Para o caso do

volume transaccionado o indice entropico € relaciormio flutuacdes no valor médio (local)
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causadas pela evolucao do volume de actividade.
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Abstract

The work herein presented reports on the analysis of finbaob&ervables namely, price fluc-
tuations and traded volume. The study is done within noerestve statistical mechanics
formalism. The application of such framework is based onistieal features inherent to
non-extensivity: non-Gaussianity of the probability dgnfunctions, slow decay of the self-
correlation functions, and multi-fractal structure.

Through empirical analysis of real time series it is pogstbt (i) assign to non-linear de-
pendences between price fluctuations, which influenceiirglathe slow convergence into the
Gaussian of price fluctuations distributig(ii) describe the correlation function of traded vo-
lume with a sum of two exponential functions with differehtcacteristic timegjii) determine
the weight of non-Gaussianity, linear and non-linear dati@n on the time series multi-fractal
nature.

With that, mesoscopic and microscopic stochastic modelp@asented for both of the ob-
servables. The models have the aim of introduce a dynanuistifigation for the entropic index
which characterises non-extensive entropy. In the casea# fjuctuations, this index is related
to the magnitude of the microscopic response regardingublateon of the variable. In the case
of traded volume the entropic index is related to variationtie mean (local) value caused by

the time dependence of activity volume.
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1077). [emPOG . . . . . . e 134
4.8 Histogramas/Densidade de probabilidade de procésdds” H (1, 1) comg,, =

1.2 e valores tipicos para os par@s c). Em sentido horario(0.1; 0.1), ¢ =

1.211 (x® = 8.67 x 10719); (0.1; 0.5), ¢ = 1.221 (x> = 6.01 x 10719);

(0.3; 0.25), ¢ = 1.310 (x®> = 8.11 x 107%; (0.3; 0.45), ¢ = 1.35 (x* =

7.36 X 1079). [EMPO6] . . . o o o 135
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e(4.25e, =1.[emP0g . . . .. .. .. . .. 140

Xvili



4.11 Entropia mitua generalizada de Kullback-LeiblemmadizadaR,, vs. ¢’ para

varios processo§ ARC H (1,1) com valores tipico$q,, b, ¢). Lado esquerdo:
g, = 1 e(b,c) sdo os seguintes: @, 0), 2-(0.05,0),3-(0.1,0.2),4-(0.15,0),5-
(0.2,0),6-0.2,0.2),7-(0.25,0), 8-(0.3, 0), 9-(0.4, 0), 100.4,0.1), 11{0.4, 0.2),
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(1,0.4,0) e (1,0.2,0.6888) e que apesar de diferentes tempos de decaimento
da covariancia no pontg, ¢°?) (discrepancia para la da terceira casa decimal).
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zado) al minuto dasl0 companhias com maior nivel de transaccao no NAS-
DAQ durante2001. A linha representa o ajuste com a eq. (5.1) usando os
valores indicados no texto (Ap6s OBTem[163]). . .. .. .. ..... .. 152

XiX



5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

Frequéncia relatival (v) vs. v para a realizacdo apresentada na fig. 5.1.
Os simbolos foram obtidos numericamente e a Iinhaf;ﬁ‘iﬁ}” P (v") dv' com
Av=5x1073.[emP04 . .. . . . . . . . ., 152
Os simbolos representawy vs. v e a linha a representagao da fun¢gda) =

%xz apresentadapenascomo guiaparaavista.. . . . . .. .. ... ... .. 154
Os simbolos representam a funcao de correlacaoldone da Pfizer (PFE) e

a linha o ajuste com a eq. (3.23) com 0s seguintes valoreopgrarametros:
C1=0.24,Ty =25,Co =032, T, =825. x* = 1.4 x 107 e R = 0.9789. . . 158
Em cima: Excerto do perfil do volume para o PEErtG unidade de minutos).

Em baixo: Exerto da simulacao realizada utilizando oenes apresentados na

tab. 5.1 { em unidades de 25 minutos). [¢M§ . . . .. ... ... ... .. 159
Os simbolos representam a distribuicao de probaliédeferentes aos séries

de dados da Pfizer (PFE) (deslocada de um fact)gera melhor distingao)

e da Du Pont (DD) que representam, respectivamente, o m@ther 0.9953,

x? = 0.0002) e o pior R = 0.9763 ex? = 0.001) [emP04 . . ... ... .. 159
Lado esquerdo: A linha a cheio corresponde a sériedehgo volume da PFE

e a linha tracejada a evolugao temporal do valor médial @uadriplicado para
melhor visibilidade) que & calculado utilizando janelag@manhd™ = T; =

825. Lado direito: A linha a cheio corresponde as variactevaume (em
modulo) entre registos separadosideinuto e a linha a tracejado tem 0 mesmo
significado que na figura ao lado. Como se pode ver o cenanjeatarado de

que as grandes flutuacOes destariam relacionadas com os maioresvde
satisfatoriamente verificada. . . . . . . .. .. ... . L0 160
Em cima: Os simbolos representam a distribuicdo dbatmilidadevs. r do
conjunto DJ30 e a linha a distribuicao de probabilidad#gla através de uma
série temporal gerada a partir da eq. (5.25) que é regeetemo painel di-

reito. Embaixo: segundo momento de Kramers-Mayal~ 76 [p (r)](l_q) =

TQL_q [(5—3¢)o?+ (¢ — 1) r?] que permite a determinag&o do valorideva-

lores dos parametrost = 1min, £ = 2.40 + 0.04, ¢ = 0.930 £+ 0.08 e
¢g=13140.02.[emPOg . . . . . . .. 171

XX



5.10 Funcad’ do DFA-1 vs. tamanho da janelapara a série gerada (circulo) e os
dados do DJ30 (quadrados) . Os declives correspondem aeiibepde Hurst.
Paral’ < 20 minutos tem-séf = 0.54 +0.02 para areplica é/ = 0.52+0.02
para os dados. ApoOs esta escala de tempo o expoente dec@ibpa + 0.004
paraambos. . . . ... e e 172
5.11 r? (possivel medida da volatilidade) spara o excerto apresentado na fig. 5.9. 173
5.12 Os simbolos correspondem ao segundo momento de Kedvogal para os
dados e alinha ao ajuste através eq. (5.29) consideraril@agsm estacionaria
dada pela eq. (5.35). Os parametros sac= 1min, 6 ~ 2.67, ¢ ~ 1.3,
k=553=012€a,=0.02. . . . . . . e 175

6.1 (a) Distribuicdo de probabilidade dos lucrag) do DJ30; a linha completa
corresponde a distribuicao da eq. (6.11). (b) Represéontem escalag-log
da distribuicao de probabilidade onde & visivel o cortgroento assimptotico
da distribuicao de probabilidade mostrando o comportamassimptoético da
eg. (6.8); A linha recta apresenta um declive-de56, o que corresponde a um
expoente de = 5.56. Os quadrados (circulos) correspondem a valores de lucro
negativos (positivos) e sao ajustados com as mesmaddigtres usadas em
(a), representadas aqui por linhas tracejadas (pont#hadie sao praticamente
indistinguiveisaolhonu. [eR11] . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 187
6.2 Séries de lucro(t) geradas a partir de uma actualiza¢ao paralels dgentes,
para os casos (ay = 50; (b) V = 500. Os parametros considerados na eq.
(6.7) foram:A=15,h=001eB=025.[emP1Y]. .. .. ......... 189
6.3 As séries de lucro(t) geradas a partir do mapa (6.8), para os casoB (&)0;

(b) B = 0.25. Para ambos casos, os cagbs 1.5 eh = 0.01 sdo usados. [em

6.4 Densidade de probabilidade paf@) (rescalado pela sua variancia), para os
casos (a)B = 0; (b) B = 0.25. Em ambos os caos foram utilizados os valo-
resA = 1.5eh = 0.01. Os ajustes utilizados foram: em (a) uma distribuicao de
Tsallis, eq. (6.17), enquanto para (b) alinha completaesponde a distribuicao
descritapelaeq. (6.18). [eRLY . ... ... ... ... ... ... ..... 191

XXi



6.5

6.6

6.7

6.8

Al

A2

Valores absolutos da func¢ao de auto-correlacatudoss,C, (1), e para a vola-
tilidade,C,(7), para os casoB = 0 [(a) e (c)] eB = 0.25 [(b) e (d)]. Circulos

a cheio (vazios) representam valores positivos (negatd@sorrelacao. Em
todos casos os valores utilizados fordm= 1.5 eh = 0.01. [emP1] . . . .. 194
O valor absoluto da funcao de correlacao para ludooBJ30 (quadrados) &
comparado com o valor obtido através do modelo apresentaawlo parametros
A=13,B=0.22,eh=0.01(circulos). [emP1]] . .. ............ 195
A funcéo de correlacao lucro-volatilidadér), para os casos (& = 0; (b)

B = 0.25. Em ambos os casos, os valores utilizados foram= 1.5 and
h=0.01.[emP1] . . . . .. .. .. 196
O inverso dos tempos caracteristicoggquadrados) e’ (circulos), associado as
funcdes de fungao correlac@f(7) e L(7), respectivamente, sao apresentados
para varios de3 no intervalo[0.1,1.0]. Os restantes parametros sao fixos em
A=13eh =0.01. ParaB > 0.4, as barras de erro tornam-se menores do que
ossimbolos. [enP1l] . . . . . . . ... ... 197

O maximo expoente de Lyapunoy,,.., associado aos mapas definidos nas eqgs.
(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) é vs.para o casé = B = 0.
[emP1Y . . . . e 211
O maximo expoente de Lyapuno\,,.., associado aos mapas definidos nas eqs.
(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) & v4, para o casé = 0 e
B=022.[emP1Y . . .. . . . . .. 213

XXii



Lista de Tabelas

11

3.1
3.2
3.3

4.1

5.1

Exemplo de um livro de ordens. O sub-indice “P” repres@nocura e “O”

representa oferta. Assimfip & o chamaddid-pricee Sy 0 ask-price(em uni-

dades arbitrarias). A indicacaoercado correponde a ordens de mercado. . . .
Resultados obtidos pelo processo de ajuste para os ldaiJIA. . . . . . . . 78
Resultados obtidos pelo processo de ajuste para osldeMYSE. . . . . . . 79
Resultados da aplicacao da forma generalizada e hipagi@da entropia mitua

de Kullback-Leibler ao indice DJIA (esquerda) e NYSE (d&e . . . . . . . . 83
Erro percentual no momento de sexta-ordem entre asddelesi de probabili-

dade numerica e da eq. (4.20) apresentadas nas figs. 4.7e4.8 . . . . .. 136
Valores obtidos por ajuste das distribuicdes de gididade ¢, 6 e o) e pela
analise das correlagdesT™). . . . . . . . . . 157

XXili

13



Capitulo 1

Introduc ao

Segundo o dicionario da lingua portugudsiajca (substantivo feminino) provém da forma la-
tina da palavra gregphysile, physica que significa'da Natureza” [1]. Consequentemente,
definindo Natureza como o conjunto de tudo o que forma o Usiveas interac¢des entre 0s
seus elementos e os fendbmenos que nele se produzem, tueloepogbrincipio, ser estudado
pela ciéncia Fisica. Isto compreende fenbmenos quearmaoa escalas tao diferentes como a
interaccao entre os constituintes mais basicos daria§®, a dinamica de Galaxias [3]. Entre
estas duas escalas, incluem-se, obviamente fenomerszsla @umana, podendo, neste caso
referir-se a propria interac¢ao entre seres humanosupea como hoje foi tao regida pela ca-
pacidade material/financeira de cada individuo. Pod&oegiifmar-se que o dinheiro tornou-se
um elemento de suma importancia no comportamento de (pEho$h um sub-sistema natural
[4].

Essa importancia do dinheiro nos dias que correm pode akrada pela popularizagao dos

mercados financeiros onde tudo ou quase tudo pode ser traasio em dinheiro, desde uma
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tempestade nAsia a um discurso menos conseguido de um lider mundiak tEatsformar
em dinheiro afecta todos os dias o quotidiano e a propriaist@ncia de milhdes de pessoas
sendo portanto merecedor de um olhar, profundo, atentooeosg vindo das mais diversas
areas cientificas.

Por exemplo, um sociélogo pode questionar-se como as;éasade preco ocorridas num
mercado de capitais contribuem ou nao para a consobdég#sso que separa ricos e pobres;
um analista politico pode avaliar as consequéncias dpodamento dos mercados na actuacao
de governos (e vice-versa) e um economista pode tentaraedaims periodos de crescimento
ou decréscimo dos indices financeiros com os chamaddss@condémicos” ou entao como as
variagdes de precos influenciam outros produtos finem&eePara um fisico, dois ingredientes
presentes em mercados financeiros sao altamente apglaticomplexidade deste tipo de sis-
tema e o perfil das séries temporais de grande parte dasegemdele observaveis com perfis
em tudo semelhantes ao movimento Browniano. Assim, s@atiente “fisicas” perguntas:
Qual a distribui¢cao associadaas flutuagdes doindice da Bolsa de Valores de & Paulo
(IBOVESPA)? Porque & que tal distribuicdo emerge? Quais os mecanismos dmicos
que originam essa distribui@o? Comoé que esses mecanismos se comportam no tempo?

Questdes como a acima apresentada, em conjunto com ougasgirao no decurso do
texto, tém sido levantadas por varios fisicos em pdgicpor aqueles ligados a Fisica Es-
tatistica, que € profundamente baseada no conceito talgloade e que tem como objectivo

a descricao do comportamento complexo de sistemas rsmadravés de leis de evolugao sim-
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ples dependentes de parametros que definem o sistemdaTHEHP].

Um mercado financeiro &, sem davida, um sistema complepddracterizado por um
numero indefinido de graus de liberdade em que tudo parguender de tudo , por vezes
descrito por estados “ordenados” (tecnicamente definidoodterding em tudo similares a
fendbmenos cooperativos e repleto de interac¢des caimpet Desta forma, conceitos associ-
ados a Fisica Estatistica apresentam-se como fortesdedns para uma descricao adequada
da dinamica e consequentemente das propriedadestisati®e observaveis relacionadas com
mercados financeiros[11][12][13].

A (ltima grande revolucao no tratamento de mercados ¢wiaws deve-se ao surgimento e
generalizacao dos meios informaticos que tornou peksiarmazenamento de enormes quan-
tidades de dados [15]. Com isso, 0 desenvolvimento de mefieknceiros simplesmente ba-
seados em consisténcia logica foi abandonado em detorderuma nova posturé) Analise
sistematica das séries temporais na busca de compottsigricos;(ii) Desenvolvimento de
modelos capazes de reproduzir os comportamentos obsereayi). Esta nova postura colo-
cou o estudo de finangas num plano bem mais proximo dasiag&maturais quando comparada
com a anterior fortemente influenciada pela ciéncias sodioutras palavras, a concepc¢ao de
gue os mercados teriam que obedecer as teorias financefirsisas sobre teoremas e axiomas,
foi subtituida pelo espirito das ciéncias naturais: aiéedeve ser capaz de descrever o mais
fielmente possivel os fenbmenos reais[5]. Neste cassio®$ serao, porventura, a classe ci-

entifica mais treinada na abordag@)m(ii) onde o pontdi) pode ser comparado ao tratamento
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de dados que qualquer experimentalista faz. A difererguaeéneste caso quer o aparato, quer
as condi¢Oes experimentais, nao tém como ser congelaklém do mais, o raciocinio fisico &
baseado na procura das principais causas que determinanportamento de um determinado
sistema @ backbone do problen)@], a arte de fazer aproximacgdes analiticas, a apragéo
gradual ao sistema real através da introducao de nogoeeltos nos modelos e a capacidade
de fazer analogias entre sistemas aparentemente disgatas condi¢cdes sao preponderantes
guando se pretende teorizar sobre um sistema com tamanhdemmplexidade como € um
mercado financeiro. Assim, nao & de estranhar que cadaaisgpessoas com formacao Fisica
sejam procuradas por bancos e agéncias de investimemt® gisenvolvimento de modelos

gue Ihes permitam melhores desempenhos.

1.1 Histbria da interaccao entre FHsica e Financa

Nao obstante o interesse de fisicos e cientistas conggper assuntos relativos a Economia se
ter tornado nos Gltimos anos mais do que evidente, a ve@gde a interaccao entre as duas
ciéncias apresenta ao longo da Historia varios eposidi].

Em 1720, a South Sea Company ofereceu converter titulos da dibliica da Gra-Bretanha,
entao muito elevada, em acc¢des suas. Na mira de mirdbslargocios de ouro e prata na
Ameérica do Sul, que a companhia se propunha realizar emneegé monopoélio, milhares de
britanicos aderiram. Entre Fevereiro e Julhold20 o preco das ac¢des daquela sociedade

subiu sete vezes. Mas 0s espanhois controlavam as minasale prata do Peru e do México
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e 0 esquema falhou, levando ao colapso das ac¢cdes da dumpanprisao do ministro inglés
das Finangas. Um dos lesadasaACc NEWTON, melancolicamente tera dito: “Sou capaz de
calcular o movimento dos corpos celestiais, mas nao a tautas pessoas.”. Hoje em dia
é trivial entender-se porque & que um fisico determanisino NEwTON, contemporaneo do
desconhecimento de conceitos como estocasticidade a teoprobabilidades era incapaz de
entender e descrever um sistema complexo como & um meroadodiro.

Outro exemplo classico, mas de sucesso, pode ser apon@da a-RIEDRICH GAUSS. O
calculo das pensdes para as vilvas dos professores dertidade de Gottingen, ondenGss
foi professor, & uma das aplicacdes classicas de tderjrobabilidades a analise de risco.
Temendo a faléncia do fundo devido ao aumento do nUmeruidees e do valor das pensoes,
os administradores solicitaram aaGss que fizesse uma analise do estado do fundo e que
sugerisse um conjunto de medidas para o salvar. Ap6s umiceskaustivo dos dados ABSsS
chegou a conclusao que o fundo gozava de excelente sgim@a@de indicar como possivel
um aumento das pensoes.

Embora para a comunidade fisica a primeira derivacaonak teoria fechada para o ca-
minho aleatério, na forma do movimento Browniano, foi agrégada eni905 por ALBERT
EINSTEIN, a verdade & que 5 anos antes, um doutorandcedl&RHPOINCARE de nome [ouis
BACHELIER apresentou numa tese intitulad@bria da especul@p’ [16] um formalismo ma-
tematico em tudo semelhante ao delE€TEIN. Nessa tese, BHELIER desenvolveu um mo-

delo analitico, semelhante a equacao para o movimenterBano em que a particula é sujeitaa
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uma forca motora, para a evolucao dos precos dosgitdalivida publica do Governo Francés
e estudava as hipbteses de sucesso em opera¢des ddasgmecam produtos financeiros se-
melhantes a futuros e op¢des. Apesar de 0s estudos eospild modelo de BCHELIER se
mostrarem positivos, o seu trabalho permaneceu esquecidguase 60 anos sendo apenas
resgatado com o surgimento da Econometria.

Na verdade, o modelo deABHELIER foi redescoberto por M.F.M. €BORNE em 1959
gue o reapresentou num seminario sobre 0 movimento Browmien mercados financeiros no
Departamento de Fisica do Estado Solido do U.S. NavaldResé aboratory. Na sequéncia,
outro fisico, FSHER BLACK, juntamente com 88ERT MERTON (com graduacao em Fisica) e
MYRON SCHOLES foram capazes de desenvolver uma formula para precgsodes. Mesmo
baseado num pressuposto que mais tarde se mostrou‘ercadwdelo de Black-Scholes &
considerado como um dos pilares da Econometria e da Matenkhanceira amplamente uti-
lizado durante anos a fio e & até hoje base de muitos modedeswblvidos para aplicacao em
mercados financeiros. Por tal foi outorgado em 1997 o PremicCiéncias Econbmicas do
Banco da Suécia em Memoria de Alfred Nobel@®LES . Outro fisico de formagao, mas
cujas contribuicdes se destacam infinitamente mais e famanceira € ®ERT F. ENGLE.
Este foi, provavelmente, uma das primeiras pessoas a caperfil intermitente em séries
temporais tendo desenvolvido os primeiros modelos hajaestasticos que mais a frente nesta

tese serao estudados. TambémnasEe foi outorgado o Prémio em Ciéncias Econdmicas do

L\oltaremos a falar deste ponto no capitulo 3.
20 prémio foi dividido com R. C. MRTON. F. BLACK nZo foi atribuido tal prémio devido & morte deste
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Banco da Suécia em Memoria de Alfred Nobel. A aplicagdcahceitos introduzidos original-
mente em fisica e fisica matematica para entender sastéimanceiros tem recebido diversas
contribuicdes. Neste dominio ha que distinguir as itonicoes lideradas por J.&YNE FAR-
MER, J.-P. BDOUCHAUD, H.E. STANLEY, C. TSALLIS e Y.-C. ZHANG. Em especial, ha que
distinguir o papel dos dois primeiros como impulsionadaesima interaccao estreita entre
fisicos e “financistas” quer com a criacao de companhgasutesso como Rrediction Com-
pany[17] e aScience & Financgl18], quer com o papel fundamental na criacao da revista
Quantitative Financg19], onde se podem encontrar regularmente artigos de @asgublica-

dos por renomados fisicos e economistas.

1.2 Estrutura e objectivos

Embora cada vez mais surjam trabalhos muito interessantesnealto grau de especifici-
dade em finanga quantitativa [5](teorias de preco deep{20][21], analise de risco [22][23],
etc.) realizados por fisicos, tal abordagem distancidesebjectivo central deste trabalhm:
caracteriza@o de grandezas mens&weis em mercados financeiros e a determéwagos prin-
cipais factores que contribuem para os comportamentosreddes Apesar das intencdes do
trabalho apresentado serem acima de tudo académicadidadealos resultados podera ser o
berco do desenvolvimento de modelos comerciais.

A perspectiva aqui exposta, resulta de um olhar fisicoesotarcados financeiros como um

sistema complexo fora-de-equilibrio e por tal passivedateestudado a luz do formalismo nao-
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extensivo baseado rientropia de Tsallig24]. O estabelecimento da conexao entre mercados
financeiros e a teoria de Tsallis é feito partindo da aedistematica de diversas propriedades
estatisticas de séries temporais financeiras e postiiimicao de modelos mesoscopicos ba-
seados em equacdes diferenciais estocasticas e madeosariz microscopico baseados no
comportamento dos constituintes individuais do sistemaex@ encontra-se organizado da
seguinte forma: no capitulo 2 far-se-a a introducao @aanica estatistica nao-extensiva ba-
seada na entropia proposta papMBSTANTINO TSALLIS em 1988, a sua contextualizacao na
evolucao dos conceitos em Fisica Estatistica, forpiiga alternativas a original e propriedades
quer da entropia, quer de outras funcdes matematioaitastente relacionadas com a entropia
nao-extensiva (para subsistemas independentes). Apaese-a a sua relacao com dinamicas
simples nomeadamente mapas conservativos no limiar do lsawscomo a generalizagao da
medida de Kullback-Leibler que permite uma avaliacaontjtetiva do grau de dependéncia
entre variaveis aleatorias. O capitulo 3 tratara dadestlas propriedades estatisticas de ob-
servaveis financeiras comduxro (returny; volume transaccionad(raded volume). Quanti-
dades como distribuicdes de probabilidade, funcbeodelacao, grau de dependéncia e estru-
tura multi-fractal de lucro, volume transaccionado e \iitide serao analisadas e a partir desta
analise sera possivel estabelecer uma ligacao entnaplexidade de mercados financeiros e a
estatistica nao-extensiva. No capitulo 4 introdueiae dinamicas estocasticas designadas por

modelos hesterosquedasticos e a sua ligacao com enti@piextensiva. O capitulo 5 tratara de

3Equivalente a variaczo percentual de preco ao longorddaiterminado intervalo de tempo.
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dinamicas diferenciais estocasticas que podem sezaddis para a descricao da evolucao intra-
diaria de observaveis financeiras. O capitulo 6 trara abordagem de cariz microscopica ao
estudo das flutuacdes de precos em mercados financeitps, Wsando um modelo baseado

no famoso modelo de interaccao de spins com intera@éatorias serao reproduzidos alguns
comportamentos tipicos de flutuacdes de precos em dwsdmanceiros. Para o capitulo 7 sao
enderecadas as conclusdes obtidas com os resultadssmtagos, bem como a indicacao de

trabalho a ser realizado futuramente.

1.3 Terminologia e funcionamento de um mercado financeiro

Antes da apresentacao do trabalho realizado e devidpecifisidade do sistema analisado
e conveniente, para uma leitura mais facil, da apresgatdo funcionamento basico de um
mercado e de algum do jargao financeiro que proliferaragd do texto [25].

Um mercado financeiro, habitualmente designado de Bolgaggenta uma organizacao
para compra e venda de bens financeiros. Estes dividemisarbaste em duas grandes clas-
ses: securitiesou derivados(derivative$. No primeiro incluem-se acc¢des (titulos correspon-
dentes a uma certa fraccao do valor da empresa), titeldévitia (usualmente divida publica),
moeda e produtos nao-financeiros e tanto dispares conm@qmetouro ou sumo de laranja con-
gelado que sao negociados como um objecto de valor finanegidao como bens de consumo
nem como matéria-prima. A partir da evolucao dos pregosada um destes produtos podem

definir-se diferentes indices que permitem avaliar o estedum determinado mercado, sector
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ou economia nacional. Por exemplo, o indice Dow Jones tridu&verage (DJIA) € composto
a partir de uma média pesada dos precos3fdamaiores empresas estado-unidenses que sao
transaccionadas no mercado de pregao de Nova York (NY Sk -YN&k Stock Exchange) e no
mercado electronico NASDAQ (National Association of Sés Dealers Automated Quota-
tion)*. Outro indice a destacar & o Standard & Po608 (SP500) formado a partir das 500
empresas com maior liquidez negociadas no NYSE. Existdindsa sectoriais e indices regio-
nais como o Dow Jones Sto%R que avalia o desempenho d@snelhores empresas Europeias
independentemente do pais. O mesmo acontece para berestéyas de divida. Todos es-
tes indices sao habitualmente associados a produtosdinas derivados. Isso é feito atras
da definicao de fundos de investimento compostos pdositias companhias que compde um
dado indice.

Os derivados, tal como 0 seu nome indica, sao instrumemi@sdeiros cujo valor depende
habitualmente do preco de algo mais fundamental, usuaénuemsecuritye que foram criados
para diminuir o risco em investimentos financeiros. Os deidg podem ser transaccionados em
mercados estabelecidos onde existem regras gerais fimé&tde ou entao, através de contratos
particulares com regras mais especificas e adequadastésgires dos contratantes. O primeiro
caso é definido como transacc¢ao dentro do liamthe book enquanto que o segundo tipo &
designado como transaccao fora do liveff (he boolk

Este trabalho esta essencialmente focado na analiseeqgespde accdes e indices. Em

4As companhias constituintes do indice bem como o seu EEsdeterminados pelos editores Toe Wall

Street journak podem ser consultados drt p: / / ww. dj i ndexes. com



CAPITULO 1. INTRODUGAO 11

primeiro lugar, porque tem sido desenvolvida uma sérieat@thos de caracter empirico sobre
estas duas quantidades, mas onde ha um défice em propgoéragds que permitam entender
tais observacdes. Em segundo lugar, porque & menosdiagerde outros factores como no
caso dos bens que sao altamente vinculados a fenbmenos@anonalidade e armazenamento

ou de titulos de divida dependentes das taxas de jurosteaekecondémicas dos paises.

1.3.1 Formago de precos de securities em mercados financeiros

Num mercado financeiro os agentes transaccionaseasritiescolocando a venda ou procu-
rando comprar determinadas quantidades (volume) degijtjl a determinado precé;. Este
pode ser de tipespeculadari.e., assumem riscos para conseguirem lucro ou doatipibra-
geur, que tenta fazer dinheiro com risco zero e habitualmenteice@stimento zerd Existem
também os chamadbgdgergque procuram a realiza¢ao de lucro a risco zero, mas digauti
para tal os produtos derivados onde um investimento iréaedcessario.

A combinacao volume/preco, designada patem pode ser de trés tipos:

e Ordem ilimitada- Sdo ordens sem indicagdes especificas. O produto pradm (ven-
dido) ao preco de mercado e €& executada assim que uma ooiteitdente € introduzida
no livro. Como o preco pode variar entre a introducao esgegao da ordem, uma ordem

ilimitada nao esta protegida em relacao a variactibgas de preco.

SIsto pode ser conseguido através de transac¢des emdusrdiferentes. Por exemplo atraves da compra de
accdes de uma determinada companhia em Paris a um freeovenda em Nova York a um prechyy, com

SF < SNy.
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e Ordem limitada- Sao ordens que contém indicacOes especificas pagasilienite. No
caso de ordem de compra indica o preco maximo que o0 ageatdisgosto a pagar e no

caso de venda indica o preco minimo pretendido.

e Ordem de paragemSao ordens ilimitadas que protegem os agentes em quadssabr

ou subidas inesperadas de um determinado titulo.

As ordens depois de colocadas no livro sao executadas de@eregras do mercado.
Basicamente essas regras dividem-se em dois grupos: o dbgregao em voz e o pregao
electronico que utilizam dois sistemas para evolu¢@opmlecos com filosofias diferentes. Para
0 primeiro caso, que basicamente ainda resiste no NYSE e eengmmercado de Londres
(o chamadaupstairs market as regras sao comuns e baseiam-se na maximiza¢ao uue/ol
transaccionado, dai dizer-se que o preco € orientads pedlensdrder-driven market. Para o
pregao electronico, dadas as suas caracteristicagm@aaos apresentam regras mais comple-
xas e especificas para cada mercado. Essas regras samaslde forma a que seja garantida

a liquidez. Por exemplo, a transac¢ao no mercado alefj&defue um conjunto de 30 regras.
Formacao de preco em prego

No pregao as ordens de compra sao organizadas de formendeste de acordo com o seu
limite sendo atribuido um valor de infinito para as ordemsiihdas. As ordens de venda sao
ordenadas de forma ascendente de acordo com o seu limhgiatto-se um valor de zero

para as ordens ilimitadas que podem ser visualizadas pos.tdesta fungao &€ executada por
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Tabela 1.1: Exemplo de um livro de ordens. O sub-indice &ptesenta procura e “O” repre-
senta oferta. Assimyp & o chamaddid-pricee Sp 0 ask-price(em unidades arbitrarias). A

indicacaomercado correponde a ordens de mercado.

Ve(Sp)  Sp Vo(So)  So

200 mercado 300 mercado
200 15 300 11
300 14 200 11
100 14 400 12
200 13 100 13
400 12 200 14
100 10 300 15

um especialistague tem como fungao a promog¢ao de um mercado justo e aiderPartindo
daqui, podem formar-se as fun¢des cumulativas de pro€reS*), e ofertaCy (S*) definidas

como

Cp(S) =D _Vi(S), Vszs

Co(S) =D Vi(S), Vs<s

Desta forma, o preco de mercado num pregao & o preco guéitpa execucao do maximo
de ordens com o minimo residuo de volume nao executadeatedacomo os limites das
ordens.

Imagine-se o livro de ordens de um especialista para umentletala ac¢cao tal como apre-

sentado natab. 1.1.
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Para este caso, 0 pre¢co que maximizaria o volume transecoseria o prego de3. O
gue corresponde a uma satisfacao de todas as ordens coneg¢mde compra maior ou igual
al3 e com um preco de venda inferior ou igual ao mesmo valor. Casn@lores dos volumes
cumulativos de oferta e procura sao iguais petaa satisfacdo das ordens seria completa.
Suponha-se agora que se dacancelament@previsto na negocia¢ao) da ordem de compra de
300 unidades com o precgo déd. A intersec¢ao das curvas dar-se-ia agora para um valar dle
Considerando apenas valores inteiros, o preco de mereadestao dé2. Isto corresponderia
a uma satisfacao parcial da ordem de compia,ajue dastO0 unidades pretendidas apenas
poderia ter acesso200. O excedente pode entao ser transformado huma nova ordentam
ser imediatamente retirado. Alternativament@specialistano espirito das suas func¢oes de
manter um fluxo de ordens satisfeitas que garanta a maiaddigyossivel, pode assumir o
papel de interventor no mercader{ncipal) e comprar ou vend&um certo volume ou entao
assumir-se com@atalisadordo mercado e procurar um investidor que possa garantir agzala

de volumes.

Formagdo num mercado electbnico

Contrariamente ao que acontece no NYSE, onde existe umcefigao para a negociacao,
no NASDAQ esta da-se através de uma rede de comunica¢@@m®udo, a maior diferenca
entre 0 NYSE e o NASDAQ esta no facto de no Gltimo os inveséd nao comprarem nem

venderem entre eles, mas através dofamedor de mercad{market makex. Na pratica, as

Spara cada titulo negociado existe um especialista q@endeta determinada quantidade de titulos que lhe

permita desbloquear situacdes de iliquidez ou de dd#igoique geralmente sao negociados ao prego de mercado
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diferencas entre um especialista e um fazedor de mere@adqueise nenhumas, apesar de em
teoria 0s seus papeis sao de facto distintos. Enquant@aquspecialista esta atribuido o papel
de organizacao de fluxo de volume para cada titulo, aesiaes de mercado é atribuida a
funcao de determinar um preco de compra e um de vendaaaaitulo. Se no caso do NYSE
existe apenas um especialista por titulo, no caso do NASBAQem em média 14 fazedores
de mercado por titulo que competem entre eles atravesdegsecos podendo negociar entre
eles e utilizar um quinhao do volume para manter a liquidsznformagoes sobre especialistas

e fazedores de mercado podem ser encontrados nos sitiogds as mercados.



Capitulo 2

Estatistica Nao-Extensiva

Nas ultimas décadas a mecanica estatistica tem vindargaa 0os propositos para 0s quais
havia sido originalmente concebida: a utilizacao detissiea em sistemas com um elevado
namero de elementos cuja dinamica microscoépica €& defipdor um Hamiltoniano. Embora a

capacidade de relacionar os estados microscopicos dgsooemtes individuais de um sistema
com as suas propriedades macroscopicas seja actualniénéela nas mais diversas areas do
conhecimento, a sua principal aplicacao continua (eilcoata) a ser a determinacao das pro-
priedades termodinamicas através da correspondémiceac conceito de entropia e o nUmero

de estados microscopicos possiveis [26].

2.1 Enquadramento hisbrico

O conceito de entropig, oriundo do grego “tropi”£ponn) que significa transformacao, foi
introduzido em1865 por RUDOLF JuLius EMMANUEL CLAUSIUS [27] no contexto da Ter-

modinamica cujo fundador principal pode considerar-sedNAS LEONARD SADI CARNOT

16
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[28]. A introducao do conceito foi motivada pelos seusiéss em transformacoes reversiveis e
irreversiveis como uma medida da quantidade de energimadstema fisico que nao pode ser
utilizada para producao de trabalho. Mais especificaen&niasius definiu variacao de entro-

pia de um sistema termodinamico durante um processo regkpside uma dada quantidade de

calor,0(Q), é transferida a temperatura constéfiteomo

gue surge ndeorema de Clausi(29].

Pode entao considerar-secomo o pilar da Termodinamitapois todos seus principios
estao, directa ou indirectamente, relacionados com essito. Com a aplicagao, no final
do século XIX, dos conceitos de termodinamica a fenora@hectro-magnéticos, elasticidade,
reac¢Oes quimicas e transicdes de fase atravéesalmhos de bRENTZ GIBBS, NERNSTe
HELMHOLTZ [26], tornou-se pouco aceitavel que uma area cientificatamanhas aplicacdes
fosse simplesmente baseada na experiéncia de engent@inasaquinas de vapor [31]. Essa
onda de criticismo levou @ISTANTIN CARATHEODORY a introduzir em1908 [32] um tra-
tamento mais cientifico através de um conjunto de axioraasdtlo nas propriedades de inte-
grabilidade dos diferenciais dee&FFIAN, que ficou conhecido pd?Principio da inatingibili-

dade adialtica. Apesar de ser matematicamente complicada, o que orignsquéncia geral,

LApesar QRNOT ter sido, aparentemente, o primeiro a questionar-se saorsféréncia de calor em ciclos,
GiBBS considerava que, com o Teorema de Clausius, base do segumcipip da termodinamica, “a ciéncia da

Termodinamica passou a ser uma realidade”[30].
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esta formulagao foi rapidamente aceite por figuras comrNB LANDE € CHANDRASEKHAR.
Apbs uma simplificacdo apresentada poRNER, SEARS e LANDSBERG, ela tornou-se popu-

lar e € a definicao que hoje em dia se encontra nos livrogdeddinamica [33]:

O estado macroscopico de um fluido & caracterizado poramumto de quantidades

extensivas nomeadamente, energia interna, volume e dadatide matéria (e.g. nUmero

de particulas);

Existe uma funcao dessas quantidades macroscopicaal && denominarantropiae

gue apresenta o seu valor maximo para os estados de equilib

A entropia de um sistema composto & aditiva sobre cada untaloponentes sendo

também uma fungao continua, diferencial e monotoasaante em relacao a energia;

Para temperaturas iguais ao zero absoluto a entropia & nula

A conexao do conceito de entropia com o mundo microscoficdeita por LUDWIG
BOLTZMANN. Ao estudar a aproximacao de um gas ideal ao equiliB@,TZMANN veri-
ficou que a distribuicdo de velocidades das moléculasnigas, f (v), tendia sempre para a
Maxwelliana [34]. Este resultado foi obtido através deadticao de uma funcao da distribuicao
de estados das moléculas, a fun¢@aadepois chamada func¢dd [35]. Baseado em questdes
dindmicas, BLTzZMANN defendeu que esta funcao decresceria até queatingisse a Maxwel-
liana. Contudo, a sua prova era baseada no simples factaghoiu(x, y) = (z — y) (In y — In )

ser sempre negativa para y positivos. A partir daqui, BLTZMANN concluiu que a sua fungao
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corresponderia a uma extensao da definicao de entroigptdos fora do equilibrio. O facto
da funcaoH ser decrescente no tempo levantou diversas questdes@sjtooga natureza irre-
versivel dos sistemas fisicos e a sua compatibilidadeaoprincipios da mecanica que serao
abordados a frente.

Consciente destas questdoes BzMANN tentou alicercar as suas conclusdes em bases mais
sblidas levando em conta as frequéncias relativas deasstke equilibrio com estados fora-de-
equilibrio.

Foi entao que, por volta de&77, assumindo aipotese de caos moleculéBtosszahlansatz
BOLTZMANN mostrou que séV representasse o nUmero de estados no qual cada molécula
tem um determinado estado microscopico (posicao e wmElde) compativel com o estado
macroscopico do sistema definido por quantidades terraodgas mensuraveis (pressao ou
temperatura), entdao a entropfado sistema (leia-se gas) & proporcional ao logaritmdlde
[36][37],

S=klnW,

expressao conhecida corancipio de Boltzmanjondek foi mais tarde designada por ANCK
comoconstante de Boltzma[88].
Aintroducao do logaritmo provém do facto de que para sisiemas independentﬁng =

p;“pf, a entropia total corresponde a soma das entropias ingdigd

S(A+B)=S(A)+S(B).
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Sendd¥ o nUmero de estados microscopicos correspondentes atammdsado estado ma-
croscopico}V pode ser visto como a probabilidade de ocorréncia de urd@stanodinamico.
Juntando-se o facto de que em sistemas fechados e adisb&taesce em direcgao a um
maximo correspondente ao equilibrio térmico, tem-se @gisistemas tendem para estados de
entropia maxima. Por outro lado, suponha-se um sistenfeadeccomposto por duas partes
sendo que o grau de organizacao de um dos subsistemasé&dmajue o outro. Dado que es-
tados de moléculas ordenadas (geralmente correspordehtexas temperaturas) ttm menos
probabilidade de ocorréncia do que estados de maior desragao e agitacao (temperaturas
elevadas), um aumento de entropia significa um aumento nalgrdesordem do sistema, ou a
uma equiparacao das temperaturas.

Mais tarde, @BBsS estendeu o estudo para sistemas nao-isolados em contactoeser-

vatorios (de quantidades extensivas) generalizandawaafda entropia para

S:_kzpi In p; = Spa,

ondep; representa a probabilidade do estadd?ara o caso de equiprobabilidage,= %
a entropia de Boltzmann-Gibbsomo & conhecida a equacao acima, reduz-se ao poruépi
Boltzmann[39].

A interpretacao estatistica da entropia paiLBzMANN, baseada em consideracdes proba-
bilisticas, esta em concordancia com o principio deareento de entropia, mas num sentido
mais lato (leia-se estatistico) ao contrario do que amatna Termodinamica de Clausius.

Neste sentido, a evolucao espontanea de um sistemarpagatado macroscopico de entropia
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mais pequena, embora pouco provavel deixa de ser imgbssiv

2.1.1 Conseqg@éncias e aplicages do conceito de entropia

Desde a apresentacao das suas ideias sobre entrapiez BANN gerou um enorme interesse
nao s6 em diferentes areas da Fisica tradicional beno @moutras areas do conhecimento.

Por exemplo, a entropia permitiu inferir sobre a evolugadJniverso por lELMHOLTZ,
numa das primeiras aplicacdes de Termodinamica a Cogmomais tarde glorificadas por
HAWKING. Ao estudar o principio da dissipagaogHiHoLTz [40] formulou a sudleoria da
morte &rmicg no qual postulava que o Universo deveria evoluir para uadesie temperatura
constante e ai ficamd eternum Esta teoria implicava a existéncia de um estado inicial de
entropia minima e por isso a existéncia de um inicio dovelsio perfeitamente distinguivel
gue deveria ter sido criado por causas actuantes até hoje.

O denominado “Deménio de Maxwetl[41], que surgiu como teste para verificar a validade
dos principios da entropia para fenobmenos a pequenaeseat uma influéncia fundamental
na expansao do conceito de entropia a outras areas. AasoliecZILARD [42] para o pro-
blema (a primeira amplamente considerada como aceitda&jyal ele mostrou que o processo
de inspeccao por parte do demonio acarretava um aumergattbpia que compensava, pelo

menos, a decréscimo de entropia pela troca das moléauti@sas dois subsistemas, foi fun-

2Sistema que contém um gas em equilibrio termodinamigidido em duas parte A e B ligadas por um
pequeno buraco que pode ser aberto por um “ser” capaz de sdgajectoria de cada molécula permitindo que
as moléculas com mais velocidade passem de A para B e quasagemais lentas passem de B para A, criando

assim uma (aparente) diminuicao da entropia do sistema.
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damental para o estabelecimento de uma relacao entreopient medicao. Esta associacao
culminou na contribuicao deLlBUDE SHANNON [43] para a teoria da informacao e a nogao de
entropia negativanggentropycomo uma medida da informacao que se possui sobre o0 gsistem
assim como a entropia corresponde a uma medida da faltaatenexfao sobre a estrutura do
sistema. A partir do trabalho de48NNON e mais tarde de £EON BRILLOUIN [44] a entropia
passou a ser utilizada como um gerador de distribuicopsatmbilidade largamente utilizadas
em teoria de decisao, engenharia, bem como em outrastéceatogicas.

No ambito da aplicacao generalizada do conceito de jgiatré@o pode deixar-se em branco
0s papéis desempenhados porNES [45], que olhou a mecanica estatistica como uma forma
de inducao estatistica ao invés de uma teoria fisigagreTRIBUS [46] que demonstrou a
possibilidade de se recuperar o conceito termodinamicentd®pia partindo do conceito de
informacao da entropia para sistemas abertos ou fechados

Como apontamento a proposito da aplicacao do conceignttepia as ciéncias sociais,
pode referir-se o trabalho deeiNRY ADAMS [47] sobre a descricao da historia da humanidade
a partir de leis socio-fisicas. AMS teorizou que a mente humana teria passado por trés fa-
ses: teologica, metafisica e positiva, que comparousas fadlida, liquida e gasosa. Baseado
em GBBS, ADAMS defendeu que estas trés fases co-existiam em equiliBoo.exemplo, o
periodo do Renascimento, onde existiram mudancas ptaguquer ao nivel do pensamento
quer ao nivel do estético, foi parabAMs nao mais do que uma transi¢cao de fase, apologi-

zando que futuros historiadores deveriam procurar obterdgdo em areas como a matematica
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e fisica em particular nas ideias de®kbd KELVIN, MAXWELL e GIBBS.

2.1.2 Limites de aplicabilidade dos conceitos de entropiaé Boltzmann)

Mesmo antes da interpretacao estatistica da entropBqazmMANN, a universalidade do con-
ceito® ja era questionada por varios cientistas entre os quais/MLL atravées do seu Demonio.
Ainda antes de BLTZMANN, THOMSOM (LORD KELVIN)[48] e LOSCHMIDT [49] levantaram
objeccdes quanto a irreversibilidade ligada ao cresotmda entropia. Eles enfatizavam o facto
de existir uma inconsisténcia entre a irreversibilidattetpica e a reversibilidade temporal que
provinha das leis de Newton e por conseguinte das leis dedcolholecular que sustentavam
a derivacao do teoremd. Era defendido que, para qualquer movimento ou sequércés-d
tados em que a funcad decresce, existe, por inversao temporal, uma sequéadiireccao
oposta na qual cresce. Desta forma, uma prova da Segunda Lei da Termoitiadieia-se
principio de crescimento da entropia) puramente baseadguestdes dinamicas nao poderia
ser obtida. Estes argumentos foram objecto de contespayeBOLTZMANN por mais do que
uma ocasiao. Numa primeira vez, utilizando argumentaistitos, BLTZMANN defendeu
gue a distribuicao de WMXWELL, correspondente ao equilibrio, era claramente domiremte

ponto de qualquer condicao inicial evoluir certamenta peestado de equilibrio através de um

3Num dos primeiros artigos de CSELLIS que tive a oportunidade de ler era destacado na introdugéestao
da eternidade e da universalidade das leis fisicas. Apesgternas, a mecanica newtoniana, a relatividade eestrit
a mecanica quantica ndo sao certamente universaisndgios seus limites de aplicabilidade.
Desta forma & de se esperar que também para a mecantistiestdaseada no Principio de Boltzmann exista

um limite de aplicabilidade.
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aumento da entropia Mais tarde, foi através de uma revisao do teoréinaa introducéo de
propriedades de descontinuidade. Apesar dos seus esfog@rgumentos dedBTZMANN
nao foram convincentes para pares CONHRENFEST [50] que considerava nao existir uma
prova rigorosa sobre a fundamentacao da mecanicastistat’

A derivacao da irreversibilidade macroscopica atsad@ dinamica foi alvo de contestacao
por parte de varios fisicos entre os quais$TEIN [51]. De facto, a introducao de assumpc¢oes
estatisticas priori tal como o Stosszahlansatz, apesar de ndo serem incotssst®m 0s
principios da mecanica nao sao derivaveis a partitagdészendo deste um problema ainda em
aberto.

Narealidade, o principio de Bolzmann encontra-se intigraerelacionado com a assumpc¢ao,
de que a trajectoria do sistema preencha completamenfeedisie equienergética [52]. Esta
hipbtese & a mais directa para se resolver o problemadiemyae., demonstrar a igualdade nas
médias de fase e de tempo para qualquer funcao, masan@olécao genérica para a questao.
Na realidade, apenas emfi71 se conseguiu demonstrar, posROV G. SNAI [53], a ergodi-
cidade para um modelo de gas perfeito, 0 que atesta a cangdexdo problema. Se por um
lado existe mais de um século de sucessos na ciénciagaliites no principio de Boltzmann,
por outro, nao é possivel ser-se contundente quantogalaridade de tal principio. Noutras

palavras, & perfeitamente plausivel que existam outdag®es para o problema ergbdico que

“Na verdade a obtenczo da relacao entre entropia e w{de@stados microscopicos compativeis com o estado
macrocopico do sistema obtida pooBrzMANN surgiu como uma equacao intermediaria na sua tentativa e

responder a critica dedSCHMIDT.
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conduzam a principios alternativos ao detBZMANN ou sistemas para 0s quais simplesmente

nao se verifica a igualdade de médias, sistemaserghdicos.

2.2 Generaliza@o de Boltzmann-Gibbs: a entropiaS,

Neste ambito e inspirado nas equacoes para dimensitsisrgeneralizadas de objectos multi-
fractais foi introduzido en 988, por CONSTANTINO TSALLIS [24], a seguinte generalizacao
da entropia de Boltzmann-Gibbs(-Shannon), correntenwramada dentropia de Tsalli®u
entropia rao-extensiva A ideia que regeu o desenvolvimento da entropia nao-sizmoi a
introducao de uma medida do grau de ignorancia emaelagistemas com tendéncia. Assim,
considere-se a probabilidade de ocorréncia de um daddoests;,. A potenciacao da proba-
bilidade por um factog introduz uma tendéncia no conjunto das probabilidades,sendo

0 < p; <1, tem-se que! > p; seq < 1 ep! < p; seq > 1. Noutras palavrag < 1
beneficia os eventos pouco provaveis em relacao ao naiéy®is e vice-versa. Essa medida
de informacao deveria ser invariante perante pernoeg(ior exemplo uma forma linear) e de-
veria valer zero para um sistema no qual a certeza fosse etanplara alem disso, ela deveria
recuperar a entropia de Boltzmann-Gibbs para o caso emajuexiste tendéncia= 1. Sob

estas condicdes o resultado obtido foi

Sy=k—>1——. (2.1)

Nestas circunstancias o factor de tendéncia deverhasrado déndice entbpico,q, sendo
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definido no conjunto dos numeros redisfaciimente verificavel que no limite em qyeende

paral a entropia de Boltzmann-Gibbé recuperada.

2.2.1 Propriedades de5,

Nao-Negatividade

Um sistema que apresenta certeza completa € caracteppadon estado com probabilidade
1 para esse estado e probabilidade zero para todos os restastga formas, = 0 qualquer
gue seja o valor de.

Para sistemas com incerteza, sendo a probabilidade noadalitem-se; < 1 para qual-
quer estado. Quando> 1 quer o numeradorZ: [p;]* < 1), quer o denominador sao positivos

J
logo S, é positiva. Quandg < 1 quer o numeradorzc [p;]® > 1), quer o denominador sao
J

negativos, logd, € positiva.
Concavidade e convexidade

Tendo em conta qu®_p, = 1, a parte da constante, a entropia (2.1) pode ser escrita com
j

q . ~ q —zi7l) :
> 2ol A segunda derivada da funggb(z) = Z=2* = e — ), & negativa para > 0 e
j

positiva paray < 0. Deste modo, par@ > 0

(1 - (pz')q_l)
qg—1

(L- @)
qg—1

(1= )"
qg—1

) > Ap; +(1 =)\ O<Xx<1).

SAdiante mostrar-se-a que paya- 1 todo o formalismo que se pode desenvolver a partis dequivale ao de
Boltzmann-Gibbs. Desta forma, & facilmente entendivel gste formalismo representa uma generalizagao e nao

uma alternativa a mecanica estatistica tradicional.
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Somando para todos os estados tem-se que,

So ({pi}) > AS, ({pi'}) + (1 =) 5, ({pi})

0 que prova a concavidade dg paraq > 0. Parag < 0 as desigualdades sao inversas e dai
conclui-se da convexidade d¢ para indices entropicos negativos. Esta propriedadéranss

fundamental para a constru¢cao de uma mecanica esiatist

Extremo para o equiprobabilidade

Pela propriedade anterior verifica-se que para o caso dprefabilidade dogl” microestados
possiveis que, € um maximo parg > 0 e um minimo parg < 0, ou seja um extremo em

gualquer das situacoes.

Expansibilidade

A introducao de mais um estado acessivel com probaligidala nao altera o valor da entropia,

Sq ({p17p27"'7pW}) - Sq ({p17p27"'7pW7pW+1 = 0})

Esta propriedade decorre do facto de a soma em (2.1) reabzagpenas para valores positivos

dep; e & apenas verificavel paga> 0.

Estabilidade ou robustez experimental

Considerem-se duas distribuicbes de probabilidgdé e {p.} associadas & estados mi-

croscopicos. Estas duas distribuicbes dizem-g0ximas se a sua-distancia,d, (p;, p}),
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definida como
w 1/p
d, ({pi} Api}) = [Z i —pi-l“] <4,
=1

(0 < 6 < 1) [54]. Considere-se a discrepancia relativa entre a®piais correspondentes as

duas distribuicoes,

S{pi}) — S ({Pz})

A(p, W,6) = sup [S ({p})]

_ Wlfq_l Z. . oy «
Parag > 0 sup [S ({p:})] = —, - E intuitivamente esperado que se existe uma pequena
variacao entre as duas distribuicdes de probabilidgdey;, p;) < 1, a discrepancia entre as
duas entropias, para um numero grande de esfada®eja infinitesimal para qualquer medida

>0,

im lim A (u, W,0) = 0. (2.2)

1
6—0W—0

A verificacao dos limites (2.2) caracteriza a estabilaldd funcional entropico. Tal foi feito
por LESCHE para a entropia de Boltzmann-Gibbs com= 1 e verificado pare&, comgq, 1 >

0. Esta propriedade é fisicamente muito importante, poids@nFisica uma ciéncia emi-
nentemente experimental, & fundamental que as suas geandejam robustas em relagao
a flutuacdes nas medicde& importante também sublinhar que outras entropias com® a d
RENYI [55], habitualmente utilizadas no contexto de estrutuiasdis [56][57], nao verificam

esta propriedade [58][59].
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Nao-aditividade

A entropia,S,, total de um sistema composto por duas padesB independentes tal que a

probabilidade conjunta & dada p Zj,’LB = pf‘pf, vale:

Si(A+B) _S,(4)

Sq(B) Sq(A) 5, (B)
k’B kB kB .

1_
+(1—4q) —

Ou seja, parg # 1 a entropia de um sistema independent@&é-extensiva Parag > 1 S,
diz-sesub-extensiva parag < 1 super-extensivaE importante referir-se que para sistemas
nao-independentes, apresentando tipos especiais ddaces que induzem uma ocupacao
invariante de escala do espaco de fase, a entfppde tornar-se aditiva e por conseguinte
extensiva, verificando assim o0s conceitos macroscopieestiopia inicialmente propostos por
CLAsius. Desta forma, a caracterizacao da nao-extensividat@e/@vidade des, deve ser
acompanhada da caracterizacao da dependéncia doasi§em

Esta propriedade esta intimamente relacionada com uma, @atomposibilidadeque é
também verificada pela entropia de Boltzmann-Gibbs.

E importante referir-se que esta propriedade esta reladacom a introducio de algebras

generalizadas por L. INMANEN ET AL.[61] e E.P. BBRGEJ62][63].
Teorema de unicidade deS,

Em 1948 SHANNON [43] através de um conjunto de hipoteses apresentou uranb@oso-
bre a unicidade para a “sua” entropia que mais foi escritoanforma mais compacta por

KHINCHIN[64]. Para ambas as versdes foram introduzidas geneyadizgpor 8NTOS [65] e
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ABE [66], respectivamente. Apresenta-se em seguida a veesAs

Considere-se uma forma entropi€@{p; } ) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. S ({p;}) € uma fun@o contnua de{p; };

2. S (pi = %, vi) aumenta monotonamente comiomwero de possibilidaddd’;

3. S<{p17p27 v 7pW}) = S({p17p27 e PWL,PW 41 = 0})’

S(A+B S(A S(B|A Sq(A) Sq(B|A _ 144
4, S4EB) _ 54 | (kBl)+(1—q)%%,ondeS(A+B):5*({2],231]9#3})

S o] s({el 2wt })

=i ]

e a entropia condicionab (B|A) = em quek > 0.

Entaoe somente eéb

q q_l :

2.2.2 Funges associadas 4§,
Considere-se a mais simples das condicdes diferencdiizavias [67]

Yoo wo=, (2.3)

cuja solucao é simplesmente
y=1.
A simplicidade da eq. (2.3) pode reduzir-se igualando o nmerabquerda da equacao a uma

constante diferente de zero, e.g.,

Yor wo=1. (2.4
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Para este caso a solucao é

y=r+1,

com inversa

y=x—1.

Evoluindo na complexidade pode considerar-se

Yoy wo=1), @25)
cuja solucao é
y = exp (z)
e a suainversa
y=In(z).

Estes trés casos podem ser descritos por uma Unicaaxeagi apenas um parametro. A

equacao, nao-linear, &,

— =y (y(0)=1,q€R). (2.6)

A solucao da eq. (2.6) &

y=[1+(1-q) 2]/, 2.7)

denominada comg-exponencialexp, [z] ou e [68], € que se reduz a fungao exponencial,

y = exp[z], quandog = 1. Dado o seu contra-dominio ser por definicao puramerak re
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a fungéoexp, (] &€ apenas definida para valores tais que (1 —¢) z > 0. Para valores
1+ (1-¢q) z <0, considera-sexp, (] = 0, condicao conhecida na literatura conastricao
de Tsallis (Tsallis cut-off) As egs. (2.3), (2.4) e (2.5) podem ser obtidas a partir d& (2.
considerando, respectivamenje;s —oco, ¢ =0eq = 1.

A fungao inversa da-exponencialo g-logaritmo, In, [z], &€ calculado como
y="—"=1n,z]. (2.8)

Pelas condi¢bes daexponencial: esta restrito aos nimeros reais ndo-negativis | =

In [z]. O g-logaritmo verifica a propriedade de pseudo-adi¢ag-adicao,

In, (uv) = In, (u) +In, (v) + (1 — ¢) In, (v) In, (v).
Ligacao entreexp, [z] , In, [z] €.,

As funcgbesg-exponencial g-logaritmo nao foram introduzidas casualmente. Para came
relembre-se que segundo a sec. 2.2.1 a enti)p@mmenos da constanteyue daqui em diante

valeral, pode ser escrita como,

Sq = Zpi(l_q[_#_) = _;pi Ing (p;) = ;Pi Ing (1/ps) -

%
Ou seja, tal como ISANNON definiu asurpresaassociada a um determinado acontecimento

comoln (1/p;), criando uma correspondéncia entre a entr6p@aa média da surpresa associada

a uma determinada configuracéo de eventos, a entfgpiade ser associada a média de uma



CAPITULO 2. ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA 33

quantidaden, (1/p;), denominada;-surpresaque tem valor nulo quando existe apenas um

estado possivel e apresenta um valor extremo para o caspigeababilidade dél” estados,

Sq = lnq (W)v

em completa analogia com o principio de Boltzmann. Maige§pamente, para o caso de

equiprobabilidade, pode verificar-se que:

paraq > 1, S, apresenta uma assimptota horizontalqé_m

paraq < 1, S, diverge;

e parag — —oo, S, coincide com a ordenada;

parag — +o0, S, coincide com a abcissa.

2.2.3 S, como um gerador de distribuigdes

Tal como acontece com qualquer entropia, em particular aalerBann-Gibbs, também a
entropiaS, pode ser utilizada como um gerador de distribuicdeszatililo para tal o método
dos multiplicadores de Lagrange. Para tal, & conveniesfiaidse og¢-valor médio de uma

obsenavel X como,
(x), = /xP(x) dz,
em queP (x) corresponde a-distribuicao associada,

[p (z))"

P = T
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conhecida na literatura (internacional) coeszort probabilityas integracdes dao-se em todo o
dominio acessivel)[69]. A introducao d&(x) esta relacionada com a satisfacao de certas pro-
priedades que permitam estabelecer uma ligacao Spteea mecanica estatistica respeitando
principios basicos tais como a invariancia do valor ddpbilidade de um estadale energia

E;, por deslocamento do minimo da escala de energia [70].

Optimizacao por imposicao do valor médio e da varancia
Seja entaa uma variavel aleatéria definida no conjunto dos nUmesassrtal que

@, = [+P @) do= g,

<(g; - <x)q)2>q _ / (a- (:1:>q>2 P(z) dz = 52

Definindo o habitual funcionab [p] do método dos multiplicadores de Lagrange como [71],

D [p] = L= @l de Oz/p(fc) dr — ﬁq/ (56 - <f€>q)2 T (o) de [[p )l dz,

qg—1 p(x)]? dx

e impondo§? = 0 obtém-se,

p*(z) = A, [1 +(q—1) B (v — ﬂq)z] e (¢<3), (2.9)

onde
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B, = [(3 —q) 52]_1.

q

A condigcdog < 3 garante a normalizacao ¢eé (x) . Parag > 1, a distribuicaop* (z) €&

leptocurtica apresentando o momento de ordefinito para indices entropicaes< ﬁ—m e por
m

conseguinte comportamento em lei de poténcia assimptptR]. Para a igualdade = i’j:—g

e, = 0, a distribuicao (2.9) equivale a distribuicaale Student comn graus de liberdade

SC4
(m=1,2,3,...) com curtbsiss = =)

(22)?

15—-9¢
K = .
7—5¢q

(2.10)

Por outro lado, para = Z—j a distribuicao (2.9) corresponde a distribuigagoemn graus de
liberdade ¢ = 3,4,5,...). Assim, para < 1, (2.9) apresenta suporte compacto que & definido
sob a condigar — fi,| < ,/7=L 2.

E conveniente referir-se também que a relacio entreunsegnomento generalizade?,

e 0 segundo momenta? = 52, estao relacionados pela relagao,

3—q 5)
—2 —2
o°=0 , <-=1. 2.11
53¢ (q 3) (2.11)
Relaggo com grandezas termodiamicas
A optimizagao da entropid,, usando para tal o0s mesmos processos pelos quais se extrema

a entropia de Boltzmann-Gibbs para os conjuntos canongramde-canonico (bem como os

seus derivados), conduz a obten¢ao da ligacao entnér@pé nao-extensiva e um conjunto
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de quantidades, como temperatura e potenciais essenciagabelecimento de uma relacao
entreS, e a Termodinamica, permitindo desta forma a definicaorda mecanica estatistica

nao-extensiva [73].

Desta forma
1_905_1
T 0U, kB’
em que
w

A energia livre generalizada vale

1
F,=U0,-TS5, = —Blnq Zy,

sendoZ, a fungao de particao generalizada que se relaciona epanargia média como,

0(ln, Z,

Uq - —T

Finalmente pode definir-se o calor especifico como

98 _ U, __ O°F,

C=Tor =or = Tore

Para aléem das relacdes apresentadas também os pisriefp@mas e relagcdes foram respec-
tivamente provados e verificados no contexto da ndo-axtdade. Especificamente, verificou-
se ag-invariancia para: a estrutura de transformacoes demndrg da termodinamica [73]; o

teoremaH (irreversibilidade macroscopic dstq > (<) 0 parag > (<)0 [74]; o teorema de
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Ehrenfest [75]; a relacdo de Clausius; a factorizagadudcao de semelhanca; o teorema de
reciprocidade de Onsager [76][77]; a relacao de causadidl7 7]; a relacao de Pesin [78]; desi-
gualdade de Bogoliubov [79] e estabilidade do calor e$ipedB0].

Alternativamente, foi verificada@dependéncia para: o calor especifico [81]; a susceptibi-
lidade magnética [82]; o teorema de flutuacao-dis§ip482]; a expansao de Chapman-Enskog
[83]; a equacao de Vlasov [84][85]; as equacdes de Lange-okker-Planck [86][87][88][89][90]
[91][92][93]; ressonancia estocastica [94]; a infor@aenitua de Kullback-Leibler [95][74].

Em adicao varias técnicas mostram-se aplicaveisatartrento de sistemas nao-extensivos:
teoria de resposta linear; expansao perturbativa; roétadacional; fun¢des de Green de mui-
tos corpos; integrais de caminho; Monte Carlo e dinamickeowtar, entre outras. Aplicacoes

destas técnicas podem ser encontradas na bibliografiebsliea[96] ou em varios livros [97][98][99][100].

2.2.4 Rela@o deS, com a derivada de Jackson

Numa abordagem desprovida de rigor matematico, pode afsengue a operacao de derivacao,

W@ fath) =1

dx h—0 h ’

avalia o comportamento da funcao em relacao a trabstafinfinitesimais) da variavel, mais
especificamente o quanto a funcao varia por uma variagda variavel. Uma outra forma
de se avaliar altera¢Bes no valor da funcao relativéenarvariagcdes no valor da variavel foi
introduzida por ACKSON [101],

flaz) — fl2)

qr — T

D, f(x) =
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Se a derivada tradicional avalia 0 comportamento peraatslacoes, a derivada de Jackson
avalia o comportamento da funcao perante ampliacdo¢éo) da variavel. Para o limige— 1,
a derivada de Jackson coincide com a derivacao ordinaria

E facilmente verificavel que

9

d w
Spa = —% (;M)

r=1

e que

(2.12)

A propriedade acimaindicada é de facto muito apelativiayysmto a entropi&, foi introduzida
num contexto multi-fractal, sistemas com invariancia sieaéa, e a sua optimizacao por via do
meétodo dos multiplicadores de Lagrange conduz a distiles assimptoticamente em lei de
poténcia (pelo menos paga> 1), estreitamente relacionadas com invariancia de esEsla
interseccao de ideias obtidas por diferentes meios eduété indicativa da consisténcia do

conceito entropia nao-extensiva.

2.3 Formas entpicas relativas

Em certos problemas é til quantificar-se a diferenceeasias distribuicdegp; } e {p;}. Tal
pode ser feito como na secc¢ao 2.2 ou entao recorrendo gusndédade conhecida coreatro-
pia de Kullback-Leiblef102], também chamadantropia relativa entropia niituaou entropia

cruzadae € obtida da seguinte forma:



CAPITULO 2. ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA 39

Conidere-se a entropis; como a média da surpresa associada a um sistema que apresent

uma determinada distribuicdo de probabilidafi€$

Suponha-se que o sistema & ligeiramente alterado ou gaéZda uma nova medi¢ao obtendo-
se um novo conjuntdyp; }, de distribuicdes associadas aos varios estados [omiPartindo
desta nova medicao, pode definir-se para cada estado unvalov para a surpresa = In pi

e assim uma variacao da surpresa

As; = st — s;.

Daqui pode calcular-se o valor médio desta variagaoiderando a distribuicaép; },

K ({p},{P'}) = Zp, As; = Zpl In 2 —. (2.13)

A entropiaK ({p},{p'}) pode ser encarada como uma métrica no espacgo de probdbsid

Para que tal analogia seja valida & necessario que

K({p}.{F'}) =0, (2.14)

ja que distancias negativas nao tém significado fisiEsta propriedade pode ser verificada
levando em conta quer > 1 — % (fazendor = i—) A igualdade na condicao (2.14) da-se
quandop; = p;,. Uma propriedade importante da versao continu&dép}, {p'}), queSga

nao apresenta, & a invariancia relativamente a umaoramscao de variaveis — & = f (z).
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Considerando a distribuicao uniforme= p’ =  (V;) & facil verificar-se que

K ()6 = ) =W = Sua ({5))

de onde se pode verificar que uma maximizacadgle({p}) corresponder uma minimizacao
de X ({p}.p' =)

Como principais desvantagens Bg({p}, {p'}) pode apresentar-se a sua nao simetria e o
facto de ela apresentar problemas de finitude quando apendssivalores da probabilidade

referente a um estado p; ou p; & nulo. O primeiro caso pode resolver-se considerando a

simetrizagéoK({p}’{p'})‘;K({p'}’{p}). O segundo caso foi resolvido através da introducao de um

medida de informagao chamadadieergencia de Jensen-Shannon

2.3.1 Generalizando Kullback-Leibler

A entropia relativa de Kullback-Leibler pode ser geneead& no contexto nao-extensivo[95].
Para tal considere-se em vez da surpeesaln pi ag-surpresa! = In, I} Assim, a variacao

dag-surpresa vale

Asl =4 —s; = (1| ;]1_(1) - (-] i]l_q).

7 %

Calculando a-média d%sﬁ.q) com relacao a distribuica},

C=E, [as?] =3 [pl" Asl? =Y pil" [pz-]l-i - gpﬂl‘q (2.15)

% 7

e usando a definicao delogaritmo (2.8) obtém-se @entropia nuitua de Kullback-Leibler

K,({p},{p'}) = - Zpi In, %. (2.16)

%
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Foi demonstrado por JALLIS e ap0s, de uma forma alternativa, popB.AND, PLASTINO

e TsALLIs [74]que K, ({p},{p'}) & positiva paray > 0, negativa parg < 0 e nula quando
qg = 0oup, = p; (V;,q). Foi também demonstrado qu€, ({p},{p'}) & concava para >

0 e convexa parg < 0. Pode também demonstrar-se facilmente gy&{p},{p'}) ndo é
simétrica. Para além destas, outras propriedades arktas com o teoremd podem ser
analisadas, nomeadamente, que ,para sistemas puramugraidistas, a entropia mutua &

independente do tempo.

K, como medida de depenéncia Considere-se agora que a variavel em causa & bidimensi-
onal. Nesse caso a distribuicdo de probabilidades detrefia podera ser o produto das duas

probabilidades marginais,

p=m(r)p2(y),

em que

pu(x) = [p(z,y) dy
p2(y) = [p(z,y) do

ep(x,y) & a probabilidade conjunta. Sob este prisma, é facifiearique a;- generalizacao
da entropia de Kullback-Leibler pode ser utilizada como umeaida do graus de dependéncia
tal como acontece para o funcional original. Por uma qoastdconformidade com a notacao
usual neste caso a forma entropica de Kullback-Leiblesgrasa ser representada pat:, y).

Recorrendo a eq. (2.13) pode verificar-se que a entropiaitiied€k-Leibler pode ser escrita
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como,
I(z,y) = S(x)+S(y)—5(zy),

= S(x) =S (xly),
= S(y) =S (ylr).
Pela primeira equacao é imediato verificar-se fjue y) apenas se anula quando as variaveis

x ey sao independentese., p(z,y) = p1(z)p2 (y). S(x) e S(y) referem-se a entropias
das distribuicdes marginais¥(x, y) a entropia da distribuicdo conjunta. As entropias do tipo

S (z]y) sao calculadas como

Zp ,y) np (z]y) = = Epay) [Inp (2]y)]

em queFr [Y] representa o valor médio deéem relacao a distribuicaa.

Para este casoggeneralizagaadl, (z,y), pode ser escrita como,

Iq(%y):Z%{l by () p2 )] = {1 = [p (z, y)] 7} (2.17)

Aplicando arelagad — ab = (1 —a) + (1 — b) — (1 —a) (1 — b) no primeiro termo entré}

e a definicado de-logaritmo, eq. (2.8), tem-se,

Iy (z,y) = —E5, g p1 () +Ing p2 (y) + (1 = ¢) Ing p1 (2) Ing pa (y) — Ing p (2, )]
(2.18)
em que a média segue a notacao apresentada em (2.159véfsin a probabilidade conjunta
p(x,y) comop (z) p (y|x) e usando as propriedades de pseudo-somdalgaritmo a eq. (2.18)

pode escrever-se como,

Iy (z,y) = —E5, ) g pi (2) —Inpg (ylx) — (1 = q) (Ing py () Ing p (y|x) — Ing p1 (x) Ing p2 (y))] -

(2.19)
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Com estas expressoes, (2.18) e (2.19), & possivel detarge 0s valores maximo e minimo

del, (z,y). O valor minimo,/, (x,y) = 0, corresponde exactamente ao caso enmpduey) =

p, () p2 (y). O caso de valor maximo, ocorre quando existe uma depered@aterminista,

entre as duas variaveis, ou seja, distancia maximavataénte a independéncia. Para esse

caso, a entropia condicional

S =N [p (2]y))" Ing p (zy) |

Y

devera ser nula pois a incerteza cdelado o valor dey & zero. Esta nulidade implica que

Bl Inpg (ylz)] e 7, ) [Ing 1 (2) Ing p2 (y)] s@o também nulos. Desta forma o maximo de
I, (z,y) vale

]é\/[AX (x,y) = —Eg(%y) [Ingp1 () + (1 — q) Ing p1 (z) Ing pa (y)] -

Dadol, (z,y) apresentar um limite superior e um limite inferior, podermiee uma razao

R,[74],

I

R, = Iéwjx e [0,1], (2.20)

que defina o grau de dependéncia entre duas variaveis. RRaaiste um indice entropico
optima ¢°?, para um dado grau de dependéncia, tal o gradient, @amais sensivel e com isso
mais capaz de determinar pequenas varia¢des do grau deddswia. Este métodg > 0)
apresenta-se comaonsistentgja que R, varia monotonamente com o grau de dependéncia

entre as variaveisyersatil, dado apresentar um parametyd;, que pode ser ajustado para
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um determinado grau de dependénoiptimizadg pois 0s seus valores maximo e minimo de
R, correspondente a dependéncia e independéncia totalnt@eas valores de® & facil
verificar que para variaveise y independenteg, = 0 (V,~o), logo, no limite de independéncia
¢”? = oo. No caso de dependénclg, = 1 (Vo) € por isso no limite de dependéncia total
" = 0.

A propriedade mais interessante das entropias mutuassépmade de ser utilizada como
medida do grau de dependéncia entre variaveis, seréeapaela mais adiante no contexto dos

resultados empiricos.

2.4 Rela@o deS, com a caracteriza@o de sistemas &o-lineares

Nao-linearidade & um fenbmeno omnipresente na Natutezamplos podem ser encontrados
em turbuléncia de fluidos[69], extincao e sobrevivama espécies em sistemas ecologicos[103],
financas[105][104], entre muitos outros. Porquanto, adestle mapas nao-lineares de baixa
dimensionalidade desempenha um papel significativo na@anpao de problemas complexos
como aqueles referidos acima.

Num contexto classico, a caracterizacao de um sistem@&ndco consiste na analise da
sua sensibilidade as condi¢des iniciais. Nesta petigspeo conceito deaosfoi introduzido
comosinbnimo de forte sensibilidades condi@es iniciai$106]. Concretamente, um sistema é
classificado como caotico se a distancia entre dois panfiogesimalmente proximos crescer

exponencialmente com o tempo.
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O formalismo teodrico apropriado para o estudo de compamaoncadtico e regular de um
sistema nao-linear esta, desde ha muito, completanestdabelecido. Contudo, 0 mesmo nao
pode ser escrito quando se fala da regiao entre as regigakar e caotica conhecida como
limiar do caos Apenas recentemente a caracterizacao do limiar do @adeita de forma
adequada através de conceitos relacionados com a maegtéatistica nao-extensiva.

Defina-se entao, analiticamente, sensibilidade as ¢dadiiniciaig (¢), como

|A7 ()]l

st = HM(ioI)rﬁﬁOIIAF(O)H ’ 21)

em queAr (t) representa a diferenca no instahentre duas trajectorias no espaco de fase.
Quando um sistema se encontra num estado ca@tiaomenta, como referido anterior-
mente, de acordo com uma lei exponencial,

E@) =Mt (A >0), (2.22)

onde)\; (0 subscrital sera clarificado em seguida) corresponde ao expoentarnaieé Lyapu-

nov definido como,

|17 (4)
In 2.23
= lim - Z 1770 0 (2.23)
ondei” (i) representa o vector tangente no ponto).

A eg. (2.21) pode, sob o ponto de visto matematico, ser deraila como a solugao da

equacao diferencial,

g

Z =N (2.24)
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E de notar que estado caticoesteja associado a uma fungmonencial do tempda mesma
forma que entropia de Boltzmann-Gibbgue foi obtida sobre a hipotese ckeos molecular
esta intimamente relacionada cahstribuigdesque sao a&xponencial de uma fuég da ob-
senavel em causa

Relativamente ao limiar do caos, exceptuado algum trab@thweiro, durante varios anos
apenas se referiu que correspondia a um estado em que o eigar@&imo de Lyapunov era
nulo e no qual as trajectérias divergem como uma lei denptaélo tempo[107].

Embora o expoent®; seja nulo, foi possivel observar, no contexto da mecastatistica
nao-extensiva[108][109][110][111][112][113][114][®], que a divergéncia entre trajectorias

poderia ser convenientemente descrita atravées dadune#ponencial,

W) =[1+(1—gq5) A, 177" =exp, (A, 1) (A > 0; g5 < 1), (2.25)

onde)\,, representa o coeficiente generalizado de Lyapunov no quadststos indica sensi-
bilidade.

Tal como verificado anteriormente, esta dependéncia pErdebséida como solugcao de uma
equacao diferencial, eq. (2.6). Novamente existe umglaao entre a dependéncia funcional
de¢ (t) e da distribuicdo de probabilidade que maximiza uma daad entropica neste caso,
S, (ver secgao 2.2.3).

O paralelismo vai além da sensibilidade as condicdesde ger verificado para a taxa de

producao de entropia.
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A partir da entropigb ¢ € possivel definir a taxa de producao de entropia, @hacia com
a preservagao da medida de um sistema dinamico, corheando entropia de Kolmogorov-
Sinai,

KS=lim lim lim M. (2.26)

t—oo W—oo N—oo

em quell representa o niumero de estados acessiveis em que a pdanEbde um determi-

Ni(t)
N

nado estadopara um dado tempovalep; (t) = . PESIN [116] demonstrou que a entropia
de Kolmogorov-Sinai para sistemas caoticos & igual dasdasdt) expoentes de Lyapunov

positivos
d+)

KS =Y Al
=1

Em analogia com o que acontece pafta;, & possivel definir par&, uma generalizagao da

entropia de Kolmogorov-Sinai,

KS, = lim lim lim M. (2.27)

t—oo0 W—o00 N—oo

Para uma variedade de sistemas conservativos/dissipationiar do caos ou em estados defi-
nidos como caos fraco € possivel verificar, numérica afaliticamente[117][114][113][118],
que apenas se obtém um valor finito e positivo p&is,., comg. # 1 (e indicaentropig).

Parag > ¢., KS, anula-se e para < ¢., K5, diverge. A partir de'S, pode definir-se um
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Teoremaa la Pesin, tal que
d+)

KSqe = Z )\qu),
=1

em que)\qgl), /\qgg), ce /\qgn) representam o8 coeficientes generalizados de Lyapunov positi-
vos. Este teorema foi comprovado analiticamente paransésgeinidimensionais e numerica-
mente para sistemas com mais dimensdes. Mais, para ssstentimensionais verificou-se
que

Qe = (s,

e que

KS(]E = KS(]S = )\q

s*

Para um sistema com > 2 e n coeficientes generalizados de Lyapunov positivos esgera-s

que arelagao para os indices entropicos referentssitslidade e entropia seja dada por [113]

n

12;

=g &1

2.4.1 Exemplo: Sensibilidadeas condi@es iniciais do pao classico per-

turbado

O piao classico perturbado corresponde a um mapa defiolite sima esfera de raio unitario,

22 +y? + 22 = 1, que corresponde a seguinte aplicacao

Ti+1 = 2t
Y1 = xysin (azy) +ypcos (azy) s (2.28)

Zip1 = —xycos (v zy) + ypsin (v z)
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em quen representa intensidade da perturbp. E facilmente verificavel que o Jacobiano (0

determinante da matriz Jacobiana),

_ O (Te41, Yer1, 2e41) _
J = =1,
O (e, Y, 2t)

0 que significa que o mapac@nservativo Desta forma, ele &€ bastante semelhante a sistemas
conservativos hamiltonianos cujo o espaco de fase € cstmpe uma mistura de fases regular
(conhecidos na literatura conkbAM-tori[107]) e cabtica tal como pode ser verificado na fig.
2.1.

Dependendo da regido em que se inicia a trajectoriaip@s diferentes de evolugao tempo-
ral de¢ podem ser verificados. Se a condi¢ao inicial se situa negiaa regular, a sensibilidade
as condicdes iniciais evolui com uma dependéncia tideaempo. Caso a condic¢ao inicial se
situe numa regiao de mar caotico entgaresce exponencialmente saturando ao cabo de pou-
cas iteragcdes (quando comparado com o caso regularspondendo g, = 1. Numa regiao
de fronteira entre estes dois regimes também & possil@arem-se duas condic¢des iniciais
e avaliar a forma como as duas se separam. Para esta gjtuagéica-se que o crescimento
segue uma lei de poténcia assimptotica descrita pelacgdqya.25) cond) < ¢, < 1, i.e, uma
gs-exponencial. Primeiramente, na fig. 2.1 estao apresantagls duplas de condicdes iniciais
infinitesimalmente separadpAr (0)|| = 101 coma = 2.3 e nos restantes paineis a evolugao
de¢ para os trés casos.

E importante referir-se que a versao quantica do pignticd corresponde a primeira

comprovacao numeérica da existéncia de um comportamgeakponencial para um sistema



CAPITULO 2. ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA 50

4x10°  6x10° , 8x10°

2x10°

|- 4
1x10
t
q. =0278 1 a=1 ,,."'/'
1000+ Ky = 0187 - 1000 2,=0.109 .
g g
1004 100+ 9
,r‘/ /‘/
104 10+ el
‘
.- /./7 '.7/
[ : , d 11e”° : : : : :
(C) 1 10 y 100 1000 0 5 10 15, 20 25 30

Figura 2.1: Orbita do pido perturbado com = 2.3, onde as regides cadtica e regular s&o
visiveis. O espaco de fase esfério & projectado soblianop— ~ multiplicando as coordenadas
z e z para cada ponto pak/r ondeR = /2 (1 — |y|) er = /1 — y2. Dependéncia temporal
da sensibilidadé para as condicdes iniciais (cdm\ 7 (0)|| = 1071°) para a regiao dita regular
(A; evolucadinear), limiar do caos ¢; evolugaoy,-exponencidl e regiao cadticaw, evolugao

exponencigl[em P07
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guantico no limiar do caos [121][122]. No caso dos sisteguasticos em vez de se considerar
a evolucao da distancia entre dois pontos inicialmer@igimos, &€ analisado o valor do médulo
da sobreposicao de duas funcdes de onda cujos Haraitemisao infinitesimalmente diferen-
tes [123]. Para este caso, verificou-se que a funcao deadicao no limiar do caos quantico
apresenta um comportamenrt@xponencial.

A sensibilidade as condicdes iniciais no limiar do camebtudada para diferentes valores
do parametrax € [0,4] . Para cada valor de fez-se a média d€ para um conjunto de
condicOes iniciais§0 amostras) . Mais precisamente, com o auxilio das orhipésas para
cada valor dev, foram determinados um conjunto de pontos na fronteir@ estregioes regular
e caltica. Entao, a partir destes pontos obtiveram-se&damde& em cada instante de tempo.

Resultados tipicos vs. t para diferentes valores desao apresentados na fig. 2.2. Para
« = 0 0 mapa é integravel e por conseguigte= 0 [113][119]. A medida quen aumenta,
aumenta também o grau de perturbacao na dinamica dorsisto que implica também um
aumento da frac¢ao cabtica no espaco de fase. Acima delamcritico,a,. ~ 3.2, a regiao
cattica preenche todo o espaco de fase o que significa unrago do valor dg, = 1 para
a > a.. Nafig. 2.3 & apresentada a evolugcagzgdeom o parametrev e na fig. 2.4 orbitas
tipicas correspondentes a diferentes valores.de

Este tipo de resultados &€ também observado para sistémdmaares compostos por dois
mapasstandardsimpléticos acoplados [113] e poderao ser Uteis na ceems@o, dentro do

contexto da mecanica estatistica nao-extensiva, tenss metaestaveis eternos que se po-
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Figura 2.2: Dependéncia temporal da média da sensitdi@des condi¢bes iniciaigs),para
valores tipicos dexv (50 pontos na fronteira entre as regidedhserges: Os mesmos da-
dos, mas usando os mesmos dados mas em ordenadas repessentad,, ondeln,(z) =

(x'77—1) /(1 — q) (In; = In) . Com esta ordenada, o declive da linha recta & simpleement
A, [eMPO7]



CAPITULO 2. ESTATISTICA NAO-EXTENSIVA 53

1.0+
50.91 ]
0.8 ]
0.7- ]
0.6 ]
0.5 ]
041 : ‘_
0.31 . ]
0.2- . ]
0.1—- 3 1
oo > O]
00 05 1.0 15 20 2.5a3.o 3.5 4.0

Figura 2.3: A dependéncia emde ¢,. Para um valor critico proximo de, ~ 3.2, ¢, atinge
o valor unitario (correspondente a um espaco de fasarietdk cadtico) mantendo esse valor

para todo ax > a.. [emP07]
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Figura 2.4: Representacao de orbitas tipicas parastisevalores de. Com o crescimento
de « verifica-se a emergéncia de regides cabticas que ,(pakaa, ~ 3.2, preenche todo o

espaco de fase. [eR07)]
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dem obter a partir do acoplamento de varios mapas siroptetbem como em hamiltonianos

classicos de um sistema isolado de muitos corpos com agfiea de longo-alcance [124].

2.5 Uma possvel fundamentag@o dinamica para a me@nica

estafistica nao-extensiva: a superestastica

Como foi visto anteriormente, a proposta delBzMANN para a descricao das propriedades
macroscopicas de um sistema em equilibrio sofreu desda génese varias criticas nomea-
damente de ERENFESTe EINSTEIN. As razdes para o desacordo de Einstein face ao método
de Boltzmann estavam no facto de considerar que a des@statistica de um sistema deveria
estar intimamente relacionada com a dinamica desse sis®rgumentos como este e outros
aqui anteriormente apresentados deixaram em aberto tebgdo surgimento de mecanicas
estatisticas nao-Bolztmannianas, entre as quais sedituguir claramente a mecanica es-
tatistica baseada effy como pioneira[125].

Se a ligacao entr¢, e grandezas termodinamicas (generalizadas) foi feitarabp da
introducg&o deS,, uma fundamentagéo dinamica para a mecanica estatigto-extensiva foi
introduzida recentemente por CEBK [126] que posteriormente, em conjunto com E.G.D.
COHEN, generalizou o conceito denominando-cdeerestdsticaou estatstica de estasticas
[127]. Com este conceito, EK e COHEN pretenderam dar um tratamento a sistemas fora
de equilibrio e introduzir uma explicacao dinamicdadistica para a mecanica estatistica nao-

extensiva.
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Considerem-se entao as linhas inicialmente propostas pBECK no estudo de turbuléncia
e que foram profundamente influenciadas pelo trabalho de IGx WZ. WL ODARCZYK sobre
interaccOes entre hadroes em raios cosmicos[128] a Rhmatente-se a equacao diferencial

estocastica correspondente ao movimento Browniano ptapor ENSTEIN[129],
du = —yudt + o dW;, (2.29)

ondeu representa a velocidadé], & um processo regular de Wiengra constante de friccao
(v > 0) e o parametro de difusao relacionado com a intensidadeido®ru
A eq. (2.29) esta vinculada a uma equacao de Fokker-Plauja solucao estacionaria €

uma Gaussiana,
_ /B 2
Ppg (u) = = exp [—ﬁu } ,

de média nula e variancja! = ‘{72 ondefs € o inverso da temperatura (a parte da constante
de Bolztmann). Em seguida,EBK considerou flutuacdes, espaco-temporais, no parametr
(. Isto &, divide-se o espago num conjunto de pequenakaséle lado’ sendo atribuido um
certo valor des a cada uma delas que permanece (basicamente) constantegacdk um
determinado intervalo de tem@gdmaior do que 0 tempo necessario para o sistema entrar em
equilibrio que & da ordem de!. Ao fim de7T unidades de tempo o valor denas células é
actualizado de acordo com um dada distribui¢d8). Consequentemente, para tempos longos,

t > T, a distribuicdo estacionaria da velocidade nestersstelaramente nao-homogéneo, é

5Por uma questao de simplicidade e facilidade de acompaatitara modelo aqui apresentado esta reduzido a

uma dimensao. A sua generalizacao para mais dimeesdiescta.
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obtida através da sobreposi¢ao das varias gaussiajogsaso corresponde a distribuigag?),

Pstationary (u) = /PBG (u) p (6) dﬂ (230)

Obviamente existe uma infinidade de possibilidadesp§s3 contudo algumas distribuicdes
sao naturalmente apelativas dada a sua emergéncia ersadifenomenos. De entre essas

distribuicdes podem destacar-se a distribuicdo Gafomg?) para observaveis positivas,

f(z)= <—>C_1 exp [——] , (x,b>0,c>1),

Considerandg () = f (/) e aplicando a integragao (2.30) tem-se,

1 1/(1-
Pitationary (1) = [1 +(1-1¢q) Bo u2} /(1=9) 7

Z

em quedy = beeq = 1+ 1 sendoZ = [[1+(1—¢q) Gou2]""" du a constante de
normalizacao. Ou seja, para o0 caso em gwaria de acordo com uma distribuicao Gamma, a
distribui¢cao estacionaria de velocidades no sistetabdgtie maximiza a entropig,. Como co-
rolario tem-se a primeira fundamentacao dinamica para mecanica estatistica nao-extensiva.

A partir daqui, como referido acima,EB8k e COHEN (BC) generalizaram o formalismo
para outras distribuicdes de temperatura (ou paranmdtmara alem da? e Hamiltonianos
generalizados. Para este caso, a distribuicao esta@otd sistema esta relacionada com a

média sobre as varias temperaturas dos factores de Boitzfocaisexp [—(5 E], em queE

representa a energia do microestado associado a céhaditidéamente,

B(E) = / exp[~BE] p(B) df, (2.31)
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em queB representa um factor de Boltzmann generalizado do sistemzie-equilibrio. Fa-
cilmente se verifica que pagg3) = J (6 — () o factor de Boltzmann usual & reobtido. Um
aspecto a ter em conta diz respeito a normalizacao odm&ctor do Boltzmann. Assim, pode

trabalhar-se com distribuicbes nao normalizadas toeate,

p(E) = exp[-F E],

a partir do qual se faz a média sobre em seguida se normaliza, designadaspperestdstica

de tipo-A Alternativamente, as distribuicbes podem ser ja ntimadas localmente,

p(E) = exp [0 E],

1
Z(B)
realizando-se depois a média sobresosEste caso define-se psuperestdstica de tipo B
Dado que a funcao de particao local dependegides factores de Boltzmann generalizados
para as duas variacOes serao ligeiramente diferentestudo, o tipo B pode reduzir-se ao
tipo A substituindo a distribui¢gp (5) por uma nova distribuicads (5) = C Z () p () onde
C' é uma constante de normalizacdo. Daqui se conclui quperestatistica de tipo A base-
ada na distribuicao Gamma distingue-se pelo facto dgdfude particao ser independente do
parametro de Lagrange relacionado com a normalizacao.

Além de analisarem o caso em qug?) & uma distribuicao Gamma, foram também defini-

dos factores de Boltzmann para uma série de funcdes calstribuicao uniforme, distribuicao
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de dois niveis, ou a distribuicao log-nornial,

log £)”
h(x)= ﬁexp [—%] , (x,m,s >0). (2.32)

Para estas distribuicdes BC definiram um parametro,

2

dBc = #, (2.33)

universal,.e, valido para qualquer superestatistica e que coincideacndice entropicq da
entropiaS,. Concretamente, foi verificado que para situagdes envgueé pequeno (7% éa
variancia do parametro intensio o5 = (3*) — 32 ), o factor efectivo de Boltzmann pode ser
escrito como

2
B(E)=~e™¥ 14 (gpe — 1) % E? (2.34)

incluindo a situacao referente a distribuicao Gammaap qualzc = ¢. Isto significa que,
paracs E todas as superestaticas $io identicas e vinculadas estatstica riio-extensivaPara
os factoresB (E) normalizados de qualquer tipo de superestatistica,eexist principio de
maxima entropia que pode ser escrita em termos da entfjpiam um indice entropicq
dado pela eq. (2.33). Para uma variancia das flutuacogssdéicientemente pequena todas

elas extremany, quando sujeitas a conjunto de vinculos.

"a distribuicao Gamma-invertida é representada pelaisegfuncao,

_ b
g(z):r(l_b) (ab)’™! 22 exp {—%], (z,ab>0,b<1),
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Para flutuacbes maiores d@u energiag’ elevadas desvios em relacao a nao-extensividade
tornam-se importantes. Contudo, & de destacar a imp@atée.S, segundo este cenario, pois
esta relacionada com os primeiros desvios em relacadtznann-GibbsE interessante notar-
se que também a superestatistica foi recentemente {jigadaaconsiderando uma entropia ge-
neralizada construida a partir de varios valoreg de31].

A superestatistica vem sendo aplicada uma grande vadettasistemas fisicos tais como:
turbuléncia Lagrangiana e Euleriana [132][133], tudmdia atmosférica[134], estatistica de
raios cosmicos[135], vento solar[136], redes aleasfliz/] bem como noutras areas como
financa[5][144] onde parecem existir parametros quesanuma escala longa. Desta forma,
duas questdes fundamentais emergépial a distribuicdo p (3) associada ao pa&metro
intensivo? Qualé a escala,l’, de evolu@o do parametro 5? Tentativas para responder a
esta Ultima pergunta tém sido propostas para que existacanctreta aplicagao do formalismo
superestatisco. Em seguida apresenta-se em primeiradongeritério recentmente introduzido

por C. BECK, E.G.D. @HEN e H.L. SNINNEY (BCS)[145].

2.5.1 Determina@o da escaldl” pelo critério BCS

O critério referido consiste em 4 passos relativamentplssaplicados a uma série temporal.
O trabalho original focou fluidos turbulentos e as flutwes;de velocidade. Os passos sao os

seguintes:

1. Divida-se a série temporal em um numérdntervalos de tempos de duracdoDesta
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forma o tamanho da série temporavé;

2. Defina-securtosis localcomo

r(7)

dto, (2.35)

| /N ((u— ()",

Nt—T1 2\2

<(u - <u>) >t077'

onde(...), , representam a média realizada sobre um intervalo de teatpalaracao

e inicio emt;
3. Calcule-se: (1) para varios valores de

4. A escala de evolucdb corresponde ao intervalo de duragépara o quak (7) corres-
ponde ao valor da Gaussiang,,

% (T) = 3. (2.36)

Na sua esséncia o procedimento proposto tenta detectagsoak caracteristica associada
ao estado puro que para o caso da turbuléncia em fluidos @issi@aidade dentro de uma
escada de tempio< 7. Apesar de em seguida se mostrar a validade da filosofia dmmét
ele apenas se torna verdadeiramente eficaz mediante alglieragdes que aqui se apresentam
[146]. A primeira consiste em substituir a integraca®%2,. na qual existe uma sobreposicao

de intervalos temporais, por um somatorio doftervalos ndo sobrepostos,

k(T) = (2.37)

1 (= {w)'),,
NS (=),

onde(...), _representa média local rdsima janela de comprimento
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Considere-se uma série temporal(z) (de média nula por questdes de simplificacado) que
apresenta um parametro flutuantgue & actualizado a cada intervalo de terfipoAté aqui
apenas se definou novamente o conceito de superestatiBtitiio de cada um desses interva-
los a variavek segue uma distribuicdo Gaussiana. Exemplos deste sisf&on: equivalente a
posi¢ao €5 proporcional ao inverso da varianciaa diferenca de velocidades de um fluidp,
num ponto e3 proporcional ao inverso da temperatura. Para este casd@sisuocal dada
pela eq. (2.35) evoluira de(r = 1) = 1 até ao valor correspondente a curtosis da distrilouica

estacionaria de,

P @) = [ p(el5) o (9) d5
Para uma série satisfatoriamente longa de tamartem-se,

[ 2* P (x) dz

k(L) ~ 5
() ([2* P (z) dx)

Consequentemente, ao aplicar o método BES;) evolui para o valor de (L), pois com o
aumento de, da-se uma melhora na estatistica local. Alem disso,pro@iedade interessante
emerge devido a natureza superestatistica da sériendQuse torna possivel dividir a série
temporal num conjunto de intervalos que sao Gaussianas fum Unico3), obtém-se uma
singularidade com valor igual & Contudo, tal singularidade nao acontece apenas quando
7 = T como a condi¢do (2.36) indica. A igualdadér) = 3 acontece sempre qlft;é'e um
inteiro maior ou igual al. De facto,r = T corresponde ao Ultimo intervalo para o qual a

curtosis local tem singularidade de valor igual.aTal acontece porque, para intervalos que
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verificam a relacao

Z = Inteiro (Z) > 1, (2.38)

T T

apenas existe umareplicacao do nUmero de intervalossjaie associados a um (nico parametro
(3. Tome-se como exemplo o caso para o q@al: 2, i.e,, 0 tamanho das janelas em analise
corresponde a metade do intervalo de actualizd¢a®esta forma, por cada actualiza¢gBp
dentro da qual existe apenas uma Unca estatistica denolteGibbs, existem duas janelas
de tempo dentro das quais os elementos se encontram assogiadha e s6 uma estatistica,
correspondente a uma multiplicagao por um fa2tdo nUmero de janelas “puras”. Ao aplicar a
eg. (2.37), far-se-a uma média sobre janelas, nas quate exna Gnica estatistica, o resultado
serax = 3. O mesmo acontece quanéo: 3,4,5,...,em que é possivel dividir-se cadlaem
3,4,5,... jJanelas nas quais apenas uma estatistica esta presarmé P 1 essa replicagao
deixa de existir e assim tem-se a verdadeira escala deiaatzad’ .

Parar =27T,3T...,nT < L, também existem singularidades mas com um valor superior
a 3, dado que correspondem a uma curtosis média, de etc. Gaussianas com diferentes
valores de5. Na realidade, o grafico de(7) vs. 7 de uma série temporal de uma grandeza que
evolui de uma forma superestatistica apresenta um canglensingularidades para a curtosis

local que sao obtidas sempre que o valor do intervalerifica a condicao
Txr=T, (2.39)

onder & um nimero racional positivo. Considere-se como exempkso em qué = % Isto

€, 4 intervalosT tém o mesmo comprimento quganelasi’. Isto corresponde a existéncia
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de 2 janelas com estatistica “puras” de comprimente outras duas janelas, com 0 mesmo
tamanho, mas que contém elementos associados a estatigtiais diferentes. Aplicando a eq.
(2.37) tem-se que da presenca de estatisticas purasssG@essianidade que, pela presenca de
janelas que contém diferentes estatisticas née 3 (como no caso Gaussiano), mas sim um
namero superior.

Apenas utilizando uma analise com intervalos tempoiissobrepostos eq. (2.37), se pode
obter este resultado. A utilizagao da eq. (2.35) implica gpenas uma parte dos intervalos, a
gue é levada em conta na eq. (2.37), representam Gauspisaas Essa mistura também faz
com que a convergéncia para o valor da curtésis da senjgaieal seja mais rapida.

Na fig. 2.5, apresenta-se um excerto (painel esquerdo) desénetemporal superes-
tatistica composta por uma variavel estocastica loeatemassociada a uma Gaussiana cujo

desvio padrao segue a distribuicao

p(o) =1/ =Zexp {—%} (2.40)

e a escala de evolucdo vale 250 (o representa o papel do parametr@ara este caso). No
painel da direita & verificavel a existéncia de uma sidaeds singularidades quando é verificada
a condi¢ao (2.39) sendo que, quando a condicao (2\38)fecadarx (7) = 3. E visivel na figura
que a Ultima singularidade igual3acoincide coml’. No caso da aplicacao directa do critério
BCS sem ter em atengao a estrutura de singularidadessebia?” = 48.

A aplicagao isolada da condi¢ao (2.36), sem ter em ladaonta a condicao adicional

referente a Ultima singularidade de valrpode levar a conclusdes equivocadas a cerca do
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Figura 2.5: Lado esquerdo: Excerto de uma série tempoda og elementos, sao associados

a mesma distribuicdo Gaussiana dentro de um intervattucicadl” = 250. O desvio padrao,

o, relacionado com o parametro intensigpyaria de acordo com a densidade de probabilidade
indicada no texto. Lado direito: (7) vs. 7. E visivel a sucessao de singularidades de acordo
com a condicao (2.39) sendo que a Ultima singularidadealde igual a3 coincide com o valor
real " enquanto que o primeiro valor € igualld. Singularidades para pequenos valores de
7 que verificam a condicao (2.38) nao sao visiveis, poetram-se mascaradas pelo efeito
estatistico de- pequeno. Este efeito também introduz erro na curtosisidgsilaridades em
quex (7) = 3 que se mostram um pouco abaixo desse valor. A série tempmrgileta tem

107 elementos. [enP17]
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caracter superestatistico de uma série temporal. N&fyapresenta-se uma série temporal
que & localmente e no longo-curso associada a uma disfibgiGaussiana, eq. (2.9), com
¢ = 1.3 eo = 1. Ou seja, uma distribuicao de caudas longas que optimerdrapiaS, para

g = 1.3, relacionada com uma dinamica na qual nao existe qualtiteacao de qualquer
parametroE visivel no painel da direita que aplicando o método dbsis local ndo se obtem
a sucessao de singularidades de uma série temporal sigesteca como se verifica no painel
direito da fig. 2.5. Tal acontece porque, simplesmente, s&3ia ndo & superestatistica. A
aplicacao do critério originalmente sugerido por BC8dwwiria a classificacao da dinamica de
2 como superestatistica com uma escala- 12.5 . Este exemplo enfatiza a importancia da
condicao adicional aqui apresentada. Apesar de a digiéib eq. (2.9) poder ser sempre enca-
rada como uma espécie de Transformada de Lagrange de ug@ (@), isso nao significa
que a dinamica subjacente a essa distribuicao seja deteasuperestatistico como foi aqui
demonstrado.

E importante referir-se que com a introducao da comdagdicional, além de se obter uma
resposta para a questao “Qual é a escala de téihge evolucao do parametrd?”, clara-
mente se melhoram os resultados para a perdu@tel é a distribuica® () associada ao
parametro intensivo?”. Isto &€, ao melhorar-se a estalmelhora-se a determinacao expe-
rimental/numérica d& em sistemas naturais (como fluidos turbulentos) e consézuente

tem-se uma avaliacao mais fidedignadg) e do tipo de superestatistica presente.
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Figura 2.6: Lado esquerdo: Excerto de uma série tempoidl’ddementos onde;, associadas

a uma série temporal nao super-estatistica com umadude densidade probabilidade que é
umag-Gaussiana com = 1.3 e variancia unitaria. Lado direite: (7) vs. 7. Para este caso nao
se observa a sucessao de singularidades tal como surgesatieneemporal superestatistica. A
condi¢cado BCS: (T') = 3 ndo so leva a um valor virtual pafg mas também a uma classificagao
do processo estocastico como superestatistico. A figeesida mostra a regiao em queér) =

3,7 ~12.5. Asaturagdo de (1 = oo, L = 00) = 251 = 6.6. [em P12
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Apesar desta melhoria ao método BCS, existem duas gqeestfezentes a aplicabilidade
experimental. A primeira prende-se com o facto de nao sangdo que o instante inicial das
medi¢dest = 0, coincida com o inicio de um intervalo temporal que represem “estado
puro”. Assim, para uma aplicacao de sucesso do métoderéseario que o instante inicial
seja alterado até que a estrutura de singularidades susggunda dificuldade prende-se com a
precisao dos instrumentos de medida. Se a escala de j&teoaal for extremamente pequena,
no limite instantanea, a escala de variacao do paranm@gnsivo pode ser pequena ao ponto

de nao poder ser identificavel. Para estes casos, novosssas devem ser apresentados.



Capitulo 3

Analise Emprica de Obsenaveis

Financeiras

3.1 Introducao e perspectiva hisbrica

A partir da década dé&980 tornou-se possivel o armazenamento de enormes quardidade
dados referentes a diversas observaveis financeiras eoraptando os registos até essa época
gue, na sua esséncia, se reduziam a valores diarios. foesta, passou a ser possivel ter-
se acessoa posteriorj e para o caso de mercados cujo prego € orientado pelagestaa
informacao tao fundamental como o preco e o volume enuqudeterminado agente pretende
vender ou comprar um certo produto financeiro. Essas enajoadidades de dados, geral-
mente em forma de séries temporais, podem ter escalas ge tpra vao de horas a escala do
segundo ou mesmo transaccao-a-transaatdaog de alta freggncia).

De todas essas quantidades observaveis, a mais impartantmercado financeiro &€, com

certeza, o logaritmo do prec®. Tal acontece por duas razdes. Primeiro, a sua variagao -

69
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praticamente igual a variagao percentual do prega escala de tempo considerada. Ou seja,

St — St—r + Si—r Sy — Si—r
=In(l+———
S ) T

InS;—In S;—r = In( ) =In(1+ry (t)) ~rr (1), (3.1)

em que a quantidader (t) & conhecida comducro (return) a um horizontel’ no instante

t. O segundo motivo esta relacionado com a histéria da e&olulo tratamento cientifico
da dinamica de precos. Como referido no capitulo 1, agiramtentativa para se construir
um modelo matematico-financeiro foi apresentado por ACHELIER[16]. Apesar do re-
conhecido mérito no pioneirismo da proposta, deve regerique a hipbtese da distribuicao
Gaussiana para as flutuacdes de preco nao tinha qualgpecie de suporte empirico. Por
exemplo, apesar do modelo de Black-Scholes para precasgde®[147], profundamente re-
lacionado com o0 modelo de Bachelier, ser um dos marcos dafirqarantitativa, necessita de
ajustes para ser verdadeiramente aplicavel. Com o aurdentieresse de matematicos pela
modelagao de precos em mercados financeiros (decatiEa), a proposta de flutuacdes de
preco Gaussianas foi entao substituida por modelos em$|precos seguiam uma distribuicao
log-normal, eq. (2.32), correspondente a um movimento Brawngeométrico. Para este tipo
de dinamica as variacdes dag-normal distribuidas. Este modelo mostrou ser apenas uma p
meira aproximacao, pois € verificavel que as caudas istrthdicdes de lucros apresentam-se

mais largas do que as caudas de uma distribdigdaormal. Além do mais, as distribuicdes

1E importante referir-se o significado da palanradelagempara as ciéncias ligadas a matematica aplicada e
para as ciéncias fisicas. No primeiro caso corresponaesarapresentacao da realidade usando um formalismo
matematico apropriado. No segundo caso representa éverta, através de argumentos plausiveis, explicar o
fenbmeno em estudo. Nesta Gltima abordagem nem semprmalfemo matematico & seguido como as ciéncias

matematicas gostariam.
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log-normal indicam que as caudas positivas sao mais longas@lagjcaudas negativas, con-
trariamente ao que se verifica na realidade [148]. Assimasiaproximacdes ao problema da
distribuicao das flutuacdes de preco eram necessa&imais importante &€, sem davida, a pro-
posta de B.B. MNDELBROT [149] inspirada pelo trabalho do economista italiano MRBPTO
[150]. Em 1897, PARETO estudou a distribuicdo de riqueza pessoal huma econstiset

verificando que essa distribuicao era muito bem desaooita p

vocw Y, (3.2)

ondev representa o nUmero de pessoas que tinham uma riquezadoajoew. Esta relacao,
eg. (3.2), conhecida comai de Paretpmostrou-se e mostra-se bem general, pois € verificada
numa enorme quantidade de paises de diferentes consnemliéerentes estruturas sociais e
politicas. O trabalho de MNDELBROT foi apresentado em963 referia-se a uma base de
dados del 000 pontos de flutuagdes de preco de algodao. Com a disgiibisemelhante a eq.
(3.2), MANDELBROT concluiu que aquela distribuicdo era compativel comistsibuicdes de
Lévy [151][154][155],

p AL

L, (z) ~ —=

|x|1+307
paralz| > 1. O expoentep encontra-se definido no intervalo< ¢ < 2 e AL sdo duas

constantes que habitualmente sao chamadampétudes de cauddstas amplitudes de cauda

servem para definir o parametro de assimetria,

A% —A¥

B=-—"%t—"—.
AT + A7
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Exemplos de distribuicdes de na classe de Lévy sao

e ¢ =1eB =1,distribuicio de Lévy-Smirnov;

e ¢ =1eB =1, distribuicao de Cauchy dwrentzianalg-Gaussiana com = 2)

Parap = 2 a distribuicao equivalente é a Gaussiana.

Embora a distribuicao de probabilidades de Lévy nas@asr escrita de uma forma mate-
maticamente simples, a sua transformada de Fourier (Qaduwaracteristica) pode ser definida
como

A

L, (k) = exp [—ay, |k|7], (3.3)

em quea,, &€ uma constante relacionada com a amplitude de cauda.

A partir da eq. (3.3) pode definir-se a distribuicao deyL através da série

mnl gltna

= (=)™ a ™
La(x):z( D v F[1+na]sin< 2*”), (3.4)

n=1

gue apresenta um comportamento em lei de poténcia, tigif@ahdbmenos com invariancia de

escala, como observaveis com comportamento intermitééstes processos, pode dizer-se
gue os eventos de valor intermédio perdem peso estatsgitdo substituidos por ocorréncias
maiores para valores pequenos (agu¢cando assim os pictistidmicdes) e ocorréncias também

maiores para os valores grandes. Como resultado, as caundasitse mais prolongadas

2E implicito que a classificaczo qualitativa de um valanegpequeno, intermédio ou grande & feita tendo como

padrao a regiao central da distribui¢ao.
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Cerca de30 anos apos a sua proposta, R.NAWMEGNA & H.E. STANLEY [152] realiza-
ram uma analise das flutuacdes a catlaegundos do indice S&P 500 a partir de um conjunto
de cerca de um milhdo de pontos. No seu trabalho, aléem digcassm que as flutuacdes
nao entravam na classe proposta pacBELIER, observaram que, ap6s algumas unidades de
desvio padrao, a distribuicado das flutuacdes se atasta distribuicao de Lévy proposta por
MANDELBROT. O expoente para cauda das distribuicdes apresentavalonda ordem da,
consequentemente fora da classe de distribuicdes dedoerariamente ao resultado dexht-
DELBROT cujo valor para esse expoenté.g, portanto dentro do regime de Lévy. Tal pode ser
descrito considerando que a distribuicao (3.2) & wapdra regides em que < i sendo
gue para valores muito grandesapresenta um comportamento exponencial da sua funcao de
distribuicao de probabilidade.

Esta observacao levouAMITEGNA e STANLEY a considerarem que a lei de Pareto para as
flutuacdes de lucro seria truncada, o que em Ultima bgetonduziu a introdug¢ao de uma nova
classe generalizada de distribuices de Lévy conheddwdistribuigdes de Evy truncadas
Uma forma de se escrever o limite exponencial para argurs@mnemdes & escrever a funcao
caracteristica como [156]:

(V2 + k?)? cos |:V arctan (‘k‘ﬂ — ¥

v

coS [%} ’

L, (k) = exp | —a, (1<p<2) (35

que se reduz a fungao caracteristica (3.3) quandd). A verificagao empirica da distribuicao
em lei de poténcia das flutua¢des de precos (conseguente de indices) foi verificada numa

gama enorme de mercados financeiros [157][158], sejam elssnples produtos financeiros,
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mercadorias/futuros [159] e moeda estrangeira[160].

O estudo das distribui¢cOes das flutuacdes de precesepta uma parte significativa do tra-
balho empirico realizado nesta area[5][6][7][8][16Cbntudo, ha que referir-se que muito mais
tem sido feito com vista a uma caracteriza¢ao efectiveed®semplo claro de complexidade.
Nesse ambito inclui-se trabalho sobre a dependénciadiialcda distribuicao de probabilida-
des de outras quantidades observaveis (ou nao) tais cowetyme transaccionado[162][163],
volume de actividadenmero de agentes com ordens no merg4tié7], balanco entre procura
e oferta yolume imbalanceg[168] e avolatilidade ao longo de um perdo7” [169], definida

como
t+n—1

Ve (t) == > e (2)], (3.6)

S|

em quen = TT Para além da distribuicao, outros aspectos como egéele estrutura (multi)-
fractal destas quantidades tém sido estudadas. A padui ceovos modelos, num sentido

fisico, tém sido construidos e aplicados na industrenieira em estratégias de investimento.

3.2 Distribuictes de lucro no contexto ao-extensivo

Desde ha muito tempo se utilizam em finangas as distidesigue emergem d¢, nomeada-
mente ag;-Gaussianas, sob o nome de distribuicbdse Student. Aparentemente, a primeira
aplicacao para uma determinacdo de uma dependémuahal para as flutuacdes de preco
num ambiente nao-extensivo foi introduzida por F.MAM®S et al[170], no contexto da ana-

logia feita por S. GIASHGHAIE et al. entre flutuacdes de preco e flutuacdes de velocidade e
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muitos tém sido publicados em anos recentes [171]. A@pgaum tratamento nao-extensivo,
relativamente a proposta das distribuicdes de Léuycdas, prende-se com o facto de nao ser
necessario a imposicaa,priori, de uma limitacao do dominio da distribuicao para oxista
uma concordancia entre a distribuicao tetrica e os@xjgs de cauda da distribuicdo. Além
do mais, como veremos neste capitulo, as observaveismaistantes, volume e lucro, apre-
sentam condimentos basicos para uma caracterizagaexténsiva, nomeadamente, memoria

longa [6] e estrutura multi-fractal[161].

3.2.1 Mercadosiquidos

A liquidez &€ um parametro muito importante no estudo de uencado financeiro. Merca-
dos considerados liquidos sao mercados onde a chamaiase de mercado eficienf®da

a informacgao sobre o futuro do preco esta contida ngopaetual) se aproxima mais da re-
alidade. Desta forma, os mercados liquidos, sao mercdelewlatilidade reduzida onde os
precos seguintes sao correlacionados, no maximdpéfrcom o valor anterior e a uma escala
temporal de, no maximo, alguns minutos. Dada a sua baieiNddde, sdo os mercados mais
procurados pelos investidores e por conseguinte 0os maidaekis.

Aqui, apresentar-se-ao resultados para os prec¢os edtigsiale precos de dois indices
“liquidos” [172]. O primeiro € o Dow Jones Industrial Aagre (DJIA) que &€ composto pe-
los titulos com melhor desempenho nos mercados americ@neérie utilizada corresponde
aos valores de fecho diarios ent#0 e 2003. O segundo indice & o indice da Bolsa de Nova

lorque, NYSE, sendo a série utilizada correspondente @oses de fecho diario enti®66 e
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Figura 3.1: Lado esquerdo: Evolucao do indice diariedg¢ Maio de1966 até14 Agosto de

2002. Lado direito: Variacao do logaritmo do indice durante@smo periodo. [erR05

2003, ver fig. 3.1.

Distribui¢ ao de probabilidade de flutua@es de preco interdarios

Depois de se obterem, para diferentes horizontes de tesgaaatidades equivalentes ao lucro
(3.1) dos dois indices, foram construidas as respedteaséncias relativas estacionariagie

serao representadas por(r) (0 sub-indicel representa a palavoadog. Com o objectivo de
simplificar a analise, foi seguido um procedimento usuati@mos lucros foram normalizados

de tal forma que, para cadg a sua média fosse nula e os lucros expressos em unidades de
desvio padrao.

Para comparar as distribuicdes empiricas cogpr@aussianas

1

B 2—-2q 1—g¢q 1 _ 1 2 1—q
P === \/ -1 LEAUR vt B )

procedeu-se da seguinte forma:

3A frequéncia relativa corresponde a probabilidade desarh valor de- entrea e a + da. Isto equivale a

uma integracao da funcao de densidade de probabilitadeervalo indicado.
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1. Calcular o segundo momento parcial,

Tlmri) = 2 Trpalrr), (3.8)

e 0 quarto momento parcial,

r
Uepwk) = D T1Palrr), (3.9)

onder;") representa o valor maximo(minimo) do intervalo considerpara o

lucro normalizado;

2. Calcular o segundo momento parcial,

rT TT+5
~2 2 ’ ,
rrd) d 3.10
O-(TT v’”;) 27 I'r S p <TT> T, ( )
TTZTT
e 0 quarto momento parcial,
+
~ T rr+9
Lopat) = ZT% / L p(ry) dry, (3.11)

em qued = 5 x 1073 em quep (1) e dado pela equagao (3.7);

3. lgualaro? = 52 el - = I, - 4. Resolvendo numericamente es-
QUAIAIT - ) = Tlorri) ®lorrt) = Uonot)
tas igualdades obtém-se os valoreSqobag gue caracterizam completamente a
distribuicao (3.7) levando-se em conta a relacao (2.0 procedimento & consi-

derando bem sucedido quando os momentos da mesma ordeendfara la do

terceiro algarismo significativo.
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Tabela 3.1: Resultados obtidos pelo processo de ajust@pdwaros do DJIA.

T (dias) Ty q 03 X2

1 —5.14;4.67 1.545 0.338 1.46 x 107°
5 —476:444 1455 0.436 229 x 1076
10 —4.64;:4.66 1.391 0.487 2.84 x 1076
20 —4.02;3.38 1.312 0.518 3.17 x 1076
30 —3.02;3.07 1.267 0.652 3.71 x 1076
40 —3.04;3.08 1.207 0.579 5.23 x 1076
50 —3.04;3.06 1.174 0.546 8.29 x 1076
60 -3.07;3.03 1.128 0.542 1.27x107°
70 —3.05;3.03 1.096 0.579 1.50 x 107°
80 —3.04;3.06 1.063 0.592 1.63 x 107°
90 —3.02;3.06 1.046 0.605 2.63 x 107°
100 —3.01;3.04 1.024 0.639 3.27x107°

200 —3.01;3.03 1.003 0.849 5.63 x 107°
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Tabela 3.2: Resultados obtidos pelo processo de ajust@péuwaros do NYSE.

T (dias) TriT) q 03 X2
1 —4.12;4.22 1.488 0.455 1.33 x 1076
5 —3.89;3.77 1.419 0.535 2.02 x 107°
10 —3.85;3.41 1.369 0.595 3.60 x 1076
20 —3.49;3.21 1.287 0.657 4.52 x 107°
30 —3.43;3.21 1.233 0.705 7.14 x 107¢
40 —3.37;3.27 1.192 0.710 1.77 x 107°
50 —3.08;3.13 1.175 0.664 3.66 x 107°
60 —3.03;3.08 1.151 0.646 4.13 x107°
70 —3.03;3.05 1.135 0.694 5.56 x 10~°
80 —3.02;3.04 1.114 0.735 6.95x 107°
90 —3.01;3.03 1.085 0.752 7.87 x 107°

100 —-3.02;3.04 1.073 0.772 9.26 x 107°
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Figura 3.2: Os simbolos representam o histograma cadetu'partir das séries temporais
dos lucros do DJIA e as linhas representam o ajuste usandalarey da série temporal apre-
sentados na tab. 3.1. As curvas sao deslocadas na ordemanha factor de3 para melhor

visualizacao. [enfP05
Os resultados obtidos sao apresentados nas tabs. 3.1 e&sZigs. 3.2 e 3.3. O erro no

ajuste € avaliado através da funcéo de gfr¢por ponto),

N
1
= N E Pd TTZ (TT,i)]Za (3.12)
i=1

em queh (z) é afrequéncia relativa associada a distribuicad (Apartir das tabelas referidas e
dafig. 3.4 verifica-se a convergéncia lenta da distrémiq7) para a Gaussiana. Evolucéo se-
melhante foi recentmente verificada para o valog dae caracteriza a distribuicao da diferenca
de campo magnéticd no vento solardB(t) = B(t + T') — B(t), apbs o “termination shock”
[202].

Embora arguido por alguns autores, e.g. [174], que a distéib sempre € leptocUrtica e o
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Figura 3.3: Os simbolos representam o histograma codeteupartir das séries temporais dos
lucros do NYSE e as linhas representam o ajuste usando agvala série temporal apre-
sentados na tab. 3.1. As curvas sao deslocadas na ordemanha factor de3 para melhor

visualizacao. [enfP05
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Figura 3.4: Representacaoge 1vs.T para os lucros do DJIA e do NYSE usando os valores
das tabs. 3.1 e 3.2. Avaliando a partir desta figura pode afsmgue o NYSE aparenta ter

uma maior persisténcia na nao-Gaussianidade Fefh
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valor deq constantepara qualquer horizonte temporal, justificando a perda @adas quando
se aumenta o horizonte temporal como um mero efeito dstatiEsses resultados sao comple-
tamente incompativeis com o decaimento lento, aproxinaagima lei de poténcia, da curtosis
verificado por outros autores [144][175]. Os resultados agresentados estao de acordo com
essa evidéncia empirica, dada a relagao enéreurtosis, ver eq. (2.10). Nomeadamente, em
[174], a qualidade do ajuste nao & apresentada e a corapagatre teoria e empirismo é feita
numa escala real para ambos os eixos, suavizando a regpaceniral da distribuicao.

Na determinacao de(rr) aqui apresentada os valoresigee r;: variaram para evitar erros

subjacentes a perda de estatistica para grandes vaédres d

Evolucao da rao-Gassianidade Apesar de os resultados obtidos e apresentados graficamente
em fig. 3.4 ndo permitirem uma avaliacao quantitativa elgeddéncia de com o horizonte
temporall’, um resultado interessante emerge quando se analisa al@aepenentre os valores

do indice,S, nos instanteset — 7. Tenha-se em referéncia a seguinte equacao que refaesen

uma forma alternativa para o calculo da distribuigder),

p(rr)=) P(S(t),S(t~T)) 3¢ <log % - rT) : (3.13)

em queP (S (t),S (t —T)) representa a probabilidade conjunta de se ter um V&aléy no
instantet e um valorS (¢t — T') no instante¢ — 7". SendaS (¢) e S (t — T') elementos da mesma
série temporal, a probabilidade conjunia(S (t),S (t — T)), estara obviamente relacionada

com o grau de dependéncia entre os valores indice em festdiferentes. Sendo(r;) fun-
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Tabela 3.3: Resultados da aplicacao da forma generalzadrmalizada da entropia mutua de
Kullback-Leibler ao indice DJIA (esquerda) e NYSE (diagit

T (dias) ANy se

1 0.730 £ 1073
2 0.795+ 1073
3 0.866 + 10~°
10 0.898 + 1073
15 0.916 1073
22 0.930 £ 1073
27 0.932 41073
32 0.939 + 1073
37 0.945 4+ 1073
50 0.945 + 1073
60 0.950 + 1073
80 0.957 + 1073
100 0.961 + 1073

T (dias) 45y

1 0.760 +£ 1073
5 0.867 + 1073
10 0.901 £ 1073
20 0.921 + 1073
30 0.932+ 1073
40 0.944 £ 1073
50 0.947 + 1073
70 0.956 + 1073
100 0.960 + 1073
1000 0.985+ 1073

cionalmente dependente &S (t),S (t — T")), & coerente que o valor do indice entropigo,
que define a forma da distribuicgo(rr), e da curtdsis esteja relacionado com o grau de de-
pendéncia entr§ (t) e S (¢t — T') que define explicitamente a forma 8.5 (t), S (t — T))*

Para avaliar a dependéncia entre os precos foi utilizadérapia mutua de Kullback-Leibler
generalizada no contexto nao-extensivo, eq. (2.16)utzaldo a razad,, eq. (2.20), entre a

probabilidade conjunt® (S (¢),S (t — 7)) e o produto das probabilidades

P'(S(t),S(t=T)=Fi(S(t) P (S(t—T) =[P ()]

4Efectivamente, os precos foram reconstruidos a parsirelmrnos normalizados.
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Figura 3.5: Representacao Hegvs. ¢ para o indice DJIA relativa a varios horizontes temporais

no indice. [emP05
tal como indicado na sec¢ao 2.3.1. Nas figs. 3.5 e 3.6 estiesentadas as diversas curvas
R, vs. g para o indice DJIA e NYSE e varios horizontes temporaisndice. Na tab. 3.3 os
valores referentes aos pontos de inflexgt,das curvas nas figs. 3.5 e 3.6.

A partir da tab. 3.3, representaram-se graficamente osegattal — ¢°” como funcao do
horizonte temporal, figs. 3.7 e 3.8. Essa representaga@sealdog — log, permite verificar

gue a dependéncia de- ¢°» comT se ajusta muito bem a uma lei de poténcia

1—q® T,

comy = 0.393 £ 0.003 para o Dow Jones= = 0.417 4+ 0.006 para o NYSE.
Como pode ver-se, os valores para o Dow Jones e NYSE sadwseited. Adicionalmente,

eles sao muito proximos do valor do expoente de relaxdgzcurtosis relativadas flutuacdes

SA curtbsis relativa & a relagao entre a curtosis de uistaliliicio e uma distribuicao padrao usualmente a
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Figura 3.6: Representacao gvs. g para o indice NYSE relativa a varios horizontes temporais

no indice. [emP05
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Figura 3.7: Representacao tle- ¢°? vs. T para o indice DJIA segundo os valores da tab. 3.3
em escaldog — log. A linha completa representa o melhor ajuste e apresentaegtivel de
—0.396 £+ 0.003, a linha tracejada representa uma extrapolacao da lichaia verificando-se

gue passa proximo do valor ¢& paral = 1000 dias. [emP05
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Figura 3.8: Representacao tle- ¢°? vs. T para o indice NYSE segundo os valores da tab.
3.3 em escaldbg — log. A linha completa representa o melhor ajuste e apresentaalvelde
—0.417 + 0.006. [emP0Y

do indice SP500, feita povANOVA e AuSLOOS[144], para o qual foi encontrado o valor de
0.39 . Apesar de os estudos serem original e conceptualmentertiés, ambos estao relacio-
nados com a relaxacao da nao-Gaussianidade das digieblapresentando dependéncias com
o tempo praticamente igudis Refira-se também que estes resultados sao muito préxdmo
expoente relativo ao decaimento da curtosis encontragagdistribuicao das flutuacdes da
taxa de juro alema (Bund) em que= 0.43 ou das flutuagGes da taxa cambio entre o Marco
Alemao (GEM) e o Dolar dos E.U.A. (USD) que apresenta 0.5 [5]. Desta forma, ha que

considerar os resultados como um sinal da existéncia detmamportamento universal de-

Gaussiana. Para este caso, uma distribuicao leptoa@apresenta uma curtésis relativa maior doque
6Nz0 obstante os indices americanos DJ, NYSE e SP500 serepostos de formas diferentes, com diferentes

companhias, todos se referem basicamente a companhiasadggona bolsa de Nova lorque, dai a apresentacao

de comportamentos estatisticos muito semelhantes.
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vido a diferenca de métodos e conceitos aplicados e o @peldxacao encontrada: uma lei de
poténcia com um expoente entre 1.

Sendo a curtdsis completamente definida no contexto xi@ngvo pelo indice seria de
esperar um comportamento semelhante, i.e., lei de patpacag. Como foi citado, isso nao
se verifica sobretudo quando se compara 0 comportamentodkapeténcia para elevad@s
O mesmo acontece em [144] onde o trabalho realizado é awkpitos modelos de turbuléncia
de Kolmogorov [176].E de referir que com o aumento @eé natural que as dependéncias de
ordem mais elevada, ou seja, entre indices mais proxipoesam influenciar os valores obti-
dos, mas numa escala ao nivel de correc¢ao que se aaraditdectar a solidez do resultado.
Noutra prespectiva, o desvio dos valoresgdem relacao a dependéncia tipo lei de poténcia

pode ser atribuida a erros referentes ao processo de.ajuste

Relacggo com o teorema do limite central A perda de curtbsis esta intimamente relacionada
com a convergéncia para a distribuicao Gaussiana e goestemente com o famigerado teo-
rema do limite central. Sucintamente e omitindo os detalftésisecos ao rigor do formalismo
matematico, pode dizer-se que o teorema do limite cenfralensao generalizada de Lévy-
Gnedenko [177][178] estabelece que:

Somando-se um conjunto dé variaveis aleabrias independentes e identicamente dis-
tribuidas associadas a uma distribaig P, (), a distribui@o relativa a nova vaével Xy =
Zf\il x;, Py (X), seié dada pela convold@p dasN distribuigdes P, (x). As distribui@es

estveis deste processo de adtigde varaveis dependem da finitude da \@arcia,o?, de P, (z).
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Sec? € finito, enfio a distribui@o esvel, Py _... (X), & uma Gaussiana. $€ & infinito, enéio
a distribuicdo esévelé a distribuio cuja fun@o caracteisticaé dada pela eq(3.3), i.e., uma
distribuicdo de levy.

Como verificado, quer as distribuicdes aqui descritast ga encontradas noutros trabalhos
por outros autores, apresentam um valor do ingligara as distribuicdes diarias da ordem%de
o que indica finitude na variancia gér;). Por isso, a convergéncia para a Gaussiana torna-se
incontornavel face a inexisténcia de correlacdesmufiemente fortes que permitam sustentar
a estabilidade das distribuicdes de lucro com um Gnic importante referir-se neste ponto
gue, recentemente, foi introduzido um mecanismo de cgdekpor imposicao da regra de
Leibnitz num conjunto de probabilidades baseadg-pooduto que permitiu o estabelecimento
de um atractor no espaco de probabilidades diferente dast@tes de Lévy e de Gauss [179].
Este trabalho constitui a base da primeira generalizagaeextensiva do Teorema do Limite
Central [180] [181] [182] no qual se inclui o0 caso de ugrgeneralizacao das distribuicdes de
Lévy simétricas.

Apesar da transformada de Fourier@d@aussiana;; exp, [—a 2?] ser bastante complexa,

- ) [
! Z 2(q—1)al—‘[q%1] 2v/(g—1a (=D

esta adquire uma forma relativamente simples para o casaen-=g %

20°
F [mk} = (1+0 [k|)exp[—o [K]].

Partindo daqui, pode mostrar-se [5][183] que pArgrande, a parte central, concretamente
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a regiao tal queXy| < ov/N In N, pode ser descrita por uma Gaussiana sendo 0s gran-
des valores assimptoticamente pelaftgi(X) ~ X * devido ao comportamento da = 2)-
Gaussiana. Pode mostrar-se que esta cauda desaparedegraralé.

Para confrontar a evolugao gecom o horizonte temporal pode aplicar—se o Teorema de
Bérry-Esséen [183]. Segundo este Teorema, a distaacdistribuicao,Pr (X), referente a
convolucao deT" variaveis independenteem que<|:c|3> é finito, em relacao a Gaussiana,

G (X), varia como
1

Dado que a condi(;éq:c|3> < oo implical < g < g este teste apenas pode ser aplicado
para os resultados referentes ao NYSE. Uma avaliacavadguie &€ considerar-se 0 comporta-
mento da fungdo de erng® quando se ajusta a distribuica® (r) a uma Gaussian& simples

constatar que? & equivalente a uma média @mP;p]2 € que por isso,

1
2 —_
Xr ™~

Pode ser verificado na fig. 3.9 qu& ndo segue um comportamento linear com.

Para o caso do Dow Jones, utilizou-se um procedimento majsles: gerar computaci-
onalmente uma série de valores correspondentes ayt@ussiana com = 1.545; fazer a
convolucao para os diversos valoreside ajustar as distribuicdes resultantegs@aussianas.
Na fig. 3.10 pode observar-se que a aproximacao das digfids do DJIA a Gaussiana sao

mais lentas do que a aproximacgao gerada numericamente.

’No argumento aqui apresentadlg; nao se encontra normalizado.
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Figura 3.9: Representacdo g vs. 7! (quadrados). A linha representa a fungdo =
3 x 10T, ondex? & o valor do erro quando se ajusta a distribuig&or) com uma Gaus-
siana. Este erro deve tender para zero e forma linearicohguandol” — oo. O facto da

aproximacao ao limite ser mais lenta & uma indicacadegiendéncia nas variaveis.

Grau de depencdencia entre lucros Sabendo-se que a um horizonte temporal superior a al-
guns minutos, os lucros sao descorrelacionados, essargéneia mais lenta para a gaussiana
tera a sua origem em correlacdes de ordem superior qusa@@mensuraveis com a funcao de

correlacao,

(zy) — (2) (y)
C(z,y) = :
Via2) — @2\ ) - )?

Assim, aplicou-se uma vez mais a razdpque emerge da generalizagao da entropia matua

de Kullback-Leibler para lucros diarios separados por dmstncial’. Para os dois indices,
foi observado uma aparente independéncia dos valoreadicei;®? sendo os seus valores
meédios deg®? = 1.28 4+ 0.005 para o Dow Jones ¢ = 1.12 + 0.005 para NYSE (ver

figs. 3.11 e 3.12). Estes resultados, a primeira vista sanglentes, podem ser entendidos
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Figura 3.10: Os quadrados representam os valoresageesentados na tab. 3.1 e os circulos
o valor deq que melhor se ajusta as séries temporais obtidas a partomolucao de uma
outra série gerada a partir da rotinal@RTAN r an3 tal que pardl’ = 1, ¢ = 1.545. O
processo para geracao desta série resulta na aglidagdma condicao semelhante a aplicada

para problema de sistemas ferromagnéticos em contactdanho térmico.
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Figura 3.11: Representacaofgvs. g para as flutuagdes de indice DJIA para varios horizontes
temporais. A figura interna apresenta a derivad&gem relacao g. O valor do maximo néao

tem um comportamento monoétono e varia em tornd.gd& + 0.005. [em P05

com base em analise empirica anteriormente realizadauiors autores bem como fazendo
uso de resultados obtidos para um modelo paradigmatiGol BC' H (1, 1), que sera estudado
no prbximo capitulo o que permitira relacionar a quasanancia de;°” para lucros com a
correlagao de longa escala existente na volatilidade.

Apesar de o lucro inter-diario ser considerado uma olasehduto-descorrelacionada, € um
facto empririco e perfeitamente consolidado que o modaltucrd apresenta uma correlagao
de longa duragdo que pode ser ajustada por uma lei degut@&@om expoente enti@l e
0.4(veja o caso para os lucros do Dow Jones e NYSE na fig. 3.13[l85}[186])°. No cap.

4 serao introduzidos modelos em que a volatilidade & digrga de lucros anteriores e para 0s

guais a covariancia da volatilidade decai exponencialenero grau de dependéncia também

8Medida equivalente & volatilidade instantanea.
9Esta correlacio de longo alcance pode também ser bemitdgsmr uma composicao de exponenciais, mas

nunca com uma Unica exponencial com valor caracterisitito [5]. A representacao em lei de poténcia apresenta

a vantagem do conceito “lei de poténcia” estar intimamegitecionado a invariancia de escala e complexidade.
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Figura 3.12: Representagao Hevs. ¢ para as flutuagdes de indice NYSE para varios horizon-
tes temporais. A figura interna apresenta a derivad&,dam relagao g. O valor do maximo

nao tem um comportamento monoétono e varia em tornbide+ 0.005. [em P05

decai rapidamente. Consequentemente, entende-se &mwardeq® para os lucros como

uma manifestacao de dependéncias significativas denosdperior na variavel.

3.2.2 Mercados ilquidos: A Bolsa de Lisboa

Em 3.2.1 foi apresentada uma analise das flutuacOesdieeia varios horizontes temporais
referentes a transaccdes em mercados de elevada liquicezsiderados estaveis, num sen-
tido de pouco volateis. Contudo, & facil entender-se mpra todos os mercados podem ser
classificados como liquidos e/ou estaveis. O comporttoras um mercado financeiro esta
obrigatoriamente relacionado com a pujanc¢a da econonji@leste se encontra relacionado e
também, em principio, a factores como a maturidade goalitica que afecta altamente a vo-
latilidade. Esta combinacao de factores faz com que rdesceomo 0s americanos, o alemao,
o inglés, o francés e o japonés tenham comportamenta® reeimelhantes cujas flutuagdes

de preco podem ser bem descritas por distribuicbes dmpicdade (3.7). Em contrapartida
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Figura 3.13: Representacao da funcao de auto-co@elpara o valor absoluto das flutuacoes

de indice dirario’ = <'”(<t|)' |Z;)(23T)<|I>_(<t;ll>gt)|>2’ para o DJIA e NYSE numa escdla — log. As
1 —(|r1

linhas representam os melhores ajustes e apresentamededid33 + 0.013 para o DJIA e
—0.345 £+ 0.026 para o NYSE. [enP05

paises como o Brasil, que apesar da sua for¢a industriesemptam debilidades no sistema
sbcio-politico, tem um comportamento nas observave@nfieiras bem diferentes dos merca-
dos referidos liquidos. Isso reflecte-se quer nas distdles das flutuacdes de preco, quer no
comportamento persistente das séries temporais ger@mssociado a “volatilidade” do pais.

No campo de comportamento fora do padrao liquido, pod®irefe o caso indiano em que

foi mostrado que as flutuacdes de precos diarios no meilcaal (Bombaim) apresentam uma
forma exponencial[187]. Um outro exemplo de uma classeatite pode ser encontrada nas
flutuacdes de preco do mercado portugués [188]. Emlamiaatindices de desenvolvimento
social dentro dos padrdes da Europa Ocidental e um quatitcpestavel, Portugal apresenta

uma economia pequena em parte devido a populacao dgceats de 10 milhdes), mas com
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Figura 3.14: Evolucao do indice PSI-20 entre Fevereart9d6 e Junho de002.

certeza devido a influéncia latina da economia familiaeeicha cultura de pequena e média
empresa.

No que se segue desta seccao abordar-se-a a forma dagdksuntra-diarias do indice
PSI20 da Bolsa de Valores de Lisboa, actualmente Euronext Listiuine Fevereiro dé996
e Junho d&002 num total de cerca dé x 10° pontos, ver fig. 3.14. Este nUmero de pontos
neste intervalo de tempo equivale a uma actualizacandiod a cadd 0 segundos (aproxima-
damente).

O indice PSIR0, ¥, € composto por um conjunto @6 empresas cuja capitalizacao global

e ded.7 x 10! EUR 19, A formula de calculo do indice'®e

io:l pi(t) g (1)

U(t) = —

10A  discriminacdo das empresas dos respectivos valores efsa bpodem ser encontradas em

http: // www. eur onext . pt (Mercados— indices— PSI20 — Carteira).
Uht t p: / / www. eur onext . pt (Mercados— indices— PSI20 — Metodologia).
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ondep; (t), ¢; (t), d;, representam, respectivamente, a cotacaoéma empresa em o nu-

mero de ac¢Oes daésima empresa admitida a transacc¢ao e o divisor viggrae dado por

em queC (to) corresponde & capitalizacao inicial em valor base que, patgcorrespondente

a3l de Dezembrd 992, vale3000.

Analise das distribuigdes

Fazendo uma analise numérica da distribuicao da \@viae indice (eq. (3.1)), verifica-se
gue nenhum dos tipos de distribuicao regularmente atlbs para descrever flutuacdoes de
precos/indices em mercados financeiros se acomoda ribugEio empirica para as flutuacdes
do indice PSR0O da Bolsa de Valores de Lisboa. Para encontrar uma distéibuéicaz,
utilizou-se a analogia entre equacdes diferenciais mdbsmo nao-extensivo ja apresentada
para o tratamento relativo a sensibilidade a condigtieris (sec¢ao 2.4).

As distribuicOes exponencial e Gaussiana, relacioneai@sa optimizacao da entropba,

podem também ser obtidas a partir da solu¢ao da equlifegiencial,

dp ()
dz

= —fp(a), (3.14)

emp que representa probabilidade gualquer funcional de. Quandoz = |z| a distribuicdo
obtida & a exponencial, enquanto que paraz? a distribuicao obtida & a Gaussiana.

A equacao anterior pode ser generalizada tendo-se,

dp (x)
dz

=6, [ (@))", (3.15)
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cujas distribuicOes obtidas sag-&xponencial

p(x) ~[1—(1-q)B,lz)]77,

e ag-Gaussian eq. (3.7). A eq. (3.15) contem (3.14) como cadicpkar. No espirito de
trabalhos sobre reassociagao de proteinas [189], tnibdisdo de energias em fluxos de raios

cosmicos [190], considere-se uma generalizacao da8ekp)(por introducao de um indigé

dp ()
dz

= By [p (@) = (By— By [p ()7 (3.16)

Esta equacao, considerande= 1 eq = 2, € semelhante a equacao utilizada pedVPLANCK
em 1900 que conduziu a lei da radiagao do corpo negro[191].

Considerando apenas valores positivos de|z|, i.e.,z = 2 2 a solugao da eq. (3.16),

xr =

1 { [p (x)]_(ql_l) B (By/By) — 1 % (3.17)
6q’ |

q¢ —1 1+qg—2¢
J(15q—=24¢",q—4q',(By/By) —1) =T (0 ()50 — 2¢,q — ¢, (B,/ By) — )]},

ondeJ (p (z):a,b,¢) = [p(z)]"* F (1% Liatb, [ (x)]bc) e F & a funcao hipergeométrica.

Paral < ¢’ < qe B, < f,, trés regides podem ser observadas paré primeira, onde;

governa, fol) < r < x* em que

S . 219)

Em seguida, uma intermediaria, influenciadager;/’, para

-1

[(q - 1) ﬁq] qiq; (319)
(¢ = 1) Byl

?Desta forma consideram-se as distribuicbes simétricas

gt =
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e finalmente uma regiao onde apenaem peso para > x**.

Por solucao numérica da eq. (3.16), utilizando o progra® calculoMathematica foi
possivel encontrar uma forma que se ajusta muito bem #digéo das flutuacdes do indice da
bolsa de Lisboa. Os melhores valores que descrevem as, fietide preco (nao normalizadas)
saoq’ = 1.076, ¢ = 1.534 para os indices entropicosd® = 6.59 x 10° 3, = 7.47 x 10%,
fig. 3.15. Estes valores encontram-se dentro das corglgg@epermitiriam verificar usando as
condi¢des (3.18) e (3.19), a emergéncia dos trés reximelr|* ~ 0.00003 and|r|™ ~ 0.004.
Apesar de a série ser relativamente extensa a segundigdmads regime nao € observavel por

razoes de estatistica.

Implicagdes do resultado O resultado aqui apresentado & muito interessante, pyessenta
emergéncia de mais um tipo de distribuicao para fluideagle indices em mercados financeiros.
A distribuicao obtida implica que a uma escala de tempdocas flutuacdes do indice nao
podem ser descritas por modelos tipo Heston. O modelo dem§s®2] corresponde a um

conjunto de equacdes acopladas para lugre volatilidade,

dr, = —%dt + /U dW, (3.20)
dvy = —v (v —0) dt + /v dV;

em quell; e V; sao dois processos regulares de Wiener (anti-)correladus. Para este mo-
delo, a forma funcional das distribuicbesgeapresenta um comportamento exponencial para

lucros a tempo curto convergindo para a distribuicao Gana para os lucros a longo horizonte
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Figura 3.15: Densidade de probabilidade para as flutsaddeindice da Bolsa de Valores

de Lisboa entrd de Fevereiro dé996 e 28 de Margo de2002 (aproximadamenté milhdes

de pontos). A linnha completa representa a solucao da &46)(e & claramente a melhor

aproximacao a densidade de probabilidade dos dadazil@s) quando comparados com o0s

melhores ajustes feitos pelas distribuicdes: GaussigBausssianay(= 2.51), exponencial e

g-exponential { = 1.59) que também sao apresentados. [edd]
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temporat®.

Adicionalmente, uma questao pode colocar-se: Estararcauie indiano e o mercado por-
tugués dentro da mesma classe? Surpreendentementeogeamhalisa a distribuicao de
flutuacOes diarias de indice, verifica-se que para o daddshoa, apesar da fraca estatistica,
1600 pontos, a distribuicao & bem descrita por uma forma espoial, fig. 3.16. Tendo em
conta o Unico parametro de comparacao, a distrilbuti probabilidade para as flutuacdes
diarias, é-se induzido a considerar que a bolsa de Listzoha@sa de Bombaim pertencem a
uma mesma classe. Todavia, esta conclusao nao deixa, aw seinimo, questionavel face a
diferenca existente entre os dois paises.

Aproveitando a referéncia ao modelo de Heston, este apegs®mo veremos mais a frente,
divergéncias em relacao a factos empiricos para mesdagliidos. Em primeiro lugar, as suas
distribui¢cbes, como referido, sao de tipo exponencabpucros, pelo menos, com horizonte
temporal del dia [193], quando se verificou um valor praticamente constpara o expo-
ente que define a cauda das distribuicdes de lucroséim@ité horizontes temporais &te2
minutos(.5 dias de negocio)[157]. Em segundo lugar, o modelo de Hestam modelo es-
tocastico com ruido aditivo e desvio padrao local vaganm tempo, ndao contendo o caracter de

ruido multiplicativo presente nas séries de lucro.

130 facto de 0 modelo ser inconveniente para retornos a umdmezurto afecta os resultados para horizontes
de tempo superiores. Como o0s segundos momentos sao fimgfiearhente, pelo teorema central do limite, a
distribuicdo tendera & Gaussiana. Contudo, tal cg@reria nao corresponde a uma dinamica apropriada, mas a

um efeito meramente estatistico.
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Figura 3.16: Densidade de probabilidade acumulada paraitasigbes de indice (normali-

zadas) da Bolsa de Valores de Lisboa (simbolos). O ajusteifo utilizando a expressao

P (r) ~ eXpy_ [—ﬂqz 7‘1] > = Z—iq ﬂqz = (2 —q)B,, correspondente a uma funcéo de
distribuicdo de probabilidade(r;) ~ exp,[—03, 7] (linha completa). O valor obtido para

¢> foi de 1.01 £ 0.005, indicacao de que a distribuicao se pode consideraoaxponencial

(x* =1.6 x 107% e R? = 0.99981). Como comparacao apresenta-se na linha a tracejade a den

sidade de probabilidade acumulada relativa a uma Gaussiafia) = 3 (a —erf [\/gaD

como = 1.
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Figura 3.17: Evolucao do volume transaccionado diararrfalizado) da Microsoft Corpora-
tion no NASDAQ desdel Janeira2000 até21 Janeirac2005. Cada divisao da escala da abcissa

representé meses. [enfP04]

3.3 Volume transaccionado num contexto ao-extensivo

VariacOes de preco de um certo titulo, e consequentiengenindice, estao directamente rela-
cionadas com transaccgdes. Por isso, 0 volume transackidja definidd), € uma importante
observavel na dinamica de mercados financeiros. A suartémpma pode ser comprovada por
um velho provérbio de Wall Street:E“preciso volume para 0s precos se moverem” [194].
Veja-se na fig. 3.17 uma série tipica da observavel.

Varios estudos referentes a propriedades estatisticasldme tém sido apresentadas nos
altimos tempos. O primeiro estudo exaustivo sobre prdpdes estatisticas do volume foi rea-

lizado pelo grupo de H.E.18NLEY, sendo as principais conclusdes obtidas as seguintgs[162

4Por uma questao de simplicidade sempre que for referidormteolume este referir-se-a ao volume transac-

cionado.
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e As distribui¢cBes de volume apresentam um regime asstmptém lei de poténcia;

¢ O volume apresenta uma dinamica caracterizada por codexdade longo alcance com

expoentes de Hurst da ordem@a.

Este estudo, no que diz respeito as distribuicdes deapilidlade, foi estendido por R.
OsORIO, L. BORLAND e C. TsALLIS (OBT) para todos os valores do volume [163]. Nesse tra-

balho, OBT mostraram que as distribuicdes de volume eraitorinem descritas pela distribuicao,

p(v) = % (%)ﬂ exp, (—%) , (¢g>1) (3.21a)

ondeZ = [* (%) “exp, (—%)dv, a e § sao parametros tipicos do problema eepre-
senta o0 volume expresso em unidades de volume médio. Estibuicao corresponde a uma
generalizacao da distribuicao Gamma, que é recupayadnda; = 1, sendo também conhe-
cida como distribuicad’. Esta forma & bastante apelativa pois agrega, numa Unieg&o, 0s
dois regimes assimptoéticos habitualmente utilizados panfias,

v <= vkl
p(v) ~ : (3.22)
e P

Para os volumes Bminuto, dasl0 ac¢cdes mais transaccionadas durante o arr0@le obtém-
se valores der = 0.93,6 = 0.23 e¢q = 1.19 no caso do NASDAQ. Para o NYSE os valores sao
a=042,0=029eq = 1.25.

Além do mais a mesma forma descreve com grande fiabilidadéréodicdo de velocidades
em meios granulares sujeitos a forgcas externas [165][@643 distribuicao de ligagdes em

certos tipos de redes [166].
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Relativamente a estacionaridade, verifica-se que exiséeconvergéncia para a distribuicao
Gamma. Isso & comprovavel pelo aumento do expoente da.cd&al exemplo, no caso do
NASDAQ, eq. (3.22), foi verificado um expoente dé.9, —8.5 e —11.3 paral, 2 e 3 minutos,
respectivamente [163]. Isto indica uma aproximagao @oe&ncial que apresenta um expo-
ente—oo. Esta convergéncia nao verifica a aparente estabilidasl@idtribuicdes de volume

indicadas em [162].

3.3.1 Correlacio e depenéncia do volume

Com o objectivo de obter informacao estatistica de foamaesenvolvimento de um modelo
dinamico para volumes (a apresentar no cap. 5) analisaufsacao de correlagao da ob-
servavel al minuto para as0 acgdes que compde o DJIA (provavelmente o indice commai
impacto mediatico) durante o perido tde Julho de&004 até 31 de Dezembro d¥04 (apro-
ximadamenté x 10* pontos por série). Este conjunto de dados sera daqui ertediasignado
por DJ30. A lista das empresas e respectivos codigos aimnsegAs trinta empresas e respec-
tivos codigos sao: AA - Alcoa Inc; AIG - American Internaial Group Inc.; AXP - American
Express Co.; BA - Boeing Co.; C - Citigroup Inc.; CAT - Catdlgoi Inc.; DD - E.I. DuPont
de Nemours & Co.; DIS - Walt Disney Co.; GE - General Electr;GGM - General Motors
Corp.; HPQ - Hewlett-Packard Co.; HD - Home Depot Inc.; HONonidywell International
Inc.; INTC - Intel Corp.; IBM - International Business Madleis Corp.; JNJ - Johnson & John-
son; JPM - JPMorgan Chase & Co.; KO - Coca-Cola Co.; MCD - Mcidds Corp.; MMM -

3M Co.; MRK - Merck & Co. Inc.; MSFT - Microsoft Corp.; PFE - PéelInc.; PG - Procter
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& Gamble Co.; SBC - SBC Communications Inc.; UTX - United Teclogies Corp.; VZ -
Verizon Communications Inc.; WMT - Wal-Mart Stores Inc.; KIO Exxon Mobil Corp.

E conhecido que a dinamica intra-diaria de mercados feiesgapresenta uma dependéncia
com o tempo de negociacao. Isto &, os mercados tendemegeactivos no periodo de aber-
tura, onde os agentes sao influenciados por noticiasasfgae ocorrem no intervalo de tempo
entre o fecho do dia anterior e a reabertura do mercado, eetarpboximo da altura de fe-
cho, devido a tentativa de realizacao de mais valias. Aeni@@ncia do tempo de negociagao
intra-diario introduz propriedades estatisticas qaecnsideradas desinteressantes [195]. As-
sim, de forma a eliminar eventuais propriedades de deperadéelacionadas com o tempo de

negociacao, foi utilizado o seguinte procedimento padi69] para cada titulo:

1. Para cada companhia, determinar o volume médio no tempegbciacad

em quet’ representa o tempo de negociag8o= 0, ..., 340 minutos para o NYSE e

t'=0,...,420 minutos para 0 NASDAQ) érepresenta @-eésimo dia de negociacao;

2. Redefinir o volume no instanteatravés da divisao do seu valbr,(t), pelo valor médio

do instante de negociac@mo qual corresponde o tempaa série
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3. Calcular, finalmente, o volume normalizado no instante

v
v = Ty,

em que(...) se refere-se a uma média sobre o tempo

Com a variaveb (t) determinada passou-se ao calculo das diversas funedesritlacao

para cada empresa,

w®) v(t+1)) - w®)”

Ol + D) = 5

A partir dos valores obtidos foi feita uma média sobrd@empresas, para cada valor Be
cujo resultado se apresenta nos pontos a preto da fig. 3.1&Ionrepresentacao dos pontos

obtidos numericamente & dada por uma soma de duas expaisenci
Clo@),v(t+T)]=Cre T 4 Cye T/, (3.23)

comC; = 0.12840.002, Cy = 0.111+0.001, T} = 27.4+0.6 1, = 844+7, 0 que corresponde
a um factor entre as escalas de relaxacagde. Na tab. 5.1 sdo apresentadas as razdes entre
T, =~ ' eT, = T*. Este resultado significa que a dinamica de precos de \as@ngovernada
por duas escalas referentes a dois regimes diferentesnt@ipgriregime, relacionado com um

relaxamento local, tem um tempo caracteristico da ordesb dénutos e um outro que reflecte

15A mesma fung&o & tambem bem definida gt (¢),v (t + T)] = Cj + C, e~ T/Ti + C)e~T/T2 em que
Co = 0.0356 £ 0.0004, C; = 0.137 £+ 0.002, Cy = 0.098 + 0.001, 77 = 13.3 £ 0.3 eT, = 333 £ 7[142]. Para

este caso também as fung¢des duas exponenciais aprasentarazao da ordem @6.
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Figura 3.18: Os simbolos representam a funcao de coaelmédia para a¥) companhias
analisadas e a linha representa o ajuste feito com umadumgé representa a soma de duas
exponenciais, eq. (3.23), com tempos caracteristicbs= 27 andT’ = 844 o que da uma razao

de cerca dé2 (R? = 0.991 andy? = 2 x 10~° e tempo em minutos). [efA0Y

0s comportamentos dos agentes a longa escala com um tenagtedatico da ordem de5
dias de negocios na escala Dow Joffe&ste resultado sera importante na elaboragao de uma
dinamica para volumes num contexto nao-extensivo.

Apesar da funcao de correlacao ser, sem duvida, umatigade importante, muitas vezes
ela ndo é capaz de determinar de uma forma eficaz as depésldao-lineares de um conjunto
de dados. Isto deve-se ao facto da funcao de correlagadasicamente, uma covariancia
normalizada, ou cumulante de segunda ordem de um proces®a®g 0, € por iISSO apenas
capaz de medir correctamente dependéncias lineares qaogeen ser escritas de uma forma

linear.

16Sendo que o DJIA terd8 empresas negociadas no NYSE ao NASDAQ, o dia de negbcios Dow Jones

podera ser definido como a média dos dias de negbocidg¥)daspresas.
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Figura 3.19: Lado esquerdo: Entropia miutua generalizadé@uilback-Leibler e normalizada,
R, vs.indice entropicog’, para a International Business Machines (IBM). Na insey¢omo
mera ilustra¢ao, a derivada d&, em relagcéo &' paraZ = 1. O maximo corresponde a
¢°? = 1.58. Lado direito: Os simbolos representam o indice de dejpenid,¢°?, vs. T' (em
minutos) mediada sobre 88 séries temporais. A linha representa uma fungao logait de
ajuste¢®? = 1.59 + 0.111log(7T"), (o coeficiente de correlac@m®944) indicando o crescimento

lento deg°?. [emPO0O§

Com o objectivo de analisar consistentemente o grau de dépeia entre o volume,(¢) (a
1 minuto), fez-se uso, mais uma vez da raggmbtida a partir da eq. (2.17), em que= v (t) e
y = (t+T)sendo qud’ variou del’ = 1 atéT = 1024 [142]. As curvask, Vvs. q resultantes
para o caso particular da International Business MachiB&8)(sao apresentados na fig. 3.19.
Das curvask, vs. ¢ determinou-se o indicg” atraves do ponto de inflexao e a partir destes,
para cadd’, fez-se uma média sobre &companhias.

Os resultados, apresentados na fig. 3.19 demonstram o @etaifento da dependéncia
entre os volumes a um horizonte tempdfalA formal funcional dessa dependéncia pode ser
representa pela seguinte funcao,

¢ =a+blogT,



CAPITULO 3. ANALISE EMPIRICA DE OBSERVAVEIS FINANCEIRAS 109

em quea = 1.59, b = 0.11. Estes resultados apontam para a existéncia de depémsiénc
nao-lineares significativas que estao presentes mesmogpandes tempds. Comparando

a evolucao da funcao de correlacao coth & possivel verificar que o valor da funcao de
correlagado diminui muito mais rapidamente. Exemplifd@nentre’” = 1 e T = 1000,
C'lv(t),v(t+T)] decai de cerca d&0%, ao passo que’ (medida do grau de dependéncia)

apenas se reduz exi% entreT = 1 e T = 1024.

3.4 Estrutura multi-fractal

Para além das distribuicdes em forma (assimptoticdgidde poténcia, correlacdes de longa
duracao sao indicacdes do caracter complexo de urensdse da possivel presenca de in-
variancia de escala. Essa invariancia de escala, queapa@ries temporais represeatdo-
afinidade pode ser associada a um e Unico tipo de estrutura ou a uomtoiie varias substru-
turas suportadas numa mesma estrutura principal. O poroa#o é definido como monofractal
(ou simplesmente fractal) sendo caracterizado por unoigipoente, que coincide com o
expoente de HursO segundo tipo de estrutura & definido como um multi-ftattaste caso,
as propriedades estatisticas das varias substrutamasasécterizadas por expoentes loecgis
relacionados com uma dimensao fragtat) que compde espectro multi-fracta]196].

Desta forma, a multi-fractalidade & uma propriedade ingpde na caracterizacao de um
sistema como complexo e também como nao-extensivo. Aéexis de multi-fractalidade nas

séries temporais de lucros em mercados financeiros éltieatgum tempo conhecida. Embora
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autores como J.P. ®JCHAUD [198] tenham ja levantado dluvida a proposito da verdadei
natureza multi-fractal deste tipo de observavel, elesnmss ap6s as suas criticas apresen-
taram modelos baseados em movimento Browniano fracémn&lém do mais, a estrutura
multi-fractal do lucro foi um dos principais motivos parasiabelecimento de analogias entre
mercados financeiros e turbuléncia em fluidos [199][20@] chintexto nao extensivo existe na
literatura um conjunto de trabalhos que relacionam a nzaumaulti-fractal do sistema com o
caracter nao-extensivo.

No que se segue, introduzir-se-a um conjunto de resultaf@®ntes a estrutura multifrac-
tal das séries temporais de lucro e volumes, ambos a umaerdastséries DJ30 [201].

O método utilizado foi o Multi-Fractal Detrended Fluctioat Analysis MF-DFA ja apli-
cado numa variedade de fenbmenos que vao desde sériesefiiaa a séries metereologicas,
passando por fisiologia humana[197]. O MF-DFA é composlkaspgeguintes etapas:

Considere-se uma série temparglcomposta pofV elementos tal qué&/ > 1,

1. Determine-se o perfil correspondente ao desvio dos etesiéa série relativamente a

meédia

e apos este calcular,

.

2. Dividir o perfil Y; em N, = int (%) intervalos nao sobrepostos de igual comprimento
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3. Calcular a tendéncia local através de um ajuste demosiguadrados. Em seguida cal-

cular a variancia,

s

P = V-0 s+l -0}

para cada segmentor = 1,..., N, ondey, (i) representa um polinbmio de ordemA
ordem do polindbmio & importante nos resultados que senobPara as séries analisadas
foram utilizados polinbmios de ordem 5 a partir dos quais $€ verificava alteracao dos

valores do espectro multi-fractal.

4. Calcular a médid’, (s) sobre todos os segmentos para se obter a fun¢ao de #otda¢”™

ordemz,
N. 1/z
I #/2
nm%ighwﬂ}, )
e

Fz(s)Eexp{ﬂl\fsgjln[ﬁa(y,s)}}, z=0.

5. Determinar o comportamento de escalddés) por analise das representacdes em escala
log —log de F, (s) vs. s para cada valor de. Se a série: apresentar correlagdes longas

entao,

£.()

~ M), (3.24)

Pequenas flutuagOes sao geralmente caracterizadaalpmrs/grandes do expoente de es-

calah (z) (e z < 0) e grandes flutuagBes por pequenos valores do expoenseala ¢ez > 0).
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A correspondéncia entre o MF-DFA e o formalismo tradiclat@s multi-fractais é feita
através da relacao

7(2) =zh(z) -1, (3.25)

onder (z) representa o expoente da fungao de particao genetalitilizando a transformada
de Legendre,

fla)=za—-71(2), (3.26)

pode relacionar-se 0 expoentéz) com o expoente de Holder,

a—h(z)+ B (3.27)
dz
e
fla)=z[a—h(q)]+1. (3.28)

Paraz = 2, h(2) = H corresponde ao expoente de Hurst determinado por métodes a
razaoR/S ou DFA. Paraz = 0, f («) obtido pelas egs. (3.25), (3.26) e (3.27) corresponde a
dimensao de suporte.

No caso de um monofractal, como existe homogeneidade noartempento de escala para
qualquer segmenta, (z) & independente de Ou seja, apenas existem valores diferentes de

h (z) para cada se grandes e pequenas flutuacdes escalarem de formantdiger

Quantificacdo da contribuicdes Varios factores podem contribuir para o comportamento
multi-fractal de uma série temporal, especificamenteretacdes lineares, correlacdes nao-

lineares e decaimento em lei de poténcia da distribideguobabilidade. Estas trés contribuicdes
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podem ser isoladas e quantificadas. Relativamente adagiies lineares estas podem ser des-
truidas através de um embaralhamento dos elementogida &ara as novas séries podem
calcular-se os expoentes de esdalg, (z). A partir das novas séries, sem correlacdes line-
ares, pode criar-se um novo conjunto de séries atravéaskagem dos elementos ao espacgo
reciproco por Transformada de Fourier. Aqui novas fadeat@ias, sao introduzidése apos
iSso retorna-se ao espaco real através da Transformaetadrde Fourier. Estas séries apresen-
tam distribuicdo estacionaria Gaussiana e expoente@®ad., ., ajcq (2)-

Considerando que as trés contribui¢cdes sao indeptsiensando a relacao (3.24) € possivel

quantificar a contribuicao das correlagdes como

heor (2) = h(2) — hemp (2) ,

a influéncia da nao Gaussianidade da distribuicao

hPDF (Z) = hemb (Z) - hemb—alea (Z) )

e das nao-linearidades,

hemb—alea (Z) = hnlin (Z) =h (Z) - hcor (Z) - hPDF (Z) .

A multi-fractalidade de uma série temporal pode ser agtaliatravés das diferengcas nos

expoentes de escala para os valores,gg e z,;,, que para 0s casos estudados variam entre

17A metade dos elementos da série & atribuida uma fasérdemts metade restante sao atribuidos os respectivos

conjugados. As amplitudes permanecem inalteradas.
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+19.5 e —20 18, Analiticamente,

Ah = h (guin) — D (e - (3.29)

Para um monofractahh = 0, i.e, uma dependéncia linear d€-) comz. A eq. (3.29) pode
ser utilizada para as varias séries e a partir dos véiosleterminar o peso relativo de cada
uma.

Para cada observavel, lucro e volume, todas as curvas farastruidas fazendo médias do

valorr (z), para cada, sobre as 30 companhias.

3.4.1 Resultados para o volume

Na fig. 3.20 estdo representados, respectivamgrite) vs. « e 7 (z) vs. z obtidos a partir
das médias feitas sobre as companhias do DE3fossivel verificar-se que a série original e
a série embaralhada apresentam forte caracter muléifraem os exponentes extremos para
as séries “originais” valenda,,;, = 0.32 £ 0.04 € a,.x = 1.09 = 0.04. As séries embara-
Ihada+fase aleatbria apresentam um caracter mulédrbetm menos pronunciado. Ou seja,
as curvasfemp—aeq () S0 bem mais estreitas na abcies® que corresponde a dependéncia
quase linear de.,,;,_qcq, @SSiMm como a importancia no caracter multi-fractal éases de vo-
lumes da forma nao Gaussiana das distribuigdes.

Paraz = 2 obteve-sé (2) = H = 0.71+£0.03 para as séries puras o que esta de acordo com

a forte persisténcia encontrada noutros trabalhos soluee. O mesmo expoente de escala foi

BTeoricamentez .y = +00 € zmin = —oo. A escolha dos valores apresentados esta relacionada com a
comparacao entre resultados numéricos e analitice&rites modelos mono e multifractais que garante qualidade

nos resultados para séries de comprimentos da ordemrizs 8830 para valores deentre—20 e 20 [197].
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15
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Figura 3.20: Lado esquerdo: Espectro multi-fragtédy) vs. «. Lado direito: Expoentes de
escalar (¢). vs. ¢ mediada sobre a3) companhias. A legenda na direita & valida para a
esquerda. As séries pura e embaralhada apresentam unodatéer multi-fractal, enquanto
gue a série embaralhada+fase aleatoria apresenta uyneala@streita na abcissa Este facto
esta relacionado com o comportamento quase lineat, gde .. (¢) € também devido a forte
contribuicdo da nao-Gaussianidade da distribuigdprdbabilidade do volume transaccionado

para a multi-fractalidade da observavel. [Bd0]

determinado para as séries embaralhadas e embaralhselaldatoria tendo-se obtido valores
deH = 0.49+0.03 e deH = 0.5 4+ 0.03, respectivamente. Considerando margens de erro,
estes valores sdo compativeis com o vdlor= 1/2 do movimento Browniano. Além do
mais, foi analisado um conjunto de séries temporais em peiess as fases foram modificadas
aleatoriamente. Para esta série apresentou um expoehtarsieH = 0.7 £ 0.03. Daqui
se conclui que o caracter persistente nas séries tersiwaiolumes & devido as correlacdes
lineares.

Relativamente aos resultados para as diferencas entogposrdges de escala, eq. (3.29),
obteve-seAh = 0.675, Ah.,, = 0.027, Ahppr = 0.445 e Ah,;, = 0.203. Como pode

ser verificado, as correlacdes lineares tém uma comabumuito reduzida para a natureza
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multi-fractal do volume com\h..,,. correspondendo4; de Ah. Este valor &€ substancialmente
menor do que a influéncia das nao-linearidades &dmy;,,, a corresponder 30% de Ah. Este
resultado esta de acordo com a verificacao apresentaslcpao anterior, em que se mostrou
que este tipo de dependéncia & mais forte e duradoura gueangparada com as correlacdes
lineares. Finalmente, pode verificar-se que a nao-Gaidaide, Ahppr, corresponde 6%
de Ah.

A forte assimetria enf («) pode indicar que as pequenas e as grandes flutuagdes tem ori

gens diferentes.

3.4.2 Resultados para os lucros

Na fig. 3.21 estao representados, respectivamégrite) vs. « e 7 (z) vs. z, obtidos a partir
das médias feitas sobre as séries de lucro das comparthiad3). Mais uma vez, & veri-
ficavel comportamento fractal nos trés tipos de sériegdeeue, novamente as séries pura e
embaralhada mostram um maior grau de multi-fractalidadgeexpoentes de Holder minimo e
maximo para as séries puras valem, respectivamepte= 0.28 +0.04 € aiax = 0.83 +0.04.
Analisando os valores d&h, verifica-se que para as séries putds = 0.438, Ah.,, = 0.140
(32%), Ahppr = 0.093 (21%) e Ah,;, = 0.205 (47%). Comparando com os resultados para
0s volumes, as séries de lucro tém um caracter multtetasuito menos pronunciado, com
uma razao entrd\h’s de 2 para3. A forte diminuicao do peso da nao-Gaussianidade na na-
tureza multi-fractal do lucro & facilmente entendiveldi&tancia entre a distribuica® e uma

Gaussiana é superior a distancia entre esta g ymal .3)-Gaussiana, que descreve muito bem
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Figura 3.21: Lado esquerdo: Espectro multi-fragtédy) vs. a. Lado direito: Expoentes de
escalar (¢q). vs. ¢ mediada sobre a3) companhias. A legenda na direita & valida para a
esquerda. As séries pura e embaralhada apresentam urmadoatéer multi-fractal, enquanto
gue a série embaralhada+fase aleatoria apresenta uyneal@streita na abcissa Este facto
estéa relacionado com o comportamento quase lineat,gde... (¢) € também devido a forte
contribuicao da nao-Gaussianidade da distribuiggprdbabilidade do volume transaccionado

para a multi-fractalidade da observavel. [BO9

as distribuicdes de lucro (de acordo com a fig. 5°9)Esta diminuicao afecta logicamente os

restantes pesos relativos.

3.5 O tripleto nao-extensivo e obsem@veis financeiras

Os sistemas caracterizados pelo formalismo de Boltzmabbs@presentam as seguintes ca-

racteristicas[67]:

Isto pode ser verificado usando a entropia de Kullback-eeibA distancia entre a distribuica® para o
NASDAQ e uma Gaussiana normalizada efitee+oo com a mesma média e variancia é0de97 (no intervalo
entre0 e 100). A distancia entre um@gGaussiana com = 1.3 e uma Gaussiana & 8#34 (no intervalo entre-50
e 50). Os resultados foram obtidos por integragdo nUmef@=intervalos foram escolhidos por terem 0 mesmo
comprimento e conterem, no minim@s).(9)% da probabilidade de cada uma das distribui¢cdes de priateds

consideradas.
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e A sua distribuicao de probabilidades para energias gguotonal a uma funcao exponen-

cial em presenca de um termostato;

¢ Forte sensibilidade as condi¢des iniciais, i.e., estantidade cresce exponencialmente

com o tempo apresentando um valor positivo para o0 expoestém de Lyapunov;

e Apresentam tipicamente, para quantidades macrocopicasjecaimento exponencial

com um tempo de relaxacao.

Resumindo, estes trés comportamentos sao caractesipadfuncdes exponenciais—= 1.
Analogamente, foi conjecturado que, para sistemas quampsdeestudados segundo o forma-
lismo nao-extensivo, a distribuicao de probabilidadae®nergia (associadas a estacionaridade
ou meta-equilibrio), a sensibilidade as condi¢Oesiais e a relaxacao podem ser descritas
por trés indices entropicos, explicitamenig,;, ¢, € ¢..;, sendo este conjunto denominado
g-tripleto.

A primeira verificacao fisica deste cenario foi feitaatp da analise de dois conjuntos
de séries diarias da intensidade do campo magnético mo gelar registadas pela Voyager
1[202]. Para sistemas nao-Hamiltonianos, nao existalligzao de energia, por isgg..; hao
pode ser definido da forma acima descrita. Contygg,pode estimado a partir da distribui¢cao
estacionaria da variavel.

Foi ja demonstrado numerica e analiticamente, para uniedeate de sistemas unidimensi-

onais nao-extensivos, a validade da seguinte relad@e sensibilidade as condic¢des iniciais e
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estrutura multifractal[203],

1 1 1

1- qs Q'min Omax

Usando os valores obtidos para a estrutura multifractal’dinenes e dos lucros tem-sg, =
0.55 + 0.08, ¢s = 0.58 = 0.10. Para o caso dos lucros, o expoente das caudas apenas depende

deqgqq.: = 1.31 £ 0.02, verifica-se que, dentro das margens de erro, a relacdo dua

qs + Qstat = 27

é verificada. Desta forma, levando em conta o decaimapida 'da funcao de correlagdo dos
lucros, pode dizer-se que as flutuacdes de preco paracassabJ30 sao caracterizadas pelo
g-tripleto,

{Qstats Gs, rr} = {1.31 £0.02,0.58 £ 0.10,1} .



Capitulo 4

Modelos Heterosquedsticos para Lucro

Como se viu no capitulo anterior, as séries temporaisate lm como propriedades basicas,
a forte nao-Gaussianidade para escalas de tempo infer@ofe meses; descorrelacao para
diferencas de tempo superiores a alguns minutos e forketesintermitente. Adicionalmente,
a magnitude dos lucros, ou o seu quadrado, directamentgored@as com a quantidade nao-
observavelolatilidade apresentam correla¢des duradouras que, sao bendasigar uma lei
de poténcia, ou por um conjunto de exponenciais.

A verificacao do caracter intermitente das séries d®tie da volatilidade) levou a definicao
de uma classe de processos estocasticos que pode descdiv@mica de precos a um nivel
macroscopico. Explicitamente, & usual considerar-geaguvariaveis estocasticas de uma de-
terminada série temporal estdo associadas a uma certaud¢®o, estacionaria, e a momentos
estatisticos independentes do tempo. Este tipo de pméeasslinguagem da matematica apli-
cada definido combomosquedstica Um exemplo classico deste tipo de processo &, obvia-

mente, 0 passeio aleatorio tradicional onde a probabididie se ter um determinado valor para

120
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o deslocamento entre passos consecutivos & constantepo.téodavia, diversos fenbmenos
tais como: terramotos [204], a variacao de pressao démca na regiao do Pacifico decorrente
do EIl Nifio [205], sinais electroencefalograficos [206] e sériesudeds em financas parecem
Nnao seguir esta regra. Concretamente, 0s processoslosf@grarecem apresentar momentos
estatisticos dependentes do tempo, podendo, por issassificados como processueteros-
guedasticos Uma forma simples de se criar um processo heterosquealastia considerar um
processo que tem a mesma forma funcional da distribuiegababilidades para os incremen-
tos (para todos os instant®s mas cuja largura varia no tempo. Esta representacae ged
aplicada a varias séries econdbmico-financeiras tai®coariacdes de preco, média e variancia
da inflacao [6].

Com o objectivo de reproduzir este tipo de comportamentosgRT F. ENGLE apresentou
um modelo que foi baptizado @daitoregressive conditional heteroskedasti¢ityzC H)[207].
O trabalho de EGLE & considerando como um dos pilares da econometria e da @étatem
financeira juntamente com o modelo de Black-Scholes paeardetacao dos precos de opgoes
[147]. Apesar de terem surgido diversas generalizacZ@][209] que permitem a obtencao
de resultados muito satisfatorios, ele & até hoje agdic@mo uma primeira aproximag¢ao em
diversos problemas economicos [210][211]. Por todasestzdes foi outorgado egv03 o
Prémio em Ciéncias Economicas do Banco da Suécia emakardé Alfred Nobel a R.F.
ENGLE ?por nétodos para adlise de gries temporais ecdmmicas com volatilidade variante

no tempo ARCH)” .
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Para além das comprovadas aplicacOes a financas, asasaeteristicas permitem que este
modelo seja aplicado com sucesso a caracteriza¢cao desdé/processos com origem fisica
[212].

No que se segue, introduzir-se-a4 o modélBC H (s) bem como a mais bem sucedida e
aplicada das suas varias generalizacdeS ARC H (s,r) [213]. Serao apresentadas as suas

caracteristicas fundamentais e ap0s, far-se-a a seax@omcom o formalismo nao-extensivo.

4.1 O processiARCH

Seguindo o artigo original deN&LE [207], defina-se uma série temporal heterosquedastica

condicionalmente auto-regressiva como um processoastioa discretoz;,
2t = Ot Wy, (4.1)

ondew; representa uma variavel independente e identicamerttébdida com média nula e
variancia unitaria, i.e{w;) = 0 e (w?) = 1. Habitualmente, este ruido & considerado Gaussi-
ano, mas é pratica comum serem utilizados ruidos conagdistribuicoes.

Segundo a sua definicaovalatilidade o;, € uma quantidade positiva variavel no tempo e
dependente dos valores passados;dao qual se chamara detorno (equivalente ao lucro).

De acordo com a definigao (4.1), o processo apresentaarnérd,

(zt) = (o¢){wy) =0,
€ descorrelacionado

<Zt Zt'> = <Ut Ut'><wt wtf) = <Ut Ut'> Orr s
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e apresenta uma variancia condicionacfague evolui no tempo.

Consequentemente, os parametros que definem a dishobdégprobabilidade local, espe-
cificamente o desvio padrao, sao flutuantes. Porém, cenvera adiante, essa dependéncia
local ndo impede a existéncia de propriedades estat$stie longo curso bem definidas.

No artigo onde & apresentada a definicacdd&”' H, ENGLE propde também uma forma

simples para o calculo dg,

Utz =a+ Z b; ZtQ_Z-- (4.2)
i=1

Assim o processelRC H (s) & definido por duas equacgdes acopladas,

ct = \/a + i bi 2w

2 _ s 7 9 2
op =a+ Zi:l bi oy wiy

4.3)

ondea, b; > 0. O conjunto de valore$h;} & o responsavel pela introdugado de “memaoria” no
processo. A ordem de memoria, definida pelo valos éen eq. (4.3), caracteriza 0 processo
ARCH como ARCH (s). A forma da distribuicdo de), juntamente cona e {b;}, definem
completamentas propriedades do processo em causa. Por exemplo, giaado (i), ndo
existe introducdo de memoria e consequentemente ogmoddiC' H (s) reduz-se a geragao
de um ruidav; multiplicado/a.

Paraocase = 1,i.e.,b; =beb;, =0 (i = 2, 3,...), que representa 0 mais emblematico
de todos os processasRC' H (s), podem verificar-se as seguintes propriedades estafi gtar

analise das egs. (4.1) e (4.2):
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¢ O segundo momento da distribuicdo estacionBria) & dado por

0® = (z}) = (o}) = T (b<1); (4.4)

e € 0 quarto momento vale

b 14 b
=t T ey

(4.5)

Por mera simplificacdo, pode considerar-se que 0 procés80H (s) gera uma série
temporal de variancia unitaria, i.e:? = 1, e por issaw = 1 — b. Neste caso, o0 quarto

, . ()
momento € numericamente |gual a curtokjs= ek tendo-se

k,—1

<Z;1> :kz:kw |:1+b21—7]{;wb2

y (kb < 1). (4.6)

Pela eq. (4.6), & directo entender-se que qualquer qua dejaa deP, (w), 0 processo
ARCH (1) gera distribuicdes de probabilidad®(z) com decaimento mais lento e natural-
mente com a curtésis, > k,, [215][216][217][218][219]. Observe-se na fig. 4.1 exenwplo
tipicos para ruido gaussiano.

Apesar de ser descorrelacionado no retorno, o madé&l6' H (1) apresenta correla¢des na
volatilidade que decaem exponencialmente com um tempotesistico da ordem dn b|_1.
Este facto, nao condizente com as verificacdes empideauma correlacao de longa duracao
na volatilidade, implicaria na utilizacdo de processid3C' H (s) coms > 1. Tal, introduz
dificuldades de aplicacao, a comecar pela determindga varios, através de um processo de

maxima semelhanca [216].



CAPITULO 4. MODELOS HETEROSQUERBSTICOS PARA LUCRO 125

Figura 4.1: Lado esquerdo: Dois exemplos de séries tenspgeradas pelo processo
ARCH (1) para um ruido Gaussiang, = 1. A magnitude da memoéria (peso do valgr,,
i.e.b > 0) aumenta a probabilidade da obtencao de grandes valereg,cu seja, de caudas
longas emP (z). O valor mais elevado para= 237 nao é virtualmente observavel quando
b = 0. Lado direito: Dependéncia temporal da volatilidaggpara os processosRC' H (1) da

figura ao lado. O maior valor deocorre para = 238. [em P02

Estas dificuldades inspiraram TOBLERSLEV, antigo aluno e colaborador delELE, a in-
troduzir uma generalizacao do procesldeC' H (s), conhecida na literatura coniARC H (s, r)

[213][214].

4.2 O processdzARCH

A generalizacao do processo originalmente proposto p@LE correponde a substituicao da
eq. (4.2) por

ol =a-+ Z bz, + Z ot (a,b;,¢; = 0). 4.7)
i=1 i=1

Na realidade a mesma forma foi apresentada de forma indeptneml 986 por T. Bollerslev na ref. [213]
e por S.J. Taylor, mas este apenas para o tasg. Apesar do trabalho de Taylor ser constantemente citado ao

lado do trabalho de Bollerslev, & habitual os créditoseteegalizacao serem nominalmente atribuidos ao Gltimo
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Basicamente, a diferenca entre as egs. (4.2) e (4.7) eeperd dependéncia explicita da volati-
lidade nos seus valores passados. Isto introduz uma madivilitade e uma reproducao mais
fiel de séries temporais com um simples proc&€sddC H (1, 1). Tal como o seu predecessor,
0 GARCH (s,r) também capta a tendéncia para uma agregacao da \adsli Isto &, gran-
des(pequenos) valores desao habitualmente seguidos de grandes(pequenos) valdegs
precisamente, apesar do sinal arbitrariawgdepode ser verificado que, muito embora descor-
relacionados{|z| |z~|) ndo & proporcional &,. Para o cas6:ARCH (1,1), BOLLERSLEV

demonstrou [213] que a covarianciae

cov (ztz, zt,) = <zt2 zt,> <zt2> <th>
decresce como uma lei exponencial com tempo caracteristic
7= n(by +c1)| . (4.8)

Muito embora nao estar, mais uma vez, de acordo com as aedis empiricas, esta com-
provado que a utilizagao de um valor de> 0.7 induz um aumento substancial no tempo
de decaimento da funcao de correlacao que pode aprosesignificativamente a forma real
[208]. E directo identificar-se que um processel RC'H (s,r), para o qual todos og sdo
nulos, corresponde a um proces§BC H (s). Veja-se nas figs. 4.2 e 4.3.

Foque-se a partir daqui a atencaomd RC' H (1, 1), que se mostra suficiente para reprodu-

zir uma parte significativa das série financeiras. Neste, cas

ol=a+bz’ | +col |, (4.9)
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Figura 4.2: Lado esquerdo: Séries tipicas para um procgdsiC' H (1, 1) obtidas a partir de

um ruido Gaussiang, = 1. E verificavel que a introduczo do parametmumenta a probabi-
lidade de obtenc¢ao de grandes valdegls aumentando assim as caudas(z). Lado direito:
Dependéncia da da volatilidade,para os processos apresentados na figura do lado. Pode ver-
se claramente a diferenca entre 0 e c # 0, ou seja entrelRCH (1) e GARCH (1,1). Para

0 mesmo valor dé podem obter-se maiores valoresadde que torna as caudas €nz) mais

longas. [emP0q
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Figura 4.3: Lado esquerdo: Correlagcao enfre z;,.r vs. distancia temporal’. Todos os
valores, excepto quando = 0, estao ao nivel de ruido. Lado direito: Correlacaoeemalores
absolutos dos retornos em funcao da distancia temp@aah este caso, a correlacao apresenta
um decaimento corfi’. Os valores utilizados para o processd RC'H (1,1) foramb = 0.4 e

¢ =0.4. [emP0qg
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de tal forma que o processo & completamente definido quanda:, e a natureza do ruido,
P, (w), séo especificados.

Combinando as egs. (4.1) e (4.9) pode verificar-se que

atz =a-+ (bwf_l +c) Uf_l,

gue corresponde a classe de processos com ruido muaitiypdic Por aqui também se observa

que o0GARCH (1,1) corresponde a um processo Markoviano €mdescorrelacionado em

segunda ordem parg, mas com correlacdes (ou dependéncias) de ordem superio
Relativamente aos momentos de ordenha distribuicao estacionarfa(z), pode verificar-

se que o segundo momento vale,
= ()= (ot =7  (+e<l), (4.10)
—0—c

€ 0 quarto,

1+b+c

() = ) T A —2be—@ =2 @) (4.11)

A condi¢aob + ¢ < 1 €& na realidade muito importante, pois garante que o progesse
corresponder exactamente a um proce$&d'H (s) de ordem infinita [220]. Novamente, se
o process@7ARCH (1, 1) gerar, séries com variancia estacionaria unitaria= 1, tem-se a

condicaon = 1 — b — ¢. Assim, tem-se

o — 1
4 k. =k, (1 b2 w 412
(=) <+ 1—c2—zbc—b2k:w)’ (4.12)
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ondec® + 2bc + b?k, < 1. Também aqui, como na eq. (4.6), & claro que o processo
GARCH (1,1) gera distribuicbes’ (z) que apresentam caudas mais extensas do que as da
distribuicao do ruida®, (w) e do que as que sdo obtidas através de um proceBsoH (s)

com o mesma [218][219]. E também possivel ver que o parametre apenas (til quando

b # 0. De outra forma, &ARCH (1, 1) reduz-se a reconstru¢ao da distribuicdo de probabili

dades em qui, = k.

4.3 Conexo entre as distribuigdes em processos heterosquasticos

e nao-extensividade
4.3.1 Distribuicao para retornos

Como foi visto, os processos heterosquedasticos poderesanidos a geracao de variaveis
estocasticas localmente associadas a uma dada digiobtuga variancia & actualizada a cada
instante. Este cenario &, em tudo similar ao introduzidoBRECK & COHEN para a supe-
restatistica apresentado na sec¢ao 2.5 e que tem ungaaétgima com o formalismo nao-
extensivo. Para este caso, o parametro a actualizar éaesiarinstantanea, ou seja, a volati-
lidade. Como, quer 6lRC'H (s), quer oGARCH (s, r) sao processos discretos de formacgao
de ruido, a estacionaridade local & automaticamentBozeta e consequentemente a escala de
evolucao da volatilidade;, T = 1, & muito maior do que a escala de equilibrio local, ver fig.

4.4. Baseado entao nesta equivaléncia, é feita a peppost a distribuicao independente do
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Figura 4.4:
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-0.5+

-1.04

130

llustracdo superestatistica para 10s primeiros passos de um processo

GARCH (1,1) coma = b = 0.4 e ruido Gaussiano. Para este caso, cada passo temporal

(cada célula), é caracterizada por uma dada larguraa(bntheio) da Guassiana local que se

encontra associada ao valordebtido (circulos). [enP0g

tempo,P (z), podera ser descrita por umpdsaussiana, relembrando,

onde

A= VAT [23q 2}

Analiticamente a proposta pode ser escrita como

P(z) ~p(2),

Vi(g—1) B.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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em quer? = 1.

Especificamente [138][140], sera imposto que igualdatie &g egs. (4.12) e (2.10) &

175_‘595). Assume-se aqui que o ruido segue a distribuicao gkremia,

Po(w) = — A (qn < 5) , (4.17)
[1 4+ o=l w2] et 3
5—3qn

definida pelo indicey,. A sua variancia é igual & e A,, & unicamente determinado por
normalizacao.
E agora possivel estabelecer uma relacao entre os paddEm c e os indices entropicag

eq:

_ Va=a)(f(an,0)=¢ f(@.an))  c(g—gn)
b= F(@n,9) ~ flang) (4.18)

com

fx,y) =(5-32)(2 —y).

Parab = ¢ = 0 tem-seq = ¢,. A eq. (4.18) encontra-se ilustrada na figura 4.5 para v&alore
tipicos dey,,.

Parac = 0, arelagéao (4.18) reduz-se a relagao pareid’' H (1) apresentada na fig. 4.6,

- \/ (4 — )
(5—=3¢)(2—q)’

ou

14025 —3q,)

(4.19)
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Figura 4.5: Diagramay, b, ¢) de processo§ARCH (1,1) com(z%) = 0 parag, = 1 (Lado
esquerdo) &, = 1.2 (Lado direito). No Gltimo caso o valor maximo possivetgéa (com

c=0)eb= \/% ~ (.488. [em P06

04,, b
0.2
0

Figura 4.6: Diagramégy, g,,, b) de processod RC' H (1) com(z?) = 0. Quandd = 0 obtém-se
arectag = ¢,. [emP02
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Para verificar a proposta (4.18) foram gerados, para vaiipiess de(b, ¢, g,,) € usando um
algoritmo baseado nas egs. (4.1) e (4.9), um conjunto tesgeémporais. Depois, foi calculada
a frequéncia relativa e esta comparada com os histograefasepites ao intervalo escolhido
) associados com a distribuicageGaussiana em qugsatisfaz a proposta apresentada. Isto &,

foram comparadas as densidades de probabilidade numeritaobtidas coni/ (z) em que

z+0
H(z) = [I]5) p (@) dv =

_ _9,)2 _ 2)2
x {(5_2Z) LF, (%7L-%;M) (64 22) oF (57%;3;%)}’
(4.20)

onde, F; representa a funcao hipergeométrica. Como pode sdadugbelas figs. 4.7 e 4.8,
a concordancia entre (z) e a distribuicao (4.13), em que o valor gsatisfaz (4.18), & muito
razoavel. Os valores dee ¢ utilizados foram escolhidos de forma a que seja possisdrehr a
gualidade geral da proposta (4.18) e que a variancia e eogu@mento se mantenham finitos.
Nas legendas das figuras apresenta-se o valor da funcaimde e

Outra forma de se avaliar a discrepancia eftfe) andp (z) (or H(z)), & calcular-se o erro
percentual no momento de sexta ordem entre as distriligstes valores sao apresentados
natab. 4.1 e mostram que as discrepancias nao sao magges3 %, 0 que na pratica podem

ser consideradas desprezaveis.

4.3.2 Distribuicao para a volatilidade

Seguindo a analogia entre superestatistica e os prodestsoesquedasticos aqui apresentados,

é possivel determinar a distribuicdo estacionarra pavolatilidade. Isto pode ser feito se em
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Figura 4.7: Histogramas/Densidade de probabilidade deepsosz ARC H (1,1) comg, = 1
e valores tipicos para os par@s c). Em sentido horario(0.1; 0.1), ¢ = 1.021 (x* = 2.35 x
1079); (0.1; 0.88), ¢ = 1.287 (x2 = 4.59 x 10719); (0.4; 0.1), ¢ = 1.26 (x® = 2.44 x 1079);
(0.4; 0.4), ¢ = 1.38 (x2 = 3.22 x 1077). [emPO0§]
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Figura 4.8: Histogramas/Densidade de probabilidade deepsos7ARCH (1,1) comg, =
1.2 e valores tipicos para os pakésc). Em sentido horario(0.1; 0.1), ¢ = 1.211 (x? = 8.67x
10719); (0.1; 0.5), ¢ = 1.221 (x% = 6.01 x 10719); (0.3; 0.25), ¢ = 1.310 (x = 8.11 x 1079);
(0.3; 0.45), ¢ = 1.35 (x2 = 7.36 x 1079). [em PO§|
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Tabela 4.1: Erro percentual no momento de sexta-ordem astiensidades de probabilidade

numerica e da eq. (4.20) apresentadas nas figs. 4.7 e 4.8.

an | b | ¢ | ) mumerico | (#*Dproposta | €1TO 00)
101} 0.2 13.97 14.05 0.60
1 ]0.1]0.88 66.75 65.46 1.93
104] 01 61.45 62.33 1.44
104 04 591.91 517.67 1.75
12/01| 0.1 49.41 49.08 0.67
1.2/ 0.1| 05 55.93 55.43 0.89
1.2 0.3|0.25 181.48 179.44 1.13
1.2/ 0.3]|0.45| 141641 1455.37 2.75

vez de se considerar o parametro intensi/a;omo o inverso da temperatura, este ser definido
como uma quantidade proporcional ao inverso do segundo ntogie = ﬁ Probabilistica-
mente, isto significa que, para cada instante, o retorneesagag,,-Gaussiana condicionada a
um segundo momento instantaneg, que se encontra associado a uma distribui¢do de proba-

bilidade,p,(c?). A distribuigio de probabilidade estaciongria) & entdao dada por

Pstationary(z) = A pa(02) p(2’|0'2) d(02)7 (421)

ondep(z|c?) & a probabilidade de se ter um valor para o retorndado que, para o segundo
momento, o valor foi de?. O caso homosquedastico corresponde &?) = § (0% — 2).

Centrem-se as atencdes, por agora, no caso de ruidoi&augs = 1)

e 27, (4.22)
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Assumindo uma linha inversa a da superestatistica paee gue, se

p(Z) = Pstationary = P(Z)u

ou noutras palavrase a ¢-Gaussiana, que € definida pela condicao (4.18), canekpa
distribuicao estacionaria de um processo supersstatientao, segundo a formulacao superes-
tatistica, o processo heterosquedastico correspamdam processo superestatistico em@ue

segue uma distribuicio Gamma ou, alternativamente, en{segue a seguinte distribuicao,

o _ &P (—rpm) (0
po (o) = T (4.23)
onde
__1-q
K== Ga_ ) (4.24)
e
1 1
\ = 1% (4.25)

A distribuicao de probabilidade (4.23), muitas vezesnida comadistribuicio Gamma inver-
tida, & também solucao estacionaria da equacao de F&klieck que se obtem de equacdes

diferenciais estocasticas com ruido multiplicativo g {usando notacao Itd),

dx = —v (z — 0) dt + kx dW;, (4.26)

também usada em modelos de volatilidade estocasticaylmasnente numa abordagem continua
[221][222][223]. Esta semelhanca esta em total acorao a@strutura de ruido multiplicativo

parac?, eq. (4.7) e outros tipos de equagdes.
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Figura 4.9: Os simbolos a preto representam a distaoutié probabilidade acumulada,
P (0?) obtida por simulagdo numérica de um ruido Gaussiano kom ¢ = 0.4 . A
cinzento & apresentada a distribuicdo acumulada reteeeeq. (4.23) em que:, \,5%) =
(0.444,2.125,1) satisfazem as eqs. (4.24) e (4.25). [B66

Como pode ser avaliado na fig. 4.9, a proposta (4.18) conduz&ia a uma resposta bas-
tante satisfatoria para a descri¢cao da distribuigdprdbabilidade do quadrado da volatilidade,
corroborando a ligacao entre a classe heterosqueaatgtiprocesso, mecanica estatistica nao-
extensiva e superestatistica. Expressdes analiticas (4.23), (4.25) e (4.24) podem ser Gteis
em aplicacOes relacionadas, entre outras, com pregoggdes onde a previsao da volatilidade
tem um papel importante.

Para o caso do ruidg,-Gaussianog, > 1), argumentos semelhantes podem ser utilizados.
Contudo, a obtencdo de uma solugao analitica para &€tl) que a generalize mostra-se

bastante complexa.
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Se, para a probabilidade condicionagla, |0?), € conhecida uma resposta satisfatoria,

A(Qn70'2)
1
[1 + B(qn,g2) (qn — 1) 2’2} =1

p(zlo?) = , (4.27)

0 mesmo nao acontece cam(o?). Assumindo uma aproximagao continuaguma possivel

proposta para decrevey (o?) &

Po (0%) o (‘72)_1_A6qua< ;)

2 ko2

= (o) (1 + 2 1i> o (4.28)

2k o2

ondeg, € um indice que depende gg i.e.,q¢, = ¢,(q,) de tal forma que, (¢, = 1) = 1. Para

o? grande,
po (02) ~ (0%) 77" (4.29)
O integral [~ 0? p,(0?) d(c*) devera ser igual ao valor médi = ——. Isto implica,
1+ A= 5
o 4.30
2k (A—1) (4.30)
e
R 2 2 2 _5\23¢—9
2z ps (0°) p(z]0°) d(0°) dz=3 (57) s (4.31)
—00 0 -

A partir da eq. (4.29) e por ajuste numérico das curvas daldigao de probabilidade
acumuladapPs (0?), & possivel determinay, e em seguida, e x pelas egs. (4.30) and (4.31).
O procedimento apresenta-se valido para valores gerto da unidade. Por analise de alguns

valores dey, verifica-se que o valor dg, € igual al para todos os valores @g considerados.
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P_(0);

Figura 4.10: Os simbolos a preto representam a distébude probabilidade acumulada,
P (0?) obtida por simulagdo numérica de um ruigleGaussianog¢, = 1.15) com (b,¢) =
(0.5,0). A cinzento & apresentada a dsitribuicdo acumuladaemrtie a eq. 4.23 em que
(k, A, 52) = (0.365,2.371, 1) satisfazem as eqs. (4.24) e (4.2)e= 1. [emP0O§g

As figs. 4.9 e 4.10 confirmam que a proposta produz uma aprg&insatisfatoria quando
comparada com realizagdes numéricas, particularnpar valores grandes da volatilidade
gue sao, por sua vez, responsaveis pelos grandes retdespgecificamente, para o caso de
ruido ¢, —Gaussiano, embora existam pequenos desvios relativosiampesjvalores de?, as

caudas sao significativamente boas.

4.4 Grau de depen@&ncia em processos heterosquadticos

Como indicado na secg¢ao 4.2, as variaveis estocastigdsnum processG ARC H (s, r) SA0

linearmente descorrelacionadas. Todavia, combinandgsag41) and (4.7), pode verificar-se
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que elas nao sao independentes. Mais precisamente;/gdta’ H (1,1) (2 = 1), tem-se

2
zt:\/1+b(zt2_1—1)+c<zt2_l—1)wt. (4.32)

Uma possivel medida desse grau de dependéncia entageigréstocasticds;; z;_;) consiste
na aplicagao da forma generalizada e normalizada dapeatnaitua de Kullback-Leibletz,
(eq.(2.20)), onde = z; andy = z;_;.

A partir de um conjunto de séries geradas seguindo o algoftARC H (1, 1) e aplicando
0 método referente a eq. (2.20), obtiveram-se as curvasepadas na fig. 4.11 para valores
tipicos de(b, ¢, q,). Para cada uma foi entdo determinado o valor¥ee este representado
como uma func¢ao do indice entropigmbtido através da eq. (4.18), tal como apresentado na
fig. 4.12. Para os dois ruidos apresentagtdsjecresce monotonamente com

Para um valor dey, fixo, esta curva parece nao depender dos valore®,d¢. Uma
ilustracdo desta independéncia é indicada na fig. 4nt2 doram utilizados diferentds, c)
que dao o mesmo valor de Este resultado & aparentemente contra-intuivo, gares dife-
rentes conduzem a tempos de decaimento diferentes parga@ofde correlagado de’. Por
isso, seria de esperar que o par com maior tempo de caséictepara a funcao de correlacao
apresentasse também um maior grau de dependéncia. Gpestelargumento, a primeira vista
lbgico, € desmontado pela analise de pares com o mesnpo téendecaimento para a funcao
de correlacao, e.gib = 0.2,¢ =0.2) e (b = 0.4,c = 0), ver eq. (4.8). Apesar de ambos terem
tempos de decaimento iguais para a funcao de corretig&qg eles nao apresentam o mesmo

grau de dependéncia. Verifica-se sim que o par com maior @alg (b = 0.4, ¢ = 0), tem um
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0.64

0.4+

0.2

0.0
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Figura 4.11: Entropia mitua generalizada de KullbaclkeleginormalizadaRk, vs. ¢’ para
varios processo§ ARC H (1, 1) com valores tipico$q,, b, c). Lado esquerdoy, = 1 e (b, ¢)
sao os seguintes: (1; 0), 2-(0.05,0),3-0.1,0.2),4-(0.15,0),5-(0.2,0),6-(0.2,0.2),7-(0.25,0), 8-
(0.3,0), 94(0.4,0), 10{0.4,0.1), 1140.4,0.2), 1240.4,0.4), 130.5,0), 1410.2,0.688), 15-
(0.35,0), 1640.1,0). Lado direito: ¢, = 1.2 e (b,c) sao os seguintes: (I} 0), 2-(0.1,0),
3-(0.1,0.1), 4-(0.15,0), 5-(0.2,0), 6-(0.25,0), 7-(0.3,0.1), 8(0.377,0), 9-(0.3,0.45), 10-
(0.48,0.0). As insercdes contém a derivad&, /dq’ (humericamente obtida) para as primeiras

guatro curvas como mera ilustracao. [B0G]
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2.50 1 ,
op [m} qn=1
b=03,c=0 © q,=12
2.251 b=0.1,c=02
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1.754 0oy o g
b=04c-0 | — 70 57 °
b=02, c = 0.6888
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Figura 4.12: Representagaoqte vs. q para os valores dg,, b, ¢) indicados na figura anterior.
Uma das setas indica dois exemplos obtidos por diferenpésttrs,(1,0.4,0) e (1,0.2,0.6888)

e que apesar de diferentes tempos de decaimento da c@i@anarpontd q, ¢°7) (discrepancia
para la da terceira casa decimal). As outras setas indic&nmscdois tripletos (aléem dos referi-
dos no texto) que apresentam o mesmo tempo de decaimenta pavariancia de?. O facto

de nao coincidirem indica, mais uma vez, g e a covariancia sao quantidades diferentes.

[em POg
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maior grau de dependéncia que o flae 0.2, ¢ = 0.2)2, demonstrando que cof), ndo & uma
medida das correlacoes lineares.

A fig. 4.12 sugere a existéncia de uma relacao entre reas$tanidade, representada por
q, € grau de dependéncia (quantificado e e o indicey,,. Esta relacao triangulag,¢?,q,.)

é analoga aq-tripleto { g, s, ¢-e1 }, referido noutras secgdes, que liga estacionaridade, se
sibilidade e relaxacao em sistemas fracamente caaticesstemas com interac¢oes de longo-
alcance.

Para concluir, comparem-se estes resultados com as of@esvizitas em séries reais no
capitulo anterior. Em primeiro lugar, € verificavel quéste uma convergéncia para a Gaus-
siana nas distribuicdes de lucros o que também pode tmimpara variavei§ ARCH (1,1)
utilizando o trabalho, de RosT e NIUMAN [224] sobre a soma de variaveis geradas por pro-
cessos deste tipo. Nesse trabalho concluiu-se que um podgelsRC' H (1,1) com um dado
valor deq pode ser interpretado como o resultado da convolug¢ao deutirm processo comjf
tal queq¢ > ¢. Relativamente a dependéncia verificou-se que o respegtau entre lucros
mantém-se basicamente constante para horizontes tesa@&H)0 dias. Restringindo ao caso
do ARCH (1), por uma questao de facilidade de ilustracao, e utiibazomo inspiracao o tra-
tamento de RosTe NIIMAN?3, pode verificar-se que, e.g., um processo 6cm0.1 apresenta

um grau de dependéncia, para variaveis separadas=ds, idéntico ao grau de dependéncia

2(hb=10.2,c=0.2) = ¢ = 1.083,¢° = 1.80

(b=0.4,c=0) = q=1.24,¢°° = 1.67
3A inspiragao diz respeito a possibilidade de um deteaghinprocess6' ARCH (1, 1) equivaler a um outro

processd*ARCH (1,1) mediante determinada transformacao ou analise.
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Figura 4.13: Representacao ¢ vs. b (processcARCH (1) ) para retornos separados de
T = 1,2,4,8. Pode ver-se que as curvas para os diferenté&o colapsam ao contrario do que
acontece com as curvas de lucro. As linhas tracejada e Ipaidilsao meramente indicativas.
[em P03

entre retornos consecutivos apresentado por um proceBSYH (1) comb ~ 0.02, ou seja,

um grau de dependéncia acentuadamente mais pequeno, Vet 89O esperado para uma fiel
reproducao do comportamento de lucros em mercados fimas@®eria um aparente colapso
das curvas para os diferentesc 100. Daqui se conclui que os mercados financeiros apresen-
tam, de facto, mecanismos de dependéncia nao-lineatesdiizidas na volatilidade) bastante

robustos e nao reproduziveis através de modelos dacldss H.



Capitulo 5

Modelos Mesosopicos para Volume e

Lucro

Apos a analise de uma série de propriedades estasistied@o introduzidos neste capitulo me-
canismos dinamicos para a reproduczo de séries teispterducro e volumeE 6bvio que as
propostas aqui apresentadas nao captam fielmente todasatedsticas das observaveis em

causa, tal seria até demasiado anormal face ao grau deeadgule do sistema em causa.

5.1 Propostas diramicas para descri@o de volumes
5.1.1 Proposta |

Como verificado no capitulo 3, o volume transaccionado nwercado financeiro (liquido) &
descrito por uma funcao de correlacao que & bem ajg@duma soma de duas exponenciais,

eg. (3.23), e por uma distribuicao de longo-termo desqar

() e (). e =
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gue corresponde a uma distribuigBid225]. Estas duas caracteristicas levaram a apregentac

de um cenario em que o volume & descrito pela equacaeddial estocastica [141],

dv=—v (v —w) dt + ¢/ vdW,, (5.2)

gue corresponde a classe de processos de Feller [226],/bndepresenta um processo de
Wiener tradicional. Este tipo de equacao é também baloitente utilizado em modelos para
volatilidade estocéastica como o processo de Heston [292]] Como pode ser verificado, a
eg. (5.2) representa um caso tipico de ruido multipkcatmuito comum em problemas que
apresentam perfis de agregag@agtering, tipicos da observavel em causa, assim como inter-
miténcia [228] ou turbuléncia em fluidos [176].

Como se vé, a eq. (5.2) apresenta dois termos; o primeingpledamente determinista, que
pretende simular a forca arrasto para um certo valor medi®@ado que o volume &, nesta
analise, expresso em unidades de valor médio, sera deaesp= 1. Todavia, manter-se-a o
valor médio de uma forma abstracta por razdes que setaéadidas em seguida. Olhando o
termo estocastico, podemos dizer que ele representaastaspicroscopica (i.e., dos agentes) a
grandes valores do volume. Assim, valores elevadasaaduzirdo, em principio, a variacdes
elevadas de volume que, devido a natureza aleatoriélide induzem um aumento ou uma

diminuicao dev, ou seja, a um estado agitado ou sereno do titulo. Como pbsadimensional

¢ deve ter unidades dgacgoes tempo—1 1, este parametro pode ser expresso como uma fungao

1Aqui ignora-se, a normalizagao que conduz a adimensataue dev.
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do volume médioyw, e da constante de restituicap

¢=\/gw%
©

sendop uma constante (adimensional) tipica do titulo/indice.

A eq. (5.2) tem como equacao de Fokker-Planck correspaed229],

of (v,t) 0 0?

= el =) S0+ s [ow fwn)]. 53)

cuja solucao estacionaria

of (v,t)
o 0
é dada por [230],
_ 9" vyt 4
f (U) - wl [SO] <;) €xXp (_ ;U) ) (¢aw > 0) (54)

que representa a distribuicio Gamma, com médjas= w e (v2) — (v)* = %f.

Assuma-se agora que, em vez de constante no temyarja de forma estocastica ao longo
de uma escala temporal que & muito maior que a escdlaecessaria pela eq. (5.3) para
gue a estacionaridade seja atingida [226]. Este tipo de cdampento &€ também verificado
na volatilidade [5][231]. Para este caso, esta dependé@eraonporal encontra-se associada a
flutuacdes no volume de actividade [167][232] que aprisercorrelacdes de longo alcance
[167][232][234][235]. Essas flutuacOes estarao asslas a efeitos tao diversos como: as

variacdes de preco, que influénciam a volatilidadevasalo chamado efeito de alavancagem
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(leverage effe¢f{236]; ou factores externos como noticias, que provodesregdes no compor-
tamento activo/inactivo dos agentes nos quais se includendsenos de movimento colectivo
(herding.

Assuma-se que este valor médio apresenta flutuacoepiaestao associadas a uma distribuicao

Gamma invertida,

7 4
Pw)= ) W L exp (-wﬁ), (6, ¢, A > 0). (5.5)

Neste caso, a eq. (5.4) representara a probabilidade dewm dado valor de volume, dado

que o valor médio local & 2. Ou seja,

_p? v\ Pl ©»
f(v) = pvw) = <;> exp (— ;v) ) (5.6)
Assim, a probabilidade conjunta de se terem valores, corresponde a
P (v,w) =p(v|w) P (w),
e a probabilidade marginal de um dado valgmdependente de) € dada por

P(v) = /OOOP(uw) dw = /Ooop(v|w) P (w) dw. (5.7)

Fazendo uso das egs. (5.5) (5.6) em eq. (5.7) e levando a catageacao tem-se,

ATl [p+ 9]

P(v) = T TE A0)?H (14 0) %0, (5.8)

2Esta suposi¢cao necessita ainda de verificacio. Deveidmressaltar-se que, dada a ubiquidade da

distribuicao, a proposta ée perfeitamente plauivel.
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Levando a cabo a mudanca de variaveis

)\:u, 5:L—<p, a=p-—1 (5.9)
qg—1

e usando a definicao de funca@xponencial, eq. (2.7), pode escrever-se eq. (5.8) como

_ (q-p™' T [q%l} v\ v
Pl = 0T [L a— 1] Tla+ 1] <5) b (_5) ’ 519

-1

gue é exactamente a forma dayeneralizacao da funcao de distribuicao de prdiuule
Gamma empiricamente introduzida por OBT. Esta distrémigpresenta valor médio e des-
vio padrao finitos quanda > 2 e§ > —1. Sendo que os valores obtidos para as companhias
analisadas verificam estas duas condi¢des a distaibwie volumes apresenta variancia finita.
Tal, encontra-se em oposi¢cao aos resultados de [162]emasntonia com resultados recen-
tes [237][238]. Dinamicamente, a versao usual da disgdmGamma, eq. (5.4), & reobtida
assumindo que nao varia e por issd; (w), & igual a Delta de Dirac centrada ém- g.

Sendo este cenario dinamico profundamente inspiradaipersstatistica, & interessante
encontrar-se uma relacao semelhante a eq. (2.33) qaeaeé o valor do indice entropico
com os momentos (em relacao a zero) do parametro inten$ela eq. (5.5) tem-se que,

(w) = % e(w?) = W(SJZ’%ZM. Atraves das relacdes em (5.9) obtém-se

A-1

=l AT Ay

em que
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4

0 2x10°  4x10°  6x10° ¢ 8x10° 10

Figura5.1: Excerto da realizagao numeérica para o volgnoemalizado) & minuto dasl0 com-
panhias com maior nivel de transaccao no NASDAQ dur2iiié. Em cima: a evolucao tem-
poral dew; Em baixo: a evolugao temporal do volume A razao entre o tempo de actualizacao

dew e a escala paraatingir o equilibrio &€ de.02. [em P04

Para verificar o cenario apresentado foram feitas sirbegumeéricas da eq. (5.2) usando
séries de nUmeros aleatoriodaseados na distribuicao(5.5) e que foram obtidos a partir de
um processo Feller independente e semelhante a eq. (5@)eawvariavel @ = 2. Os valores
deq, a e § que sao utilizados na fig. 5.1, especificamente; 1.19, « = 0.93 e § = 0.23,
correspondem ao valores obtidos por ajuste numérico dasbdicdes de probabilidade para
0 volume dosl0 titulos com maior volume de transac¢ao no NASDAQ dur&ntd (fig. 5.2)
com a eq. (5.1). Os valores dos parametros dinamicosasbpidlas relacoes (5.9) sav:=
0.826, ¢ = 1.93 and§ = 3.33. Na fig. 5.1 pode observar-se que os grandes valores de
v surgem, essencialmente, quando ocorrem grandes valores 8& fig. 5.3 pode ver-se
que as frequéncias relativas obtidas a partir das reékzacuméricas apresentadas na fig. 5.1
concordam com a frequéncia relativa obtida através débet).

Para la das razdes enunciadas anteriormente, duasqutageis estatisticas verificadas no
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Figura 5.2: Os pontos representam a distribuicao de pitib@de do volume (normalizado)la
minuto dasl0 companhias com maior nivel de transac¢ao no NASDAQ degad1. A linha

representa o ajuste com a eqg. (5.1) usando os valores indicadexto (Apdos OBT em [163]).
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Figura 5.3: Frequéncia relativé/ (v) vs. v para a realizacao apresentada na fig. 5.1. Os
simbolos foram obtidos numericamente e a Iinhaﬁﬁrﬁf P(v') dv' comAv = 5 x 1073.
[em P04
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capitulo 3 consolidam a aproximacao superestatistidenamica: O facto do decaimento da
funcao de correlagcao ser muito bem descrito pela sontuds exponenciais com tempos ca-
racteristicos muito diferentes, o que fornece uma inéicata existéncia de dois regimes dis-
tintos para o sistema (cf. fig. 3.18); A forte assimetria na&y («), fig. 3.20, indicando que
grandes e pequenas flutuacdes podem ter origens diferente

Apesar do cenario apresentado ser compativel com aibdisties de probabilidades obti-
das numericamente e com os comportamentos indicadosinm (garagrafo, uma analise do
coeficiente do segundo momento de Kramers-Moyal levouradatao de modificacdes no

modelo que em seguida se apresentam.

5.1.2 Proposta ll

Defina-se analiticamentereésimo momento de Kramers-Moyal,, (x,", ¢, 7) como [229]
My (o 8.7) = [y (64 7) =y (O o = [ (0 =) Plast+7la's0) do (510

Este momentos encontram-se relacionados com os coefgmmteramers-Moyal que surgem

na Equacao de Fokker-Planck pela relacao,

1 1
D™ (z,t) = = lim =M, (z,',t,7). (5.12)

n!—ort
Considerando o comportamento a longo termo, pode calsalarsegundo momento de
Kramers-Moyal para o minimo intervalo de tempajue, para o caso dos volumes é lde

minuto,

M, (v) :/(u’ — 0 PV (t+1)|u(t)) dv'.
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Figura 5.4: Os simbolos representaf vs. v e a linha a representagéo da fungéa) = 322

apresentadapenascomo guia para a vista .
Esta quantidade}/,, apresentou um comportamento nao-linearieroomo demonstra a fig.
5.4.

O modelo da sec¢o 5.1.1, eq. (5.2), apresenta localment®eficienteD® linear emo.
Sendo que o comportamento a longo termo resulta de uma is@utia as propriedades locais
devido as flutuacdes de o comportamento nao-linear dé, nao é reproduzido pela proposta
anterior. A primeira aproximacao a uma dependéncialin@ar com forma parabolica &, com
certeza, a fungdg () = z2. Uma forma de se introduzir essa dependéncia parabadica n
segundo coeficiente de Kramers-Moyal, consequentemergegumdo momento, &€ considerar

gue a dinamica local dos volumes, em vez de ser descrit&epel®.2), € obtida através de

dv = —y(v — f) dt+ 21y dW,. (5.13)
a V' «a

O significado dos termos mantém-se 0 mesmo existindo apenasalteracao no termo es-
tocastico em que a dependéncia e, presente na eq. (5.2), & substituida pela dependéncia

linear emv. Como, quer para a convencgao de Itd, quer para a de Sivatan o segundo
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coeficiente de Kramers-Moyal & proporcional ao quadradfudgao do termo estocastico, a
dependéncia parabblica & obtida.

A solucao da eq. (5.13) &,

v(t) = exp |4 (t = to) (29 +22) + /2T [1 aWi | X
. (5.14)

{vo+ 22 [ exp |~4 (¢ — to) (29 +22) = /2T [0 dW | at'}
ondevy, = v (y)[239]. Comoff0 dW, representa uma soma de variaveis Gaussianas, pelo
Teorema do Limite Central, também sera uma Gaussianao Da€ para qualquer variavel
Gaussiana;, de média nula

)= [ (2]

tem-se que

W(E) == +exp [y (t—t0)] (0 —=). (5.15)

valor que converge pafaquanda(t — t) > 7', que corresponde ao valor médio que & obtido

guando através da integracao
W)= [vf)

em que

10 =g (0) e[

€ a solucao estacionaria da equacao de Fokker-Pmsrciada a eq. (5.13).
Novamente, as flutuagbes do parametro intensivo pressdeoom variacoes no parametro

w (relacionado com o valor médio). Propde-se entao qus ésttuacdes se déem a uma escala
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muito superior a~! e que estejam associadas a uma distribuicdo Gamma,
1 5—1
Pl)=— (5) exp [—f} . (5.16)

Isto implica que, a distribuicdo de longo curso seja, mais vez,[ f (v) P (w) dw, ou seja,

1 fv\—o—2 0
p(v) = 7 (5) exp, [—;} (5.17)
onde\ = 0(g—1),0 = q_% — a — 1 e Z & a constante de normalizacdo. N&o obstante

esta distribuicao ser uma generalizacao da dist@auiGamma invertida, ela corresponde a

distribuicaoF’ caso se leve em conta que para 1,

z b q—1
gt = {qj} T e, T (5.18)

Os valores dos parametras 6 e ¢, obtidos para as varias empresas do conjunto DJ30,
encontram-se apresentadas na tab. & jossivel verificar que, os valores gencontram-
se restrictos a um pequeno intervalo= 1.19 + 0.02 (praticament%). Quanto ax e 0,
estes apresentam uma maior dispersao sendo os seus vaduiesa = 2.63 + 048 e =
8.31£1.86. Com os valores de, 0 e ¢ foram geradas séries temporais para analisar a proposta

apresentada.

Para determinar as escalas de relaxacao lgcale T, foi utilizada a aproximacao mais

simples, equiparando estes valoreg & T, da eq. (3.23) Por uma questao de simplificacao

3Este processo & também utilizado para determinar o tamdashcélulas em equilibrio[145]. Vale lembrar que

0 método introduzido na secgao 2.5.1 & ulterior a eatmtho.
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Tabela 5.1: Valores obtidos por ajuste das distribuiciggsrobabilidadey ¢ e o) e pela analise

das correlagoesy (™).
q 0 a Tr

AA 119 8381 2.67 29

AIG 122  4.32 1.84 34

AXP 121 6.51 2.06 26

BA 118 10.67 2.95 24

cC 115 920 3.18 25

CAT 1.20 7.49 2.32 13

DD 1.20 7.33 2.26 53

DIS 121 729 219 20

GE 117 831 2.75 33

GM 121 814 2.46 29

HD 117 8.76 2.84 27

HON 1.19 9.06 267 70

HPQ 119 8.55 2.64 28

IBM 1.14 1236 3.70 41

INTC 120 4.22 1.70 25

JNJ 1.17 855 291 11

JPM 1.17 9.14 2.92 22

KO 119 7.88 261 26

MCD 121 7.48 230 30

MMM 119 7.14 2.33 23

MO 1.18 7.73 2.66 12

MRK 125 124 061 21

MSFT 1.22 457 1.62 23

PFE 1.18 6.31 2.44 33

PG 116 894 299 23

SBC 119 862 257 25

UTXx 1.14 1847 4.71 32

\/4 1.17 8.83 2.84 34

WMT 116 1024 3.23 30
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Figura 5.5: Os simbolos representam a funcao de coaelda volume da Pfizer (PFE) e a linha
0 ajuste com a eq. (3.23) com os seguintes valores para as\emos.C, = 0.24, T} = 25,
Cy=0.32,T, = 825. x2 =14 x 107* e R? = 0.9789.

e economia de tempo de computacao, foi assumida comodeitkatempo,~! em cada uma
das simulacdes. Na fig. 5.5 & apresentada a funcao delagito para a Pfizer (PFE) onde sao
extraidos os valores dg! e T . Na fig. 5.6 estao representados excertos da série tempora
do volume da PFE e da série temporal obtida por simulag&terica. Na fig. 5.7 apresenta-se
a comparacao entre as distribuicdes de probabilidad®de de dados e da simulacao. Como
comparacao da qualidade da proposta &, apresentadartamiesultado para o pior ajuste da
distribuicao que foi obtido para a Du Pont (DD).

Com a determinacao de uma esc@lg pode entao fazer-se uma avaliacao da propria
evolucao dev. Na fig. 5.8 & apresentada a evolugao do valor médio,lgcaComo se pode

ver, e tal como conjecturado no capitulo 3, as grandes fidasadev estao na sua maioria
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7/25_ Data

25 Simulation

0 # 10" 2x10’3x10" 4x10° 5x10° 6x10° 7x10° 8x10° 9x10° 10"

Figura 5.6: Em cima: Excerto do perfil do volume para o PEEN unidade de minutos).
Em baixo: Exerto da simulacao realizada utilizando osnes apresentados na tab. 5.&ifn
unidades de 25 minutos). [eR0§

= Pfizer (PFE)
e Du Pont (DD)

P(v)

Figura 5.7: Os simbolos representam a distribuicdo dbghitidade referentes aos séries de
dados da Pfizer (PFE) (deslocada de um factbodeara melhor distincao) e da Du Pont (DD)
que representam, respectivamente, o melRdr£ 0.9953, x? = 0.0002) e o pior (?? = 0.9763

e x? = 0.001) [em P04
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Figura 5.8: Lado esquerdo: A linha a cheio correspondeia s&mporal do volume da PFE e
a linha tracejada a evolucao temporal do valor médiall¢guadriplicado para melhor visibili-
dade) que & calculado utilizando janelas de tamdrihe- 7, = 825. Lado direito: A linha a
cheio corresponde as variagdes do volume (em modutoy ezgistos separados tieninuto e
a linha a tracejado tem 0 mesmo significado que na figura ao Galno se pode ver o cenario
conjecturado de que as grandes flutuacdes egtariam relacionadas com os maioresvde

satisfatoriamente verificada.
associadas a grandes valoresude

Para ambas as propostas apresentadas, os parametreastéoram obtidos a partir de
processos diferenciais estocasticos. Embora este nsetasie tenha mostrado extremamente
valido, outras hipoteses para a geraca@ @@o plausiveis. Nomeadamente, o valor localde

pode ser obtido a partir do somatério

>

=1
em queX; (i = 1,...,n), representam um conjunto devariaveis independentes que seguem
uma distribuicao Gaussiana. Por exempld, poderia ser entendido como o volume médio

negociado por cada agentdurante o intervalo de tempo relativo a janela de durdgéasendo

gue para cadg o valor deX; seria fortemente correlacionado. A distribuicaoudeseria tal
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como pretendido, a distribuicao Gamma.
Para terminar, far-se-ao alguns comentarios referentes modelo introduzido logo apos
o que foi mostrado na seccao 5.1.1 [240]. Nesse trabatimbprse que a distribuicao pode ser

obtida através da equacao diferencia estocastica,

dr = - - Ut + v/ dW + adW? (5.19)

em queWt(l) e Wt@) sao dois processos de Wiener descorrelacionados. Apesistdbuicao

F estar incluida no conjunto de solucdes estacionadasidacao de Fokker Planck correspon-
dente, a dindmica proposta apresenta alguns pontos geeepamnao se adequar a dinamica
de volume. O primeiro, prende-se com a natureza das cgieda®ara este modelo, existem
correlagdes de longa duragcao, mas muito mais fortesjaento quase linear) do que o verifi-
cado para os volumes em mercados financeiros. Esta longewida correlacdes, nao provéem,
todavia, da natureza do ruido aditivo-multiplicativo ¢almo sugerido em [240], mas sim da
Natureza da forca de restituicdo que esta a associada potencial do tipoy (z — fInz).
Para valores em que ~ 61Inzx, 0 valor da for¢a de restituicao torna-se extraordaragnte
pequeno e dai a convergéncia para o minimadesar lenta. O mecanismo de ruido aditivo-
multiplicativo que pode ser escrito, para fins estatistiatravés de uma forma Gnica de ruido
multiplicativo [229], nao introduz memaoria, mas sim, dagéncia da variavel no valor do se-
gundo momento de Kramers-Moyal. Esta dependéncia quelesadas de tipo ndo exponen-
cial para a distribuicdo. De referir também que a eq. Ypabresenta segundo momento de

Kramers-Moyal linear. Mau grado os pontos aqui referigospfiveniente referir que a pro-
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posta (5.19) podera ser Util na descricao da activididem certo tipo de agentes que tentam
procurar tendéncias na evolucao dos precos o que osffamdastante activos apenas durante

certos periodos de tempo.

5.2 Proposta diramica para a descri@o de lucros

A origem da utilizacao de equacgOes estocasticas pdesericao da dinamica de flutuacdes
de preco pode ser atribuida a8HELIER, sendo actualmente utilizada quer para reproducao
académica, quer para aplicacdes de ambito comerciadindeira descricao diferencial baseada
em aspectos fenomenolbgicos a ser publicada foi feita.polBbUCHAUD e R. CONT [241] e

€ baseada nos seguintes pontos bem simples e plausiveis:

e A variagdes (instantaneas) de prefo%, definidas como lucro instantaneo(t), séo

directamente proporcionais ao desequilibrio entre omelde oferta e procura\w,

r=—" (5.20)

em qued é entendida como a profundidade do mercado, isto &, o mide ac¢oes

necessarias para que o preco se eleve de uma unidade.

Esta hipotese descreve o comportamento usual do precosdasequilibrios entre oferta
e procura, se bem que, para grandes valores de diferemegoemtura e oferta, se tenha
verificado uma saturagao depara grandes valores dew [242]. Isto significa que, a

profundidade nao é constante, facto que nao € de togoesmndente.
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e O volume presente no mercado dependente da sobreposg@@ehs satisfeitas e de
R . ~ Awo(®)
novas ordens. A taxa de desequilibrio por introducao dxassmorden#T , depende
de diversos factores:

— De um valor que reflecte a evolucao médig, de um mercado financeiro, que é

estimada end.01% ao dia;

— Do proprio valor do retorna; (¢). Isto &, subidas de preco induzem aumento geral da
procura e o inverso para a oferta. Como o ser humano & eraimente averso ao risco,
essa taxa € naturalmente maior para situacdes de dekcglee de subida. Ou seja, esta

contribuicgo pard2=" seria dada por:

a (r)yrea(a —apr)r.

Assinale-se contudo que, para que o efeito da oferta sejareadacrescente no lucro a
expansao de’ (r) deverair até segunda ordem com um termo do tipe, r* (@ > a; >

as > 0). Este termo assegurara também que, para grandes vaéoretorno a tendéncia
de compra diminui fortemente por questdes de aversasam iNa praticay, pretendera

reproduzir os efeitos de ordem de paragem.

— Da volatilidadeg, que pode ser escrita como~ 2 e € uma fungao decrescente(crescente)

para a procura(oferta);

— Do desvio entre o valor actual da companhié&) e o valor considerado padrat

geralmente indicado por agéncias de risco.
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Juntando todos estes ingredientes, pode dizer-se que géequara a evolucao do desequi-

librio entre oferta e procura & dada por,

dj—tw:Awo—lew—l— (647"—5417"—&27’2)7’—@0—@(S—S”) + 1, (5.21)

onde—~'Aw corresponde aos efeitos de absorcao das ordens (limpdbaalde ordens) e
n, um ruido que representa factores aleatérios que afestsistema. Usando a definicao de
retorno instantaneo, a eq. (5.20) e o facta\de, poder ser incluido no preco ?justo”, tem-se a

seguinte equacao para a dinamica de precos

d*S dS dS ds\® .
em que
., a _B+@1 Gy 9 s Ay 1
ki_’y 57 ﬁ_ 52 ) 0[2—53, w_57 S_S+ w ) 77—5

No caso em que sao desconsiderados efeitos de avers@ua@ri= «, = 0, a equagao para
evolucao dos precos assemelha-se a equacao de uadostiarmonico sujeito a perturbacdes
aleatorias,

— =—k——w (S — S) + 1. (5.23)

Considerando o caso em queé apenas dependente do tempwmde avaliar-se a evolucao

temporal do preco,
S (t) = exp [— (k+ K) 4] Cy +exp [~ (k — K) 1] Co—
S{exp[-3(t—t)(k+K)] =1+ £exp[-2(t—t)(k—K)]} -
LS exp 3t - )(k+K)] (t)dt — Ji exp [-L(t =) (k= K)] n(¥)dt'},
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em que
K=Vk—4dw

e (1 » sao constantes da equacao obtidas através das cesditciaisS (t,) e % t:to4' Para

0 caso em qué > 0 o sistema apresenta estacionaridade. Chmo0 implicay’ > % esta
condicao equivale a dizer que taxa de absor¢ao &€ maigud a taxa de introducao de novas
ordens e/ou que €& necessario uma grande quantidade@isd@nsaccionadas para que exista
um movimento de preco relevante. Tais caracteristici#® ggesentes em mercados liquidos
como o NYSE e o NASDAQ.

E verosimil entender-se que, o segundo termo apenas tardrinfh significativa quando
existem grandes diferencas enffe S. Tal correponde a variagbes para tempos longos. Ou
seja, pode considerar-se como uma boa aproximag&ol. Consequentemente, para pequenas
escalas de tempo, em mercados liquidas,(S — S) pode ser desprezado.

Com base na aproximacao< 1, pode expandir-se

w
K~k—-—2-—.
k
Daqui,
k+K:2k—2%m2k,
e
w
— K ~2—.
K k

4Como se vera adiante, a independ@nciadam relacao ao lucro/preco conduz a uma distribuicaprde

babilidade para os lucros de tipo Gaussiano. Nao obstast®,simplificacao permite uma visao qualitativa da

dinamica.
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Noutras palavrast + K, corresponde a uma relaxagao rapida a uma escala tencposa-
teristica de aproximadamente= k! ek — K corresponde a uma segunda escala temporal,
m, = =, dentro da qual se pode considerar desprezivel o efeito Derrante o periodo a que se
reportam as séries temporais aqui estudadas o indice, Bditidu de10334.16 paral0783.01
pontos, 0 que equivale a uma variagao percentudlgje. Sendo que, habitualmente, variacdes
de preco acima de0% em relagao ao valor “padrao” sao utilizadas pelas eig8rde risco para
lancarem os seus alertas [223], pode dizer-se que, umadghdudessa ordem corresponde a

uma escala de tempo da ordem de um ano, muito superior @ ekralm minuto que aqui se

pretende descrever.

5.2.1 Mercado eshvel

Sem aver§o

Para esta situacae, = § = as = 0. A equacao de evolugao dos precos pode ser facilmente
transformada numa equacao para evolugao do lucro. tamdb que (t) = %, aeq. (5.23)
pode ser escrita como,

dr

— = -k .
7 r+mn

Reporte-se a analise para o termo estocasticé solucao mais simples seria considera-lo
como um ruido Gaussiano com uma determinada larjui241]. Contudo, a sua distribui¢cao

seria Gaussiana, que ja se demonstrou inadequada paracantedcricao das flutuactes de
preco. Na tradicdo da descricao de sistemas com uraddenimero de graus de liberdade,

o termo estocastico pretende simular os efeitos de respoisroscopica a um conjunto de
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factores [229]. Essa resposta, especificamente a sua n@dgngera naturalmente afectada
pelo valor do lucro. Desta forma, grandes valores teduzirao grandes valores dee vice-
versa. Como os valores elevadosideem modulo, sao os valores menos frequentes, pode
dizer-se que a intensidade da respastanversamente proporcional ao valor da probabilidade

der [172][143]. Por conseguint®, pode ser escrito como
n=Vop 0T 1) (g>1). (5.24)

em qued & um valor constante, que sera denominadeacpostante de volatilidades ¢ (1) um
ruido branco associado a uma Gaussiana de variancaianikssim, para este caso, a equacao

dinamica para as flutuacdes, neste casoninuto® , de precos & dada por
dr = —krdt+ V[P (r,t)] = dW,. (5.25)

A evolucao da distribuicao de probabilidades & dada pguacao de Fokker-Planck nao-linear

[92]

P0D D lhrplr 0] + 5 {0 o)} (5.26)

A eq. (5.26) apresenta como soluc¢ao dependente do teripo [8

p(rt)= exp, [—0 (t) %],

em que

ﬁﬂ ((ti)) - [ZZZ((%)] .

SSerie de lucro a tempos superiores sdo obtidos a partia ges adicdo da variavel(t). Esta adicdo de

variaveis conduz a uma aproximacao da distribuicBaassiana.
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)

2, () = Zy () [(1 . %) ey L } Y0

com

k

K= .
B(to) 0 (2 —q)[Z,(t)]"

A relaxacao da constante de normalizagag,da-se com o tempo caracteristico

1
k(3—q)

T =
gue é da ordem d%, pois para que a distribuicao seja normalizavet ¢ < 3. Todas as
correlacOes para este processo se devem ao termo deasexstio por isso natural que estas
decaem rapidamente. A forma da eq. (5.25) corresponde a quagao em que a variancia
nao é constante o que induz o aparecimento de lei de patéadistribuicao de probabilidade
[239].

Para valores positvos de como acontece para o caso de um mercado liquido e estawel ¢

k(t—ty) > 1,p(rt) &infinitesimalmente distante da solucao estaciortieq. (5.26) que é

dada por,

1 k

— €XDy [_(Q—Q)—Z‘l—l@?ﬂz} , (5.27)

ps(r) =

onde

L[ <2—q>9}32q.

r [3;} 2k (¢ —1)

2q—
Os coeficientes de Kramers-Moyal para a eq. (5.25), que eenda definicao da eq. (5.26),

sao segundo a eq. (5.12)

DW (r.t) = —kr, (5.28)



CAPITULO 5. MODELOS MESOS©PICOS PARA VOLUME E LUCRO 169

zﬂ@QJ):%eumnwrP@. (5.29)

Para aléem de apresentar uma descricao probabilisteguada da distribuicdo de probabilida-
des, pode verificar-se que a dinamica (5.25) descreve rhaitoo que se passa ao nivel dos
momentos de Kramers-Moyal. Considerando a situacaogimeeestacionariay, = —oo <

—k~! < 0, e levando em conta a equacao a eq. (5.11)

k

My~ 70 [p (T)](l_q) = 72 .

[(6-3q)0” + (¢ —1)r"], (5.30)

gue & um polinbmio de segunda ordem.

Apesar de outras equacdes dinamicas diferenciais, oot aditivo, serem capazes de
produzir o mesmo tipo de distribuicao, equacdes do ({pd5) apresentam-se como as Unicas
capazes de reproduzir também os momentos de Kramers-Msyqlais se apresentam como
uma ponte entre dinamica e probabilidade. Aléem do mats, fesma surge como uma con-
sequéncia da dinamica impostapriori, € nao como o resultado de um processo de ajuste
numeérico sem explicacao fisica como acontece noutabathos [243][144][244].

Vale lembrar que, apesar da imposicao da igualdade dosmtosde Kramers-Moyal limi-
tar o conjunto infinito de dinamicas compativeis com unréacgistribuicdo de probabilidades,
existe ainda um conjunto grande de propostas validas. ¥eon@o, como ja referido, o ruido

multiplicativo (5.24), para fins estatisticos, pode sesdddrado na soma de um ruido aditivo e
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de um ruido multiplicativo, descorrelaciondos, de tairfarque a equacao

dr = —krdt+vO[f ()T dW,+

) (5.31)
Vg =108 (t)Z (to) [f ()72 r(t) dW]

onde

ft) = {exp [~k (3—¢q) 1]+

(1—exp[—k (3-q)t]) [Z(t0)]" " B(to) 0 | 34
(2_q> p q : 0 0 }

apresenta a mesma equacao de Fokker-Planck e por censega mesma distribuicao [229]
[245]. Se a eq. (5.25) permite uma relacao imediata engra resposta do sistema e relacao a
sua propria dinamica, ja a eq. (5.31) permite uma imadiacao dinamica entree a magni-
tude do ruido multiplicativo de tal forma que, para= 1, o processo de Ornstein-Uhlembeck
[239] € recuperado bem como a distribuicao Gaussiana.

Para a determinacao dos valores dos parametré< k, foi utilizado o ajuste numérico
da distribuicado média do conjunto DJ30 com a eq. (2.®t¢ad utilizado no capitulo 3) e do
segundo momento de Kramers-Moyal com a eq. (5.30) aprekentafig. 5.9. Os valores
obtidos, para lucro & minuto, foramg = 1.31 £0.02, 0 = 0.930 £ 0.08 e £ = 2.40 + 0.04.

Através da igualdade entre as distribuicdes (5.27)® (Bm-se

1 -1
Lk (5 -3 q) o2 F[qu] (g=1) !
r[2=%]V 6-3g)ro?

2q—2

o= , (5.32)

2—q

para o valor da constante de volatilidade. O valokde 2.40 4 0.04, corresponde a um tempo
caracteristico de relaxacao da orden2dsegundos, o que permite a aplicacao da hipbtese de

mercado eficiente. Na fig. 5.9 & apresentado um excerto desegacao da simulagao da eq.
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2000 4000 ; 6000 8000 10000

Figura 5.9: Em cima: Os simbolos representam a disti@oude probabilidades. » do con-
junto DJ30 e a linha a distribuicdo de probabilidadesdzbtitravés de uma série temporal
gerada a partir da eq. (5.25) que é representada no pameébdi Embaixo: segundo mo-
mento de Kramers-Moyall, ~ 76 [p(r)]*? = 752 [(5—3¢) o + (¢ — 1) %] que per-
mite a determinac¢ao do valor de Valores dos parametros: = 1min, £ = 2.40 + 0.04,

0 =0.930+0.08eq=1.314+0.02. [emP09
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Figura 5.10: Funcad' do DFA-1 vs. tamanho da janefapara a série gerada (circulo) e os
dados do DJ30 (quadrados) . Os declives correspondem a@iibepde Hurst. Parél < 20
minutos tem-séf = 0.54 + 0.02 para a replica €/ = 0.52 + 0.02 para os dados. Apos esta

escala de tempo o expoente decai PaFa3 + 0.004 para ambos.

(5.25) com os valores acima descritos e a distribuicaordegbilidade que concorda com os

pontos referentes aos dados. Pela eq. (5.32) o valor deaobtaske volatilidade & = 2.67.
Comparando a persisténcia das séries temporais utlizanmétodo DFA-§, fig. 5.10

verifica-se que a série simulada e o conjunto DJ30 apresantaexpoente de Hurst des4 +

0.02 e0.52 + 0.02, respectivamente, até tempos da order2@minutos. Apos esta escala de

tempo o expoente decai p&a13+0.004. Estes resultados estao de acordo com a identificacao

de auséncia de persisténcia significativa nas sériescdesl e com a referida hipétese de mer-

cado eficiente. Na fig. 5.11 pode verificar-se que, apesaratesla;des também decairem

60 DFA corresponde ao MF-DFA com= 2.
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Figura 5.1172 (possivel medida da volatilidade) wspara o excerto apresentado na fig. 5.9.
rapidamente paret, o modelo capta também a famosa agregacao da volatlidad
Pode entao dizer-se que, um mercado estavel,regime normal, se comporta como uma
particula confinada num potencial parabodlico onde éitaugeperturbacdes aleatbrias na sua

posicao.
5.2.2 Com averfao

Apesar da proposta anterior corresponder a uma des@#tisfatoria para os lucros, a reali-
dade & que mesmo no designado regime normal, os mercadesigstpresentam distribuicdes
assimeétricas em que os lucros negativos sao favoredrirsconseguinte, para uma descricao
mais elaborada e fiel, considerar-sesag 0 e as # 0. Numa proposta anterior [241], em que

eram considerados ruidos Gaussianas & 0, o potencial era do tipo,

que apresentava um maximo patfa= —¢. Tal significaria que, ap0s essa barreira, o lucro

seria capaz de atingir, o valor de= —oc num intervalo de tempo finito. A introdugao do
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termoas # 0, para reproduzir o efeito das ordens de paragem, garante mezcado levara
sempre um tempo infinito para atingir uma queda infinita. Bat@caso, a equacao diferencial
fica entao

dr = — (kr + 81 4 ay 7’3) dt + /0 [p (r, t)]% dW;. (5.33)

A equacao de Fokker-Planck associada &

r ? 2—
WD _ O [y e+ aar®) plr 0] 42 D {0 0]} (634)

e a sua solucao estacionaria assimétrica

1—q
ps (1) = %equ {_(QZ_W (g r? + gr?’ + % 7“4)} - (5.35)

Utilizando a eq. (5.35), pode fazer-se uma estimativa dmsesdo coeficientes do potencial
de confinamento,
B 3

Dada a qualidade do ajuste do segundo momento de KrameratMbg o, deverao ser
pequenos e compativeis com pequenas correcgdes. €wrsid os valores dé ~ 2.67 e
~ 1.3, obtém-se os valores de~ 5.5, § ~ 0.12, ay =~ 0.02. Com estes valores, pode
verificar-se que o potencial de confinamento nao apresaatguer maximo local. A existéncia
de um maximo local, introduziria uma assinatura no sisterhque tornaria possivel uma es-

timativa das quedas bruscasashes através do calculo dos primeiros tempos de passagem.
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20+

Figura 5.12: Os simbolos correspondem ao segundo momeiachers-Moyal para os dados
e a linha ao ajuste através eq. (5.29) considerando g 3dwestacionaria dada pela eq. (5.35).

Os parametros sae:= 1 min, § ~ 2.67,¢q~ 1.3,k =5.5,=0.12 ey = 0.02.
Consequentemente, 0 cenario aqui apresentado & comsisten a hipbtese de que as gran-
des flutuacdes de preco negativas apresentam dinaqueasao podem ser explicadas como o

mesmo tipo de cenario que descreve o0s regimes ditos nof2ddis

5.3 Situa@es de iliquidez

Até agora estudou-se 0 caso em @ue positivo, 0 que corresponde a um mercado de carac-
teristicas de liquidez. Contudo, podem ocorrer siteagie pressao no mercado em que a taxa
de novas ordens se mostra superior a taxa de absorcamieéas a.e.;y < % Tal desigualdade
implica na perca de estabilidade do mercado. Séned), o potencial confinante deixa de ter
como minimo o valor de = 0. O potencial confinante passa entao a apresentar tré&sredr

entre os quais se inclui= 0, mas agora como maximo local. Os outros dois extremos sao o
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minimo local,

\/1+4|]€‘042—1

20[2

rt=p

e 0 minimo absoluto

___6\/1+4|]{5|Oé2+1.

r- =
20[2

Adiferencaentré’ (r-)eV (rt) & de—%'w.

Este caso & equivalente a uma situcao especulativa, dwltla economica, em que o
mercado apresenta uma taxa de crescimento médialodavia, este & um cenario instavel,
existindo uma tendéncia forte no mercado a queda. O tentp® gubidas subidas sucessivas
(dinamica situada em torno do minimd) e queda (dinamica situada em torno do minimp
pode ser estimado recorrendo tempo médio de passdgemtrer™ e0 [239].

Para o casos proximos da (ou na) estacionario%Ygé% ~ (), este tempo pode ser facilmente

calculado [246] através das expressoes (5.2.160) 167 2e (5.2.144) da referéncia [239],

0 T

T(r*—0)~(2-q)B /equ [—BV (2)]* dx / exp, [BV (y)] dy
com
A
SFEr

Esta conjuntura ocorre, efectivamente, nos mercados Bivasce corresponde a episddios nos
quais se tem um conjunto de subidas sucessivas apbs asapgentes procuram a realizacao

de mais-valias.



CAPITULO 5. MODELOS MESOS©OPICOS PARA VOLUME E LUCRO 177

Observagges Embora estes modelos nao captem a propriedade de longakcoes em?,

esta propriedade pode ser introduzida conjugando a peaqgst apresentada com a aproximacao
superestatistica [5][144]. Assim, a constante de vadaitile,f, passaria a ser uma quantidade
lentamente variavel no tempo e com correlacdes de lolggmee. Por exemplo, a descri¢cao
do regime normal no longo termo, eq. (5.25), seria asso@adiatribuicao local. Possiveis
candidatos para esta distribuicio seriam a distramiigg-normal [169], a distribuicag’ [144]

e a propria distribuicad™ [169][240]. Neste caso, as flutua¢des na volatilidadesera par de

q, responsaveis pela forma nao-Gaussiana das distidgsiae preco. Deve contudo sublinhar-
se que esta contribuica@o pode implicar numa transformag doindiceq # 1 emqg = 1.

Isso conduziria a uma independéncia do segundo momentcatedgfs-Moyal relativamente as

flutuacOes de preco o que nao se apresenta compatimedsobservacdes até hoje efectuadas.



Capitulo 6

Modelo Microscopico: Dinamica de

Opiniao

Até agora, a modelagem dinamica de observaveis finas;eiqui apresentada, tem sido feita a
uma escala mesoscopica. Noutras palavras, a evoluggmteal destas grandezas mensuraveis
é feita a partir de equacdes diferenciais estocastigasLangevin) e/ou equacgdes de Fokker-
Planck para a probabilidade. Isto significa que, a indiMidade de cada constituinte & supri-
mida e o seu efeito & substituido pelo comportamento ongelitodos os agentes que contém
uma componente de aleatoriedade.

Com o aumento do interesse por parte de fisicos em sisteroaéraicos, deu-se inicio ao
desenvolvimento de modelos microscopicos para ex@ag uma série de propriedades ja
aqui referidas [160][167][232][248] [249][250][251] [2]253] [254][255][256]. Dentro deste
tipo de modelos, podem referir-se cenarios fortemenfgiraados em modelos de magnéticos
tradicionalmente utilizados em fisica estatistica eématcondensada para os quais existe uma

vasta literatura, e.g., [258][259][260]. Esta abordagesuita no facto de se considerar um

178
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mercado financeiro como um conjunto de subunidades em qaeucad sofre influéncia das
restantes nas decisdes de compra ou venda que toma.

Neste capitulo sera apresentado um modelo microscimseado em modelos de interaccdes
aleatobrias entre os agentes, considerando um termo g@sponde a uma medida da volatili-

dade.

6.1 O modelo

Considere-se um sistema fleagentes que tomam decisdes sobre a influéncia de um ambient
externo bem como dos outros agentes. Atribua-se a cadadodiuma variaver; = +1 (i =
1,2,---,N), em que os dois estados possiveis representam decisamgeac(-1) ou venda
(—1) de um bloco de acc¢des em intervalos de tempo discretos,opiniao do agente, no
instantet + 1, depende das opinides dos outros agentes, de efeitogradea das volatilidades

gue podem ser incorporadas num campo local no instante

1(t) = = 3 Ay (00,(1) + hu(t) = Bila(t)] . (6.1)

onde{A;;(t)} representa as interac¢des entre 0os agentes dependemnéasmb, enquanto que
{hi(t)} sao campos externos que levam em linha de conta os efeitosid@xterno envolvente.

O somat()riozj# é aplicado a todos os agentes, excéptéuma linguagem fisica, tal & equi-
valente a dizer-se que a interac¢ao neste sistema éatecalinfinito. Este tipo de interaccao

é perfeitamente admissivel, pois nos dias que corremlédgragao de meios de comunicacao,
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anula os efeitos da distancia espacial na capacidade dpassaa influenciar outra.

Por conseguinte,

1 N
2(t) = 5 D _oilt). (6.2)
i=1

representa a diferenca entre o nimero de decisdes der@@ngecisdes de venda, i.e., a
diferenca entre oferta e procura. O Ultimo termo da eql)(6onsidera a amplitude das
variacdes, no tempg da variavelz(t). ParaB > 0 (que sera o caso aqui estudado), este
termo contribui para que os agentes ponderem as suas eecdsdorma a evitarem grandes
desvios eme(t). Consequentemente, ele introduz um ingrediente fundahexistente nos
mercados financeiros:aversio ao risco

Considere-se que, numa proposta alternativa [241, 2668npoao antagonica, a eq. (5.20)

que o lucro instantaneo é proporcional(@) e aS(t),

Discretizando o tempo na equagao acima tem-se,

3
L

InS(t) —InS(t) < Y z(t+nAt)At,

n

Il
o

ondet’ =t + mAt. Consideranden = 1 obtém-se

x(t) xInS(t+ At) —InS(¢) . (6.3)
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Mostra-se assim que, a variavgl) esta directamente relacionada com o lucro realizado du-
rante um intervalo de temp&t (aqui considerado comAt¢ = 1) e 0 seu moédulo uma medida
da volatilidade [6]. O Gltimo termo da eq. (6.1) introduzaidependéncia do campo local na
volatilidade, simulando efeitos de aversao ao risco. Pa@es deB; positivos (negativos), o
agente é induzido a vender (comprar) quando a volatilidade auméd®araB; = 0, 0 modelo
recupera propostas inicialmente apresentadas [251].

Nestas circunstancias, o sistema evoluira de acordo coarterta dinamica que, neste caso,
sera a dinamica de banho térmico. Aqui os valores daéwais{c;(¢)} sdo actualizados de
acordo com a regra probabilistica,

1,  com probabilidade p;(t)

—1, com probabilidade 1 — p;(t)

onde

pi(t) = {1+ exp[—2L(t)]} . (6.5)

Deve salientar-se que as variavéis(t)} podem ser actualizadas sequencialmente (assin-
cronamente), i.e., uma Unica variavg(t) é alterada de cada vez, ou actualizada paralelamente
(sincronizadamente), i.e., todos os valofegt)} sdo actualizados a um dado tempo. Para os
dois procedimentos, a unidade de tempo (habitualmentgrieda por passo de Monte Carlo)
corresponde & actualizacdo de todo o conjunto de \&iséw;(t)} (: = 1,2,--- , N).

Utilizando uma linguagem comum em problemas de magnetesassicos, a proposta de-
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finida na eq. (6.1) representa, como ja referido, um modaho interaccao de alcance infinito
para o qual o tratamento em campo médio permite a obtate&im resultado correcto quando
se considera a versao de actualizacao sequencial nitsslitermodinamico e de tempo longo.

Tomando entao, a aproximacgao de campo médio e actgatizequencial em que

Ai(t) = AL(t) (Vi #5);  ha(t) = hC(t) Vi), Bi(t) = B (Vi) (6.6)

onde(t) e ((t) sao variaveis aleatorias no tempo, uniformementeibisttas no intervalo

[—1, 1], obtém-se um campo local que & independente do indioesitio (agente)

I(t) = AE(t)=(t) + h((t) — Blz(t)] - (6.7)

Desta forma, o valor médio da variavel no instante + 1, pode ser facilmente calculada a

partir de um conjunto de regras definidas nas eqs. (6.4) g (6.5

[o(t + Day = (+1)p(t) + (=11 — p(t)] = 2p(t) — 1 = tanh[I(?)] .

Dentro da aproximacao de campo médio, pode verificargeagmédia acima indicada pode

ser identificada com o lucro(t + 1),

de tal forma que
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x(t + 1) = tanh[I(¢)] = tanh[A&(t)x(t) + h((t) — Blx(t)| ] . (6.8)

E importante referir que o tratamento em campo médio do foa@resentado, utilizando
uma dinamica paralela, conduz, geralmente, a uma ter@ita diferente do caso do modelo
interaccao de alcance infinito. Contudo, & demonstrque a eq. (6.8) pode ser utilizada
neste tipo de actualizacao [262][263]. Na realidadegespe que a actualizacao paralela, num
sistema microscopico de agentes interactuantes remadais fielmente o comportamento de
um sistema financeiro real. Hoje em dia, 0s agentes encosgdigados através de redes de
computadores ou, no caso de mercados de pregao como NYStontacto fisico directo de

tal forma que, num intervalo de tempo infinitesimal, muitgsrgtes tomam decisodes.

Usando a eq. (6.8) e considerando a condi¢ao inici@), geraram-se séries temporais
de lucro,z(t), no limite termodinamico, para a qual se pode determina distribuicdo de
probabilidadesP(z). Foi verificado que, para os paramet(ds h, B), dentro do intervalo de
interesse para sistemas financeiros, as magnitudestgdestao basicamente restritas a peque-
nos valores, tipicamente inferiore®&. Para este caso, considerandg(t)z(t) — B|z(t)| +

h((t)| < 1, aeq. (6.8) pode ser linearizada,

o(t + 1) ~ AE()z(t) + hC(t) — Bla(t)] . (6.9)

Geralmente, os mapas das egs. (6.8) e (6.9) conduzem a segjifeientes caracterizados

por pontos fixos bem definidos que sao dependentes dos ¢taoai, i, B). O limiar do
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caos, que € caracterizado por um expoente maximo de Lgapetorresponde entao a superficie
critica definida comol*(h, B).

Para o casd@ = 0, os dois mapas caem na classe de mapas de ruido multimigati
estudados porlATT e NAKAO e respectivos colaboradoes [264] [265][266]. No chase 0,
para um ruido uniformemente distribuigig) no intervalo[—1, 1], existe um ponto fixa = 0
paraAd < A*(0,0) [A*(0,0) = e = 2.718...], enquanto que pard > A*(0,0), o ponto fixo
perde a estabilidade e entra-se numa regiao caoticarddinao de um pequeno ruido;> 0,
torna-se suficiente para reduzir o limiar para um valogh, 0) = 1 [264][265][266]. Como
sera discutido mais a frente, para o caso 0, tem-se um quadro qualitativamente semelhante
tal que, para um valor tipic8 = 0.22, a ser considerado na proxima seccao, o limiar do caos
ocorre praticamente para o mesmo valor do dase 0.

O parametraB pode ser obtido a partir da eq. (6.9). De facto, multiplicaacq. (6.9) por

x(t) tem-se,

w(t + 1)a(t) =~ AE(t)2*(t) + h(t)x(t) — Blo(t)|x(t) .

Aplicando médias temporais a ambos os lados da equat@aoare levando em conta que
€(t) e ((t) sao ruidos independentes distribuidos no interjalg 1] (cujas médias no tempo
sao nulas), tem-se a simples relacao,

(z(t +1)x(t))

B = ek (6.10)
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onde( ) representa média temporal.

Assim, o parametr@® pode ser facilmente estimado para uma série temporal ameetos
{x(t)} dentro do intervalo de validade da aproximacao linear(8). E directo verificar-se
que a determinacdo dB esta directamente relacionada com a funcao de coaekag: +
1) (t)).

Na proxima secg¢ao verifica-se numericamente que, tabcaeontece para o cagd = 0
[267][268], as caudas da distribui¢ao de probabilidas®eiadas com a forma linearizada (6.9)

seguem uma lei de poténcia

P(z) ~ |z, (6.11)

para pequenos valores d& comB > h > 0, e|z| > h > 0. Estas condi¢des restringem
os intervalos a serem utilizados para os parameBos), para uma descricao apropriada de
um mercado real. Em principio, ter-se-ao dois expoentes;3, para os dois lados dé(zx),
i.e.,,z < 0 andz > 0, respectivamente. Contudo, e tal como provado no Apéndice (.

Concomitantemente, uma simples equacao pode ser opada#,(= 0) relacionanddi, B e«,

(A—=B)"** + (A+B)"*

AL+ 1. (6.12)

Obviamente, a eq. (6.12) corresponde a contribuicaucipal de uma expansao paka
pequeno de tal forma que, termos de ordem elevada se tornspredaveis para pequenos

valores déeh.
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Por isso, tendo-se uma série financeira de lucros, com udwdistribuicao de probabi-
lidade que segue, assimptoticamente, a lei de poténdia)(6.cujos elementoSe(t)} caem
no intervalo de validade da aproximacao linear (6.9),epam principio, medir-se o expo-
enteq, através do ajuste, por métodos nimericos apropriaidospmportamento de escala da
distribuicao (6.11). Quando ao parameBoeste pode ser estimado a partir da eq. (6.10) e
finalmente o parametrd pode ser obtido pela eq. (6.12). Desta forma, fixando um \ddor
h pequeno pode encontrar-se, como uma aproximagao, o npahade parametrosd, B) de
forma a reproduzir o sistema real em consideracao.

Pela eq. (6.7), aléem das séries temporais de lutrp pode definir-se uma série temporal
da volatilidadep(t) = |z(t)|. Para la das auto-fun¢des de correlacéo dos lucrotatliade,

respectivamente,

ey — S0l ) = (a(e)? 6.13)

() — O+ 7) = (1) 614

£y = O+ T) — G 0) () 6.15)

gue habitualmente define o efeito de alavancamento, do gualirluiu que os mercados ten-

dem a ser mais activos apos 0s abaixamentos do que apdBsdas@36]. Este comportamento
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Figura 6.1: (a) Distribuicdo de probabilidade dos luct¢s do DJ30; a linha completa cor-
responde a distribuicdo da eq. (6.11). (b) Represantagn escaldg-log da distribuicdo de
probabilidade onde & visivel o comportamento assingu@a distribuicdo de probabilidade
mostrando o comportamento assimptotico da eq. (6.8); Waliecta apresenta um declive de
—6.56, 0 que corresponde a um expoentende 5.56. Os quadrados (circulos) correspondem
a valores de lucro negativos (positivos) e sao ajustadosasomesmas distribuicdes usadas em
(a), representadas aqui por linhas tracejadas (pontshage sao praticamente indistinguiveis
a olho nu. [enP1]]

corresponde a mais uma manisfestacao do fenomeno dsaaw risco, sendo adicionalmente
concordante com a expansaodereferente a taxa de introducao de novas ordens no lero d

ordens, apresentada no cap. 5.

6.2 Resultados

Aplicando o método apresentado na sec¢ao anterior gartorde dados correspondentes ao
DJ30, podem comparar-se 0s comportamentos do modelo eriestemporais reais.
Através da eg. (6.10) verifica-se um conjunto de valoreB g@ara cada companhia dentro

de um intervalo que varia ent® = 0.10 e B = 0.35, que resultam num valor médio de
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B = 0.2240.05. Relativamente as distribuicdes de probabilidadegalizada uma média, para
cada valor de dos histogramgs(r), obtendo-se a distribuicdo de probabilidade médiedige
uma companhia que componha o Dow Jones Industrial Averagp(gsentadas anteriormente).
Na fig. 6.1 apresenta-se este histograma representadocasssa®alog e log-log. Verifica-se
concordancia com a hip6tese de escala assimptéoticaaagesla na eq. (6.11) com 0 mesmo
expoente para valores positivos e negativos.despecificamente, verifica-se bom ajuste com

a distribuicad

P(z) = P(0)(1 4 vz 2?)7#= (6.16)

onde o sinak- (—) aplica-se a lucros positivos (negativos) e, no regimergssitico, y. =
(- +1)/2. O ajuste para valores negativos & quase indescirnivagldte referente aos valores
positivos. Os valores referentesia sao novamente obtidos utilizando um processo conhecido
como estimador de Hill [269]. Os valores encontrados foram= 5.57 + 0.08 e a_ =
5.54+0.06. Os restantes valores foram obtidos utilizando um proc#gssguste nao-linear. Os
valores saoP(0) = 0.582 4+ 0.001, v, = 0.864 + 0.004 ey_ = 0.837 £ 0.003. O ajuste dos
dois lados apresenta a seguinte qualidade de ajyste: 1.24 x 107¢ e R? = 0.99855 (lado
positivo);y? = 1.1 x 107% e R? = 0.99871 (lado negativo).

Conclui-se entao que o sistema pode ser caracterizadap@nico expoenter, conside-

rando as margens de erro. Ester = 5.56+0.08, & compativel com = 1.3. Assim sendo, esta

1A representaciio seguinte & equivalente a ygm@aussianaemqug. = 1+ - ey = fq_l) .
nt (5—3q+ )03
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Figura 6.2: Séries de lucrdt) geradas a partir de uma actualizacéo paralels dgentes, para
os casos (a)V = 50; (b) N = 500. Os parametros considerados na eq. (6.7) foram: 1.5,
h=0.01eB =0.25. [emP1]]

analise atribui a assimetria da distribuicao aos patérsy.. que diferem ligeiramente. Substi-
tuindo os valores: = 5.56 +£0.08 e B = 0.224+0.05 na eq. (6.12), encontra-ge= 1.3 +0.06.
Consequentemente, estes valores sao os que apresemeracelhor descricao do sistema em
analise.

Considere-se agora as séries temporais geradas por meiodio teorico.E importante
referir-se qug A, h, B) aqui utilizados levam a que os mapas representados pelagGg¥
e (6.9) conduzam a resultados quantitativos semelhamiesprno apresentado no Apéndice
através do calculo dos expoentes de Lyapunov. Na amalessee segue foram utilizados valores
deA = 1.5eh = 0.01, assim coma3 = 0.25. Nos casos em que se comparam o0s resultados
do modelo com os dados financeiros utilizar-sé-& 1.3, B = 0.22 e h = 0.01. Como
condic&o inicial foi escolhide(0) = 0, embora se verifique que uma escolha particular(@g

e irrelevante para o comportamento geral das séries t@ispo
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Figura 6.3: As séries de lucrdt) geradas a partir do mapa (6.8), para os casoB (&)0; (b)

B = 0.25. Para ambos casos, 0s casbs 1.5 eh = 0.01 sdo usados. [efAl]]

Primeiramente, foram geradas séries temporais de lugrg por simulacdo numérica, para
valores finitos deV, através da actualizacao paralela e sequencial dé&veaide spin usando
o algoritmo de banho térmico apresentado anteriormentecado paralelo, para um pequeno
namero de agentes obtém-se séries temporais caradasipor grandes flutuacdes como &
visivel na fig. 6.2 para&v. = 50. Contudo, aumentando o nimero de agentes, a amplitude das
flutuacdes decresce e observam-se zonas bem definidag ealde médio local € bem superior,
mesmo para pequenos valores coma= 500. Por isso, no limite termodinamicdy — oo,
espera-se que a série temporal consista de pequenasdksien torno de zern{ < 1), com
0 aparecimento dburstsaleatorios no tempo. No caso da actualizacao sequererdicou-
se uma convergéncia lenta para o limite termodinamicab&tma que, para valores dé
investigados (tipicament®& = 5000), nao foi verificada a presenca Hdarsts Apesar disso,
no limite de tempo longo, a actualizacao de sequenciapites $eva ao mapa unidimensional

(6.8).
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Figura 6.4: Densidade de probabilidade pafg (rescalado pela sua variancia), para os casos
(@) B = 0; (b) B = 0.25. Em ambos os caos foram utilizados os valotes 1.5 eh = 0.01.
Os ajustes utilizados foram: em (a) uma distribuicao dslifseq. (6.17), enquanto para (b) a

linha completa corresponde a distribuicao descrita pgl (6.18). [enP1]]

Na fig. 6.3 exibem-se séries temporais, obtidas por i&rap mapa (6.8), parB = 0
e B = 0.25. Em ambos 0s casos, observa-se a presenbardescadticos, caracteristicos de
eventos extremos em concordancia com os resultadosieawft69]. Nota-se também que
magnitude dosurstsaumenta conB > 0. E importante sublinhar que para o caso da fig. 6.3,

a amplitude dos retornos permanece pequenaj.

e 1, como esperado pelas simulagdes
da fig. 6.2, no limite termodinamico. Adicionalmente, esisultado suporta a utilizacao da
aproximacao linear (6.9) para o mapa do eq. (6.8). Daquiliamte, os resultados reportar-se-
ao a séries temporais obtidas por iteracao do mapa (6.8)

Na fig. 6.4 exibe-se a distribuicao de probabilidade gara 0 e B = 0.25. As abcissas
sao definidas em unidades de desvio-padrao. Para adaso, verifica-se que a distribuicao

de lucros & bem ajustada com uma lei de poténcia sim&witaum expoente de cauda obtido



CAPITULO 6. MODELO MICROS@PICO: DINAMICA DE OPINIAO 192

pelo estimador de Hillp = 3.84 4+ 0.04, e por ajuste nao linea?(0) = 0.532 + 0.003,

v+ = v- = 0.57 & 0.03, com a qualidade do ajuste dada gér= 1.4 x 10~* e R? = 0.9847.
Dado que as distribuicdes de Tsallis estao intimamesiteionadas com sistemas dinamicos
gue contém ruidos aditivo e multiplicativo (descorredaados) [170][245], tal como o caso

aqui tratado, apresenta-se o ajuste equivalente,

g T(H) 1

representado na fig. 6.4 (lado esquerdo) pela linha comeatro deste ajuste tem-ge=
1.42 4+ 0.01 andg = 0.85 + 0.03. A distribuicao de probabilidade no painel direito da Bg4
apresenta uma assimetria, semelhante ao que acontece awmnoasios financeiros; neste caso
o melhor ajuste que se aplica, quer a valores positivos qualoges negativos, foi encontrada

com uma distribuicao de Tsallis assimétrica,

pal@) = p,(0) 1 Tk (6.18)

[1 + (%) (22 4 ca?)

representado na fig. 6.4 (b) pela linha completa. Para asteeapbteve-sg = 1.68 + 0.05,

c=1.62+0.04,¢=1.47+0.03 ep,(0) = 0.515 £+ 0.003 (x* = 1.2 x 107% e R? = 0.9454).
Como referido anteriormente, a distribuicao de proliddde para as flutuacdes de preco

€ assimétrica, apresentando diferentes comportampatasvalores positivos e negativos das

caudas. Por isso, o0 modelo definido na eq. (6.1), ébm 0, conduz a uma distribuicao de

probabilidade para o lucro que se aproxima melhor da apeetapor sistemas reais do que 0
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modelo em que o termo do tipo volatilidade nao & levando emteac Para tal, foi aplicado o
modelo tebrico considerando os parametfos 1.3, B = 0.22 (correspondente aos dados do
conjunto DJ30) & = 0.01. A distribuicao de probabilidade resultante que aprisassimetria,
pode ser ajustada pela eq. (6.11), cB) = 0.457+0.007, ey, = 0.444+0.08, ay = 5.47+
0.04 (x? = 4.5 x 107* e R? = 0.95199), para valores positivos, enquanto = 0.20 + 0.06,
a_ = 5404 0.03 (x> = 1.7 x 10~* e R? = 0.9880), para valores negativos. Os valores dos
expoentes de cauda de cada lado coincidem, considerands Harerro, de tal forma que pode
ser definido um Unico expoenie,= 5.44 4+ 0.06, que concorda, dentro das margens erro, com
o valor estimado para o conjunto DJ30= 5.56 4 0.08.

Considerem-se as funcoes de correlacao definidas@mente. Na fig. 6.5 sdo exibidos
os valores absolutos dé.(7), paraB = 0 e B = 0.25, bem como paré&’,(7). A auto-fungao
de correlacao do lucro que apresenta um decaimento expiahpara pequenos valores de
peculiar de dados intra-diarios [169], apenas pode sdiicagta seB > 0; no painel (b) da
fig. 6.5 tem-se um tempo caracteristicorde= 8 [em unidades arbitrarias como definido na
eq. (6.8)]. O casd3 = 0, para o qual se observa um comportamento ruidoso @afa)
(para todos os valores d@, € apenas apropriado para a descricao da probabildiadedos
inter-diarios (i.e., valores grandesde muito embora, se mostre também inadequado para uma
descricao das correlacdes entre lucro volatilidade.qMe concerne a correlagao volatilidade-
volatilidade, o termo introduzido na eq. (6.1) nao altewalfativamente este comportmento.

Os painéis inferiores da fig. 6.5 estao embos em desacordms resultados empiricos que
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Figura 6.5: Valores absolutos da fun¢ao de auto-coi@elaos lucros(',.(7), e para a volatili-
dade,C,(7), para os casoB = 0 [(a) e (c)] eB = 0.25 [(b) e (d)]. Circulos a cheio (vazios)

representam valores positivos (negativos) da correlaEin todos casos os valores utilizados
foramA =1.5eh =0.01. [emP1]
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Figura 6.6: O valor absoluto da funcao de correlagaa paros do DJ30 (quadrados) & compa-
rado com o valor obtido através do modelo apresentado agardmetrost = 1.3, B = 0.22,
eh = 0.01 (circulos). [emP1]]

apresentam uma lei de poténcia ou uma combinacao lireeaxjgonenciais para descrever o
decaimento d€’,(7) [169].

Este problema podera vir a ser resolvido se, em vez de unomples para a volatilidade,
como apresentado na eq. (6.1), a influéncia da volatilidagke representada atraves de um

nlcleo de memoria, por exemplo, exponertgial

B la(0)] = B, [el0] = B, 3 e |- | Lo, (6.19)

§=0
em queZ; representa a normalizacéo do nlcleq, o tempo caracteristico para cada agente
i. E possivel definir uma funcao de correlacéf(7), associada com o conjunto DJ30 (ver
fig. 6.6), como uma média feita sobre os seus respectivagtitontes. Desta forma, cada

quadrado na fig. 6.6 corresponde a uma médi@,de) sobre os 30 titulos do DJ30. A partir

2Esta situacao correponde a que a volatilidade seja ealaw partir de uma média da magnitude das flutuacdes

de preco.
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Figura 6.7: A funcao de correlacdo lucro-volatilidadér), para os casos (a3 = 0; (b)

B = 0.25. Em ambos os casos, os valores utilizados foram 1.5 andh = 0.01. [emP1]]

destes dados, obteve-se um tempo de decaimento caf@metes ™ = 4.50 4+ 0.18 min (linha
atracejado). Agora, calculandg () para uma série temporal gerada pelo modelo apresentado
com os parametros anteriormente calculados para os dadp$,= 1.3, B = 0.22,eh = 0.01,
encontra-se™* = 4.19 + 0.15 (linha completa), [em unidades arbitrarias, como defimadeq.
(6.8)]. Por isso, considerandomin como unidade de tempo na eq. (6.8), a estimativa para a
funcao de correlaca@, (7) & concordante, dentro das margens de erro, com a real.

A funcéo de correlagad;(7), & apresentada na fig. 6.7 pdta= 0 e B = 0.25. O efeito de
alavancagem, que corresponde a uma correlagao negatiredecros passados e volatilidades
futuras pode ser reproduzido consideratlo- 0. Para o cas@ = 0, verifica-se um simples
perfil ruidoso, enquanto que paba= 0.25 observa-se um perfil semelhante ao apresentado em
séries financeiras (veja-se, e.g., fig. 2 da referénci@]]2&ste tipo de comportamento & bem
ajustado pela fun¢al(7) = —Aexp(—7/7’) que define um tempo caracteristieQ,

Analisando as func¢des de correla¢agr) e £(7), para diferentes valores do parameio
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Figura 6.8: O inverso dos tempos caracteristicogquadrados) e’ (circulos), associado as
funcdes de funcao correlacd. () e L(7), respectivamente, sdo apresentados para varios de
B no intervalo[0.1,1.0]. Os restantes parametros sao fixos #4m= 1.3 e h = 0.01. Para

B > 0.4, as barras de erro tornam-se menores do que os simboloB1&m

verificou-se que, os tempos caracteristicos associgdes’ dependem em geral da escolha
particular dos parametrosi(h, B). Com o objectivo de ilustrar a dependéncia desses tempos
caracteristicos com®, representou-se (fig. 6.8)*)~* e (') ! para diferentes valores d&no
intervalo[0.1, 1.0], considerandod = 1.3 e h = 0.01. As barras de erro, que representam as
incertezas nos ajustes realizados para a determinagésdguantidades, tornam-se menores
do que os simbolos para > 0.4. Os inversos dos tempog;*)~! e (7/)~1, aproximam-se de
zero com o aumento dos valores Be(tipicamenteB ~ 1), indicando o fim da validade do
comportamento exponencial dessas fungdes de cmu:elégi?nportante enfatizar qués ~ 1
encontra-se bem acima do intervalo apropriado de valords, deencionado no inicio desta

seccao, para uma descricao efectiva de dados reais.



Capitulo 7

Conclusbes e Perspectivas Futuras

O trabalho aqui apresentado comportou a analise de ahasude origem financeira, nome-
adamente, flutuacdes de preco e volume transaccionatola® formalismo da mecanica es-
tatistica nao-extensiva baseada na entrSpia fundamentacao para a aplica¢ao de tal forma-
lismo prende-se com a avaliacao dos seus comportamesédisecos nos quais é possivel veri-
ficar a existéncia de: decaimento lento (assimptoticagemtlei de poténcia) das distribuicoes
de probabilidade da observavel, correlacao de longanak e estrutura multi-fractal. Estas
propriedades sao consideradas paradigmaticas parasificecao de um sistema como nao-
extensivo.

No que se refere as flutuacdes de preco foi possivehadrsgara os mercados liquidos

americanos que:

e As distribuicbes para a flutuacao de preco apresesmfortemente nao-Gaussianas para
escalas menores ou iguais a alguns dias (da ordesf)dsom um indice entrbpico su-

perior al. Essas distribuicdes aproximam-se da distribuicaosGiana com o aumento

198
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da janela temporal de lucro, o que corresponde a corolde variaveis nao-Gaussianas
de variancia finita. Contudo, essa convergéncia da-sese‘'velocidade” inferior ao que

seria teoricamente esperado quando se analisa a coavaleg/ariaveis independentes.

e Através de uma generalizacao nao-extensiva da eatroptua de Kullback-Leibler, foi
possivel observar que a nao-Gaussianidade decai solmma fiie uma lei de poténcia
com um expoente da ordem @el. Esse decaimento lento foi explicado a partir das
dependéncias nao-lineares entre flutuacdes de preeg@odem ser quantificadas por
medicao do grau de dependéncia entre lucros separadasidatervalo de temp@'. Ai
verifica-se que o grau de depedéncia se mantém praticanmatterado para distancias
temporais da ordem de&)0 dias. Estas observagdes estao de acordo com estudes prel
minares [207][236] que associam a convergéncia lentagp&aussiana a volatilidade.
Por sua vez, a dinamica e as propriedades estatisticaslatdidade sdao associadas a
memoria das flutuacdes de preco. Usando como termo dpazagéio modelos hete-
rosquedasticos, verificou-se que a dependéncia daliddde nas flutuacdes de preco
deve ser, de facto, longa. Esta imagem mostra-se tambamaddrclante com a (anti-

)correlacao ja medida entre lucro e volatilidade.

e As séries temporais de lucro a 1 minuto, dos componentedoJones Industrial Ave-
rage, apresentam um caracter multi-fractal pronunciddarincipal contribuicao para a
multi-fractalidade provem das nao-linearidades dosiateeomd7% de Ah; seguido das

correlagdesy2% de Ah) e da ndo-Gaussianidadt {o de Ah). As séries apresentam um



CAPITULO 7. CONCLUSJES E PERSPECTIVAS FUTURAS 200

expoente de Hurst de aproximadamentecondizentes com o movimento Browniano.

e Usando como objecto de estudo um mercado com um pequenoe/dieitnansaccoes e
capitalizacao, foi possivel verificar a inexisténceudn comportamento universal para
as distribuicdes de flutuacdes de preco. Para os dasl@dtal frequéncia, viu-se que
a distribuicao de flutuacdes de preco no mercado deohisipresenta-se bem ajustada
por uma fungao que resulta da solucdo de uma equafgential em que dois indices
entropicos sao considerados. Para o caso de flutuag@éssdle precos a distribuicao

das flutuacdes apresenta-se bem descrita por uma exjeinenc

Para o volume transaccionadd, minuto, em mercados liquidos verificaram-se as seguintes

propriedades:

e As distribuicdes de volumes sao muito bem descritas pa distribuicaoF’, que pode
ser escrita como o produto de uma lei de poténcia porgssgonencial, com um valor

de ¢ muito proximo para todas as companhias analisadas e cuerglem d%.

e Ao contrario do que foi apresentado noutros trabalho][L6rifica-se que, quando o
tempo em que o volume é analisado aumenta, o expoente daud¢sto para grandes
volumes aumenta, o0 que corresponde a uma aproximac@®iribuicao Gamma (decai-
mento exponencial) . Esta anélise & confirmada por estedesntemente publicados

[237][238].

e As correlacdes entre volumes decaem lentamente e poddrareajustadas a uma soma
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de duas exponenciais com tempos caracteristicos bemtdsstiNa média, a razao entre

esses tempos caracteristicos € da ordesde

e O grau de dependéncia entre volumes transaccionadosldetzanente e pode ser bem
ajustado a uma funcao logaritmica da distaiCiantre os valores na série temporal. Por
comparacao, verifica-se que as dependéncias sao matEaimuito mais duradouras do
gue as correlagdes, que decaem sob uma forma expondratiafio deve ser considerado
como anormal, pois sendo um sistema financeiro algo emimgnéncomplexo, & natural

gue as dependéncias nao-lineares se mostrem mais @etssst

e As séries temporais apresentam um caracter fortemeritefragtal em que a correlacao
tem uma contribuicao diminuta, apends de Ah. Todavia esta contribuicao mostra-se
fundamental para o0 comportmento persistente das sémesggasentam um expoente de
Hurst da ordem d@.7. As contribuicdes fundamentais para multifractalida@en da
nao-Gaussianidade das correlac@®¥( de Ah) e das nao-linearidade800 de Ah).
Verificou-se também que a curva multi-fractal apresenta assimetria pronunciada in-

dicando que as grandes e as pequenas flutuacdes ter&wosadigersas.

Com este conjunto de dados partiu-se para a descricacéenitia das observaveis. Os
modelos introduzidos tiveram como principais preocoeaca reproducao da distribuicao de
probabilidades, os momentos de Kramers-Moyal (que fazeomtegntre dinamica estocastica

e probabilidade) bem como uma descricao adequada das=fside correlacao.
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e A descricao de volumes a 1 minuto dos componentes do DoesJonustrial Average,
foi feita a partir de equacgdes pertencentes a classeodessos de Feller no qual o valor
de retorno varia numa escala de tempo bem superior a esszdagaria para que seja
atingido o equilibrio local, seguindo os principios daeestatistica intimimamente re-
lacionada com a estatistica nao-extensiva. Essas fii#aaego valor médio (local), foram
associadas a flutuacdes no volume de actividade (nUneegehtes activos no mercado)
gue demonstra ser uma variavel cuja correlacao tem mecdd lento. Desta formaé
pos$vel obter a distribuiéo F' (ou ¢-Gamma), atribindo um significado aéndice g:
medida das flutudies no volume de actividade de tal forma que, quando o valmoeo
lume de actividadé& constante no tempo, iadice entbpico ¢ vale 1 e a distribui@o

Gammaeaeé reobtida.

e Usando o ajuste das funcao de correlacao foi feita utia&isva das escalas de relaxa-
mento local e escala de alteragao do parametro valoionhgzhl. Por aqui foi possivel a
construcao das eventuais séries temporais do valoior{ledal) corroborando a hipbotese
de uma ligacao estreita entre grandes valores dessaidpadste grandes valores de

flutuacao de volume.

e A descricao dos lucros foi feita utilizando uma equadaanodificacao da equacao de
Ornstein-Uhlembeck que consiste em considerar o termea&stoo com dependéncia
numa quantidade proporcional ao inverso da probabilidete faz com que os grandes

valores do lucro, que sao 0s menos provaveis, sao aqyaedeem mais impacto sobre
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o proprio mercadoAqui tamlkem foi posssel dar um significado déimico aoindiceg:

ele reflecte os efeitos da qria variavel (flutuago de preco) no comportamento mi-
cros@pico do sistema qué modelado pelo termo estmstico da equa@o diferencial.
Assim, no caso em qye= 1, o sistema& microscopicamente insawusl as flutuages de
preco e o processo usual de Ornstein-Uhlemlic&obtido assim como a distrib@ig
Gaussiana.Correc¢oes ao potencial confinante para o regime norredbrdha a que a
aversao ao risco e as ordens de paragem sejam levadas emnsostram que o melhor
potencial nao apresenta maximo (local) para qualquer ¥lito do lucro. Isto demons-
tra que, ao contrario do sugerido em trabalhos anterigrasdes e bruscas quedas sao
imprevisiveis utilizando um mecanismo dinamico parameg normais de estabilidade e

liquidez.

Foram também estudadas as propriedades a longo-tempockspos estocasticos dis-
cretos com variancia dependente no tempo (e exponencitdroerrelacionadas), usual-
mente utilizados para a reproducao de série financei@sisas, e conhecidos em Econo-

metria como processos heterosquedastiGos{C H (1, 1)).

e A dependéncia temporal da volatilidade torna este processto semelhante a outros
gue apresentam flutuacdes num parametro intensivq {ergperatura), fenbmeno que
se encontra na base do conceito de superestatisticaraaspieste facto, e na relacao
proxima entre superestatistica e a mecanica estatiséio-extensiva, foi possivel obter

uma expressao que relaciona os parametros dinamicosagugeza do ruido utilizado
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como o indice entropico que caracteriza a distribuggtacionaria associada ao processo

GARCH, que contém como caso particular o modelo origth&IC' H .

e ApOs verificada a validade da proposta, foram também aéaiy expressdes analiticas
para a distribuicdo estacionaria do quadrado da violatle na presenca de ruidgs
Gaussianos. Os resultados mostraram-se satisfatoniag,paz 1 e compativeis com a
estrutura de ruido multiplicativo das equac¢des de réocia do quadrado da volatilidade

na mesma linha do que ocorre com a classe de Heston de modalussiros.

e A utilizacdo da medida generalizada de Kullback-Leipkmitiu um conjunto de ilagdes
referentes a estrutura dinamica de flutuacdes didegasecos ja apresentadas. Para aléem
dessas conclusoes, verificou-se, para o procéssBC H (1,1) a emergéncia de uma
propriedade de veras interessante; Pares dinartlicas para um dado ruido, que resul-
tam num mesmo valor dgpara a distribuicdo estacionaria apresentam o mesroodel
¢°? relacionado com o grau de dependéncia entre as varignediatas;z; e ;. Mais,
esse valor de’? , mostrou-se independente da correlacao entre as \adalds ja que pa-
res com o mesmo tempo caracteristico para o decaimentamdegdo desta quantidade
apresentam diferentes graus de dependéncia. Estaoetatieg, ¢°* e ¢,, € em tudo
semelhante a relacéo de tripleto entre os indice®icty$ referentes a sensibilidade as

condicdes iniciaisd.,), relaxamentod..;) € equilibrio ¢.:) [67][271][202].

Através da anélise de um modelo microscopico de int@@entre agentes, semelhante a

um sistema de ferromagnetes com interac¢ao aleatorippgsivel verificar a importancia de
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ingredientes de aversao ao risco na decisao de compranola d®s agentes, o que se reflete
em efeitos microscopicos como comportamento das fungéecorrelagao e anti-correlacao

habitualmente verificadas.

Perspectivas para futuro trabalho A complexidade de um sistema financeiro implica que
nem sempre € possivel congregar todas as propriedadiésagas empiricamente num Unico
modelo.

Desta forma, o trabalho aqui apresentado pode ser encasatmonto de partida para a
construcao de novos cenarios capazes de modelar aidamémquantidades financeiras sendo
a principal delas aolatilidade Apesar de ser considerada uma quantidade fundamental em
analise de risco e também em modelos para o mercado defpg verdade € que a sua
definicao se mantém vaga [210], podendo ser determinagasequentemente modelada de
varias formas [272]. Considerando a volatilidade ingtaes como sendo o quadrado (ou o
modulo) dos lucros instantaneos um cenario possival paescricao do decaimento lento das
funcOes de correlacao destas quantidades seria, naleawnodelagem com equacdes diferen-
ciais estocasticas assumir uma situacao semelhanie @ gpresentada na seccao 5.3.

No que concerne a analise de modelos microscopicosnséas as alteracdes que podem
ser feitas. Listam-se aqui algumas delas:

— Introducao de uma memaoria na volatilidade, tal comcesidg na equacao (6.19);

— Introducao da possibilidade de o agente se manter neguie corresponderia a utilizacao

de um “Hamiltoniano” do tipo Blume-Capel [233] em oposicao “Hamiltoniano” do tipo
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Ising;

— Modificagao da dinamica de evolucao do parametratkracgao entre os agentes. Por
exemplo, em vez de se considerar uma dinamica completeratgdtoria, levar em conta se
0 agente influenciador no passado tem estado em concaadémm 0 movimento geral do
sistema.

O passo mais importante sera com certeza a ligacao edin@imica de volume transacci-
onado e a dinamica de precos. No fundo, os precos apemnasnfiiporque existem um certo
volume que é transaccionado e/ou outro volume que & deeo livro de ordens. Este mo-
vimento de saida e entrada de volume no livro &€ provocag@aes entre a oferta e a procura
e, consequentemente, flutuacdes no preco. Deixa-seslgo¢ado um cenario que permitira a
reproducdo mesoscopica de tal dinamica.

Para tal, pode usar-se a definicao de que volume retiradivrdode ordem & positivo e
volume inserido no livro de ordem & negativo, em analogia ecconvencao de sinais para o
trabalho em Termodinamica. Assim, utilizando a eq. (5.68)-se desde ja a equagao para o
volume transaccionade("). O volume introduzido no mercado(?), pode ser descrito pela

equacgao

dv(B)
dt

=—« (U(B) —0) +0¢,

em qued e o flutuam numa escala superiona'. Esta equacgao respeita varias evidéncias em-
piricas recentes obtidas a partir do estudo exaustivo daslde ordem [234][235][256][273].

Primeiro, a sua distribuicao de volume no livro & bem d&spor umag-Gaussiana correspon-
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dente ao caso em que a variavetjue pode ser associada a volatilidade, segue uma dig#dbu
do tipo Gamma-invertida. Depois, permite que todos os tilgazdem sejam tratados da mesma
forma. De facto, verificou-se que as ordens limitadas, deadere cancelamentos apresentam
0 mesmo impacto sobre o preco [256], podendo, por issogseriths da mesma forma. Como,
uma ordem de venda equivale a um cancelamento de uma ordeomgeac(®) < 0) e um
cancelamento de venda tem o impacto correspondente a uera aiel comprau(®) > 0), a

equacao acima é capaz de descrever de uma forma simpiéficada a entrada de ordens no

dv(T)
dt

dv(B)

livro. A soma de n

e_

conduz a equacao de evolucao de volume no livro de srden
Levando em conta que: os valores médiosde e v(?) estao ambos relacionados com a acti-
vidade no mercado, apresentando assim comportamentothaaies que implicam na matua

anulacao [235][274] chega-se a uma equacao pdmtipo:

dv
az—(V—a)UﬂLﬁU&*‘UQ,

que pode ser relacionado com as flutuacdes de prec@atavielacao linear= 1. Ou seja,

H
obtém-se uma estrutura de ruido multiplicativo-aditiamo intimamente relacionado como
a entropiaS,. Usando simulagao numeérica pode verificar-se que esi@iceapresenta-se, a
partida, capaz de reproduzir a maioria das propriedadetistgtas verificadas em mercados
financeiros.

Por fim, deve referir-se que a investigacao neste tiposderaas com o intuito de desenvol-

ver aplicacdes financeiras apresenta-se como infiniteidD@ conhecida hipotese de mercado

1Um estudo da variaczo da profundidadiezcom o lucro permitira também uma melhor descrico dopmar-

tamento da variavel.
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eficiente, novos modelos que garantam a obtencao de laor@rande probabilidade tendem a
ser anulados pelo proprio sistema que reage num sentidadon Dai a analise constante das
propriedades estatisticas das observaveis ser impogara a determinacao de novos compor-

tamentos ou suas alteragoes.



Apéendice A

Apéndice relativo ao Captulo 6

A.1 Analise dos mapas (6.8) e (6.9)

Neste apéndice discutir-se-a em detalhe o mapa obtid@pétacao da aproximacao de campo

médio ao modelo apresentado [cf. eq. (6.8)],

x(t + 1) = tanh[AE(t)x(t) + h((t) — Blx(t)| ] . (A.1)

Para argumentos pequenp&é (t)z(t) — Blz(t)| + h((t)| < 1, este mapa pode ser escrito

na sua forma linearizada [cf. eq. (6.9)],

o(t + 1) ~ AE()z(t) + hC(t) — Bla(t)] . (A.2)

Dependendo da escolha dos parametrbs:, B), os mapas das egs. (A.1) e (A.2) podem
ser dominados por pontos fixos bem definidos, ou apresentaoomortamento complexo,

como regimes caoticos. No limiar do caos, 0 expoente m@xdm Lyapunov ., , com

209
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valor nulo, deve corresponder a uma superficie criticgh, B). ParaB = 0, estes mapas
caem numa classe geral tem sido exaustivamente estudajf2f[266]. No casaor = 0,
para um ruido uniformemente distribuid@¢), no intervalo(—1, 1), existe um ponto fixo em

x = 0 parad < A*(0,0) [A*(0,0) = e = 2.718...], enquanto que pard > A*(0,0) este
ponto fixo perde estabilidade e o sistema entre num regimicoa” Calculando\,,,,, com

o algoritmo de Benettin [270], para os mapas referidosgrakde os resultados apresentados
na fig. A.1 para o caso mais simplés,= B = 0. Neste caso, verificou-se que ambos os
mapas apresentam essencialmente o megmoaté A ~ 3, o que implica que o valor critico,
A*(0,0) = e = 2.718..., pode ser apontado aos dois mapas. Contudo, para valoergsep a

A =~ 3, os dois mapas apresentam diferentes estimativas\paraenquanto que, para o mapa
eg. (A.1) o regime cabtico desaparece para 3.12, com 0s pontos fixos = +1 a tornarem-

Se 0S novos atractores para grandes valores deegime cabtico persiste para valores grandes
de A no mapa (A.2). Por isso, o Ultimo mapa apresenta um conmpert muito mais rico do
gue o primeiro, razao pela qual ele tem sido mais estudaditeretura.

Parah = B = 0, 0 mapa da eq. (A.2), introduzido no contexto de interncig@[264][265]
[266], pode apresentar um comportamento muito interessdetido ao ruido multiplicativo
&(t). Neste caso, as trajectorias partem de uma fase lamirafj, quandoA{ > e, e s@o rein-
jectadas em = 0, quandoA¢ < e, dando um comportamento tipico de intermitérarieoff O
regime on-off & composto por sequéncias raras de valoagglgs de: (em média) separadas

por fases laminares de duracao aleatoria que, no lini@ads, sao caracterizadas por uma lei
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Figura A.1: O maximo expoente de Lyapunoy,.,, associado aos mapas definidos nas eqs.
(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) & vi.para o casé = B = 0. [emP1]]

de poténcia com um expoen%eg [264][266]. A introducao de ruido aditivie¢ (¢) (h pequeno),
leva a pequenos valores para o limiar do caos, #&h,0) < A*(0,0); na verdade, tem-se
A*(h,0) = 1 para qualquer ruido aditivo [264][265][266]. Nesta siféi@, parad > 1, 0 sis-
tema é dito estar num regime de borbulhamento do atractde o ruido aditivo & responsavel
pelosbursts o papel do ruido multiplicativo consiste na ampliacas Hursts gerado pelo ruido
aditivo.

\olte-se agora para o cag® > 0. Na fig. A.2 exibe-se\,..,, também calculado através
do algoritmo de Benettin, para os dois mapas, no cas@éem0 e B = 0.22. Os mapas
apresentam aproximadamente o mesig, até A ~ 2, que pode ser comparado coin~ 3
guandoB = 0. Através de estimativas semelhantes\dg, , verificou-se que o intervalo de

de interesse)(< B < 0.35), os dois valores dd aqui utilizados 4 = 1.5 andA = 1.3) caem
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dentro de regides de validade da aproximacao linear.dD&AR tem-se semprk,,., < 0 para

o0 mapa (A.1) conduzindo a supressao do regime cabticatudo, para o mapa da eq. (A.2),
esse regime ocorre para qualguer A*(0,0.22), ondeA*(0,0.22) ~ A*(0,0) = e = 2.718...
[de facto,A* (0, 0.22) foi calculado com duas casas decimdis0, 0.22) ~ 2.72].

Dado que o parametr® nao traz ruido externo para os mapas em estudo, o regime de
intermiténcia on-off (produzida pelo termo de ruido niplitativo A¢(t)) e o regime de borbu-
Ihamento do atractor (produzido pelo termo de ruido aulitii(t)) estao presentes paba> 0.

Por isso, a parte do estreitamento esperado para o irdetggbarametrod, dentro do qual a
aproximagao linear é valida, a introdu¢ao do novente3|z(t)| ndo altera significativamente
as propriedades de estabilidade dos mapas (A.1) e (A.2)npahos para magnitudes fede

interesse.

A.2 Determinacao do expoente da cauda dg(z) eq. (6.12)

Derive-se neste apéndice a expressao que relaciona osrégp das caudas da distribuicao
de probabilidade associada ao mapa Eq. (A.2), no aaso0, com os parametrod e B.
Dado que este mapa apresenta dois ramos, cada um semetharapaade ruido multiplicativo
estudado por KRAMOTO [267], assume-se que a distribuicao de probabilidadesapta o
seguinte comportamento assimptético,

lZ|*" se  z2<0

P(z) ~ | (A3)
|7 se x>0
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Figura A.2: O maximo expoente de Lyapunoy,.,, associado aos mapas definidos nas eqs.
(A.1) (linha completa) e (A.2) (linha tracejada) & w4, para o caséd = 0 e B = 0.22. [em
P11

onde, em principioy # 3, dado que as dinamicas para as partes positiva e negatieanpser
diferentes. Levando a cabo a mudanca de variayeis,In |z|, € impondo a conservagao de

probabilidadesP(z)dx = p(y)dy] para cada uma das equacdes acima tem-se

p(y)~e s pt(y)~e Y, (A.49)

onde a notacae-(+) é aplicada a variave] associada com < 0 (z > 0). Considerando o
facto que a nova variavelpode ser obtida por valores positivos ou negativas, @edistribuicao

de probabilidade completa payano seu regime assimptotico, devera ser proporcionah@s

dep~(y) ep*(y), i.e.,

P(y) e ¥ e Pv. (A.5)
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Considere-se agora o0 mapa (A.2) no case 0; tomando o modulo para os dois termos e

dividindo as contribui¢cdes para os valoresud® positivos e negativos,

w(t+ 1) ~ | (AE(#) + B)x(t)]  se  x<0
[z(t+1)| =~ | (AL(t) — B)z(t)] se x>0

e em seguida aplicando o logaritmo em ambos os lados,
y(t+1) ~In|AL(t)+ Bl +y(t) se  2<0

7 (A.6)
In|A¢(t) — Bl +y(t) se x>0

=
_|_

=
Q

na qual foi usadg(t) = In |z ()|

A analise que se segue restringir-se-a a situacdes em qu B > 0, 0 que corresponde a
situacao de interesse do trabalho. Defininde |A¢ + B|, 2/ = |A{ — B, e lembrando qué
& uma variavel uniforme no intervale-1, 1), verifica-se imediatamente que as distribuicdes de

probabilidade associada a esta variavel & dada por

1/A se 0<z2 <|A- B
1/(24)  se |A—B|<z:<|A+B|

Agora, para a variavel = n,n’, onden = Inz en’ = In 2/, obtém-se,

[1/A] exp (w) se —o0o<w<In|A- B|
[1/(24)] exp (w) se I|A—-B|<w<Iln|A+B|

Pela eq. (A.6) tem-se que a probabiliddelg (¢ + 1)], de se ter um dado valor para a variavel

y no tempot + 1, & dada pela soma das contribuicbeszde- 0 e x < 0; a contribuicao
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x < 0 (z > 0) resulta de uma integragao sobre todos os valores missiey(t) e n(t) (n'(t)).

Analiticamente,

Ply(t+ 1) o« [p~ly@®] pln(®)] 6{y(t + 1) —y(t) — (1)} dy(t) dn(t)

+ [t ly@®)] pln' )] o{y(t + 1) —y(t) —7'(t)} dy(t) dn'(t)

que apos a utilizagao da eq. (A.4), resulta em

Ply(t+1)] o exp[—ay(t+1)] [ pln(t)] expla n(t)] dn(t)

(A.7)
+ exp[=By(t+1)] [pln'(t)] exp[Bn'(t)] dn'(2) -
Comparando egs. (A.5) e (A.7), tem-se que
/ pln(t)] explan(t)] dn(t) = / pln'(8)] exp[B 1/ (8)] dn'(t) = 1. (A.8)

Comop(n) = p(n'), os dois integrais acima sao equivalentes. Por isse,, i.e., 0 compor-
tamento assimptotico da distribuicdo de probabilid&de) segue uma lei de poténcia com o
mesmo expoenta para valores positivos e negativos:deResolvendo a eq. (A.8) tem-se a

seguinte relacao,

(A—B)"** +(A+B)"™*
2A(1+ )

=1,

gue é utilizada para relacionar A e B.
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