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RESUMO

Esta tese aborda alguns aspectos classicos da Eletrodinamica Planar, sobretudo
o modelo de Maxwell-Chern-Simons. Estudam-se-lhe as propriedades béasicas e algu-
mas configuracoes de carga e corrente especificas, assim como as Dinamicas Cléssica e
Quantica de um elétron sujeito aos correspondentes campos gerados. Procura-se extrair
o maximo de informacgao neste nivel, preenchendo assim uma lacuna existente na litera-
tura. Estabelece-se também que uma aproximacao do tipo campo médio, numa teoria
de Maxwell-Chern-Simons acoplada com a matéria por intermédio do acoplamento nao-
minimo tipico das (2+1) dimensdes, possui um paralelo com o bem-consolidado modelo
de Férmions Compostos, de Jain, para o Efeito Hall Quantico Fracionario. Além disso,
obtém-se um limite nao-relativistico da equacao de Dirac nao-minima diretamente em
(241) dimensoes, o que também parecia faltar na literatura. Em seguida, utiliza-se a
formulacao em supercampos para se estender a Mecanica Quantica Supersimétrica da
equagao de Pauli em (2+1) dimensbes com a finalidade de que ela também contemple o
citado acoplamento nao-minimo; como conseqiiéncia, obtém-se a possibilidade de haver in-
teragoes elétricas (via um potencial escalar), além da magnética. Ainda mais, demonstra-
se a possibilidade de haver mais um termo de interacao, via um potencial Fermionico
(isto é, anti-comutante, ou pseuso-cldssico), que pode ser representado por uma matriz de

ordem 4x4 ou superior.



ABSTRACT

This thesis deals with a number of classical aspects of Planar Electrodynam-
ics, mainly the Maxwell-Chern-Simons model. Its basic properties and the fields due
to some specific charge and current configurations are studied, as well as the Classical
and Quantum Dynamics of an electron subject to the corresponding fields that are gen-
erated. All effort was made in order to obtain as much information as possible at this
level, thus filling a gap in the literature. A mean field-type approximation of a Maxwell-
Chern-Simons theory coupled to matter by means of the non-minimal coupling typical of
(241) dimensions is shown to have a parallel with the well-established Jain’s Composite
Fermion model for the Fractional Quantum Hall Effect. Moreover, the non-relativistic
limit of the non-minimal Dirac equation directly in (2+1) dimensions is obtained, which
seems that was also lacking in the literature. Next, a superfield formulation is adopted
to extend the Supersymmetric Quantum Mechanics of (2+1)-dimensional Pauli equation
so that it remains valid for the non-minimal coupling mentioned above and, as a conse-
quence, the possibility of electric interactions (via a scalar potential), besides magnetic
ones, is attained. It is also demonstrated that an extra interaction term may occur, via a
Fermionic (i.e., anticommuting, or pseudo-classical) potential, which may be represented

by a rank-4x4 (or higher) matrix.
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Introducao

E bem conhecido o fato de que é possivel, em espacos-tempos de dimensoes impares,
ter-se uma teoria eletromagnética com féton massivo e ainda invariante de calibre e de
Lorentz!, por meio da adicao, & densidade Lagrangeana usual de Maxwell, daquele que é
conhecido como o termo de Chern-Simons (CS) [1]. Tal teoria de Maxwell-Chern-Simons
(MCS) é denominada uma teoria de massa topoldgica, no sentido de que o novo termo
adicionado nao depende da métrica e portanto nao altera o tensor de energia-momento
dos campos. Este termo também pode ser induzido por efeitos quanticos (correcoes)
radiativas, mesmo que nao esteja originalmente presente na Lagrangeana de partida [6].
Outra importante propriedade da teoria de MCS é o fato de que o termo de CS quebra a
paridade e a invaridncia de reversao temporal da teoria de Maxwell pura [1].

Muitos trabalhos foram publicados sobre estas questoes e outras relacionadas, mas
talvez muito pouca atencao tenha sido dada aos aspectos classicos e mais elementares
desta teoria, nao obstante as interessantes e por vezes desafiadoras caracteristicas que

surgem mesmo neste nivel, como ja foi apontado na Ref. [5]. O propdsito dos Capitulos 1

!Porém ndo mais invariante sob paridade (P) e reversdo temporal (T), o que é bom quando se estd
usando a teoria de Chern-Simons (ver adiante) para descrever o Efeito Hall Quantico, mas que requer
uma modificacido no modelo no caso de supercondutores de altas temperaturas. Ver as Refs. [1, 2, 3, 4]
e especialmente a discussdo em W. A. Moura-Melo, Ref. [5].



e 2 ¢é fornecer algum material para ajudar a preencher esta lacuna, para o caso especifico
de (2+1) dimensoes, que é a tnica dimensionalidade abordada nesta tese. Em particu-
lar, um outro estimulo para um estudo de tais aspectos é a analogia que parece existir,
como mostrado na Ref. [7] e no Capitulo 3, entre a Eletrodinamica de MCS referente a
uma particula com carga e momento magnético e a bem-consolidada teoria de Férmions
compostos, de Jain [8], para o Efeito Hall Quantico Fracionario (EHQF).

O estudo de uma teoria que nao esteja definida no espago-tempo “real”, de (3+1)
dimensoes, justifica-se pela existéncia de varios efeitos fisicos interessantes exibidos pelos
sistemas que podem se mover somente em duas? dimensoes espaciais [9]. Este é, por
exemplo, o caso dos Efeitos Hall Quanticos Inteiro e Fraciondrio (EHQI e EHQF) [2] e
dos supercondutores de alta temperatura critica [3]. Além disso, trabalhar em menos
dimensoes pode ser uma maneira mais facil de enfrentar, pelo menos numa primeira ten-
tativa, algumas dificuldades que surgem nas teorias “reais”, de (3+1) dimensoes. Isto nao
significa que algumas caracteristicas novas nao possam aparecer. Um caso tipico é a pos-
sibilidade do spin de uma particula (chamada anyon) assumir qualquer (= any, em inglés)
valor, correspondendo a uma estatistica continua (também chamada de fraciondria), nao
necesariamente Bosonica nem Fermionica [4]. Tal possibilidade foi confirmada experimen-
talmente no ambiente do EHQF, rendendo até um Prémio Nobel, em 1998. Por outro
lado, outras conseqiiéncias de uma teoria plenamente (2+41)-dimensional (e nao apenas
uma restrigdo ao plano de uma teoria (3+1)-dimensional) nunca foram confirmadas (e
nem mesmo se espera que venham a ser), como, por exemplo, a dependéncia em 1/r do
campo elétrico gerado por uma carga puntiforme, que serd vista na Secao 1.2.1. A pre-
visao de quando uma teoria plenamente (241)-dimensional terd um éxito experimental ou
nao, portanto, parece ser algo ainda nao claramente definido na literatura e, desta forma,
todas as passagens, nesta tese, em que se faz alguma comparacao explicita com dados

experimentais deve ser vista como mera referéncia para fins de se ter algum parametro

20u mesmo em apenas uma dimensdo espacial, mas este caso nao serd estudado aqui. O leitor
interessado poderd consultar as Refs. [9].



externo de comparagao (ou seja, apenas para que a teoria tenha minimamente alguma pos-
sibilidade de ser aplicdvel), sem qualquer conotagao de proposta de ezplica¢ao de algum
experimento.

Desde a introdugao do termo de Chern-Simons na Lagrangeana da Eletrodinamica
Planar [1], o mesmo tem sido usado em vdrias aplicacoes, e provavelmente a mais bem-
sucedida delas foi o estabelecimento de uma conexao entre a teoria de CS e a ja citada
estatistica fraciondria [4], principalmente quando se aplica a primeira a fisica do EHQF [10,
11, 12, 13]. Além disso, as duas dimensoes espaciais ddo margem para uma inclusao
natural de um acoplamento nao-minimo (tipo-Pauli) [14, 15, 16]®, como serd visto no
Capitulo 3. Estes dois termos — CS e acoplamento nao-minimo — sao induzidos por
correcoes radiativas [1, 15] na Eletrodinamica Quantica (EDQ) Planar, o que ja constitui
motivo suficiente para inclui-los na Lagrangeana classica. No entanto, também existem
algumas conexoes interessantes entre estes dois termos, na teoria escalar: quando se
introduz um acoplamento nao-minimo na Lagrangeana, um termo de CS é gerado por
quebra espontanea de simetria [17] e uma estatistica fraciondria pode ser obtida mesmo
sem um termo de CS (como costuma ser feito), seja no limite nao-relativistico [18] ou no
caso relativistico [19]; um contra-termo de CS cura (a um lago*) a ndo-renormalizabilidade
de um termo ndo-minimo [21]; e, da mesma forma, um acoplamento ndo-minimo cura [22],
pelo menos no limite nao-relativistico, o problema da singularidade da teoria de Maxwell-
Chern-Simons (MCS) escalar, que havia sido apontada anteriormente na Ref. [23]. Nao
se restringindo apenas a teoria escalar, mas com validade também na Fermionica, outros
importantes resultados sao as solucoes de vortice na teoria de calibre de MCS, tanto no
caso Abeliano como no nao-Abeliano, seja relativisticamente ou nao, as quais se tornaram
possiveis por meio da inclusdo de um acoplamento ndo-minimo [22].

Outra motivacao para se considerar uma teoria de MCS nao-minima é o sucesso do

modelo de férmions compostos (FCs), de Jain, para o EHQF [8], no qual cada elétron

3Mesmo para o caso de matéria com spin-zero (isto é, escalar).
4A dois lacos, a renormalizabilidade ainda persiste, mas apenas para um certo valor da constante de
acoplamento ndo-minimo [20].



é tratado como tendo um nimero par de flixons (os quanta do fluxo magnético) ane-
xados a si mesmo, uma idéia trazida da ja-mencionada conexao entre a teoria de CS
e a transmutacao estatistica. Um FC é uma “particula” com carga e fluxo. Uma vez
que, em duas dimensoes espaciais, o fluxo magnético e o momento de dipolo magnético

possuem a mesma dimensio (= massa~'/?

no sistema de unidades natural, isto é, com
h = ¢ =1)° um FC pode ser visto como uma “particula” com carga e com momento
de dipolo magnético, exatamente como num esquema de acoplamento nao-minimo do
tipo-Pauli, e, portanto, nao seria mesmo tao surpreendente que se encontrasse alguma
semelhanga entre estes dois modelos, como de fato se mostra na Ref. [7] e no Capitulo 3,
nao obstante uma relacao entre o termo de CS e um fluido de particulas possuindo carga
e momento magnético ja ter sido estabelecida na Ref. [24], que também mostrou que a
interacao da corrente de tais particulas com o campo de calibre é equivalente — a menos
de um termo de superficie — a uma interacao tipo Pauli.

No Capitulo 4, a Eletrodinamica Planar sera abordada do ponto de vista da Mecanica
Quantica Supersimétrica (MQS). Este tema, cujos pioneiros trabalhos sdo as Refs. [25,
26, 27|, tem sido bastante ampliado por muitos outros que lhe seguiram, incluindo-se
vérias revisoes [28, 29, 30, 31, 32, 33] e livros [34, 35, 36, 37, 38], com a pesquisa neste
campo ativa até hoje, como demonstram uma recente conferéncia internacional [39] e
recentes trabalhos®, alguns deles conectando a MQS com teorias nao-comutativas [40]. Em
particular, uma questao muito comum em MQS é a realizacao da supersimetria (SUSY) na
Mecanica Quantica referente a uma particula carregada (ou neutra) em intera¢do com um
campo magnético, em varias dimensionalidades espaciais. Porém, como ja mencionado,
é um fato bem conhecido que, em (2+1) dimensées, um acoplamento nao-minimo surge
naturalmente [14, 15, 16] e permite uma interacdo de momento magnético até mesmo no

caso de particulas de spin-zero (campos escalares de matéria). Estes dois aspectos, MQS

Vale a pena reforcar que esta é uma peculiaridade das duas dimensoes espaciais, nao véalida em (3+1)
dimensdes, onde o fluxo magnético é massa’ e o0 momento de dipolo magnético é massa~!. De fato, o
principal resultado do Capitulo 3 estd baseado na idéia de se identificar estas duas quantidades.

SEm 30/07/2004, uma busca em www.arxiv.org com a palavra-chave “supersymmetric quantum me-
chanics” revelou 243 trabalhos.



e acoplamento nao-minimo, nao tinham sido, contudo, contemplados simultaneamente na
literatura até o aparecimento da Ref. [41], cujo contetido consta do Capitulo 4.

Outra questao interessante que estava aberta na literatura é quanto a possibilidade
de uma interagdo de campo elétrico (via um potencial escalar) estar presente sem a que-
bra explicita da SUSY. Para a MQS-N=1, a resposta tradicional é nao [36, p.51], mas
esta pergunta também foi reavaliada na Ref. [41] e mostrou-se que, em um esquema de
acoplamento nao-minimo, isto pode acontecer: um sistema de Mecanica Quantica com
supersimetria N=1 foi proposto, onde uma interacao de campo elétrico aparece junta-
mente com o acoplamento entre o momento de dipolo magnético da particula e o campo
magnético externo. Mostra-se também sob quais condicoes isto pode acontecer. Com
relagdo ao caso N=2, o modelo de Witten [26, 27] é o mais célebre e 0 que possui mais
aplicacoes. A literatura correspondente mostra que uma interacao elétrica (via um po-
tencial escalar) é possivel em tais modelos supersimétricos, mas isto sé acontece em cada
um dos dois setores (o ‘Bosonico’ e o ‘Fermionico’) do Hamiltoniano: os dois potenciais
elétricos (o ‘Bosonico’ e o ‘Fermionico’), embora derivando do mesmo superpotencial, tém
expressoes diferentes em funcao do mesmo e, portanto, nao se referem simultaneamente a
mesma particula, mas, sim, a dois sistemas quase-isospectrais (o ‘quase’, aqui, se refere ao
estado fundamental), tipico de sistemas supersimétricos (sem quebra de supersimetria).
Ao contrério, na SUSY-N=2 (-N=1) da equacao de Pauli em duas (trés) dimensoes es-
paciais [42], os dois setores do Hamiltoniano (o ‘Bosonico’ e o ‘Fermionico’ ) se referem
aos dois estados de spin diferentes do mesmo sistema de spin-1/2. No Capitulo 4, uma
proposicao ¢ feita sobre a possibilidade de um Hamiltoniano supersimétrico de Pauli em
(241) dimensoes que inclua uma interagao elétrica, assim como um acoplamento nao-
minimo. Além disso, gracas ao tratamento em supercampos utilizado, a possibilidade de
uma interacao via um potencial Fermionico é demonstrada.

Finalmente, as conclusoes e sugestoes para futuros trabalhos sao indicadas no 1ltimo

Capitulo.



Capitulo 1

Elementos de Eletromagnetismo de

Maxwell-Chern-Simons Classico

Neste Capitulo, algumas propriedades basicas da Lagrangeana de MCS sao revistas
na primeira se¢ao: equacoes de campo (em forma diferencial e em forma integral, junta-
mente com as respectivas condigdes de (des)continuidade para os campos), conservacao da
carga, invariancia de calibre, equacao de onda e graus de liberdade fisicos, forca de Lorentz
e condutividade de um gas de elétrons. Na secao seguinte, as configuracoes de carga e
de corrente mais elementares do eletromagnetismo cldssico de MCS sao estudadas: carga
puntiforme em repouso e em movimento retilineo uniforme, capacitor de placas paralelas
e um fio reto e infinito com corrente estaciondria. Algumas relacoes interessantes sao obti-
das, tipicas das (24+1) dimensoes e também validas no eletromagnetismo puro-Maxwell,
como, por exemplo, a forca entre dois fios paralelos. Também sao consideradas questoes
relativas as unidades das grandezas em tais dimensoes, que se mostram nem sempre iguais

as suas correspondentes em (3+1)D.



1.1 Propriedades Basicas da Lagrangeana de MCS

1.1.1 Equagoes de Campo, Conservacao da Carga e Invariancia

de Calibre

A densidade de Lagrangeana que exibe o Eletromagnetismo de Maxwell em (2+1) di-

mensoes e que também incorpora o termo de Chern-Simons é [1]:

1 m .
ﬁMCS == —ZFiy + 56# )‘A#aKA/\ - JNAN, (11)
onde, como de costume,
F,=0,A,—0,A,, (1.2)

A, sendo o potencial eletromagnético em (2+1)D, m o coeficiente de massa topolégica do
termo de CS e J, a 3-corrente. Além disso, utilizam-se as seguintes convengoes: os indices
gregos abrangem todas as dimensées do espago-tempo (2+1)-dimensional: p, v, A, k, etc. =
0,1,2, enquanto que os latinos referem-se apenas aos espaciais: 1, j, k,[,etc. = 1,2; as
coordenadas cartesianas contra-variantes e covariantes do espaco-tempo sao definidas,
respectivamente, por: 2t = (2°,2%) = (2°,%) e 7, = (0, z;) = (2°,—2") = (2, —7),
sendo o tempo denotado por t = zy = 2° e as coordenadas estritamente espaciais por
z' = &; portanto, o tensor métrico é dado por: g, = ¢"* = diag(1, —1,—1); as derivadas
parciais sdo, coerentemente, definidas assim: 9, = 8/9z* = (9y = 3" = 0,,0; = V) e
" =09/dx, = (0° = 8y = 9,8 = —8; = —V); o tensor unitério totalmente anti-simétrico
(tensor de Levi-Civita) é definido da seguinte forma: €%'? = ¢y = +1.

Uma pequena variagao dA, no campo de calibre produz uma correspondente variagao
0L na Lagrangeana. E imediato mostrar que a variacao do primeiro termo da Lagrangeana

— 0 chamado termo cinético — é:

0, F"5A,. (1.3)

Do mesmo modo, e ja considerando o cancelamento de uma derivada total apds a



integracao na acao [ Larcs dx, obtém-se a correspondente variacio do termo de Chern-
Simons:

me’" 9, A6 A, (1.4)

Finalmente, a variacao do terceiro termo da Lagrangeana — o de interacao — ¢ sim-
plesmente igual a —JY0 A,. Portanto, pelo principio da minima acao, chega-se as equacoes

de campo de Euler-Lagrange:

0, F™ + me"" 0, Ay = J". (1.5)

Definindo-se:

FH = Ze' Fyy, (1.6)

(NN

e — uma vez que €’}

é totalmente anti-simétrico — usando somente a parte anti-simétrica
de 0, A,, ou seja, %(@A)\ —OhA,) = %FK,\, pode-se reescrever as equagcoes de campo acima,
como:

9, F™ + %emzfﬁA = J, (1.7)

ou:

3, F" +mF” = J", (1.8)

com a identidade adicional abaixo,

d,F" =0, (1.9)

que é simplesmente uma outra maneira de se escrever a identidade de Bianchi, €%, F};y =
0. Além disso, aplicando 0, nas equagoes de campo (1.8), obtém-se a conservagao da carga,
a,J" = 0.

A invaridncia manifesta das equagoes de campo (1.8) sob as transformagoes de calibre
A, — A, = A, + 9,A ndo ocorre na Lagrangeana de MCS, Eq. (1.1), exceto para o
primeiro termo, ou seja, puro-Maxwell. Contudo, sob uma transformacao de calibre, a

acao [ Lycs d3x é invariante, se for considerado o cancelamento dos termos de superficie.



Realmente, fazendo a substituigao A, — A}, na Eq. (1.1), a Lagrangeana L;cs varia por

uma parcela que é apenas uma derivada total:

SLarcs = Ou(JHA + Ae™ 0, Ay, (1.10)

onde a condicao de conservacao da carga precisou ser usada.
Também ¢é possivel escrever as equacoes de campo em termos dos campos elétrico e

magnético se, como em (341) dimensoes, definirem-se:

—

W= (@A) (1.11)
Foi = 00Ai — 0iAg = %(_A;) - Vi® = E (1.12)
B = Ux A= Eijaﬁfj’ (1.13)

onde €;; = €p;; = " (€' ndo precisa ser definido). Ressalte-se, de passagem, que a notagao
acima, /Yi, nao é redundante, pois, pelas convencoes anteriormente fixadas, A; # A'Z (de
fato, A; = A" = —A;). Além disso, ¢ importante notar que a terceira equaciao define um
campo magnético B escalar, uma caracteristica peculiar de (2+1) dimensoes.

Portanto,

F* = (-B,-FE,, E,). (1.14)

Apés fixar-se v = (0,4) na Eq. (1.8), ela pode — juntamente com a Eq. (1.9) — ser

reescrita da seguinte forma:

V-E—-mB=p (1.15)
. . 0B

E=-—— 1.1
V x o (1.16)
VB—mE:J+%? (1.17)

que sao as equagoes de Maxwell-Chern-Simons (MCS), e onde foram usadas as seguintes



defini¢oes (7' é um 2-vetor qualquer):

JE = (p,J). (1.20)

1.1.2 Equacoes de onda e graus de liberdade fisicos

A partir de (1.8), pode-se usar F,, = 0,A, —0, A, e o calibre de Lorentz (9, A" = 0) para

se obter a equacao de onda para A":
OAY 4+ me” "9, A, = J". (1.21)

Fixando-se v = (0,1), é possivel escrever as equagoes acima em termos de @ e de A:

0d—mV xA=p (1.22)
e ~
. 0A = -
OA 4+ m (E + Vd)) = J. (1.23)

A fim de se obterem as equacoes de onda para Ee B, é suficiente aplicar 9/0t nas
Eqs. (1.16) e (1.17) e usar as seguintes identidades: €;j€j5 = —0ik, €€k = 0ir0ji — 0510

O resultado é:

(O4+m?)E = mJ — Vp — %—i (1.24)
[§]
(O4+m?)B=—-mp+V xJ. (1.25)

Assim, o coeficiente m do termo de Chern-Simons representa a massa do campo de
calibre apés a sua quantizacao. FEla é chamada de massa topoldgica, pelas razoes ja

apontadas e com mais detalhes na Ref. [1] e respectivas citagoes.
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Das consideragoes acima, conclui-se que, enquanto em (3+1) dimensdes F),, tem seis
componentes, correspondentes a Eea 5, em (2+41) dimensoes, por sua vez, 0 campo
de Maxwell (e de MCS) tem somente trés graus de liberdade: dois para E e um para
B. Porém, apenas um destes é fisico. De fato, considerando-se solucoes de ondas planas,
(E, B) = (EO,BO) expi(l;-f— wt), no vacuo (J” = 0), as equagoes de campo de MCS,
Egs. (1.15-1.16), conduzem a:

ik-E = mB (1.26)
B = —wB (1.27)

as quais informam que: (i) em uma onda plana de MCS, o campo elétrico tem, como
¢ usual, uma componente que é perpendicular a direcao de propagacao, mas também
possui uma componente ao longo da mesma; (ii) existe uma diferenga de fase de 90° entre
o campo magnético, B, e a componente de E ao longo da diregdo de propagacao; (iii)
ambas as componentes de E sio proporcionais a B, indicando que existe somente um
grau de liberdade fisico, correspondendo (por exemplo) a B. Além disso, das equacoes de

onda pode-se obter a relagao de dispersao
B = w? —m? (1.28)
e, a partir da Eq. (1.17), é possivel mostrar que

B = — 2 (wk + imk), (1.29)

T

o que confirma as observagoes (i-iii) acima. Finalmente, pode-se observar que, quando o
parametro de CS tende a zero (ou, equivalentemente, quando a freqiiéncia (ou energia)
do modo é alta, w > m), sé resta a componente usual do campo elétrico. E vice-
versa, ou seja, o termo de CS prevalece em baixas energias (o que ji poderia ser visto

diretamente do Lagrangeano, pois o termo de CS possui uma derivada a menos do que

11



o termo puro-Maxwell e, portanto, no dominio de freqiiéncias, esta multiplicado por um
fator de freqiiéncia a menos).

Pode-se verificar mais explicitamente as consideragoes acima tomando (digamos) a
parte real das Eqgs. (1.26-1.29) como correspondendo aos campos fisicos. Neste processo,
as quantidades constantes e uniformes Eo e Bg serao consideradas como complexas. Uma
abordagem mais geral seria tratar o vetor de onda k como uma quantidade também
complexa, o que nos conduziria a possibilidade de ondas planas inomogéneas; porém, isto
nao serd feito aqui (o leitor interessado podera consultar a Ref. [43, Cap.7]). As expressoes

resultantes sao:

mBO

E, = p sin (kx — wt) (1.30)
B

E, = C% cos (kx — wt) (1.31)

B = Byjcos (kx — wt), (1.32)

onde, sem perda de generalidade, a quantidade By foi considerada real e a direcao de
propagacao k foi tomada como paralela ao eixo x.

Outra questao importante, obviamente, é a energia conduzida por estas ondas planas,
que pode ser representada pelo vetor de Poynting, S. Como se sabe, a componente-
i de S é, por definicdo, igual & componente ©% do tensor energia-momento simétrico,
©O#. Porém, para a Lagrangeana de MCS, este tensor é exatamente igual ao de uma
teoria puro-Maxwell, uma propriedade geral que surge se um termo topolégico (como o
de Chern-Simons) é acrescentado a uma densidade de Lagrangeana (em nosso caso, uma
puro-Maxwell), na medida em que tal termo nao se acopla a uma métrica externa g":
note-se que o termo de CS contém o tensor de Levi-Civita, €,,,, que é totalmente anti-
simétrico, enquanto g é simétrico. Assim, a partir do bem-conhecido [43, Cap.12] tensor

energia-momento de Maxwell,

1
O = g‘u/\F)\nij + ZgNVFn)\FK)\a

12



obtém-se:

S=EB, (1.33)

—

que é nada mais do que a natural versao (2+1)-dimensional da familiar expressao S =
E x B. Porém, uma vez que agora existe uma componente longitudinal £, nao nula do
campo elétrico, entao S nao aponta sempre na direcao de propagacao, mas as vezes tem
uma componente perpendicular a E. A situacao é resumida na Fig. 1.1, onde os vetores
relevantes sao mostrados em tempos diferentes, para o mesmo ponto fixo x. Fica evidente
que uma parte da energia eletromagnética é conduzida ao longo da direcao de propagacao,
mas existe uma quantidade de energia que oscila na direcao transversal, y.

Pode-se verificar imediatamente a conservagao da energia das ondas planas de MCS no
vacuo, isto é, 9,0" = 0, ou, equivalentemente, du/0t + V-S= 0, onde u é a densidade

de energia ou de Hamiltoniana,
u= 0" = (E”+ B?)/2. (1.34)

Realmente, o uso direto de (1.30-1.32) e (1.28) conduz a:

u(z,t) = ug(x,t) + up(z,t), (1.35)

onde:
up(z,t) = E*/2=(E2+E.)/2= %g [(m/k)2 + cosz(th)] (1.36)
ug(z,t) = B?/2= B?gcosg(d)t), (1.37)

com o simbolo ¢; significando kx — wt. Assim,
B2
u(z,t) = 70 [(m/k)? + 2cos*(¢)] . (1.38)

[Neste ponto, nota-se que, semelhantemente ao caso puro-Maxwell, os maximos e minimos

13



1) kx—wt=0
E

3) kx—ot=-90°

Y

5) kx— wt = —180°

7) kx—wt=—270°

2) kx—wt=—45°
E

\/s

Y

4) kx— ot = —135°

Y

6) kx— wt= —225°

8) kx— wt= —315°

/E
X

N

>

Figura 1.1: O vetor de Poynting Seo campo elétrico E de uma onda plana homogénea
propagando-se ao longo da direcao x, mostrados em diferentes instantes de tempo e numa
posicao fixa, x, do espaco. (Aqu1 fez-se w = m; para m/w — 0, conforme indicado no
texto, as componentes y de S e 2 de E também vao tendendo a zero. E vice-versa. )
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das energias elétrica e magnética acontecem simultaneamente, mas, por outro lado, a
densidade de energia nunca é zero em um ponto fixo e as energias elétrica e magnética
nao sao iguais entre si (por causa da componente longitudinal do campo elétrico).] De

forma semelhante, o vetor de Poynting é dado por:

2

S(z,t) = % [w cos?(¢;)& — msin(¢;) Cos(qﬁt)g}] , (1.39)

com Z e ¢ representando os usuais vetores unitarios cartesianos. (Nota-se que a compo-
nente y exibe a caracteristica oscilatdria ja mostrada na Fig. 1.1.) Por fim, a relacao de
conservacao de energia pode imediatamente ser conferida, por substituicao direta.

A propagacao de ondas no Eletromagnetismo de MCS exibe outras peculiaridades
(como a reverberacao de pulsos), as quais nao serao exploradas aqui, mas que podem ser

encontradas na Ref. [5].

1.1.3 Equacoes de Campo na forma integral

A fim de melhorar a intuicao no eletromagnetismo de MCS, podera ser 1til a obtengao
da versao integral das equagoes de campo de MCS, Eqgs. (1.15-1.17), e as correspondentes
condigoes de (des)continuidade para E e B. Estes sio os objetivos desta secao. Para
clarear a influéncia de cada caracteristica, serd considerada, primeiro, uma situacao de
puro-Maxwell estatico para, em seguida, incluir-se o termo topolégico de CS e, finalmente,
permitir-se que os campos variem com o tempo.

Depois da integracao sobre uma area que inclui a regiao onde a densidade de carga
localizada p é diferente de zero, a lei de Gauss (1.15), juntamente com m = 0 (somente

por enquanto), da:

}z{ﬁ-ﬁds:q, (1.40)
C

onde C' é a curva fechada que delimita a drea de integragao (a curva gaussiana), ¢ é a
carga total dentro de C' e 7 é um vetor unitario normal exterior, que aponta para fora

de C. Este resultado é bem conhecido e é simplesmente a versdo (2+1)D da familiar
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lei de Gauss. Pode-se ainda reescrever esta equacao numa forma ainda mais familiar se
for incluido um fator multiplicativo 1/¢; no membro direito, definindo-se deste modo as
unidades electrostaticas do SI em (241) dimensoes, ou o que poderia ser denominado
de ST planar'. Uma conseqiiéncia importante é a correspondente lei de Coulomb (isto
é, ¢ sendo a carga puntiforme de uma particula), que agora se escreve, em unidades SI

planares,
1l q.
=7

FE = ,
2meg T

(1.41)

em vez da dependéncia 1/r? de (3+1)D, um exemplo de um resultado geral de teoria de
campos, que diz que as divergéncias sao menos severas em dimensoes mais baixas.

A Eq. (1.16) nao precisa de uma versao integral, uma vez que, no caso estitico com
o qual se estd lidando, ela pode ser substituida pela definicio de um potencial escalar ®
tal que E = —V®, da mesma maneira como se faz em (3+1)D.

A 1ltima equagao de MCS, Eq. (1.17), ainda com o caso estatico e com m = 0, é
integrada sobre uma curva aberta C através da qual a densidade de corrente J flui (ver
Fig. 1.2a), resultando:

/053 Ads =1, (1.42)

onde
I:/f-ﬁds
c

é a corrente total que flui pela curva C'. A equacao integral de MCS acima fica:

0B 0B
/c <a—y,—%> “(ng,ny) ds =1,

e pode ser utilizada uma terceira dimensao auxiliar [ver Fig. 1.2b, onde v = ds/dt, e entao

7/v = v~ (dz/dt,dy/dt) = (dz/ds,dy/ds), levando a 7 = £ x k = (dy/ds, —dz/ds)),

>
Il

INesta definicdo, nota-se que a unidade SI planar para a constante g é diferente da sua andloga em
(3+1)D: C?s? /kgm?, em vez de C?s? /kgm?.
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Figura 1.2: (a) Curva de integracao C da Eq. (1.43). (b) A terceira dimensao auxiliar
usada para se obter a Eq. (1.43).

para se obter:

ou:

B2 - B1 = I, (143)

que é o analogo (2+1)D da lei de Ampere?, By (Bj) sendo o valor do campo magnético
no fim (origem) da curva orientada C.

Resumindo, as equacoes de Maxwell estaticas em (2+1)D ficam conforme abaixo:

fﬁ-ﬁds:q (1.44)
C
E=-Vo (1.45)

Agora serd incluida a massa topolégica do féton: é preciso integrar as Eqs. (1.15-1.17),

semelhantemente ao que foi feito acima, mas agora nao descartando mais os termos em

2 Aqui, pode-se fazer uma observacio andloga 3 tltima nota de rodapé, referente 3 lei de Gauss e &
constante €y: nota-se que a versdo SI da lei de Ampere em (241)D deve ter um fator extra multiplicativo
o em seu membro direito, o que leva & seguinte unidade para esta constante: kg/C?, em vez de kgm/C2,
como ocorre com sua bem-conhecida correspondente em (3+1)D.
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m. As equacoes estaticas de MCS que resultam sao:

fﬁ-ﬁd5:q+m®3 (1.47)

C

E=-Vo (1.48)

B2—31:I+m/ﬁ-d§‘. (1.49)
C

A primeira equacao, uma lei de Gauss modificada, mostra que é possivel haver um
fluxo elétrico liquido através de uma curva fechada, mesmo se ¢ = 0. Além disso, pode-se
mostrar que esta equacao tem, num caso de puro—CS [isto é, sem o termo de Maxwell em
(1.1)], um membro esquerdo nulo, dando origem a uma ligacao entre carga elétrica, ¢, e
fluxo magnético®, @5 = [ Bdx dy, um resultado importante na descri¢ao de anyons [6]. A
ultima equacgao é uma lei de Ampere modificada, onde a diferenca de potencial [, E-ds =
®; — &, entre as extremidades da curva de integracao C' contribui para a diferenca do
valor do campo magnético B em tais pontos. Nota-se também que, para B uniforme, esta
equacao descreve o efeito Hall, pois relaciona a corrente com uma diferenca de potencial
elétrico transversal.

Finalmente, um célculo semelhante conduz as equacoes integrais de MCS completas,

isto é, validas para m # 0 e em situagoes nao necessariamente estaticas:

fﬁ-ﬁds:q—l—m@lg (1.50)
c

= ddp

E.ds=-"2=2 1.51
72 ST (1.51)

ddg -

By, —B =1+ —— E-ds 1.52
2 1 + 7t +m ; 5 (1.52)

onde o fluxo elétrico ®p = [ E - nds é através da linha aberta C, em vez de ser através

3Aqui, apesar da planaridade (em que B ndo é um vetor, mas sim um escalar) e do correspondente
elétrico, onde o respectivo fluxo é definido por uma integral no comprimento (e nao na area), serd mantido,
por tradicdo, o termo fluxo magnético.
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de uma area. Estas equagoes, em unidades SI planares, ficam como segue:

. q mc
EF-nds=—+ — 1.53
7{6' nas €o + h B ( )
- dPp
E.ds=—-—"2=2 1.54
72 ° dt (1.54)
1 dog

By — By = pol + +%/ E-dz, (1.55)
C

A dt
onde a constante de Planck, A, naturalmente ainda nao possui significado quantico algum,
desempenhando aqui meramente o papel de um fator de conversao (noutras palavras,
poder-se-ia trabalhar com p = m/h).

A principal novidade nas equacoes de MCS, expressa pelos termos que contém a massa
m, é a possibilidade, no viacuo (¢ = I = 0), de o campo elétrico (magnético) ser produzido
por um campo magnético (elétrico) estdtico, em contraste com o caso puro-Maxwell, onde
um campo magnético (elétrico) varidvel seria necessdrio para tanto. Assim, o préprio
conceito de carga elétrica é agora muito diferente do habitual, uma vez que nao pode
produzir s6 um campo elétrico mas também um magnético, e serao vistos alguns exemplos
simples que ilustram tais propriedades. Por outro lado, como sera visto na préxima
secao, a forca de Lorentz, que retrata como os campos agem numa carga elétrica, nao é
modificada pelo termo de CS e s o campo elétrico pode agir em uma carga em repouso,
sendo necessaria uma velocidade para que o campo magnético possa agir sobre ela, da
mesma maneira que no caso habitual (puro-Maxwell), seja em (34+1)D ou (2+1)D.

Antes de terminar esta secao, serao obtidas as condicoes de continuidade para E e B.
A partir das equacoes integrais acima, considerando-se uma interface (uma curva) entre
os dois meios (1) e (2), na qual existam uma densidade de carga linear A e uma corrente 7,
pode-se construir um circuito de integracao bem pequeno, C', como mostrado na Fig. 1.3a,

para obter, respectivamente de (1.53) e (1.54), os seguintes resultados:

i (By— Ey) = é (1.56)
’IZL ( _’2 - El) == 0, (157)



1
(a) (b)

Figura 1.3: (a) Caminho de integracdo C' usado para obter as Egs. (1.56-1.57). (b)
Caminho de integragao C' usado para obter a Eq. (1.58).

com a primeira (segunda) equagao expressando a condicao de continuidade para a com-
ponente normal (tangente) de E. [Foi usada a identidade @ x b = —a - b.] A equacdo

correspondente para B é obtida da Eq. (1.53) e o circuito C da Fig. 1.3b:
BQ — Bl == ILL()[ (158)

Nota-se que estas sao as mesmas condicoes de continuidade para o caso puro-Maxwell,

isto é, o termo de CS nao desempenha nenhum papel aqui.

1.1.4 Forca de Lorentz

Agora, a expressao para a forca de Lorentz serd deduzida. Serd usado um procedimento
semelhante ao que é feito na Ref. [44]: parte-se de um Lagrangeano total que é a soma
dos seguintes Lagrangeanos parciais: um, referente aos campos, isto é, a integral espacial
das duas primeiras parcelas da Eq. (1.1) e, o outro, correspondente a uma particula de
carga —e e massa M:

Liotal = Leampos + L, (1.59)

onde

L:MU2

— AT+ ed, (1.60)

v sendo a velocidade da particula e ® e A respectivamente os potenciais escalar e vetorial

de MCS. Para obter as equacoes de movimento da particula, basta considerar L. O
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momento generalizado ¢é
I (1.61)
= — = M7 — eA. .
ov

As equacdes de Euler-Lagrange sao d/dt(dL/00) = OL/0f = VL e

VL =—eV (A7) +eVa. (1.62)
Mas?
[6 (z‘f _’)L = 81 (Ajvj) = UjaiA]
e
dA;  0A;
dt == W + ’Ujain,

de tal forma que as equacgoes de Euler-Lagrange se tornam:

dt

= —eEi - 6’1)]' (BZA] - 8]141) = —eEi - 661‘]"[)]'3, (163)

onde as Egs. (1.12) e (1.13) foram usadas. Por conseguinte, a expressao desejada para a

for¢a de Lorentz em (2+1)D é:

= —¢E — evB, (1.64)

que pode ser vista como uma natural adaptagao para (2+1)D da conhecida expressao em

(3+1)D.

1.1.5 Condutividade de um géas de elétrons em (2+1)D

Nesta secao serd obtida, em um caso puro-(2+41)D, a expressao do tensor de condutividade
de um gas de elétrons, que revelar-se-a igual a encontrada, por exemplo, nas Refs. [45, 46,

10], onde se utiliza um enfoque (341)-dimensional, isto é, com a habitual férmula para

-,
7-

4Daqui por diante nesta secdo, A; significa (A4)
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a forca de Lorentz. Ao contrario, aqui serd usada a Eq. (1.64), de maneira a se obter a

equacao de movimento para um dos elétrons, que, portanto, é dada por:

d—a 5 _ —
d—f — —¢E —eiB - g, (1.65)

onde p'= mw é o momento linear do elétron e 7 é o tempo livre médio entre colisdes com
as imperfeicoes da rede.

Daqui em diante, o procedimento é idéntico ao que se faz nas referéncias mencionadas:
toma-se a média de todas as equacoes idénticas a Eq. (1.65) acima (uma para cada elétron)
— 0 que equivale a se reinterpretar a ultima equagao como sendo agora referente a valores
médios para o conjunto de elétrons — e considera-se uma configuracao com densidade de

corrente estaciondria, J = —nep/M (n é a densidade superficial de elétrons), caso em que

dp —

+ = 0. Depois de alguma algebra simples, obtém-se:

E=plJ, (1.66)
onde o tensor resistividade p é dado pela férmula usual:

p=| 7 . (1.67)

com pg sendo definido por
M

ne2r’

Po =

Finalmente, obtém-se o tensor condutividade o pela sua definicao, J= aﬁ, ouo=p L

09 1 —W,T

o= —"— , 1.68
1+ (wCT)2 WeT 1 ( )

que, como ja antecipado, é o mesmo e bem-conhecido resultado fornecido por uma abor-
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dagem (3+1)D, e onde:

g0 =pp
e
eB
We = —
M

é a frequeéncia de ciclotron.

1.2 Configuracoes basicas de carga e corrente no Ele-

tromagnetismo de MCS

1.2.1 Carga puntiforme em repouso na origem

Substituindo na Eq. (1.25) as expressoes para a densidade de carga e corrente de uma

carga puntiforme ¢ em repouso na origem, p = qd*(%) e J =0, tem-se:
(V2 —m?)B = mqd* (). (1.69)
Da mesma forma, na Eq. (1.17), assumindo-se OE /0t = 0 (caso estético), obtém-se:
E=

VB
?. (1-70)

Assim, é suficiente resolver a Eq. (1.69) para B, porque E ¢ diretamente obtido da

Eq. (1.70). A solugao da Eq. (1.69) é:
B(Z) = ———Ky(mr), (1.71)

onde r é a coordenada radial (a distancia medida a partir da carga puntiforme) e Ky(mr)

é conhecida como fun¢ao de Bessel de ordem zero de argumento imagindrio, que pode ser
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definida por [47, Eq.3.754,2]:

< cos(mr) dz
Ko(mr) = [~ 25 1.72
O(mr) 0 \/W ( )
Conseqiientemente,
E(@) = iR, (mr), (1.73)
2m
onde 7 é o vetor unitdrio na direcao radial e foi usada a seguinte identidade:
Ko(u) = =K, (u). (1.74)
E interessante usar o comportamento assintético de Ko(mr) e Ky(mr),
. z
il_t)I(l)Kg(z) = —ln§+1 (1.75)
. 1
lig Ki(2) = -, (1.76)

para verificar que, no limite m — 0, as expressoes acima para B(¥) e E(Z) se reduzem as

do caso puro-Maxwell em (2+1)D, que sao:

B(@) = 0 (1.77)

E@ = L (1.78)

que diferem do resultado do Eletromagnetismo usual de (3+1)D, em que o campo elétrico
possui a tradicional dependéncia em 1/r?, mas que correspondem a restrigdao ao plano
xy da situagao (3+1)-dimensional bem conhecida, de um fio estético ao longo do eixo z,

uniformemente carregado.

1.2.2 Carga puntiforme em movimento uniforme

Agora, serd considerado o caso de uma carga puntiforme em movimento uniforme com

velocidade v ao longo da direcao e sentido de y positivo. Da ltima secao, ja se conhecem as
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expressoes para E () e B(Z) no sistema de coordenadas S, fixo na particula. Assim, para
se obterem as expressoes dos campos E(f) e B(¥) produzidos por esta mesma particula no
sistema de coordenadas S (“em repouso”), basta usar um “boost” de Lorentz ao longo da
direcao y, com velocidade —v. Mas, para isso, é necessario usar as quantidades covariantes

de Lorentz F),, e F),, assim como as relagoes:

E(#,t) = Fyu(@1) (1.79)

B(#,t) = —F°,t). (1.80)

O resultado é (para um ponto situado no eixo z, de maneira muito semelhante a

Ref. [43, p. 427]):

mq v K (mr!
B(x,0,t) = VQ—W[—KO(W')—#] (1.81)
K !
Bo(w.0.8) = 279 |yseymrty 4 2K (1.82)
2m r!
tK !
Fy(w,0,t) = —mautfamr) (1.83)

2 !

onde, como de costume, v = 1/v/1 — 02, e:
= /a? + (yvt)2. (1.84)

1.2.3 O capacitor de “placas” paralelas

Aqui, serao obtidos os analogos MCS das férmulas bem conhecidas para o campo no
interior de um capacitor com placas paralelas, onde a palavra “placa”, é claro, significa
um segmento de linha reta em um mundo (2+1)D com o qual se estd lidando aqui.
Primeiramente, serd obtida uma expressao para o campo gerado por apenas uma de tais
“placas”, cuja carga serd considerada como estando uniformemente distribuida ao longo

de seu comprimento. Partindo da Eq. (1.25) e tomando a placa como estando situada ao
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longo do eixo y, obtém-se:

(2 - ) @) = oo (1.85)

onde J = ( e 8/dt = 0 foram usados, como também 9/dy = 0, devido & simetria da
distribuicao de carga. Mas, designando a densidade linear de carga da “placa” por A,
entdo p(x) = Ad(x) e, portanto, B(x)/m) é a funcao de Green do operador d*/dz? — m?.
Por meio de uma transformada de Fourier de x para k e de uma integracao sobre o
semicirculo superior (inferior) do plano complexo k, para x positivo (negativo), obtém-se:

B(z) = —%emm. (1.86)

A partir deste resultado, pode-se usar a Eq. (1.17) para se obter o campo elétrico,

. . . %67777,01:/72 LT > 0
E=VB= E=(E,0),onde E, =< (1.87)
—ﬁem“/h , x <0,

onde, agora, foram usadas as unidades do SI em (2+41)D.

Nota-se que, no limite m — 0, a expressao acima para o campo elétrico reduz-se ao
esperado, ou seja, E = \/2¢g, que é o andlogo em (2+1)D da bem conhecida expressao
em (34+1)D puro-Maxwell, E = 0/2¢,. Por outro lado, nao se pode concluir da Eq. (1.86)
que, no mesmo limite, se tem B = 0, como seria esperado: para isso, é necessario partir
diretamente das equagoes de campo, como por exemplo, a Eq. (1.52), que, sob as condigoes
deste problema, possui membro direito nulo se m = 0, independentemente de onde estejam
os pontos (1) e (2) (ao contrario do que ocorre no caso m # 0); ou seja, 0 campo magnético
B é uniforme. Que ele vale zero, conclui-se pelo simples fato de o0 mesmo nao possuir
fontes, em argumento exatamente igual ao que se faz no Eletromagnetismo usual de (3+1)
dimensoes, ao se aplicar a Lei de Ampere a uma situacao estatica e sem corrente.

Sejam agora duas placas idénticas a considerada acima, dispostas paralelamente e

separadas por uma distancia d, com cargas iguais e opostas. Entao, os campos elétrico
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e magnético gerados pelas duas placas no espaco entre elas sao dados pelas respectivas

somas algébricas,

qefmcd/2h
E, = ——— cosh(mcz/h) (1.88)
EOE
—med/2h
B = H9 " snh(mex/h), (1.89)
onde a placa positiva (negativa) foi considerada como estando na posicio x = —d/2

(r = +d/2) e a relagdo c*eguo = 1 foi usada®, como também a suposi¢ao usual de que
efeitos de borda nao sao relevantes (ou seja, o comprimento da placa, ¢, é muito maior do
que d, e ¢ = \).

Pode-se definir uma quantidade chamada capacitancia, definida pela relacao usual C' =
q/V, onde V é a diferenca de potencial entre as placas. Além disso, pode-se argumentar
que a presenca do campo B enseje a possibilidade de se definir também uma indutancia,
L', para o mesmo objeto, mas é preciso lembrar que nao ha corrente i alguma que permita
a definigao usual L' = ®p/i. Talvez seja possivel definir outro tipo de indutancia, digamos,
L" = ®p/q, ja que agora o campo magnético é gerado pela carga ¢, em vez de por uma
corrente 7. No entanto, nao se adotard tal procedimento aqui.

Assim, a capacitancia C' pode ser encontrada do modo padrao: a partir da expressao
para o campo elétrico acima, deduz-se a diferenca de potencial V' entre as placas por meio

de V= [T E - d5 e entdo utiliza-se a definicao C' = ¢/V. O resultado é:

C= m%EOE (1— e meamy, (1.90)

do qual se pode concluir que a influéncia da massa do féton, m, é no sentido de aumentar

a capacitancia.

’

E importante ressaltar que, se tivesse sido considerado m — (0 na expressao da

Esta relagao permanece vélida no presente modelo (2+1)-dimensional, uma vez que ela emerge na-
turalmente quando se escrevem as equagdes de onda (1.24) e (1.25) em unidades SI planares, e é, como
no bem-conhecido caso de Maxwell em (3+1)D, simplesmente a definicdo da velocidade da onda eletro-
magnética.
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Eq. (1.88) para o campo elétrico, o resultado seria C' = €ol/d (1 — med/2h), que se
torna C' = ¢y¢/d quando m = 0, que é o resultado esperado, na medida em que é o
mesmo do Eletromagnetismo de puro-Maxwell em (24+1)D, no qual E = /¢, sendo tais
relacoes as andlogas as bem conhecidas relagoes em (3+1)D, E = o/¢y e C' = ¢yA/d.
Finalmente, nota-se que, por causa das diferentes unidades de ¢, em (2+1)D, nao se tem
C = €y x (uma distancia), mas sim C' = ¢y X (uma quantidade adimensional).

Das Eqs. (1.34), (1.88) e (1.89), obtém-se a densidade de energia total dentro do
capacitor:

2
q —mc
u(z) = We /% cosh 2mez /. (1.91)

Nota-se que, no caso m = 0, esta expressio, como esperado, se torna u = ¢*/2¢(* =
(¢*/2C)/td = UJtd, onde U = [dxdyu = ¢*/2C, correspondendo somente & parcela
eletrostatica da energia no interior do capacitor, pois agora B = 0, ja que a auséncia do

termo de CS nao permite mais que uma carga elétrica produza um campo magnético.

1.2.4 Um fio com corrente estacionaria

Nesta secao serao obtidos os campos elétrico e magnético de MCS produzidos por uma

configuragao que consiste em uma corrente estacionaria I na direcao y, ou seja,

p = 0 (1.92)

J = Id(z)j. (1.93)

Como em (3+1)D, sera admitido que OE /0t = 0 e B/t = 0. As equacdes de MCS,
Egs. (1.15-1.17), sao, portanto,

V-E=mB (1.94)
VxE=0 (1.95)
VB—mE = J, (1.96)
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podendo-se obter B a partir da primeira equacao, desde que se tenha resolvido a equacao

de onda para E, Eq. (1.24):

-

(V2 —m?)E = —mJ, (1.97)

que, neste caso, ¢ 0 mesmo que substituir B = A E/m na Eq. (1.96). Esta equagao —

considerando que 9E [0y = 0, devido & simetria da configuracio — conduz a:

(dd— . m) Ey(w) = ~mlI3(a) (198)
(dd_; - m2> E,(z) = 0. (1.99)

A solugao geral para a segunda equacao acima é Ey(z) = Ae™ + A’e”™", onde, por
razoes fisicas, as constantes A e A’ anulam-se respectivamente para z > 0 e z < 0, levando
a Ey(x) =A'e”™ parax >0 e Ey(x) = Ae™ para x < 0. Mas |A| = |A4'|, por simetria.
Além disso, a Eq. (1.95) estabelece que 0, F, = 9,E, = 0, isto é, £m|Ale*™” =0 =
|A] = 0 e, finalmente,

Ey(x) = 0. (1.100)

Agora, sé resta resolver a equagao para E,(z), o que pode ser feito por meio de uma
transformada de Fourier de x para k e de uma integracao sobre o semicirculo superior

(inferior) do plano complexo k, para x positivo (negativo). O resultado é:

ée‘mx , x>0
E.(z) = (1.101)

%em‘” , <0,

ou, equivalentemente,
1
E,(z) = 56—’”"”'. (1.102)
Portanto, o campo magnético é

—%e mro x>0

B(z) = (1.103)
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que corresponde, no limite m — 0, a restri¢do ao plano xy da situagao (3+1)-dimensional
em que a corrente I estd ao longo do plano yz: pelo Eletromagnetismo usual, tal con-
figuracao, de fato, fornece um campo magnético uniforme e apontando no sentido +z
(—2) no semiplano esquerdo (direito) do plano xy.

Uma outra forma, mais simples, de se obterem os resultados acima para F,(z) e B(x)
¢ proceder semelhantemente ao que foi feito acima com E,: das solugoes fisicas gerais da
Eq. (1.98), ou seja’, E,(x) = Ae ™" para x > 0 e E,(r) = Ae™ para x < 0, conclui-se
que B = V- E/m = —Ae ™ parax > 0e B = Ae™ para x < 0. Finalmente, o valor
A = 1/2 pode ser obtido por meio da condigao de continuidade para B, Eq. (1.58).

Neste ponto, é oportuno introduzir a expressao para a forca entre dois fios paralelos
e a lei de Biot-Savart, o que serd feito primeiramente em puro-Maxwell e, depois, em um
contexto de MCS. No primeiro caso, usando a lei integral de Ampere em unidades SI
planares, Eq. (1.43), e também a relacao de simetria |B(0")| = |B(07)|, conclui-se que o

campo magnético gerado pelo fio é dado por:

B = pugl/2 paraz <0 (1.104)

B = —ugl/2 parax > 0. (1.105)

Assim, é de se esperar que a lei de Biot-Savart em um Eletromagnetismo (241)D puro-

Maxwell seja dada pela expressao

deMLId;XF

2r  r?

, (1.106)

ja que, para o fio retilineo infinito com corrente I, e depois de uma apropriada integracao
sobre todos os elementos de corrente do fio, esta expressao se torna justamente o resultado

acima, Eqs. (1.104-1.105). Portanto, a for¢a por unidade de comprimento entre dois fios

6“A priori”, uma outra possibilidade seria F,(z) = Ae~™® paraz > 0 e E,(z) = —Ae™ paraz < 0,
mas, devido & Eq. (1.56), isto implicaria a existéncia de uma concentragdo de carga ao longo do fio, o
que nao é verdade.
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paralelos a e b, ﬁab/ﬁ = IbE,Ba/K, com B, dado pelas Egs. (1.104-1.105), é:

—

Fop  polaly
_= 2 {L"

(1.107)

~

que mostra ser independente da distancia d entre os fios, em contraste com a bem-conhe-
cida dependéncia em 1/d de fios em (34+1)D, mas semelhante a forga entre duas placas
infinitas em (3+1)D, como esperado, pois, com um apropriado “boost” de Lorentz, os fios
com correntes paralelas se tornam duas “placas” carregadas.

No caso de MCS (ou seja, m # 0), também vale E, = IbZBa, pois isto nada mais é
do que uma variante da forca de Lorentz, que ja foi mostrada como sendo independente

de m. Contudo, B, é agora dado pela Eq. (1.103) e portanto a forca entre os fios é:

Fab _ ,U/OIaIbe_md
l 2 ’

(1.108)

onde d é a distancia entre os fios.

Uma pequena observacao: em (2+1)D (puro-Maxwell ou MCS), o campo B produzido
pelo fio nao é infinito nele, ao contrario do caso em (3+1)D, onde 0 mesmo diverge com
1/z. No entanto, a mais correta comparagao se da conforme o comentério logo apds a
Eq. (1.103), onde se evidenciou que o verdadeiro andlogo (3+1)-dimensional do fio aqui
estudado é uma corrente ao longo do plano yz. Por outro lado, o verdadeiro equivalente
ao fio (3+1)-dimensional (cuja dimensao é 1 = 3 — 2) seria, analogamente, uma variedade
com dimensao igual a 2 — 2 = 0, ou seja, algo infactivel para uma corrente, mas que,
no entanto, é possivel no caso de uma carga (puntiforme), para a qual ja foi visto, pelas

Egs. (1.71) e (1.75), que, de fato, o campo B diverge sobre a carga.
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Capitulo 2

Algumas Configuracoes Especiais do

Eletromagnetismo de MCS

No presente Capitulo, estudam-se, nas duas primeiras se¢des: (i) o andlogo, em
(24+1)D, do solendide (distribuigao de corrente que produz um campo magnético uniforme)
e (ii) os campos produzidos por uma distribui¢ao de corrente inspirada numa amostra de
Efeito Hall, isto é, uma fita com corrente (que, para simplifica¢do da anélise, é considerada
como estando uniformemente distribuida pela largura da fita). No caso (i), mostra-se que,
no eletromagnetismo de MCS, uma situacao estaciondria com campo magnético uniforme
é impossivel (no vdcuo); porém, o que mais se aproxima de tal situac¢do é a configuragao
de dois fios retos e infinitos, paralelos, com correntes em sentidos opostos. Com relacao
ao caso (ii), consegue-se obter uma solugao analitica para os campos produzidos pela
corrente na fita. Além disso, constata-se uma interessante relacdo com o Efeito Hall
Radial usual de (34+1)D. Finalmente, estudam-se as Dinamicas Cldssica e Quantica de
um elétron submetido aos campos produzidos por tais configuracoes, obtendo-se com

certa facilidade as solucoes para o primeiro caso e encontrando-se algumas dificuldades,
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ainda nao superadas, no segundo.

2.1 Dois fios com correntes estacionarias em sentidos
opostos

Aqui serd estudado o caso de dois fios condutores retilineos paralelos, separados por uma
distancia 2L, com correntes elétricas em sentidos opostos, e ambas iguais a I. Sejam os
fios paralelos ao eixo y, com a corrente no sentido negativo de y localizada em x = —L
e a outra, em x = L. Assim, existem trés regioes distintas, como pode ser visto na
Fig. 2.1: (I) x < —L; (II) =L < o < L; e (IIT) 2 > L. O interesse nesta configuracao
justifica-se pelo fato de ela corresponder, no eletromagnetismo puro-Maxwell em (2+1)D,
ao prototipo mais simples de um indutor, desempenhando o mesmo importante papel
que um solenéide em (3+1)D. Realmente, se forem somadas as contribui¢oes ao campo B
geradas por cada fio, dadas pelas Eqgs. (1.104-1.105), obtém-se B = poI = uniforme entre
os fios e B = 0 nas regides (I) e (III). A induténcia é determinada pela defini¢ao usual,

L'=®p/I:
B 2Ll

L' =
1

onde A = 2L¢ é a area do indutor, com seu comprimento ¢ sendo considerado como
muito maior do que a distancia 2L entre os fios. Semelhantemente ao que ja aconteceu
com a relacao entre a capacitancia e a constante ¢y, as diferentes dimensoes de o em
(241)D conduzem a L' = pg x (uma drea), em vez da relacao usual em (3+1)D, L' =
fo X (uma distancia).

Retornando agora para o caso MCS e considerando a regiao (II), entre os fios: das
Egs. (1.102) e (1.103), sao conhecidas as expressoes para 0s campos E e B produzidos

por cada fio. Somando as contribuicoes dos dois fios, obtém-se, para a regiao entre eles,

—

E =TIe ™ sinhma 2 (2.2)

B = Ie~™" cosh ma, (2.3)
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(1) (I (1)

Figura 2.1: As treés regioes determinadas por 2 fios paralelos com correntes em sentidos
opostos ao longo da direcao y.

onde Z é o vetor unitario na direcao .

Algumas consideracoes sobre o valor da massa do féton, m, tornam-se oportunas
agora'. Se o Eletromagnetismo de MCS for aplicado a supercondutores planares (como
ja se sabe serem os supercondutores de alta temperatura critica), entao, ao se comparar
a Eq. (1.25) com a que se obtém a partir das equagées de London para a supercondu-
tividade [3] (de fato, tais equagOes sdao idénticas), pode-se concluir que vale a relagao
m = h/Ac, onde \ é a profundidade de penetracao (do campo magnético), cujos valores,
de acordo com experiéncias no Efeito Meissner [3], sao da ordem de A =~ 1078 ~ 107°
metros, conduzindo a m/M =~ 107% ~ 107*, sendo M a massa do elétron. Por outro
lado, se a Eletrodinamica de MCS for usada para descrever uma outra realizacao bem
conhecida da fisica planar, que é o Efeito Hall Quantico, entao o parametro m é, “a pri-
ori”, livre. Mas, neste 1ltimo caso, por se tratar de material nao supercondutor, nao ha
Efeito Meissner, o que equivale a se ter A muito maior (ou m muito menor) do que no
caso de um supercondutor. Portanto, em ambos os casos, é licito desprezar termos de
segunda ordem em mx e/ou em mL, isto é, mL < 1 (no caso do supercondutor, esta

tltima relacio equivale a se considerar L < 300 A, ou seja, uma estrutura nanoscopica).

ILembrar da observacio feita na Introducdo, a respeito de como se devem interpretar corretamente
as comparacoes com dados experimentais nesta tese.
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Conseqiientemente, as Eqs. (2.2-2.3) podem ser aproximadas para:

E=Imz i (2.4)
B=1I(1-mL), (2.5)
ou, em unidades SI planares,
= 02M0 .
E = Tlmz T (2.6)
B = poI(1 —mLc/h). (2.7)

Note-se que o campo magnético, nesta aproximacao, volta a ser uniforme, como em puro-
Maxwell, s6 que com um valor ligeiramente menor do que po/ (da analogia com o solendide
em (3+1)D, mencionada acima, e assumindo, como de resto, em toda esta tese, que

m > 0).

2.1.1 Um elétron entre os fios (Mecanica Classica)

Se uma particula de massa M e carga elétrica ¢ (¢ = —e para um elétron) é colocada
entre os fios, ela serd submetida a forca de Lorentz, Eq. (1.64) e, portanto, as equacoes
de movimento de Euler-Lagrange para esta particula sao (assumindo as aproximagoes

apresentadas no final da dltima secdo):

Mz = qlmzxz+ qBy (2.8)

Mij = —qBi, (2.9)

onde, como ja destacado na Eq. (2.5), B = I(1 — mL). As solugbes sao:

z(t) = —% cos(wt+ ) +C (2.10)
_ quoB ImC
y(t) = T sin(ut + ) ( - ) t+D, (2.11)
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onde vy, ¢, C' e D sao constantes de integracao e:

ou, em unidades SI em (2+1)D,

qB)2 gImec?pg
_ _ 0 2.1
“ \/<M Mh (2.13)

que sempre é uma quantidade bem definida, no sentido de que w? > 0, uma vez que sé

sera considerado o caso de um elétron®, ¢ = —e.

E interessante notar que, no limite m — 0, as solugoes acima sao as mesmas que se
esperam numa teoria puro-Maxwell em (2+1)D, com w = w, = |¢B|/M = freqiiéncia de
ciclotron, e a particula movendo-se com velocidade de mdédulo constante v = vy em uma
trajetdria circular de raio R = v/w. = Mwv/|¢B|, como de costume. Por exemplo, fixando
¢ =C =D =0, um elétron se move em sentido anti-horario em um circulo centrado na
origem, com velocidade constante vy. Porém, quando se leva em conta a massa do féton,
a principal caracteristica nova é o segundo termo na equagao para y(t) acima, o que
significa que existe uma velocidade de arrasto vy = —ImC/B, perpendicular ao campo
elétrico. Entao, o efeito da massa do féton é induzir uma condutividade transversal,
também chamada de condutividade Hall. (Na realidade, na abordagem topoldgica do
Efeito Hall Quéantico [48], a massa de Chern-Simons é proporcional a condutividade Hall,
quando um potencial periddico é considerado.)

Finalmente, é preciso notar que, embora a massa do fé6ton, m, tenha sido considerada
tao pequena a ponto de os campos elétrico e magnético serem dados pelas Eqs. (2.4
2.7), isto nao permite que se conclua (incorretamente) que w = w., uma vez que, neste

caso, a Eq. (2.13) e B & pugl implicariam um valor infactivel para a corrente I, de

2Uma situagao simétrica a esta ocorre quando ¢ > 0 e as correntes da Fig. 2.1 estdo invertidas. As
outras situagoes (isto é, ¢ > 0 e as correntes como na Fig. 2.1 ou ¢ < 0 e as correntes invertidas na referida
figura) permitem a possibilidade de w? < 0, o que significa solucdes para z(t) e y(t) que sdo exponenciais
decrescentes com o tempo em vez de fungoes harmonicas. Tais casos ndo serdo estudados aqui.
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aproximadamente 10" amperes! Pelo contrario, a conclusdo correta é que, para valores
razoaveis de I, necessariamente se tem w > w,.

Agora, sera estudada a possibilidade de a particula carregada considerada nesta secao
estar limitada a regiao entre os fios. Comecando com as equagoes de movimento da
particula, Egs. (2.10) e (2.11), e lembrando que as constantes de integragao sao rela-
cionadas a uma escolha particular das condicoes iniciais, serd considerado, por exemplo,

que z(0) = y(0) = 0. Neste caso, aquelas equagoes levam a:

C = —cosy (2.14)
w
B
- _?\Ziﬂ sin . (2.15)

As velocidades iniciais também devem ser especificadas, e sera escolhido (0) = 0, o
que conduz a vgsing = 0, por causa da derivada da Eq. (2.10). Entao, esta escolha é

equivalente a ¢ = 0. Assim, as Eqs. (2.14) e (2.15) acima se tornam:

Vo
= = 2.16
. (216)
= 0. (2.17)
A componente y da velocidade inicial é, portanto,
. v [eB Im)
0)=——(—+— 2.18
i0) = -2 (S + ). (2.18)
ou, em unidades SI em (2+1)D,
. vo [eB  joc® Im @ -
O)=—|—+"—— | = —v9— = —7. 2.19
5(0) w<M+hB Ny T (2.19)
Usando B > 0, pode-se imediatamente verificar que
w? = w. (2.20)
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Contudo, ainda nao foi escolhido o valor de y(0). Se for fixado 3(0) = 0, a constante
vo 6 zero e as solucdes sao triviais, z(f) = y(t) = 0, como no modelo em (3+1)D. E
mais interessante considerar o caso em que a particula tem uma velocidade inicial finita
na dire¢do y, por exemplo, §(0) = —7y < 0 (ou seja, a constante de integracao v, foi
escolhida como sendo positiva e 7y é o médulo da velocidade inicial), de forma que as

equacoes de movimento sao:

’U(ch
VoWe [ We . Im>
t) = — — t+ —t 2.22
yt) = 20 (Zesinwt+ ), (222)
que conduzem a
() = 2% Sinwt (2.23)
w
o, I
i) = -2 <wccoswt—|— F””‘) (2.24)

de tal forma que a velocidade v num instante arbitrario ¢ é

Tow, \ 2 Im\* 2w
V() =i+ 9 = <U0w > ll + <§m> + me coswt + (w2 - w?) sin? wt] ,  (2.25)

que nao é uma constante, a menos que m = 0 (caso puro-Maxwell, j& mencionado acima).
A fim de encontrar a condi¢ao para o confinamento da particula entre os fios, primeira-

mente serao verificados os valores maximo e minimo da coordenada z:

_ = 2
mar 0We .
x 20w,/ w (2.26)

Tmin = 0. (2.27)
Para haver confinamento, é necessario que Z,,,, < L, ou
Uy < Lw?/2w. = L /2. (2.28)
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Figura 2.2: Trajetéria de um elétron confinado entre os fios.

Usando B = oI, m ~ 107°M (devido & discussao que se segue a Eq. (2.3) ), pode-se

estimar a ordem de grandeza da constante w. Em unidades SI planares, o resultado é:

w0~ 10°1 + 10" ~ 10", (2.29)

onde, no ultimo passo, consideraram-se somente valores realisticos para a corrente, isto é,
I < 10". Finalmente, usa-se a condicio L < 300 A, obtida no fim da dltima seciio, para
se calcular a ordem de grandeza da velocidade inicial vy, a fim de que a particula esteja
confinada entre os fios:

7o < 10% m/s, (2.30)

condicao esta que é necessariamente satisfeita, ao menos na medida em que a teoria da
relatividade permaneca vélida! A trajetoria do elétron confinado, com as condi¢oes iniciais
consideradas aqui, estd esquematicamente representada na Fig. 2.2. E claro que, se o
elétron nao é submetido a estas mesmas condicoes iniciais, ele nao estard necessariamente

confinado.
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v >

- b2 + b/2

Figura 2.3: Uma fita condutora infinita, de largura b, percorrida por uma corrente elétrica
estacionaria I na dire¢ao do eixo y (positivo), uniformemente distribuida pela sua largura.

2.2 Uma fita condutora com uma corrente estaciona-
ria uniformemente distribuida

Nesta secao sera considerada uma fita de largura b, percorrida por uma corrente elétrica
estacionaria I ao longo de seu comprimento infinito, que serd escolhido como sendo pa-
ralelo ao eixo y, que por sua vez coincide com o eixo de simetria da fita (ver Fig. 2.3).

Serd estudado primeiramente o caso puro-Maxwell (m = 0) e s6 depois o caso de MCS

(m #0).

2.2.1 O caso puro-Maxwell (m = 0)

As equacoes de campo sao:

V-E=0 (2.31)
VxE=0 (2.32)
VB =T, (2.33)



onde J = %gj para —b/2 < x < b/2 e J=0 para os demais valores de x, com 7 sendo o
vetor unitario na direcao y.

Devido a simetria da configuracao, nao ha razao alguma para E nem B dependerem
de y, e portanto serd considerado 9/0y = 0 e d/0r = d/dx (uma vez que o sistema é
estaciondrio, isto é, também vale /0t = 0). Considerando primeiro a regiao no interior

da fita, —b/2 < z < b/2, as trés equagoes acima fornecem, respectivamente,

E,=C (2.34)
E,=C' (2.35)
B=—Iz/b+C", (2.36)

onde os C'’s sao constantes de integragao. A fim de que |B(0%)| = |B(07)| (devido a
simetria da configuracgao), deve-se fazer C” = 0.
Para a regiao externa a fita, + < —b/2 e x > b/2, procede-se de foram andloga para

obter:

E,=K (2.37)
E, =K' (2.38)
B=K", (2.39)

onde os K’s também sado constantes de integracao. Agora, usam-se as condicoes de

continuidade, Eqs. (1.56-1.58), para se deduzirem as seguintes relacoes:

K=C (2.40)
K =C' (2.41)
K" = —1/2 para z > +b/2 (2.42)
K" = +1/2 para z < —b/2, (2.43)
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B(X)

-2 -1 0 1 2

Figura 2.4: O campo magnético B produzido pela corrente I uniformemente distribuida
pela largura b da fita, no caso puro-Maxwell (m = 0), no qual o campo elétrico produzido
pela corrente é zero, como no Eletromagnetismo usual. (Fez-se b=1e I = 2.)

onde assumiu-se a auséncia de distribuicoes de carga e/ou corrente nas bordas, de acordo
com a hipdtese de que J = I/b = uniforme no interior da fita.

Assim, percebe-se que o valor de C, a componente x do campo elétrico, pode ser, a
principio, diferente de zero. E costume considerar-se C' = 0, uma vez que nao hé carga (as
fontes de E) No entanto, poderia existir uma distribuicao de carga no infinito fornecendo
o campo elétrico uniforme E, = C. Apesar destas consideracoes, aqui sera feita apenas a
escolha padrao, C' = 0. Com relacao a componente y, os mesmos argumentos podem ser
usados e, portanto, serd escolhido C’' = 0. Tem-se, entao, apenas um campo magnético,
dado por

B(z) = —1Ix/b, (2.44)

estando os resultados coletados na Fig. 2.4.

A configuracgao da fita que esta sendo considerada aqui é o analogo da situacao descrita
na Secao 1.2.4, exceto pelo fato de que, agora, a corrente, em vez de fluir ao longo apenas
do eixo y, flui através de toda a largura, b, da fita. Da mesma forma que, naquele caso,
viu-se que a correspondéncia em (3+1)D era com a corrente fluindo através do plano yz,
aqui, tal correspondéncia se da com a corrente fluindo através do que poderia ser chamado

de um “plano gordo”, isto é, o plano zy “alargado” para ter a largura b.
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2.2.2 O caso de MCS (m # 0)

Nesta secao serd visto que as principais novidades trazidas pela presenca da massa topo-
légica sao a quebra da nao dependéncia de B com z (fora da fita) e o aparecimento de
um campo elétrico transversal somente no interior da fita, caindo exponencialmente fora
dela. Neste sentido, pode-se argumentar que a presenca do termo de CS torna a descricao
em (2+1)D mais realista, na medida em que d4 um B menor para pontos longe da fita
(em vez de um B uniforme), merecendo, também por isso, estar presente numa teoria em
(241)D, e nao “apenas” por constituir, junto com o termo de Maxwell, no Lagrangeano
mais geral em tais dimensoes que nao quebra as simetrias da teoria (calibre e Lorentz).

Agora, as equagoes de campo, Eqs. (1.15-1.16), sao:

V-E=mB (2.45)
VxE=0 (2.46)
VB - mk = J, (2.47)

onde, como antes, J = %g) para —b/2 < x < b/2 e J = 0 nos demais casos. Novamente
valem 0/0y = 0/0t = 0 e 0/0x = d/dz. Da Eq, (2.45), substitui-se B = (dE,/dx) /m na
Eq. (2.47) para se obter:

<d_2 _ m?) E,(z) = —mJ, (2.48)

(d_2 - m2) Ey(z) =0, (2.49)

onde a segunda equagao conduz a E, = 0, conforme apontado na Secao 1.2.4. A expressao
para F,(z) serd deduzida considerando-se primeiro que, para x > b/2 ou x < —b/2, a

primeira equagao acima se torna:
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que possui a seguinte solucao:

E.(z) = Ae ™" para x > b/2 (2.50)

E,(z) = Ae™ para x < —b/2, (2.51)

onde A é uma constante de integracao e ja foi usado o fato de que a simetria da con-
figuracao implica que o médulo de E em cada lado da fita deve ser o mesmo (o sinal
positivo entre ambos foi escolhido porque, caso contrério, a Eq. (1.56) implicaria uma
concentracao de carga ao longo da fita, que nao existe). Agora, para a regiao interna a

fita, —0/2 < x < b/2, tem-se:
<dd—:2 - m2> E.(z) = —mTI,
que possui a seguinte solugao geral:
E (x) = Ale™™ 4+ A"e™ + A" (2.52)

onde os A’s também sao constantes. A substituicao desta solucao na equacao diferencial
de origem permite calcular o termo constante, referente a solucao da particular, A" =

I/mb. Além disso, a continuidade de E, em x = +b/2 implica que

AII — AI

e
e Ae™™/2 — T /mb
2 coshmb/2
Logo,
Ae™™/2 — [ /mb I
E.(z) = ecosh mb/ém cosh mx + — para — b/2 < x < b2, (2.53)
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e, portanto, usando a Eq. (2.45), obtém-se:

B(z) = —Ae ™" para x > b/2 (2.54)

B(z) = Ae™ para x < —b/2 (2.55)
Ae ™2 _ T/mb

B(z) = cosh mb2 sinhmz para —b/2 < z < b/2. (2.56)

Finalmente, calcula-se a constante A por meio da condicao de continuidade de B em
x = +b/2, Eq. (1.58):
I
A = —sinhmb/2. 2.57
— sinhm / (2.57)

Os resultados acima podem ser resumidos da seguinte forma:

I sinh 2
Ey(z) = —539—%?91—6—"1x para |z| > b/2 (2.58)
m
I [e"™/?sinhmb/2 — 1
E.(z) = — c CS;E mTZ/é coshmaz + 1| para —b/2 <z <b/2 (2.59)
E,(z)=0 (2.60)
e
I sinhmb/2
B(z) = —%zn/emm para x > b/2 (2.61)
I sinh 2
B(z) = +L2nb/em‘” para z < —b/2 (2.62)
m

I e ™/2ginhmb/2 — 1
B(z) = %e CS;E mTZ/é sinhmz para —b0/2 < x < b/2, (2.63)

e seus graficos estao esbocados na Fig. 2.5.

Como ¢é de se esperar, no limite b — 0 as equacoes acima consistentemente se trans-
formam nos campos produzidos por um fio, dados pelas Eqs. (1.102-1.103).

O papel do parametro de CS, m, estd ilustrado na Fig. 2.6. Com relagao ao limite
m — oo, os dois graficos inferiores da figura indicam que, neste limite, tanto o campo

elétrico como o magnético tendem a zero, ao mesmo tempo em que vao mais claramente
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Campo Elétrico (E,) Campo Magnético (B)

0,75 - 04

X X
0,5 T T T T T -1 T T T

45 4 05 0 05 1 1,5 2 -1 0 1 2

Figura 2.5: Os campos elétrico e magnético produzidos por uma densidade de corrente
uniforme no interior de uma fita de largura b, para o caso de MCS (m # 0), dados pelas
Eqgs. (2.58-2.63). (Fez-se b=1,I=2em =0,4.)

se localizando no interior e nas bordas da fita, respectivamente. O limite m — 0 traz
o resultado esperado para o campo magnético, ou seja, igual ao que se obteve na secao
anterior. Ja no que se refere ao campo elétrico, ha um resultado interessante: de todas as
constantes permitidas pela teoria puro-Maxwell (Eq. (2.34) ), ele tende a se firmar numa
constante especifica, I /2, em vez de zero, como se fez na Se¢ao anterior, em analogia com o
Eletromagnetismo usual. Portanto, a condutividade Hall, ou transversa, oy, definida por
Jy = o B, surge naturalmente na teoria de MCS, mesmo quando m — 0, ficando, neste

limite, totalmente determinada pela geometria da configuracao e dada por oy = 1/b.

2.2.3 O Efeito Hall radial

Nesta secao sera discutido o andlogo, em (2+1)D, tanto para o caso puro-Maxwell como
para o caso de MCS, do Efeito Hall radial. No entanto, para facilitar a consulta, serd
revista primeiramente a descrigdo do efeito usual, em (341)D. Serd apresentada a abor-
dagem padrao, que pode ser encontrada por exemplo na Ref. [49]. Seja um fio cilindrico
de raio R, com uma densidade de corrente uniforme J ao longo de seu eixo, escolhido

como sendo coincidente com o eixo z. O calculo do campo magnético no interior do fio é
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Campo Elétrico (E,) m= 0,05 Campo Magnético (B)

0,75 ‘ T T ‘ ‘

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 -2
Campo Elétrico (E,) m=10 Campo Magnético (B)
0,25 1
0 V*A T T
-2 -1 0 1 2

0 T T T T T

-1,5 1 -0,5 0 0,5 1 1,5 -1

Figura 2.6: Os campos elétrico e magnético produzidos por uma densidade de corrente
uniforme no interior de uma fita de largura b, nos seguintes limites: acima, m — 0
(m = 0,05) e, abaixo, m — oo (m = 10). E importante observar as escalas dos gréficos.
(Fez-seb=1e I =2.)
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um problema da Fisica basica de graduacao, cujo resultado é:
B(r) = (uol /27 R*)r, (2.64)

com a direcao de B sendo dada pela regra do “parafuso”, da mao direita. Este campo
magnético forca os portadores de carga (assumidos aqui como sendo elétrons) a se concen-
trarem no volume do fio, deixando uma carga positiva na superficie lateral do cilindro. Por
sua vez, a carga negativa no interior do cilindro produz um campo elétrico E que tende
a repelir os novos elétrons que também tentam estar 14 devido ao campo magnético. A
situacao final estaciondria consiste numa igualdade entre estas duas forcas, o que conduz
a:

E(r) = —(polv /2w R?)r, (2.65)

onde v é a velocidade de arrasto (“drift”) dos elétrons de condugao. A lei de Gauss

permite que se calcule em seguida a distribuicao de carga negativa:
p_ = —Iv/TR*c, (2.66)

ou seja, independente da posicao r. Finalmente, usando o fato de que o fio é eletricamente
neutro, obtém-se a densidade superficial de cargas positivas ao longo da superficie lateral
do cilindro:

oy = Iv/2mRc>. (2.67)

Agora, os mesmos argumentos acima serao aplicados ao caso puro-Maxwell em (2+1)D,
partindo da Eq. (2.44), que se refere a fita estudada nas se¢oes anteriores. E fato, ja
mencionado anteriormente, que o andlogo (3+1)-dimensional da fita nao é a configuragao
cilindrica a que se acabou de referir. Nao obstante, a seguir serao demonstradas algumas
semelhancas (e diferencas) entre os resultados da fita (2+1)-dimensional e o cilindro (3+1)-
dimensional.

Na fita, a forca magnética — agora dada pela Eq. (1.64) — cria uma distribuicao de
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cargas negativas no “corpo”’ da mesma e, na situagao estaciondria, ha um campo elétrico
dado por?:
E = —(Tvpo /b)xi. (2.68)

A lei de Gauss pode entao ser usada para dar a densidade (superficial) de carga:

Tv

1 (2.69)

o_ =

Novamente, pode-se argumentar que o condutor é neutro e obter a densidade (linear) de

carga em cada fronteira lateral da fita:

B Tv
2¢2

A (2.70)

Passando para a descricao de MCS: agora, nao existe apenas um campo magnético no
interior da fita, mas também um campo elétrico, conforme mostrado na Fig. 2.5. Além
disso, os valores maximos de FE e B sao iguais, conforme pode ser demonstrado a partir
das Eqs. (2.59) e (2.63) e se pode observar nas Figs. 2.5 e 2.6. Assim, jd que, tipicamente,
os elétrons de conducao possuem velocidade v < 1 = ¢, o segundo termo da forca de
Lorentz, Eq. (1.64), é desprezivel. Portanto, diferentemente do que ocorre no Efeito
Hall radial em (3+1)D e na fita de (24+1)D puro-Maxwell, vistos acima, onde o campo
magnético forcava os elétrons para o corpo do condutor, deixando, como conseqiiéncia,
uma carga positiva nas duas fronteiras da mesma, agora, na descricao de MCS, em vez
disso, o que se tem, essencialmente, é um campo elétrico E dirigido para a direita, que
forca os elétrons apenas para o lado esquerdo, concentrando-os em x = —b/2 (e obviamente
deixando uma carga positiva e igual em = = b/2). Novamente, tais elétrons produzem

um outro campo elétrico' E’, que, na situacao estaciondria final, iguala-se ao original,

3E interessante comparar as expressoes para B e E nos casos do cilindro em (3+1)D e da fita em
(2+1)D (puro-Maxwell), respectivamente dadas pelas Eqs. (2.64), (2.65) e (2.44), (2.68): usando o fato
de que b = 2R e = r, elas se tornam praticamente idénticas, exceto por um fator 7R que falta nos
denominadores das expressées em (241)D.

4e também um outro campo magnético, que é desprezivel, pelas mesmas razoes ja apontadas.
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E’" = E. Na realidade, esta é apenas uma descricao aproximada, pois a igualdade entre
o campo elétrico E produzido pela corrente, dado pela Eq. (2.59), e o campo elétrico
E’ produzido pelas cargas concentradas nas bordas, dado pela Eq. (1.88) nao pode ser
implementada para todos os valores de z. Portanto, a situacao estacionaria final nao
consiste simplesmente em densidades lineares de carga de sinais opostos em cada lado
da fita, mas sim em algo mais complicado, mas certamente com cargas de sinais opostos
mais concentradas perto de z &~ +b/2. Contudo, como ja mostrado na Secao 2.1, se a
fita constar de uma estrutura nanoscépica com b/2 < 300 A, pode-se usar o fato de que
o parametro m é muito pequeno e expandir as expressoes de E e E' em séries de Taylor,

obtendo-se os seguintes resultados aproximados:

1
E = M02 ¢ (2.71)
A
E' ~ . (2.72)

onde A\ = ¢/¢ na Eq. (1.88), que pode ser calculado a partir da igualdade entre E e E',
dando:
A — (2.73)

onde foi usada a relacao c?pgey = 1.

Da discussao acima, pode-se dizer que o andlogo em (2+1)D do Efeito Hall radial,
numa visao de MCS, deve ser mais propriamente chamado de algo como “Efeito Hall
elétrico transversal”. Além disso, a situacao é bem mais dificil de ser analisada, no
sentido de que nao se pode obter tao facilmente as expressoes exatas das densidades de
carga préximo das bordas, como foi feito em (34+1)D (Efeito Hall radial) e em (2+1)D
(fita no caso puro-Maxwell). De fato, seria necessério resolver as configuracoes de carga,
corrente e campos, em equacoes diferenciais parciais acopladas, dentro da fita, a fim de

se resolver este problema totalmente, o que, contudo, nao sera feito aqui.
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2.3 Algumas configuracoes de Mecanica Quantica

Nesta secao, serd aplicada a equacao de Schrodinger a um elétron submetido a campos
externos de MCS especificos, que sao: os gerados pelos dois fios da Se¢ao 2.1 e os gerados

por uma fita como a da Secao 2.2.

2.3.1 Um elétron entre os fios (Mecanica Quantica)

Uma situacao importante em Mecanica Quantica é conhecida como problema de Lan-
dau [50] e consiste em um elétron no plano zy submetido a um campo magnético uniforme
e constante na direcao z, o qual pode ser conseguido facilmente, usando-se, por exemplo,
um solenéide. Porém, numa abordagem puramente (2+1)-dimensional, um solenéide é
algo inconcebivel e a forma mais simples de se obter um campo magnético uniforme e
constante é, no eletromagnetismo puro-Maxwell, por meio dos dois fios da Secao 2.1,
como ja visto. No entanto, quando se passa para a teoria de MCS, esta configuracao nao
mais produz um campo magnético uniforme, como se pode constatar na Eq. (2.3). Além
disso, as equagoes de MCS mostram que, no vacuo (J# = 0), a existéncia de um campo
magnético uniforme e constante é possivel apenas se um campo elétrico varidvel estiver
também presente®, o que fugiria do escopo do presente trabalho. De qualquer forma, é
licito afirmar que a configuracao do eletromagnetismo de MCS mais parecida com o pro-
blema de Landau é a de um elétron entre os dois fios, que ja foi estudada na Secao 2.1.1
numa abordagem de Mecanica Cléssica, e que agora sera considerada sob o ponto de vista
da Mecanica Quantica.

Sejam M a massa do elétron e —e a sua carga. Seguindo o procedimento padrao,
substitui-se o momento linear p; = —ihd; pela expressao —ihd; + eA;. Além disso, serd
escolhido o calibre de Landau, A, = 0 e A, = B (que é um caso especial do gauge de

Lorentz, 0,A"). Assim, a equacao de Schrodinger independente do tempo fica conforme

SPois, sob tais condicdes, a primeira equacdo de MCS, Eq. (1.15), indica que E # 0; portanto, a
terceira, Eq. (1.17), indica que 8E/dt # 0.
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abaixo:
1 2
517 P2+ (0 + €4,)] U, + (—e®) T, = 2,0, (2.74)
onde n é um (conjunto de) niimero(s) quantico(s) e ® é o potencial elétrico, relacionado
a0 campo elétrico por meio de E = (uoc?/h) Imzi = —V® (aqui, como foi feito na
Secao 2.1.1, se adota a aproximacao expressa pelas Egs. (2.4) e (2.5) ). Escolhendo

®(0) = 0, obtém-se ®(z) = — (poc?/h) Imz?/2, onde, como antes, m é a massa do féton.

Depois de uma pequena dlgebra, a equacao acima se torna:

h? [ 9 eB\’ 82-| pwoc’elm
{W [<23_y - 7"@) Tor| T o Un(w,y) = en¥a(e,y).  (275)

Pode-se considerar U, (z,y) = 3\ e*¥ ¢, (1), para se chegar a:

n? 2 B poc?\ eIm
{2M€4 (k%) oM 952 ( (,% ) 5 562} Pnk(T) = Entoni(2), (2.76)

onde ¢ denomina-se comprimento magnético, definido por £ = \/% . O segundo termo é
obviamente a energia cinética, P?/2M, na variavel 2. O primeiro termo reconhece-se logo
como sendo a energia potencial de um oscilador harménico simples (OHS), h/2M¢* =
Mw?/2, o que fornece corretamente a freqiiéncia de ciclotron, w. = eB/M. Pode-se ver
ainda que este OHS esta deslocado da origem, com o centro das oscilacoes localizado em
—k¢?. Esta equacao pode ser resolvida tentando-se fundir o tltimo termo do Hamiltoniano
com o primeiro (pois ambos sdo proporcionais a x?) e, simultaneamente, permitindo-se
que o centro das oscilacoes passe de —k¢? para —b, a ser determinado. Ou seja, pretende-se
chegar a um Hamiltoniano equivalente, dado por:

MCUQ ) P2
b —.
5 (x +b) +2M

Hy = (2.77)

2

Comparando os termos em z* e em z do Hamiltoniano almejado acima (Hy) com os

correspondentes que comparecem na Eq. (2.76), obtém-se respectivamente w em termos
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de w, e b em termos de k:

wr=wi(1+75) (2.78)
- 1k_f25’ (2.79)

onde:
p= MOTCQEZZ (2.80)

O nao sao iguais, de forma que o Hamiltoniano a

No entanto, os termos de ordem x
que se pretende chegar, H,, ainda precisa ser corrigido para H = Hy — R, onde R =
Mw?(k£?)?8/2(8 + 1) é a diferenga entre os termos em z° de Hy e do Hamiltoniano da

Eq. (2.76), que de fato representa o problema em tela. O resultado é:

2
(1‘+b) + — + m

(Mo s g ey 52

} Onk(x) = enrpnk (), (2.81)

onde agora a energia poderd depender também de k. Portanto, a energia do elétron é

dada pela soma da energia do OHS com o terceiro termo da equacao acima:

Muw?

2 B
nk =N 1/2 k?) ——. 2.82
o = T (n +1/2) + ( )5+1 (2.82)
E interessante observar que a expressao acima para a nova freqiiéncia do oscilador, w
(no lugar de w,.), coincide com a que fora obtida na abordagem cldssica da Sec¢ao 2.1.1, dada
pela Eq. (2.12). Abaixo, algumas ordens de grandeza sao avaliadas, no SI, utilizando-se
alguns valores tipicos, I ~ 10 % A e m ~ 10 M, juntamente com a expressao aproximada

para o campo magnético entre os fios, B = pl:

wer 1071 (2.83)
?~1073 (2.84)
[ 10", (2.85)
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de forma que:

W > W (2.86)

B+1=~p (2.87)

e portanto a energia &,; pode ser escrita como

24

e = o (n +1/2) + %k? (2.88)

e, como Mw?2(t/2 = h?/2M, reconhece-se o segundo termo como sendo, nesta aproxi-

macgao, a energia cinética ao longo do eixo y. A seguir, a fim de se compararem os dois
termos da energia ,;, serd avaliado o valor maximo do vetor de onda, k.

As auto-fungoes ¢,x(z) sao simplesmente as auto-fungoes do OHS, neste caso dis-

tribuicoes centradas em x = —b. Uma vez que os elétrons estejam confinados entre os

fios, tem-se —L < —b < L e, portanto, o valor méximo de b é L, ou, usando a Eq. (2.79),

kma:v = (5—;721)11 (289)

Voltando agora a energia e,, dada pela Eq. (2.82): o valor maximo do segundo termo
(essencialmente a energia cinética K, ao longo do eixo y) é:

K L2 (B +1)p

Ymar = T ourgd (2.90)

que esta de acordo com o que se esperaria, no sentido de que esta expressao se aproxima
de zero quando m — 0, e os niveis de energia se tornam simplesmente os niveis de Landau,
hw.(n41/2). Usando os valores acima e L ~ 10~ metros (a fim de satisfazer a I < 300 A,

uma condicao estabelecida na Segao 2.1), chega-se a:

K

ymaz

~ 107" joules, (2.91)
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que é muito maior do que o espacamento entre os “niveis de Landau” do primeiro termo
da Eq. (2.82), dado por:

hw = 107 joules < K. (2.92)

mazx *

Portanto, conclui-se que nao é possivel tratar o segundo termo da Eq. (2.82) como
uma perturbacao ao primeiro, cujos “niveis de Landau”, portanto, nao podem mais ser
preservados em suas respectivas identidades, havendo um “mixing” intenso ente eles. Este
resultado nao pode ser contornado usando-se outros valores para L, pois somente valores

fisicamente inaceitdveis da ordem de 10~'5 metros poderiam inverter a situacio.

2.3.2 Um elétron no interior da fita

Nesta secao serd estudada a equacao de Schrodinger para um elétron no interior de uma fita
infinita e neutra, submetido aos campos gerados por uma densidade de corrente elétrica
uniforme que flui na mesma, na direcao y, conforme ji estudado na Secao 2.2.2. Também
sera admitida a existéncia de um campo magnético uniforme extra, externo, aplicado na
fita. As expressoes para os campos gerados pela corrente na fita, Eqs. (2.59-2.63), serdo

reescritas conforme abaixo:

1
E,(z) = HOb sinh mb/2e~™1! para |z > b/2 (2.93)
Iy [e7™/2sinhmb/2 — 1

E.(z) = — cosh mb)2 coshmaz + 1| para —b/2 <z <b/2 (2.94)
E,(z)=0 (2.95)
e
Iy . _
B(z) = - sinh mb/2e™™* para x > b/2 (2.96)
1
B(z) = +—0b sinhmb/2e™* para x < —b/2 (2.97)
m
Iy e=™/?sinhmb/2 — 1
B(z) = o sinh mb/ sinh mz para —b/2 <z < /2, (2.98)

~ mb coshmb/2
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onde I seria simplesmente a corrente I, nao fosse o fato de que também se esta admitindo
a existéncia de um campo magnético externo B imposto a fita, de forma semelhante ao
que ocorre com uma amostra de Efeito Hall. As equacoes de MCS implicam que este
campo magnético externo induz um campo elétrico extra, E = (mBz + E)Z, onde E é
uma constante de integragao, assim como uma densidade de corrente extra, J = mE"y,
que realca o papel de m como uma condutividade Hall. A densidade de corrente total é
J = (Iy/b+ J')j. Como a corrente total I ¢ simplesmente a integral fjbb/; J dz, pode-se
obter a constante I, como funcdo da corrente I: Iy = I — mbE, que pode ser substituida
nas equacoes para E e B acima. Além disso, a densidade de corrente total agora pode ser
escrita como (I/b+ m?Bx)j.

Como o parametro mb é bem pequeno, as expressoes acima para os campos elétrico
e magnético produzidos pela corrente na fita podem ser aproximadas, dentro da fita, por
Iy/2 e —(Iy/b)x, respectivamente. Assim, os campos elétrico e magnético totais dentro

da fita sao dados por:

) _
E =~ 3 +FE+ mBux (2.99)
e [
(1-mbE)

Comparando estes campos com os que aparecem na ultima Secao, conclui-se que, a
menos de um termo constante, o campo elétrico é novamente proporcional a x, fornecendo
entdo um potencial ® com termos proporcionais a z e a 2. Também h4 diferenca com
relacao ao campo magnético: agora existe um termo proporcional a x, correspondendo
a A, proporcional a 2. Entao, procedendo-se de forma inteiramente andloga ao que foi
feito anteriormente com o caso do elétron entre os dois fios, chegar-se-4 a uma equacao
de Schrodinger bem diferente da do problema de Landau, com varios termos extras, cuja
solucao nao ¢é trivial e que demandaria algum tipo de aproximacao, o que nao sera feito

aqui.
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Capitulo 3

A Teoria de Maxwell-Chern-Simons
Nao-minima e os Férmions

Compostos

A maior parte do contetido do presente Capitulo foi publicada na Ref. [7], a exce¢ao
de alguns pardgrafos da primeira secao, que constam da Ref. [41]. Na primeira segao, faz-
se uma revisao do acoplamento nao-minimo tipico das (241) dimensdes, enfatizando-se
o seu uso na Mecanica Quantica, o que leva a conclusao de que uma simples redefinicao
dos campos “faz o servigo”. Mostra-se também uma possivel origem para tal acoplamento
nao-minimo, baseando-se em trabalhos recentes do orientador desta tese e colaboradores,
referentes a reducao dimensional de uma teoria de campos com quebra da simetria de
Lorentz e de CPT em (3+1)D. Na secao seguinte, o que parece ser uma lacuna da literatura
é preenchida: obtém-se explicitamente o limite nao-relativistico da equacao de Dirac,

diretamente em (2+1)D (e ndo apés uma reducdo dimensional a partir de (3+1)D): tal
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procedimento permite que se utilize a representagao espinorial fundamental de (2+1)D,
com apenas duas componentes, além do acoplamento nao-minimo da Segao precedente.
Fica explicito que, de fato, o parametro g de tal acoplamento deve ser encarado como um
momento de dipolo andmalo (em nivel cldssico), pois ele gera um termo extra em relagao ao
andlogo em (241)D do termo de Pauli. A dltima se¢ao faz uso da mencionada redefini¢ao
de campos e do fato de que o pardmetro g possui, em (2+1)D, a mesma dimensao que o
fluxo magnético, para propor uma identificacao destas quantidades e um natural paralelo
com a teoria de Férmions Compostos (FCs), de Jain, para o EHQF. Algumas aproximagoes
sao feitas e verifica-se que tal paralelo é compativel com os resultados desta teoria, quando

o campo de calibre segue as equacoes de MCS.

3.1 O acoplamento nao-minimo em (241) dimensoes

Em (341) dimensdes, o dual F* = %e“"”AFK,\ do campo eletromagnético F}., é um tensor
de segunda ordem. Por outro lado, em (2+1) dimensdes, ele é um vetor, Fr= %e’m’\FM,

e, portanto, a derivada covariante minima,
D, =0, +1iqA,, (3.1)
pode ser generalizada para uma nao-minima,
D, =, +iqA, +igF,, (3.2)

onde g ¢ o anadlogo planar do momento de dipolo magnético, que se acopla nao-minima-

mente ao campo magnético’. De fato, uma vez que F* = (—B, -E, E,;) = (—B, —E), a

'Note que a derivada (3.2) é covariante, pois o termo ndo-mfnimo é covariante de calibre, pela sua
prépria definicdo.
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equacao acima separa-se em componentes da seguinte forma:

0
Dy = 5 +iqP — igB (3.3)

—,

D; = 9; — iq(A); + igE;. (3.4)

Para se obter a equacao de Schrodinger de um elétron sujeito a um campo eletro-
magnético, procede-se da forma usual: partindo do Hamiltoniano livre, substitui-se 0y =

0; por Dy, ou, equivalentemente, soma-se o termo
q® — gB (3.5)

ao Hamiltoniano, e, também, substitui-se 0; por D;, ou, equivalentemente, substitui-se o
momentum, p = —iV, por

7—qA+gE. (3.6)

Observa-se imediatamente que estas substituicoes sao equivalentes a prescricao minima,

exceto pelas seguintes mudancas:

-3 =0-2B (3.7)
q
e
i -, —, g ~
(A)i = (A7) = (A); - 5E1‘, (3.8)
as quais, devido as definicoes?:

2Vale lembrar que a Eq. (3.9) é uma equagao escalar.
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E= %(— 1) — V9, (3.10)
implicam que:
B—B=B+7(v-E) (3.11)
q
© =
E’—>E':E’+g<63+%—f), (3.12)

com a for¢a de Lorentz preservada em sua forma, que, em (241) dimensées, conforme
visto no Cap. 1, é:

F = ¢E + qUB. (3.13)

O acoplamento nao-minimo estudado aqui pode ser considerado como resultante de
uma redugao dimensional feita a partir de um modelo de Chern-Simons em (3+1) di-

mensoes que viola a simetria de Lorentz [51], definida pela seguinte derivada:
V,=0,+1iqA, + i%ew,{,\v”F“\, (3.14)

onde 7y é uma constante (assim como ¢, uma propriedade da particula), €, € o tensor (de
Levi-Civita) totalmente anti-simétrico em (3+1) dimensoes e v” é um vetor fixo no espago-
tempo (que viola a simetria de Lorentz). De fato, perfazendo os passos correspondentes
a fim de se obter a equacao de Schrodinger de uma particula carregada, observa-se que
isto equivale a somar o termo

q® —~7- B (3.15)

ao Hamiltoniano e a substituir o momentum por
p—qA+~°B -~ x E. (3.16)

Assim, escolhendo v” = (0,7) e v = (0,0,7v?), imediatamente verifica-se que as

redefini¢bes estabelecidas pelas Eqs. (3.5-3.6) sdo recuperadas exatamente, com a quanti-
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dade (3+1)-dimensional yv3 desempenhando o papel de sua contraparte (2+41)-dimensio-
nal, g, e com apenas a terceira (z) componente do campo magnético (3+1)-dimensional B
e as componentes no-plano (z,y) do campo elétrico E contribuindo para o Hamiltoniano,
exatamente como se espera que aconte¢a em (2+41) dimensoes.

A fim de se obter um exemplo de aplicacao do acoplamento nao-minimo, sera retomado
o estudo feito na Secao 2.3.1. Conforme visto, o efeito do acoplamento nao-minimo
equivale a se redefinir o campo magnético de acordo com a Eq. (3.11), o que transforma

a Eq. (2.82) na seguinte:

12

M !
i = 1 (n+1/2) + == (k0?)° b

F+1

— ¢B, (3.17)

que, além do termo em —¢gB, s6 difere da Eq. (2.82) pelos “primos” superescritos, cu-
jos significados correspondem a se trocar B por B’ (seguindo a prescri¢ao (3.11) ) nas
Eqgs. (2.78) e (2.80), assim como na definicao da freqiiéncia de ciclotron, que passa a ser

we = |¢B'|/M.

3.2 Limite nao-relativistico da Equacao de Dirac em
(24+1)D

Efetuando-se as substitui¢oes descritas pelas Egs. (3.5) e (3.6), obtém-se imediatamente

a equacao de Schrodinger para a funcgao de onda, ¢ (z,y,t), de um elétron,

~\ 2
" (5 aA+ gE)
— = ¢ q® —gB 3.18
onde M é a massa do elétron, p'= —iV é 0 seu momentum candnico e —gB desempenha o

papel de uma energia de dipolo magnético. Na Ref. [18], mostra-se que o termo envolvendo
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gE d4 origem, na teoria escalar, a uma fase de Aharonov-Casher?. Uma boa questao
agora seria escrever a equacao de Dirac em (2+1) dimensoes usando a mesma derivada
covariante nao-minima e verificar se o seu limite nao-relativistico difere da equagao acima
por algum termo extra, como ocorre com o termo de Pauli no caso bem-conhecido [52] de
acoplamento minimo em (3+1) dimensoes. Esta questao ja foi respondida como positiva
nas Refs. [14, 15, 16], muito mais explorando-se as peculiares propriedades da dimensiona-
lidade (2+1) do que por meio do uso explicito da equagao de Dirac em (2+1) dimensoes.
Tal abordagem parece estar faltando na literatura e serd realizada a seguir?, adotando-se
o mesmo procedimento usado na Ref. [52].

Na equagao de Dirac, (iv#D, — M)V = 0, usam-se a derivada covariante (3.2) e
)T

um espinor de Dirac, ¥ = (¢’ x')*, com duas componentes (devido as trés dimensoes

do espaco-tempo). A seguir, assume-se o limite nao-relativistico, no qual a energia de

—imt(

repouso, mc® (¢ = 1), é a maior de todas, admitindo-se (¢’ }') = e v x), onde ¢ e x

variam pouco em funcao do tempo e satisfazem as seguintes equacoes acopladas:

9 0 _
i  =go—gB)| 7 | —2m vqwl Y eiE | Y] 319)

ot X X ¥ ¥

onde 7 = (my, —7,) e T = p—qA+ gE é o momentum cinético, M. A seguinte represen-
tacao das matrizes gama foi usada: 7° = L=y 2= nd ’ i
C g : Y =0, 7' =io, e y° =ioy, sendo as ¢’s as usuais

matrizes de Pauli 2 x 2, e valendo as relacgoes:

{+", 7"} =2m"1 (3.20)

A =1 — ey, (3.21)

3Além da mais familiar fase de Aharonov-Bohm, gerada pelo termo —q/_f.
4Na Ref. [18], este procedimento é adotado para a teoria escalar, mas o campo fermionico é considerado
somente apGs uma reducao dimensional da equacdo de Dirac em (3+1) dimensdes.

62



onde " é o tensor métrico, diag(1,—1,—1), e 1 é a identidade 2x2.
No limite nao-relativistico e de campos fracos (2M, 7; > i0;, ¢®, gB), a segunda

equacao em (3.19) se torna:
T4

= — 3.22
2Mi ( )

X

onde 74 = 7,447, mostrando que x é desprezivel em comparacao com ¢. Substituindo-se

(3.22) na primeira componente da Eq. (3.19), obtém-se:

Oy Ty

— =(qP —¢B 3.23

i3 (q 9B+ 537 ) @, (3.23)
que, apds as apropriadas substituicoes, e usando-se [p;, f] = —i(9; f), fornece o limite nao-

relativistico da equacao de Dirac em (2+1) dimensdes, com um acoplamento ndo-minimo

a um campo de calibre Abeliano:

No Hamiltoniano que estd dentro das chaves da Eq. (3.24), reconhece-se o primeiro
termo como sendo a energia elétrica usual do tipo carga-potencial; o segundo termo ¢é a
generalizacao da energia cinética, com o momento cinético agora dado por p' — qﬁ’%— gﬁ;
0s terceiro e quarto termos sao respectivamente o termo de Pauli (2+1)-dimensional e
uma contribuicao de momento magnético anomalo em nivel classico, como descrito nas
Refs. [14, 15, 16]; o ltimo termo é uma interacao de momento de quadrupolo elétrico,
que merece uma interpretacao mais aprofundada, mas que certamente é muito mais sur-
preendente (considerando-se tratar de “particula puntiforme”) do que os dois termos
anteriores, uma vez que para estes existe o apelo para o spin da particula como a inter-
pretacao padrao®. A equacao acima ¢ igual & primeira componente da equacao espinorial

de duas componentes, Eq. (21) da Ref. [18], que por sua vez foi obtida a partir do limi-

5Porém, este mesmo argumento j4 ndo pode ser aplicado ao caso escalar, para o qual o termo de
momento magnético anémalo permanece, como mencionado anteriormente.
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te nao-relativistico da equagao de Dirac (de quatro componentes) em (3+1) dimensoes
com um termo de Pauli, por meio de uma reducao dimensional. No entanto, a equacao
acima parece mais natural para descrever uma particula planar, que nao possui dois
graus de liberdade de spin, mas apenas um. De qualquer forma, é interessante saber
que a abordagem feita aqui, diretamente em (2+1) dimensdes, pode descrever essencial-
mente a mesma fisica que a reducao dimensional feita a partir do mundo “real”, de (3+1)

dimensoes.

3.3 Conexao com os Férmions Compostos

O campo de calibre, A, serd considerado como sendo governado por uma agao de MCS,

que, conforme visto no Cap. 1, gera as seguintes equacoes de campo de Euler-Lagrange [1]:

V-E—mB=p (3.25)
. 0B

VxFE=—— 3.26
x 5 (3.26)

= ~ . OE
VB—-mE=J+ —, (3.27)

ot

onde:

ﬁz = eijﬁj == 6”8] (328)
JE = (p,J). (3.30)

Estas equacoes nao levam em conta os campos eletromagnéticos gerados pelos dipolos
magnéticos g, pois foram obtidas utilizando-se o acoplamento minimo. Isto constitui uma
aproximacao que estd em concordancia com o fato de que o campo magnético aplicado

numa amostra para estudo do Efeito Hall é muito mais intenso do que aqueles campos®.

6Caso contrario, a Lagrangeana e as equacoes de campo correspondentes seriam respectivamente [53]:
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Alguns vinculos serao impostos ao sistema, todos eles consistentes com os campos médios
numa amostra em experimentos de Efeito Hall: assumir-se-d p = 0 (amostra localmente

neutra) e campos elétrico e magnético constantes no tempo. Portanto,

V-E=mB (3.31)
VB =mE —J, (3.32)
V x E=0. (3.33)

Numa amostra sob condicoes experimentais tipicas do Efeito Hall, os campos elétrico
e magnético sdo também uniformes, mas a nao-convencional equacao de MCS, Eq. (3.31),
nao permite que isto seja verdadeiro no que diz respeito ao campo elétrico. De fato, a
conexao entre carga elétrica e fluxo magnético (que fica mais evidente apés uma integral
de drea sobre a Eq. (3.25) ) é uma caracteristica bem conhecida da teoria de (M)CS,
e tanto o campo magnético como a carga elétrica podem ser vistos como fontes para o
campo elétrico E. Porém, a Eq. (3.32) permite que o campo magnético seja uniforme,
desde que a condicao mE = } seja satisfeita, o que nada mais é do que identificar o
parametro de CS, m, com a condutividade Hall, também outro resultado bem conhecido
da teoria de CS (isto é, sem o termo de Maxwell). Aqui, portanto, acabou-se de mostrar
a validade de tal resultado também para o caso da eletrostatica de MCS (asumindo-se
campo magnético uniforme).

A conclusao é que, numa amostra sob as condi¢oes experimentais do Efeito Hall, uma
particula que possua tanto uma carga elétrica, ¢, como um momento de dipolo magnético,
g, submetida a campos elétrico e magnético Ee B, pode ser imaginada como uma particula

com a mesma carga, ¢, mas com nenhum momento de dipolo magnético, “sentindo” os

-

= _%FEV+%6HK>\AH8,€A)\_JMAH_NGMN)\JMaKAA; ﬁE,_mB = p—/,l,ﬁJ, 6 XE — _9B. [S]
ﬁB—mE:f+%—’f+u<ﬁp+%—f>aOndel‘zg/q'
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seguintes campos modificados das Egs. (3.11) e (3.12):

B%:B+g(ﬁ-ﬁ):B(1+9T> (3.34)
q q

—

E'=E, (3.35)

onde j& foram usadas as Egs. (3.31) e (3.32), juntamente com VB = 0.
Serd mencionado agora um resultado similar ao acima, que ocorre no modelo de
Férmions Compostos (FC), de Jain, para o EHQF [8]: este também se refere a uma

redefinicao do campo magnético:
B* = By — 2npdo, (3.36)

onde By é o campo magnético externo experimentado pelo elétron; B* é o campo magné-
tico efetivo visto pelo FC (isto é, um elétron com um niimero par de flixons magnéticos
anexados); n é um nimero inteiro positivo; p, é a densidade (superficial) média de elétrons;
e ¢p é o valor do flixon (o quantum de fluxo magnético), ¢g = hc/e, ou ¢y = 27/e no
sistema de unidades em que h = c = 1.

Uma vez que um FC possui tanto uma carga elétrica como um fluxo magnético (o qual,
como ja mencionado, possui, em (241) dimensoes, a mesma unidade que o momento
de dipolo magnético), surge uma analogia entre os seguintes conjuntos (ordenados) de

grandezas: {By, B*} e {B', B}. De fato, a partir das Eqs. (3.36) e (3.34), a identificacao

destes dois pares de grandezas pode ser admitida, desde que se suponha que (¢ = —e):
4T pe
= — 3.37
m Bg n (3.37)

Uma quantidade importante no EHQ é o chamado fator de preenchimento, v, =
pe®o/ By (ou, identificando-se By com B’ e usando-se ¢g = 27/e, v, = 27mp./eB’). Esta

grandeza corresponde ao nimero de niveis de Landau ocupados, ou, mais precisamente, a
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razao entre o nimero de elétrons e a degenerescéncia de cada nivel de Landau. Uma quan-
tidade andloga pode ser definida para os FCs [8]: vpe = pedo/B* (ou vpe = 2mp./eB),
onde vpc e B* (ou B, como se propoe aqui) podem ser ambos positivos ou ambos nega-
tivos, dependendo se os campos magnéticos By e B* sao paralelos ou anti-paralelos. A

partir destas duas defini¢oes e da Eq. (3.36), obtém-se [8] uma relagao entre v, e vpc:

_ vecl
Ve

—_lrel (3.38)
2n lvpe| £ 1

onde o sinal superior (inferior) corresponde a By e B* serem paralelos (anti-paralelos).

Sera considerado agora o sistema de FCs com condutividade Hall quantizada, isto é,
n* = —n", (3.39)

onde n* é um inteiro positivo, igual ao valor absoluto do fator de preenchimento de FCs:
lvrc| = n*. Esta quantizagao pode ser obtida, por exemplo, por intermédio do argumento

de Laughlin [54] aplicado ao sistema de FCs. Neste caso, a Eq. (3.38) fornece:

n*

= — (3.40)
2nn* £ 1

Ve

que coincide com quase todos os valores da condutividade Hall (dos elétrons), oy =
(€?/h)v,, observados experimentalmente no EHQF, constituindo assim um dos sucessos do
modelo de Jain. Por causa desta relagao, o modelo de FCs é conhecido como uma descricao
do EHQ Fraciondrio dos elétrons interagentes, em termos de um EHQ inteiro dos FCs
livres. A possivel equivaléncia, expressa na proposicao (3.37), entre esta caracteristica
do modelo de Jain e o0 modelo de MCS nao-minimo descrito acima (numa abordagem de
campo médio) é reforcada pelo fato de que, no caso de EHQ Fraciondrio (isto é, EHQ

inteiro dos FCs, m = (e/¢o)n*), a Eq. (3.37) conduz a:

g = F2ney, (3.41)
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em concordancia com a idéia, presente no modelo de Jain, de que um nimero par de
flixons corresponde ao valor do momento de dipolo magnético do FC. Naturalmente, o
caminho tomado para se chegar até aqui poderia ser invertido e a redefinicao de Jain,
Eq. (3.36), seria demonstrada a partir da presun¢ao da validade da Eq. (3.41). Noutras
palavras: adota-se g = F2n¢, e a derivada covariante ndo-minima (3.2) como uma des-
crigao de particulas com carga e momento magnético (os FCs). Entao, supondo-se que o
campo de calibre, A*, é governado pelas equacoes de MCS numa aproximacgao de campo
médio (Egs. (3.31-3.32) ), a redefini¢do do campo magnético, dada pela Eq. (3.34), leva
a B' = B F 2n¢omB/q, onde B' é o campo magnético visto por particulas com a mesma
carga que os FCs, mas com nenhum fliixon anexado (ou seja, os préprios elétrons). Final-
mente, faz-se uso da Eq. (3.32) no caso estatico e com campo magnético uniforme, para se
identificar o parametro de CS, m, com a condutividade Hall, a qual, se quantizada como
na Eq. (3.39), conduz, juntamente com ¢ = —e e n* = |vrc| = pedo/ |B|, & equagao de
Jain, Eq. (3.36), com B (B’) desempenhando o papel de B* (By).

E not4vel que o interessante resultado acima tenha sido obtido com aproximagoes (tipo
campo médio) bastantes simples a respeito dos campos no interior de uma amostra sob
as condicoes experimentais do Efeito Hall. No entanto, este mesmo resultado nao teria

sido atingido se mesmo uma sé das seguintes hipoteses feitas aqui nao fosse satisfeita:

1. Fisica planar, que permite a identificacao da unidade de g com a de ¢ e a existéncia

do termo de CS.

2. O termo de CS: no caso m = 0, a Eq. (3.34) nao redefiniria o campo magnético

como no modelo de Jain.
3. Acoplamento nao-minimo: idem ao item anterior, caso g = 0.

4. O termo de Maxwell, a fim de que a divergéncia do campo elétrico apareca na

Eq. (3.25).

Naturalmente, sao necessarias investigacoes adicionais a fim de se descobrir em que

extensao a Eletrodinamica de MCS nao-minima fornece resultados corretos para o EHQF.
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Uma possibilidade de estudo seria relaxar as restricoes a respeito dos campos e conside-
rar as flutuacoes em p, por intermédio de uma teoria de campos inteiramente quantica,
supondo (por exemplo) que os campos de matéria sejam espinores de Dirac. Outro célculo,
nao ligado ao EHQ, mas que poderia trazer resultados tteis, seria o campo eletromagnético
produzido por uma carga acelerada, numa teoria de MCS classica, com acoplamento nao-
minimo. Alguns resultados interessantes, como por exemplo a violacao do principio de
Huygens, ja foram obtidos na Ref. [5], mas em acoplamento minimo. Pode-se estudar se
o acoplamento nao-minimo introduz algum aspecto novo. Provavelmente, algum tipo de
campo de dipolo surgira.

Finalmente, alguns comentérios acerca da origem (3+1)-dimensional de ¢g (que viola
a simetria de Lorentz), vista anteriormente: o fluxo do FC, g, contém uma contribuigao
da prépria particula (por meio do parametro v) e uma outra da situacao peculiar do
espago-tempo (por meio de || = v?), que possui uma simetria de Lorentz quebrada
que mantém apenas os planos perpendiculares a ¢ inalterados. De fato, a construcao de
FCs s6 é possivel em duas dimensoes espaciais (nao serao consideradas aqui dimensoes
espaciais maiores do que trés). Uma interpretacao para ¢ também é possivel: este vetor
é o responsavel pelo confinamento dos elétrons no plano e, portanto, é natural relacionar
¥ com a componente z do campo magnético tridimensional, o qual é bastante intenso no
EHQF (~10 T) e proibe o os elétrons de moverem-se na dire¢ao z, quebrando desta forma

sua simetria de Lorentz (3+1)-dimensional.
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Capitulo 4

Mecanica Quantica Supersimétrica
Planar de uma Particula Carregada
em um Campo Eletromagnético

Externo

A excecao da primeira se¢ao, o conteido deste Capitulo consta da Ref. [41]. Aqui,
estuda-se a Mecanica Quantica Supersimétrica (MQS) de uma particula nao-relativistica
em duas dimensoes espaciais, sujeita tanto a um campo magnético como a um campo
elétrico, numa formulagao de supercampos e com o acoplamento nao-minimo tipico de
(241) dimensoes, visto no Capitulo 3. Para tanto, faz-se uma introdugao a formulacao
de supercampos na primeira secao. Nas duas se¢oes seguintes, sao contemplados os casos
N=1 e N=2 e a introducao da interacao elétrica é adequadamente analisada. Na tltima

secao, demonstra-se que existe a possibilidade de a particula interagir com um superpo-
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tencial Grassmanniano (isto é, de carater Fermionico, ou anti-comutante), que pode ser

representado por uma interacao matricial, de ordem 4x4, no minimo.

4.1 MQS no Superespaco

Esta secao introduz os aspectos bésicos da Supersimetria (SUSY) em formulacao de su-
percampos, num contexto de “teoria de campo” em (0+1) dimensoes (0 espaciais e 1
temporal), isto é, de fato, uma teoria de mecanica da particula, pois os “campos” (em
verdade coordenadas da particula) dependem de ¢t mas nao de Z. O contetido desta se¢ao
é baseada na Ref. [55], mas também pode ser encontrado material semelhante na Ref. [38].

Desde a introdugao dos conceitos de superespaco e de supercampos [56], 0s mesmos
vem sendo amplamente utilizados em trabalhos sobre teorias de campo; porém, no con-
texto de MQS, isto sé ocorre muito raramente, talvez devido a énfase natural que se
procura dar as aplicacoes da MQS em varias dreas da Fisica Quantica e Estatistica [35],
menos afeitas a tais técnicas. Apesar de compreensivel na exposicao de resultados, tal
procedimento, quando usado também na prospeccao de novidades, pode vir a evitar a
descoberta de certos tipos de interacao que, na técnica de supercampos, revelam-se muito
facilmente. Por exemplo, no final deste Capitulo, serd obtido um termo supersimétrico
de interagao matricial que nao seria muito facilmente obtido sem o uso de tal linguagem.

Em MQS, o conceito béasico de superespaco é fazer que as coordenadas da particula
dependam nao s6 do tempo ¢, mas também de um certo nimero, N, (N é o nimero de
supersimetrias) de parametros extras Grassmannianos, isto é, que anti-comutam entre si
(mas que comutam com todas as demais grandezas que nao sejam também Grassmanni-
anas). Assim, quando N=1 por exemplo, faz-se a seguinte extensao: ¢ — (¢;6), onde 6 é
o parametro Grassmanniano adicionado e que portanto satisfaz a §? = 0 (a realizagao de
semelhante algebra costuma se dar por meio de matrizes; por exemplo, a matriz de Pauli
o, satisfaz a esta condi¢do em particular).

E importante que se estabelecam as propriedades destas quantidades Grassmannianas.
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Sendo as letras gregas designativas de tais varidveis anti-comutantes (também denomi-
nadas de Fermionicas, pela analogia com campos) e as latinas referindo-se as varidveis

comutantes (ou Bosonicas) usuais, entao, por definicao, valem as seguintes relagoes:

0 =0t, z20=0x (4.1)

0192 == —0201, 9% == 05 = 0 (42)

Como a ordem do produto é importante, algumas convencoes fazem-se necessarias.
Por exemplo, uma expansao em série de Taylor, em torno da origem, de uma funcao de

duas varidveis (Grassmannianas ou nao) sera definida assim:

0 a\"

n

, (4.3)
(050)

onde a ordem das derivadas em relacao as variacoes dx e dy devem ser mantidas como
acima quando x e/ou y tratar(em)-se de varidvel(is) anti-comutante(s). Quando F' de-
pende de 6 (que, como visto, é, por definicdo, uma varidvel Grassmanniana), entao, como
6? = 0, esta série é interrompida logo nos primeiros termos. Por exemplo, a expansio de

F(0) = expf é exatamente:

=Y —=1+0 (4.4)

e, analogamente, vale a relacao exata:
cosf =1 (4.5)
e qualquer funcao analitica de 6 expressa-se assim:
f(0)=a+ po, (4.6)
onde a e 3 sao constantes (isto é, nao dependem de ), Bosonica e Fermionica, respec-
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tivamente, o que garante que a funcao f(f) seja bosonica'. No caso de uma coordenada
da particula, z(t), define-se o supercampo coordenada (ou supercoordenada, ou, bem

entendido, simplesmente supercampo), X (¢, 6), pela relagao:

X (t,0) =z (t) +i0X (1), (4.7)

onde A (t) é dito o parceiro supersimétrico, anti-comutante, da varidvel comutante x(¢), e
1 ¢ a unidade imagindaria, acrescentada apenas para facilitar algumas definicoes.

Também podem ser definidos supercampos Fermionicos. Por exemplo,

U (t,0) = () +0r(t), (4.8)

e que portanto satisfaz a

U? = 0. (4.9)

Uma particularidade com relagao a operagao complexo conjugado: ao contrario do que
se faz com numeros complexos usuais, é preciso definir uma ordem correta. Por analogia
com a representacao matricial (mas de fato uma necessidade matematica de uma operagao

dual, como é o caso do complexo conjugado), tem-se:

e, portanto, se 0, e 5 sao reais, obtém-se o peculiar resultado:

(0162)" = 0507 = 020, = —0,05, (4.11)

isto é, o produto de duas quantidades Grassmannianas reais é uma quantidade imagindrio-

puro. Portanto, a fim de se ter uma quantidade real, basta tomar o produto 26;6-.

IDe fato, 80 é um produto de um nimero par de varidveis Grassmannianas, o que sempre d4 Bosénico,

pois e(f8) = —Bef = +(B0)e.
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A transformacao de SUSY (N=1) é definida no superespago da seguinte forma:

0 = 0+e (4.12)

= t+ie0, (4.13)

o que corresponde a um tipo de translacao (de parametro €) no superespaco; o fator i, como
visto acima, serve para manter o tempo ¢ real. Sob tal transformacao, a supercoordenada

da particula, X (¢, 6), passa a ser:

X (t,0) = X (¢,0") = X (t,0) + 06X (¢,6), (4.14)

ou:

X (t+1i€0,0 +¢) = X (¢,0) + 06X (¢,0). (4.15)

Usando a expansao em série de Taylor conforme visto acima, o membro esquerdo desta
equacao é:

X (t,0) + 100, X (t,0) + 0y X (t,6) (4.16)

e, comparando com o membro direito, obtém-se:

X (t,0) = (100, + 09) X (t,0), (4.17)
ou
0X (t,0) = QX (t,0), (4.18)
onde:
Q = 9y + 00, (4.19)

é o gerador da SUSY, que satisfaz a seguinte algebra de SUSY:

@ =3{QQ) =i =1 (4.20)
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juntamente com [@Q, H] = 0.
Agora, serd preciso definir melhor a derivacao e integracao Grassmannianas. A partir
de requisitos bem gerais do Célculo (por exemplo, a linearidade), podem ser demonstradas

as seguintes propriedades [55, 57]:

dp(const) = 0 (4.21)
a0 = 1 (4.22)

I [0(0)Y(0)] = (0s9) ¥ — ¢ (Op¥)) (4.23)
/ o = 1 (4.24)

/ b = 0, (4.25)

onde ¢(f) é anti-comutante (caso contrario, o sinal do dltimo termo da terceira equagao
seria positivo, dando a regra de Leibniz usual). As outras quatro propriedades permitem

fazer a seguinte identificacao

/d0 () = dp(--). (4.26)

Trocando ¢ por —i na expressao do gerador (), tem-se a definicao da derivada covariante

de supersimetria:

D = 0y — i00,. (4.27)

A importancia desta derivada reside no fato de que, ao contrario de 0yX, DX é um

supercampo, isto é, transforma-se como (4.18), sob uma transformacao de SUSY:
d[DX (t,0)] = eQ[DX (t, 6)]. (4.28)

(0o mesmo ocorre com X e com produtos de supercampos). Com isso, uma agao S [z, &] =

[dt L (z,%;t) pode ser estendida para o superespaco assim:

S = /dt do F(X, X, DX), (4.29)
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onde F(X, X, DX) satisfaz L = [ df F e é uma fun¢ao dos supercampos. Por construgao,

a acao sera invariante de SUSY, ou, mais especificamente,

oL = pr (algo) . (4.30)
Em especial, a acao
S = %M/dtd& XDX (4.31)
da:
1. ; .
s=[a <§M:E2 4 %MAA) , (4.32)

ou seja, o termo cinético Bosonico usual e seu parceiro, o termo cinético Fermionico.

Da definicao de Hamiltoniano, H = ip, + ).\p)\ — L (é importante ressaltar a ordem do

produto no segundo termo), onde p, = OL/0% e p) = 8L/8)\ sao os momenta, chega-se

imediatamente a H = p2/2M, ou seja, o termo cinético Fermionico nao contribui para o

Hamiltoniano.

Passando agora para o caso N=2,

as transformacoes de SUSY sao dadas por?:

0 = 0+¢ (4.33)
0 = 0+¢ (4.34)
' = t+ig0 + i (4.35)
e um supercampo Bosonico, por:
X (t,0,0) = x(t) +i0A(t) + 0N (t) + 00f (1), (4.36)

2Aqui, em vez de se designarem os 2 parametros Grassmannianos reais por #; e 65, prefere-se utilizar
a escolha mais usual de se trabalhar com o par de quantidades complexas conjugadas 6 = 6, + 6> e

0 =6, —ifs.
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cuja variacao sob uma transformacao de SUSY é:
0X = (2Q +2Q) X,
onde:

Q = 9,+i00,

80 + ié@t,

QI
I

levando a seguinte dlgebra de SUSY:

As derivadas covariantes sao definidas por:

D = 0;—1i00,
D = 80—i§8t,
satisfazendo:
D? = 0
D* = 0
{D,D} = —2i0,
{D,Q} = 0.

Uma acao em particular bem simples é:

o
s = [ dtaoas {EDXDX —Ux).

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
(4.44)
(4.45)

(4.46)

(4.47)

O primeiro termo dard origem a termos cinéticos e pode ser calculado utilizando-se as
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expressoes acima para o supercampo e as derivadas covariantes. O segundo termo, con-
tendo o superpotencial U(X), fornece a interagao da particula com um campo externo.

Expandindo o superpotencial em torno de X = z,

UX) = Ux)+ (A +i0X + 00f) a(gig?()
+% (i0A + 60X + 60 f)2 % (4.48)
= U(x) + (i0A+i0X) U'(x) + 600 | f[}(x) + AU ()], (4.49)

que é uma expansao exata, pois os termos de terceira ordem ja dao zero, devido a
nilpoténcia das quantidades Grassmannianas. Usando as propriedades de integracao e

derivacao Grassmannianas, chega-se a uma acao S = [ dt L, onde:
1 -2 -3y 1 2 / 3 "
L:§x +z)\)\+§f + fU'(x) + A\U" (2), (4.50)

referente a uma massa unitaria e com o grau de liberdade f sem dinamica e que por-
tanto pode ser eliminado usando-se a sua equacao de movimento, f = —U’, dando como
resultado:

1 1 _
L= 5:‘8 i — 5U'z(:c) + AU" (). (4.51)

Para os objetivos deste Capitulo, o que foi desenvolvido até aqui é suficiente. Nas

proximas secoes, as demais informagcoes necessarias serao vistas.

4.2 MQS-N=1

Uma particula carregada em (2+1)D, ndo-minimamente acoplada a um campo magnético,

é descrita como um sistema de MQS-/N = 1 por meio da seguinte acao no superespaco:

M - 5 S o
S, = % / dtdd(DX) - X + iq / dtddDX - (X)), (4.52)
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onde A'(X) é o (super)potencial vetor em um esquema de acoplamento nao-minimo, dado
pela Eq. (3.8), e )Z(t) é o “supercampo real” (de fato, a supercoordenada da particula),
dado por:

X(t,0) =27 (t) +iON (1), j=(1,2), (4.53)

27(t) sendo as duas coordenadas reais da particula planar, M\ (t) seus parceiros super-
simétricos Grassmannianos e # a coordenada real e Grassmanniana que, além do tempo t,
parametriza o superespaco, (t;6). A derivada supersimetricamente covariante, D, é dada
por:

D = 8y — i09,. (4.54)

A agdo (4.52), S; = [dtL, , separa-se em componentes do supercampo assim:

2
MZ M - - o "N 77 TP 1§ - o= =
L N g A= gt E- YO x NB- 2O xXN(V-E), (4.55)

L. =
! 9 9

X X X = eij)‘i)\j = [)\1, )\2] (456)

)= \/g()\l —iy), (4.58)

dando origem a seguinte expressao para o Lagrangeano:

—

P
M—’
< E+

- 0918 + 5[, 0T B). (459)

Hl-

L= (G + ) +qi- A— g

14
2M

O correspondente Hamiltoniano sera obtido depois de um processo de quantizacao
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canodnica seguindo a Ref. [35, p.46]. Os momenta Grassmannianos sdo definidos como

_ AL, i
__ 0L _ i
=l (4.61)

que correspondem aos vinculos de segunda classe

(4.62)

oS
Il
)
+

< <
I Il
o ()

N | =N | .

(4.63)

<
N
Il
=l
+

e conduzem ao seguinte Hamiltoniano:

<\ 2
<ﬁ— qA+gE>
2M

%T/_J)M1+(7_T+%1/))M2; (4.64)

H, = — 517l 1B =5 [, (V- B) + (n+

onde as definigoes usuais, relativas as variaveis Bosonicas, como p; = 0L, /01;, sdo usadas,
e 1 e o sao dois multiplicadores de Lagrange Grassmannianos associados aos vinculos

(4.62) e (4.63). As equacoes de movimento correspondentes sao:

. OH, . oH,
‘/L‘l - apz ) pZ - azz I (4'65)
. 8H1 . aIil
p=-7 =5 (4.66)
= . 8H1 = 8H1

que podem ser usadas juntamente com as condigoes de consisténcia x; =0 e yo = 0 (que
garantem que os vinculos x; e x2 permanecam validos durante a evolugao temporal) para
obter y, = igB"y/M e py = —igB'typ/M, onde B’ é dado pela Eq. (3.11). O Hamiltoniano

que resulta é

~\ 2
H = i + ?\4 (e — 7). (4.68)
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Agora, a nocao de parénteses de Dirac faz-se necessaria. Uma expressao fechada para

eles, valida para um sistema como o que estd sendo estudado aqui, é dado nas Refs. [35, 58]:

OF 0G _ OF 0G

Ox; Op; Op; Ox;

+me%@%+£@+£%+@£%
2000 or "~ or oy oY or | Or O

{Fa G}D =

F F 10F 10F
OLIG , OF0G_1OR00_1ORUGT (g

_1degF' = _
+(=1) Zlawaw 9000 407 07 407 or

com degF' =1 (ou 0) se F' é uma funcao no espaco de fase valorada em niimeros Grassman-
nianos (ou valorada em nimeros-c comuns). As seguintes propriedades de (anti-)simetria
desejadas sao validas: {F,G}p = {G, F}p paradegF = degG =1e{F,G}p =—{G,F}p

para os demais casos. E imediato obter:

fwopto =65 {mp=1{dmo=—3 (1.70)
1

(v, 8} = —i, {m7tn =1, (4.71)

que, por meio do procedimento de quantizagao canénica, {, }p — [, ]/(ih) (ou {, }p —
{,, }/(ih) no caso de duas varidveis Grassmannianas), conduz a seguinte dlgebra de ope-
radores (h = 1):
(i, ps] = idij, (.7} = {47} = — (4.72)
_ 1
{v, v} =1, {ma}=—7, (4.73)

2

além de 72 = 7% = ¢p®> = 1) = 0. Uma possivel realizacio desta dlgebra é dada por:

b=o.,  d=o (4.74)

T=—=0_, T=—=0y4, (4.75)
onde o0s 0’s sao as matrizes de Pauli (e nao hd nenhuma outra representacao inequivalente,
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de acordo com a Teoria de Grupos [59]).

Substituindo-se estas equagoes no Hamiltoniano (4.68), obtém-se finalmente sua versao

quantizada:
~N\ 2
p— qA + gF =
2M 2M 2M ’
onde a relagao [0,,0 | = o3 foi usada. Nota-se que este Hamiltoniano revela automati-

camente uma particula de spin-1/2 com momento de dipolo magnético qo3/2M e fator
giromagnético 2, como esperado, pois em acordo com a Ref. [42], sobre MQS (mas sem
a formulagao de supercampo usada aqui), e com as Refs. [60], que trazem argumentos
gerais relativos a particulas em (2+1) dimensaes.

E interessante comparar este Hamiltoniano com o da Eq. (3.24), que fora entao obtido

como o limite nao-relativistico da equagao de Dirac nao-minima em (2+1) dimensdes:

~X 2
(ﬁ— oA+ gE) B
2M 2M

H=qd+ ~gB- (V- E). (4.77)

2M

Caso se queira supersimetrizar tal modelo, é importante notar que isto nao é possivel (na
MQS-N=1)? no caso de uma interagao via um potencial escalar como o que comparece na
equacao acima, ¢® — gB. Portanto, a fim de se manter a invariancia sob a SUSY-N=1, é

necessario que:

9B(z,y) = q®(z,y), (4.78)

e, em tais condicoes, passa-se a ter:

~\ 2
(p—qA+gE> 4B g

H= oM T oM oM

(V-E). (4.79)

Comparando-se as Egs. (4.76) e (4.79), conclui-se que esta ultima iguala-se & com-

ponente de spin-para-cima da primeira. O mesmo acontece com a componente de spin-

3Ver Ref. [36, p.51], onde se mostra também que o mesmo ji ndo mais vale para N=2.
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para-baixo da Eq. (4.76), quando se utiliza uma representacao diferente da expressa pelas
Eqgs. (4.74-4.75), na qual as matrizes oy e o_ trocam de papel entre si.

O qltimo termo da Eq. (4.76) pode ser relacionado ao campo magnético, desde que
se admita estar numa teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS), na qual, como visto no

Cap. 1, valem as seguintes equacoes de campo:

V-E—mB=p (4.80)
. . 0B

E=-=2" 481
V x 5 ( )
VB-—mE =J+ %T’ (4.82)

onde, como antes, 61 = ¢,;;0;, e m é o parametro de massa (topolégica) de Chern-Simons.
De fato, na regiao onde nao hé cargas externas (p = 0), o Hamiltoniano (4.76) adquire a

seguinte expressao:

. =)\ 2
<ﬁ— oA + gE)
H, = 49 ( gm) B. (4.83)

_ 12
2M 2M +q

Como conseqiiéncia deste Hamiltoniano, é natural definir um fator giromagnético efe-

tivo, Ve, cujo afastamento do valor padrao, 2, é dado por:

v —2 =", (4.84)
q

Neste contexto, a condicao

gm/q=1 (4.85)

é necessdria, a fim de se manter o fator giromagnético efetivo em seu valor padrao, 2. E
interessante notar que esta mesma condi¢cao também foi obtida em trabalhos de teoria de
campo, s6 que com outras interpretacoes: ela transforma uma teoria de MCS interagente
numa teoria livre e relaciona-a a uma teoria de puro-CS e aos anyons [14, 53]; ela também

dd origem a uma corre¢ao radiativa nula, a um laco, para a massa do féton [53]; e,
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finalmente, ela reduz as equacoes diferenciais dos campos de calibre, de segunda para

primeira ordem, permitindo o surgimento de solucoes de vértice [61].

4.3 MQS-N=2

A formulagao em supercampos da MQS de Witten (que é unidimensional e N=2) pode ser
encontrada nas Refs. [38, 62, 63], em termos de um superpotencial escalar (uma fungao
de uma supercoordenada real unidimensional) e consta basicamente do que esta feito
no final da Secao 4.1. Uma generalizacao para d dimensoes espaciais é apresentada nas
Refs. [36, 63], também em termos de um superpotencial escalar, mas agora como uma
funcao das d supercoordenadas reais. Uma abordagem diferente para duas dimensoes
espaciais, usando um superpotencial vetor em vez de um escalar, é esbogado na Ref. [64],
mas sem uma formulacao de supercampos.

Por outro lado, a MQS-N=2 da equacao de Pauli em duas dimensoes espaciais é
formulada em termos de duas supercoordenadas (complexas), quiral e anti-quiral, nas
Refs. [63, 65], por meio de um super(pre)potencial (dito de Kahler), que é uma fungao
destas duas supercoordenadas. A introducao de uma interacao elétrica na equacao planar
de Pauli sem a quebra explicita da SUSY estd feita na Ref. [66], mas usando um campo
magnético nao-estaciondrio. Nas Refs. [67], o operador de Pauli (incluindo um poten-
cial escalar externo) em duas dimensoes espaciais é identificado com uma componente-
2x2 de um super-Hamiltoniano total, 4x4. Uma formulacao de supercampos, N=2,
abarcando todos estes assuntos, isto é, a equagao de Pauli em (2+1) dimensées com in-
teracoes elétricas, e também considerando o acoplamento planar nao-minimo estudado no
Capitulo 3, continuava faltando na literatura. O presente Capitulo é dedicado a preencher
esta lacuna. Situacoes nao-estaciondrias nao serao consideradas neste trabalho e, assim,
a interacao elétrica s6 é devida a um potencial escalar. Também, a possibilidade, men-
cionada acima, de o operador de Pauli ser uma componente do super-Hamiltoniano total

nao sera considerada aqui, mas, em vez disto, ele sempre sera considerado como o proprio
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super-Hamiltoniano total.

Foi visto, na Secao 3.1, que, para se obter a equacao de Schrodinger com um acopla-
mento nao-minimo, é necessirio somar o termo (3.5) ao Hamiltoniano livre e também
executar a substitui¢do expressa pela Eq. (3.8). Se a condicao (4.78) é vélida, entao nao
ha potencial de interagao escalar algum no Hamiltoniano resultante que, assim, se torna
‘puro-magnético’, permitindo que seja deduzido a partir da superacao quiral da Ref. [65].
Tal superacao contém, em vez de ff(x, y), o prepotencial (real) de Kéhler, K (z,y) (como

serd visto abaixo), que satisfaz as seguintes relacoes (de agora em diante, A; significa

(4):):

Aj = EjkakK (486)

V x A

s
Il

GijaiAj = —V2K. (487)

Entao, seria desejdvel descobrir como implementar a prescrigdo nao-minima da Eq. (3.8)

em termos do prepotencial K(z,y). Isto é feito como segue:

q
= GijajK — geijEj = q]ﬁjK — OCGZ'J'E]‘
= 6z’j [8]K + « (atAj + 83(13)]

= Gijaj (K + (l/q)) = GijajKl, (488)

onde a condicao estaciondria d; = 0 foi usada. Assim, a prescricao procurada pode ser

considerada como:
K—+K=K+a®=K+a’B=K - a’V*’K. (4.89)

Voltando agora a superacao quiral, e usando uma notagao semelhante aquela da
Ref. [65], as coordenadas do superespaco sao o tempo, ¢, e as varidveis Grassmanni-

anas, f e f. Em um esquema de acoplamento nao-minimo, a superacao N=2 para uma
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particula planar com massa M, carga elétrica ¢ e momento de dipolo magnético g, num

campo magnético satisfazendo a Eq. (4.87), é dado por:
M N -
=5 / dtd9daDEDS + g / dtdIdaK’ (¢, d), (4.90)

onde K'(¢, ¢) é o superpotencial dado pelo prepotencial de Kihler redefinido pela Eq. (4.89),

agora em termos das supercoordenadas quiral e anti-quiral da particula, ¢ e ¢:

o(t,0,0) = 2(t) + 0&(t) — 00 (t) (4.91)

o(t,0,0) = z(t) — OE(t) + 0O (t), (4.92)
satisfazendo a D¢ = D¢ = 0, e com z(t) = z(t) + iy(t) e 2(t) = x(t) — iy(t) sendo
as varidveis complexas conjugadas que representam as coordenadas reais z(t) e y(t) da

particula, e £(t) e &(t) seus parceiros supersimétricos Grassmannianos. As derivadas

supersimétricas sao definidas como

D = 8; — 69, (4.93)

D = 0y — i00;. (4.94)

A superacao (4.90), Sy = [ dtLs, em componentes, fica:

Mz M .- - oL
Ly = 2“”5 —ig (66 +86) +qi- A~ gi - E+

688+ 568A(V-E).,  (4.99)

q
8

que, como esperado, ¢ o mesmo resultado que seria obtido caso se partisse de uma su-
peracao minima (isto é, a Eq. (4.90), com K (¢, ¢) substituindo K'(¢, ¢) ), e a prescri¢io
nao-minima so tivesse sido implementada depois da correspondente quebra em compo-
nentes, por meio das Eqs. (3.8) e (3.11). Além disso, este Lagrangeano é idéntico ao caso
N=1, Eq. (4.59), contanto que a identificagao ¢ = @f seja feita. Assim, todo o pro-

cedimento de quantizagao conduzido depois da Eq. (4.59) pode ser repetido, conduzindo
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aos mesmos resultados e atestando, em uma descricao de supercampos, o fato de que
em (2+1) dimensoes a equacao de Pauli possui, em lugar de N=1, uma SUSY-N=2 [42]
(note-se que esta conclusao é valida, independentemente de se o acoplamento é minimo

ou nao-minimo).

4.4 Uma interacao mais geral

Finalmente, uma possibilidade mais geral para a interacao sera discutida agora, na qual

os seguintes termos sao somados a superagao (4.90):

/ dtdo T() + / dtdd (), (4.96)

onde T'(¢) e seu complexo conjugado I'(¢) sdo necessariamente campos externos Grass-
mannianos, a fim de que a acao possa ser Bosonica. Os termos correspondentes acrescidos
ao Lagrangeano (4.95) sao:

&' (z) — &0'(2). (4.97)

O campo externo (pseudo-)classico I'V(z), embora nao quantizado, precisa anti-comutar
com &, assim como com si mesmo. Portanto, ele também pode ser representado por uma
matriz 2 x 2. Porém, estas exigéncias de anti-comutacao impoem restricoes tao severas
a matriz I'(z) que, depois do procedimento de quantizacao mencionado na Secao 4.2, a
contribuicao de cada uma das parcelas de (4.97) para o Hamiltoniano é zero. Por outro
lado, se as coordenadas de Grassmann quantizadas, £ e £, e os respectivos momenta sio
escolhidos como tendo uma representagao diferente da que é dada pelas Eqs. (4.74-4.75) (é

preciso lembrar que ¢ = —”2M§), entao o mesmo ja nao ocorre. Realmente, considerando-se,
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por exemplo,

01 00
0000
£=04 @1y = (4.98)
0 001
0000
f(z) g(z) h(z) i(2)
(e = j(2) k(z) U(z) m(z) | (4.99)
n(z) o(z) p(z) q(2)
r(z) s(z) t(z) wu(z)

as mesmas exigéncias de anti-comutagao para I''(z) conduzem agora ao seguinte Hamil-

toniano:
(ﬁ—qf‘YJrgE)Q 4B g(V - E) 2 ]
H, = YYi ~ 537 ® 19y9 — SEIVARE ® 19y + \/—MG(z, z), (4.100)
onde
0 —f(2) 0 —h(z)
Ge7) = —f(2) 0 fA(2)/hz) 0 (4.101)
0 f2(2)/h(2) 0 f(2)
—h(z) 0 f(z) 0

E importante ressaltar que esta interacao mistura as quatro componentes da funcao de
onda, ao contrario do Hamiltoniano original. Os campos de Grassmann I'(z) e I'(z) po-
dem ser interpretados como campos externos (pseudo-)cldssicos do tipo-fotino, do mesmo
modo como o prepotencial eletromagnético K'(z, Z) (ou os potenciais ® e f_f) normalmente
é considerado como um campo externo classico tipo-féton. A necessidade de se usar uma
funcao de onda com quatro componentes, aqui, é semelhante ao que acontece em teoria

de campo em (2+1)D, quando se é forcado a introduzir Férmions massivos de quatro

componentes, a fim de tornar a massa compativel com a simetria de paridade.
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Conclusoes

Abaixo, sao apresentadas as conclusoes desta tese:

e O trabalho desenvolvido nos dois primeiros Capitulos permitiu que algumas pro-
priedades basicas da Eletrodinamica de MCS fossem explicitadas, dentre as quais

destacam-se:

— a visualizacao do modo de propagacao de uma onda plana, evidenciada pelas

Egs. (1.30-1.32) e (1.39) e pela Fig. 1.1;

— a resolucao analitica exata de trés problemas: os campos de MCS gerados por
uma fita condutora infinita com corrente uniformemente distribuida pela sua
largura (e a respectiva analogia com o efeito Hall radial) e as equagoes de Euler
e de Schrédinger para um elétron sujeito aos campos de MCS produzidos por
dois fios retos, infinitos e paralelos, com correntes estacionarias em sentidos

opostos;

— as equagoes de campo de MCS em forma integral, dadas pelas Eqs. (1.50-1.55),
assim como a expressao dos campos produzidos por algumas configuragoes
basicas de carga e corrente, colocando assim a Eletrodinamica de MCS em

pé de igualdade com os resultados tradicionais do Eletromagnetismo usual da
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Fisica Basica, aumentando a intuicao fisica sobre a primeira e trazendo-lhe

beneficio pedagégico, pela comparacao com a Eletrodinamica usual;

— idem, com relagdo a propriedades especificas das (24+1) dimensoes, como por
exemplo as unidades de certas grandezas, tais como carga elétrica e momento

de dipolo magnético (igual a de fluxo magnético).

e No Capitulo 3, o ultimo sub-item acima foi explorado no sentido de se fazer um
paralelo entre a teoria de MCS nao-minima e o modelo de Férmions Compostos
para o EHQF, obtendo-se um resultado positivo, pelo menos no que tange a um dos
pilares deste dltimo, que é a redefini¢ao do campo magnético (com relagao ao outro

pilar, que é a funcao de onda de Jain, ver sugestoes abaixo).

e Outro resultado do Capitulo 3 foi a obtencao do limite nao-relativistico da equacao
de Dirac em (2+41) dimensoes, Eq. (3.24), e a conseqiiente demonstracao explicita
de que o parametro g do acoplamento nao-minimo tipico desta dimensionalidade
corresponde a um momento de dipolo magnético andmalo (isto é, além do re-
lativo ao spin), mesmo para particulas sem spin (anteriormente, tal resultado sé
era obtido indiretamente, explorando-se as propriedades de simetria dos indices de
Lorentz [14, 15, 16], ou entdao por meio de uma reducdo dimensional a partir de

(3+1) dimensoes [18]).

e No Capitulo 4, a formulacao em supercampos da Mecanica Quantica Supersimétrica

Planar foi utilizada na equacao de Pauli, trazendo os seguintes resultados principais:

— ao se passar para o esquema de acoplamento nao-minimo apresentado no
Capitulo 3, a equacao de Pauli nao s6 preserva a sua SUSY-N=2, como passa a
admitir a coexisténcia da interacao magnética com uma interacao elétrica, via

um potencial escalar, desde que este satisfaga a condicao dada pela Eq. (4.78);

— o resultado do sub-item anterior, na hipétese da validade do pentltimo item
acima, referente ao Capitulo 3, implica a possibilidade de existéncia de uma

SUSY no sistema de Férmions Compostos que descreve o EHQF;
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— outro resultado é a Eq. (4.85), uma condigdo também obtida em trabalhos de
teoria de campo (com outras interpretacoes), que, aqui, garante que o fator

giromagnético efetivo seja igual a seu valor padrao, 2;

— finalmente, gracgas a formulagao em supercampos, demonstrou-se, em (2+1)D, a
possibilidade de, mantendo a SUSY, que a particula interaja com um potencial
externo Grassmanniano (isto é, anti-comutante, ou pseudo-cldssico), que pode

ser representado por uma matriz de ordem 4x4 ou superior.

As sugestoes para continuagao dos trabalhos aqui apresentados sao as que seguem

abaixo.

e Condensar os principais resultados dos Capitulos 1 e 2 num artigo no estilo da
American Journal of Physics, para submissao a esta revista (este trabalho ja estd

em andamento).

e Buscar uma solucao, mesmo que aproximada, para o problema apresentado na

Secao 2.3.2.

e Verificar se o paralelo desenvolvido na Secao 3.3 pode ser completado a fim de
também abranger o segundo pilar do modelo de Férmions Compostos, ou seja, as
funcoes de onda de Jain. Uma idéia para efetivar este trabalho seria escrever uma
teoria de campo com um Lagrangeano do tipo que foi mostrado na primeira nota-
de-rodapé da referida Secao e, em seguida, tentar obter a configuracao de minima
energia por meio de alguma aproximacao. O eventual sucesso de semelhante tenta-
tiva seria um avanco, na medida em que seria de se esperar que, assim, se pudessem
extrair informacoes que a teoria de Jain nao é capaz de fornecer, por ser uma teoria
de “ansatz” para a funcao de onda, ou seja, ela nao possui um Lagrangreano. Uma,
colaboragao com algum(ns) pesquisador(es) com experiéncia em teoria da Matéria

Condensada seria certamente muito proveitosa neste trabalho.
e Caso o paralelo da Secao 3.3 se complete conforme a sugestao anterior, verificar
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se a SUSY da equacao de Pauli estudada no Capitulo 4 pode ser usada para ex-

trair alguma solucao exata (ou mesmo aproximada) para o problema dos Férmions

Compostos do EHQF.

Usar a Ref. [55] para expandir a Secao 4.1 e compor uma monografia sobre for-
mulacdo em supercampos da Mecanica Quéantica Supersimétrica (MQS), a ser sub-
metida para publicacdo no Physics Reports (trabalho em andamento). Esta seria
uma contribuicao interessante, ja que os trabalhos em MQS fazem muito pouco uso

das técnicas de supercampos.

Tentar generalizar os resultados do Cap. 4 para casos nao-estaciondrios, usando a

Ref. [66].

Procurar, na Fisica da Matéria Condensada e na Fisica Nuclear, algum exemplo
de aplicacao para o potencial Grassmanniano apresentado na Secao 4.4 e, em caso
afirmativo, explorar a SUSY para obter algum resultado exato ou aproximado. Esta
possivel aplicacdo nao necessariamente envolveria uma interagao via fotino (como
sugerido no texto da Segdo 4.4), mas poderia envolver alguma interagao de spin
(interacdo matricial) de uma particula de spin-3/2 (devido as 4 componentes da

fungao de onda), ou maior?.

40 Prof. Ivan da Cunha Lima contribuiu com a informacio de que existem sistemas de matéria
condensada que podem apresentar “buracos” com um spin efetivo igual a 3/2 e sugeriu que talvez seja
interessante investigar a possibilidade de aplicacdo do citado potencial & interacdo spin-Orbita em tais
sistemas, onde o spin de cada “buraco” interage com o campo magnético produzido pelos demais, em
movimento.
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