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Resumo

Nesta dissertacao, dentro de um cenario microcanénico, estudou-se numericamente a
termodindmica de sistemas gasosos d-dimensionais, cujas particulas interagem medi-
ante um potencial tipo Lennard-Jones com um potencial atrativo que decai para longas
distancias como r~ %, focalizando na relacéo entre o alcance do potencial, a densidade
do sistema e sua dimens&do. Observou-se que a existéncia de calores especificos nega-
tivos depende desses trés fatores, e ndo apenas do alcance do potencial e da densidade

do sistema, como recentes contribuicoes indicaram.

Por meio da a técnica de dinamica molecular, foram resolvidas as equacgdes de movi-
mento classicas a fim de obter a trajetoria no espaco de fase para o sistema de parti-
culas confinadas. Encontrou-se evidéncia de uma transicéo de fase de primeira ordem
a baixissimas densidades. Essa transicdo de fase foi analisada através de diferen-
tes observaveis como a curva caldrica, a funcdo de autocorrelagdo de velocidade e o

deslocamento quadratico médio.
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Capitulo 1

Introducao

“Tudo é interessante se vocé olhar o suficiente.”

— Richard Feynman.

os ultimos anos, tem se dado muita atencéo aos sistemas hamiltonianos em
N que o alcance do potencial de interacéo é da ordem do tamanho do sistema.
Exemplos tipicos desses sistemas s&o os nucleos, clusters metalicos e galaxias. Nos
dois primeiros casos, o sistema considerado é pequeno, compreendendo em torno de
centenas (ou menos) de particulas, enquanto no terceiro o alcance do potencial é longo
[13,[15]], abrangendo muitos milhares de corpos. Devido & auséncia das solucoes exatas
e analiticas, muito esforco foi empregado a fim de manejar as interacoes de longo

alcance em sistemas computacionais.

Uma das principais consequéncias de lidar com sistemas hamiltonianos de longo al-
cance € a aparicdo de calores especificos negativos, que aparecem na literatura de sis-
temas pequenos tanto em estudos experimentais [27, [76] como teédricos [38, [93]. Em
particular, numa série de trabalhos recentes, foram encontrados tais comportamentos
para pequenos clusters (147 particulas) de Lennard-Jones (LJ) altamente excitados
tanto livres para expandir-se, como confinados num volume esférico [20, 47]. Neste

caso, o potencial de sistemas tipo LJ em trés dimensées é qualificado como de curto



alcance. Isso se da pois o expoente do termo atrativo do potencial (« = 6) é maior do
que a dimenséo do sistema (d = 3). Por outro lado, na ref. [13] afirma-se, baseado na
analise numérica dos sistemas de duas dimensdes, que uma regido de calor especifico
negativo s6 esta presente se as forcas de longo alcance estdo presentes. Portanto, é
necessario realizar um estudo completo a fim de obter a relacéo entre o alcance do

potencial e a termodindmica do sistema.

Sistemas “pequenos”, cujos componentes interagem mediante interacoes de longo al-
cance, podem ser estudados através da termoestatistica microcanoénica [38] sem invo-
car qualquer modificacdo da entropia como a proposta por Tsallis [82]. O objetivo desta
dissertacdo é justamente estudar as conjecturas de escala e da ndo comutatividade de
Tsallis mediante avaliacdo, no ensemble microcanénico (NVE), das propriedades de
um sistema finito de N particulas confinadas numa caixa d-dimensional. E perti-
nente assinalar que, se estamos interessados no tratamento de sistemas infinitos, as
condigoes de contorno periédicas deveriam ser aplicadas de uma maneira mais elabo-
rada devido a propriedade de longo alcance do potencial de interacédo, vide referencias

[18, 26, [02].

1.1 Organizacao da Dissertacao

A estrutura desta dissertacdo divide-se em:

O Capitulos 2 contém uma breve revisao dos conceitos termodinadmicos basicos para
variaveis extensivas e nfo extensivas. Apresenta-se o formalismo ndo extensivo com

énfase nas propriedades decorrentes da entropia de Tsallis.

O Capitulo 3 apresenta uma introducao as transicoes de fase além de defini-la em

sistemas finitos mediante o uso do ensemble microcanonico.

No Capitulo 4, discutiremos os fundamentos teéricos da Dinamica Molecular para a

construcéo do programa principal que simulara o sistema fisico em estudo.



O Capitulo 5 abordara o modelo de interacdo das particulas do sistema fisico em

estudo nessa dissertacdo. Ademais, sera amplamente analisado o potencial de Mie.

No Capitulo 6, realizaremos a comparacéo entre os resultados esperados e os obtidos

pela teoria e serdo discutidas as possiveis causas da diferenca entre ambas.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentamos as principais conclusées e possiveis exten-

soes do presente trabalho.

No Apéndice A, apresenta-se um método de construcdo das redes de Bravais triangu-
lares com forma geométrica triangular e hexagonal, assim como sua implementacéio

em cédigo Fortran 95.

No Apéndice B, demonstra-se as expressoes do potencial e da forca das paredes sobre

uma particula no interior da caixa.

Ademais, no apéndice C mostramos a parametrizacdo Box-Muller e sua generaliza-

cdo no formalismo néo extensivo.



Capitulo 2

A termoestatistica nao extensiva

“O que n#o consigo criar, néo consigo compreender.”

— Richard P. Feynman.

2.1 Introducao

ﬁl ntes do advento da Mecénica Quéintica e da Teoria da Relatividade, pensava-se

que a Mecéanica de Newton tivesse validade ilimitada, podendo ser aplicada a
todos os sistemas fisicos em quaisquer situacoes, colocando a Mecénica Classica dentro
de limites de aplicabilidade bem estabelecidos. Situacéo semelhante esta acontecendo
com a Mecanica Estatistica e Termodinamica Classica, pois recentemente, uma ten-
déncia para a possivel generalizacéo é o uso do conceito da ndo extensividade. Estas

generalizacoes contém a tradicional fisica extensiva como um caso particular.

O conceito de extensividade é muito usado nos livros-texto classicos de Termodinamica
e Mecénica Estatistica [16] e por muito tempo foi confundido com a propriedade de
aditividade da entropia. Para situacdes de equilibrio termodinamico, toda a teoria
estatistica de ensemble esta estabelecida com base nesta propriedade, que, em tltima

analise, pode ser vista como uma consequéncia decorrente do chamado principio de



Boltzmann [17]]
Sp=kglnW, 2.1)

onde Sg é a entropia, kg é a constante de Boltzmann. Apesar de seu indiscutivel
sucesso em proporcionar um meio para calcular a entropia termodinamica de siste-
mas isolados baseados na contagem do numero de estados microscépicos disponiveis
W, sua justificativa tedrica segue sendo escura e imprecisa na maioria de livros de

mecanica estatistica.

Uma das primeiras tentativas de construir uma generalizacio da termoestatistica de
Boltzmann-Gibbs (BG), pertence a C. Tsallis [82]. Essa nova abordagem tem como
ponto de partida uma classe monoparamétrica de entropias, que sdo caracterizadas
por um parametro livre ¢, chamado de indice entrépico. No limite ¢ — 1, o com-
portamento extensivo padrdo da termoestatistica Gibbsoniana é recuperado. Natu-
ralmente, tal formalismo seria mais um exercicio matematico académico, caso néo
existissem, na natureza, sistemas fisicos que sdo mais bem descritos para ¢ # 1 do
que no caso extensivo (¢ = 1). Usualmente, tais sistemas se apresentam com intera-
coes de longo alcance, efeitos permanentes de memoria efetiva (“long range memory”),

geometrias multifractai{] [85] além de possiveis efeitos relativisticos.

A nova proposta de Tsallis é aplicada com sucesso a uma grande variedade de fenome-

nos, em diversos campos da fisica, tais como:

Sistemas astrofisicos auto-gravitantes [4, 67, [68];

Problema dos neutrinos solares [50, 23];

Difusiao anémala dos tipos Lévy [90, (91, (97 e correlacionada [22, [69), [88];

Turbuléncia e equacdo de Navier-Stokes [5, (9, [101;

e Teoria das probabilidades [29, [89];

10s multifractais sdo conjuntos formados por subconjuntos, onde cada um deles tem carater fractal,
ou seja, cuja propriedade é a invariancia de escala e a autossimilaridade.



e Sistemas dinamicos dissipativos ndo lineares de baixa dimensionalidade, que

evoluem na fronteira do caos [24), (58 [801;

e Sistemas dinamicos dissipativos nio lineares de alta dimensionalidade (auto-

organizados criticamente) [64), [78];

e Sistemas dindmicos conservativos (hamiltonianos) [6]]

O leitor interessado em informacoes adicionais devera consultar [81] para uma lista

completa de assuntos e trabalhos nessa area.

O estudo da generalizacdo do formalismo termoestatistico proposto por C. Tsallis des-
pertou um grande interesse na comunidade cientifica, totalizando, até agora, mais de
4000 trabalhos nas disciplinas mais variadas. Devido a ser matematicamente coe-
rente, pode-se conectar consistentemente com uma termodindmica generalizada con-
tendo como caso particular a termoestatistica padrdo. Mas, para o formalismo de
Tsallis constituir uma teoria fisica completamente fechada, é preciso determinar, no
marco da mecanica néo extensiva, o valor particular (ou valores particulares) de ¢

para um dado sistema fisico.

Na literatura encontram-se varios calculos para determinar ¢ em sistemas fisicos par-
ticulares. Em alguns casos, os procedimentos partem de primeiros principios ou leis
derivadas para determinar o valor ou valores de ¢ correspondentes a distribuicdes de
probabilidade que se ajustem aos dados observados num sistema. Outros procedimen-
tos consistem em partir de dados experimentais para encontrar uma funcéo de ajuste

(assumindo caracteristicas ndo extensivas) e propor um valor ou valores de ¢ 6timos.

Neste capitulo, sera feita uma breve descricdo da termoestatistica para sistemas néo
extensivos, priorizando a generalizacdo do postulado da entropia sugerido por Tsallis
[82]. A ideia basica é discutir as principais propriedades ndo extensivas decorrentes

do novo formalismo.



2.2 Um novo formalismo

2.2.1 Entropia generalizada

A forma entrépica proposta por C. Tsallis [82] em 1988 fornece uma termoestatis-
tica ndo extensiva que incorpora a célebre abordagem extensiva de Boltzmann-Gibbs
(BG). Essa generalizacao do postulado da entropia de BG foi apresentada inicialmente
como uma possibilidade teérica para a descrigao de sistemas andomalos, envolvendo in-
teragdes de longo alcance, efeitos de memoéria microscopica efetiva e comportamento

multifractal. Esta nova entropia é dada por [82, [25]

]__
Sq:kBTfpz (Zpl—l qeR> , (2.2)

onde kp é a constante de Boltzmann, 1V o nimero total de possibilidades microscépi-
cas e p; a probabilidade de ocorréncia da i-ésima configuracdo com energia ¢;. A soma
é realizada sobre todas as possibilidades e o indice entrépico ¢ € um parametro livre
que descreve o grau de ndo extensividade, e que em principio, deveria ser determinado
pela dindmica microscépica intrinseca ao sistema. Para o caso g < 0, deve-se ter o cui-
dado para excluir todas as possibilidades com probabilidades nulas, caso contrario, S,
divergiria. Tal cuidado é desnecessario para ¢ > 0, ja que a positividade da expressao

acima esta automaticamente garantida.

Note que a g-entropia (2.2) se reduz a entropia de BG no limite ¢ — 1, pois

1= pi(po)* !
Si = iy lim L2z P ()
q—1 q—l
1-W p — 1) Inp;
— kB hm Z’L:lp eXp((q ) np)
q—1 q—l
1-SW pil1 —1)Inp;+...
— kplim Lo 2= Pl (= g+
q—1 q—l
w
= —kBZPihlPi, (2.3)

sendo que para obter a penidltima igualdade, a exponencial foi expandida em série de



poténcias em (¢ — 1). Esta entropia também é adotada em teoria de informacao, e é
conhecida como entropia de Shannon [77]. Para kg = 1 em (2.3), S; = S; = —1I define

a informacéo ou o conhecimento sobre um determinado evento.

Através de uma generalizacéo conveniente da energia interna
U, = Zpgei , (2.4)
i

a estrutura matematica da conexdo entre a mecéanica estatistica classica e a termodi-
namica é mantida [25]. Em particular, essa defini¢cdo preserva toda estrutura termo-

dinidmica formal embutida na chamada transformada de Legendre [16]].

2.3 Propriedades da ¢-entropia

Algumas propriedades da entropia de Tsallis serdo apresentadas nas seguintes sub-

secoes.

2.3.1 Probabilidades iguais e concavidade
Maximo ou minimo a probabilidades iguais

No ensemble microcanénico, o funcional de entropia S,;, definido em (2.2), toma um
valor maximo ou minimo, no caso de equiprobabilidade, assim como Sps. Essa pro-
priedade conecta a entropia de Tsallis S, com o principio da ignorancia méaxima de

Laplace (extremo da equiprobabilidade p; = 1/W, Vi). O extremo resulta em

1—q -1
Sq:kali, W>1, (2.5)
—q

onde o limite ¢ — 1 restabelece a conhecida férmula de Boltzmann

S=kglnW.



No limite W — oo, S, diverge quando ¢ < 1, e satura em kp/ (¢ — 1) para ¢ > 1.

Concavidade

E possivel mostrar que para todo {p;}, S, sera sempre concava para g > 0 e convexa
se ¢ < 0 na presenca de vinculos impostas sobre o sistema. Qualquer perturbacao
aleatoria das probabilidades {p;} que faz a entropia tomar um valor extremo é ne-
cessariamente seguida por uma tendéncia para {p;} novamente, ja que a entropia é
concava (convexa). Esse resultado garante a estabilidade termodindmica do sistema.
A concavidade é relevante, pois, ao colocarem dois sistemas a diferentes temperatu-
ras em contato térmico, eles naturalmente tendem a se aproximar numa temperatura

comum para ambos (equilibrio térmico).

2.3.2 Expansibilidade

A entropia S, é expansivel para g > 0, pois

- (S ) - 0

Sq(pla“'va70) = kB q—].
1- (Zi‘zlpg>
qg—1
= Sq(plv'”?pW)?

ou seja, em S, é possivel ampliar o conjunto de possibilidades, logo a entropia néo se

altera.

2.3.3 Nao aditividade

Considerando dois sistemas independentes A e B, tal que a probabilidade de A + B

se fatoriza nas probabilidades de A e B (ou p;; (A + B) = p; (A) p; (B)), a entropia de



Tsallis para o sistema A + B pode ser expressa em termos das entropias das partes.

De fato,

o 1 T 0 (0 (4) (b (B))'
B

Sq(A+B) = p—
T e 1SR e (B)
q—1 q—1
(1= S i (a)?) (1= 2078 s (B))7)
—kp T
— S, (A)+S,(B) + =15, (4)5, (B). (2.6)

kp

A equacéo (2.6) indica a propriedade de pseudo-aditividade da g-entropia e o indice

entrépico ¢ caracteriza o grau de néo-extensividade.

Da equacéo , observa-se que, seguindo a definicdo de Penrose da aditividade en-
tropica [66l, S, é aditiva para ¢ = 1, e para g # 1, ndo aditiva (durante muitos anos esta
propriedade foi mencionada na literatura como néo extensividade). No entanto, modi-
ficagdes drasticas podem ocorrer quando os subsistemas A e B estdo correlacionados
de uma maneira especial. Pode-se mostrar que nesses casos, um valor de ¢ pode exis-
tir tal que (estritamente ou assintoticamente {N — oo}) S, (A+ B) = S, (4) + S, (B),
ou seja, a entropia néo aditiva S, pode ser extensiva para ¢ # 1. Para esse sistema

particular, S; sera ndo extensiva.

2.3.4 Nao negatividade

E importante mencionar também que para todos os valores do parametro livre, a ¢-
entropia satisfaz S, > 0 (propriedade da ndo negatividade), com valores de ¢ < 1, ¢ =
1 e ¢ > 1 correspondendo, respectivamente, a super-aditividade, aditividade e sub-

aditividade.

Outra propriedade importante que mostra os efeitos ndo extensivos é definida a seguir.
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2.3.5 Entropia condicional nao extensiva

Dado o conjunto de W possibilidades separado em dois subconjuntos W, e IV, onde
W =W, +W,, 2.7
utilizando as definicées p, = ng pi€py = ZZ% 41 Di, onde p; + p, = 1, obtém-se

Sq ({pi}) = Sq (pe, py) + PESq ({pi/P2}) + P§Sq ({pi/py}) (2.8)

de forma que os conjuntos {p;/p,} e {p;/p,} s@o as probabilidades condicionais. Essa
propriedade é um ponto chave na generalizacio da termoestatistica ja que para g = 1,
obtém-se a formula de agrupamento de Shannon. Como as probabilidades {p;} séo
numeros entre 0 e 1, obtém-se p] > p; para ¢ < 1 e p! < p; para ¢ > 1. Portanto ¢ < 1

privilegia eventos raros e ¢ > 1 os eventos mais frequentes.

Pode-se obter uma generalizacdo da equacao (2.8) para o caso onde, no lugar de dois, ha
Wi, Wa, ..., Wk estados que nao se intersectam tal que W = Zszl Wi, e sao definidas

as propriedades
.

™ = ZieW1 Di
K
ZzeWg 7 Z T = 1 (29)
: k=1
K = ZieWK Di )

A entropia S, satisfaz

K K W
k:l — D et ”g + D pe1 ”Z — D i1 pg
q—1

k K K
= Selmh+ =g | mi- 2> v
k=1

k=1 ieW}

Sq({pi}) =

= 8 ({me}) + iﬂg kl - Z;Ei/]}(ﬁ;)

k=1

= sq({wk})+l§wgsq ({;}) (2.10)
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onde {%} sdo as probabilidades condicionais que satisfazem . ....w, (pi/m) =1, €

a entropia S ({%}) define-se como S ({%}) = kw

2.3.6 Conexao com derivada de Jackson

Devido a introducéo da derivada de Jackson, que é um operador diferencial generali-

zado aplicado a uma funcéo genérica f (z), dada por [48]

Dyf (a) = 118 =1 (@), (2.11)

qr — T

o qual se reduz a derivada padréao (D1 = d%) no limite ¢ — 1, pode-se obter a férmula

entrépica de Tsallis [1]],

w
S, = —kp [qupgv]
i=1 o

=1

— [Zyil p?a}azl - [ZZl p?] et
qg—1
_ kBl‘Ez‘Wllﬁ_ (2.12)

Nota-se que a expressio acima incorpora naturalmente a relacao satisfeita pela entro-

pia extensiva de BG como um caso limite (¢ — 1),

_d W
S = —kp|— &
BG B da;p’] »
i w
d
- _k el alnp;

R4
= —kp Zlnpi-eo‘lnpi]
Li=1

a=1

w
= —kp Zpi - In p;. (2.13)
=1

Essa propriedade lanca uma certa luz na compreenséao da g¢-estatistica, ja que a pro-

posta de S, surge a partir dos conceitos de multifractais e na aplicacdo para sistemas
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exibindo invariincia de escala. Por isso, a conex&o com o operador diferencial de Jack-
son, que é invariante por escala, surge naturalmente, pois quando o mesmo é aplicado
afuncéo f (), equivale a dilatacéo de z, enquanto a derivada usual, redunda na trans-

lagéo de =x.

Em condi¢des completamente gerais, a evolucdo temporal da entropia de Tsallis, ob-
tida via equacédo mestra, fornece para dS,/dt um valor positivo, nulo ou negativo para

qg>0,q=0eq <0, respectivamente [59, (71, [72].

2.3.7 Teorema de unicidade de Santos

A unicidade da forma entrépica S;, demostrada por Santos [87], é obtida da andlise

das seguintes propriedades:

(i) Continuidade (no {p;}) da entropia;

(ii) Aumento mondétono da entropia em funcio de W para os casos de equiproba-

bilidade;

(iii) propriedades (2.6) e (2.8).

2.4 Generalizacao das funcoes logaritmo e exponencial

Uma generalizacdo da funcéo logaritmo é o g-logaritmo, In, : R* — R, definida como

187, [83]

|
z = (¢#1)
Ing (z) = —dt = a

2.14
o (2.14)

In(z) (¢=1)
onde aimagem R, = {yeR/1+ (1 —¢q) -y > 0} é definida de tal modo que o g-logaritmo
seja uma funcéo bijectiva e pode-se definir uma funcéo inversa, a g-exponencial ¢, :
R, — R*, dada por
1+ (1—-qa]’? (¢#1)
eq (z) = (2.15)

eI
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Figura 2.1: Funcées generalizadas do logaritmo e exponencial. (a) Funcéo ¢-logaritmo
para valores tipicos de ¢q. A linha pontilhada horizontal indica a assintota em y =
1/(¢—1) para ¢ = 2. ; (b) Funcdo ¢-exponencial para valores tipicos de ¢. A linha
pontilhada vertical indica a assintota em = 1/ (¢ — 1) para ¢ = 2 [12].

Essas generalizacées das funcdes logaritmo e exponencial desempenham um papel

muito importante no marco teérico da mecanica estatistica néo extensiva.

A partir das generalizacoes para as funcoes exponenciais e logaritmicas, a Eq. (2.5)

pode ser reescrita numa forma semelhante a formula entrépica de Boltzmann
Sq =kplng W. (2.16)

As figuras [2.1(a) e[2.1[b) ilustram, respectivamente, o comportamento do In,z e exp,z
para alguns valores tipicos de ¢q. E possivel observar dessas figuras que a funcéo
g-logaritmo é a funcéo inversa da g-exponencial, pois o grafico da g-exponencial é si-

métrico ao grafico de g-logaritmo em relacdo a bissetriz y = x .
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Capitulo 3

Transicoes de Fase em sistemas

finitos

“O que sabemos é uma gota; o que ignoramos é um oceano.”

— Isaac Newton.

3.1 Introducao

Um sistema termodinamico pode exibir diferentes fases, cada uma com diferentes pro-
priedades macroscépicas. Geralmente, a baixas temperaturas, as forcas de coeséo se
impodem sobre o movimento térmico e o sistema tende a ser mais ordenado, oposta-
mente do que ocorre a temperaturas altas. As mudancas de fase, embora acontecam a
dadas temperatura e pressio num sistema PVT, anunciam-se 4 medida que o sistema

se aproxima a determinado ponto [73].

Toma-se como exemplo um fluido. De um ponto de vista termodindmico, a transicéo
entre as fases pode ser estudada em termo das variaveis macroscépicas do sistema.
Como as fases podem trocar matéria e energia, o equilibrio entre as mesmas acontece

quando seus potenciais quimicos se igualam (a P e T constantes). Durante a transicio,
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os potenciais quimicos das fases e, portanto, a energia livre de Gibbs (G), mudam con-
tinuamente. Nao obstante, as transicoes de fase podem ser divididas em duas classes
de acordo com o comportamento das derivadas da energia livre de Gibbs. Aquelas que
sdo acompanhadas por uma mudanca descontinua nas variaveis de estado (primeiras
derivadas de G, com respeito a temperatura e a pressio descontinuas) sdo chamadas
transicoes de fase de primeira ordem. Por outro lado, aquelas acompanhadas por uma
mudanca continua dessas variaveis (derivadas de mais alta ordem descontinuas) sao

chamadas transicées de fase de segunda ordem ou continuas.

Os fluidos classicos proveem alguns dos exemplos mais familiares de transicées de

fase de primeira ordem: a liquido-vapor, a vapor-sélido, a sélido-liquido.

A transicdo de fase liquido-gas possui um ponto no qual a transi¢ao é de segunda
ordem. Esse ponto tem uma temperatura e uma densidade bem definidas, 7. e p., €
é chamado ponto critico. Para T > T,, o sistema se encontra numa fase homogénea,
entretanto para 7' < T, e em um dado intervalo de densidades, a homogeneidade se
perde ao entrar na regido de coexisténcia entre liquido e vapor. A transicdo entre

ambas fases a p = p. é de segunda ordem (ver fig. [3.).

Esse tipo de transicdo se caracteriza pelo comportamento de uma nova variavel ter-
modinimica: o pardmetro de ordem. Ele é zero para T > T, e diferente de zero para
T < T, . Além disso, para sistemas PV7T, define-se como a diferenca das densidades

das fases em coexisténcia: (p;, — pg)-

O ponto critico possui um papel tnico na teoria das transicoes de fase. Quando o
sistema se aproxima ao ponto critico a partir de temperaturas maiores do que 7,
aparecem grandes flutuacoes (principalmente de densidade), as quais assinalam a
aparicao do parametro de ordem definido acima, o qual finalmente aparece no mesmo

ponto critico.
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solido

solido

1/p, lp

Figura 3.1: Diagrama de fases tipico de um sistema termodindmico PVT. O ponto C
no vértice da campana representa o ponto critico [8].

3.2 Sistemas Finitos

Tradicionalmente, as transicoes de fase definem-se unicamente no limite termodina-
mico. Por outro lado, para sistemas finitos, acredita-se que as transicoes de fase nao
podem ser definidas, ja que os potenciais termodindmicos de um sistema finito num
volume finito séo fungdes analiticas. Recentemente, D.H.E. Gross [38] discutiu como

as transicoes de fase podem ser estudadas e classificadas para esse tipo de sistemas.

Nucleos, clusters atomicos e objetos astrofisicos ndo sdo tdo “grandes” quanto o alcance
da interacéo entre seus constituintes. Portanto, esses sistemas sdo inomogéneos e nao
extensivos, isto é, ao dividir o sistema, a entropia do conjunto ndo é a soma das entro-
pias das partes. Para a termoestatistica convencional, as hipéteses de extensividade
e limite termodinadmico sdo fundamentais. No entanto, é possivel aplicar a estatistica
microcanonica, inclusive, para sistemas finitos sem invocar nem extensividade nem o

limite termodinamico, conforme [38].

A maioria das aplicacoes da termodindmica a sistemas finitos sdo geralmente trans-

crigoes da termodinamica de sistemas macroscépicos homogéneos, vide o livro de Hill
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[43]. A termoestatistica convencional, no entanto, depende muito do uso do limite
termodinamico (V — 09| /v ou uconst') e da extensividade, veja-se Pathria [65]. A ex-
tensividade é considerada, atualmente, uma condicdo essencial para que a termodi-
namica funcione, vide Lieb e Ygnvason [56]. O uso do limite termodindmico e da
extensividade, no entanto, esta estreitamente relacionado com o desenvolvimento da
termodindmica e da mecéanica estatistica desde suas origens, ha mais de cem anos.
Quando estende-se a termodindmica a sistemas finitos, deve-se estabelecer seu for-
malismo a partir da mecénica a fim de permanecer numa base sélida. Esse método,
baseado nos trabalhos de Boltzmann [11] e Einstein [31], permite ter uma profunda
visao dos fendmenos mais dramaticos da termodinadmica onde as inomogeneidades séo
criadas: nas transicdes de fase. Além disso, fornece a extensdo mais natural da termo-
estatistica para alguns sistemas néo extensivos sem invocar qualquer modificacdo da

entropia como a proposta por Tsallis [82].

3.3 Evidéncias de transicoes de fase

Existem transicoes de fase em sistemas finitos? Observam-se fenémenos nos sistemas
finitos que sao tipicos das transigdes de fase. Algumas vezes, isso acontece em sistemas
muito pequenos como nucleos [37, 61]] e clusters atomicos de ~ 100 atomos [75, [76]]. No
livro de Gross [38], mostra-se que pardmetros caracteristicos como a temperatura de
transicéo, o calor latente e a tensdo superficial (no caso de alguns metais), para ~ 1000
atomos séo similares aos valores conhecidos no bulk [39]]. Portanto, parece ser razoavel

falar nesses casos de transicées de fase de primeira ordem.

Esse ponto precisa de uma extensdo da termodinamica a sistemas finitos que evite o
limite termodindmico. No entanto, o problema reside no fato de que os trés ensembles
mais populares, o microcanénico, o canénico e o grande canénico, nio sio equivalen-
tes nas transicoes de fase de primeira ordem, inclusive no limite termodindmico. A
energia por particula pode flutuar em torno de seu valor médio (¥/N) multiplicado

por algo da ordem do calor latente por atomo nos ensembles candnico e grande cané-
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nico, enquanto as flutuacées da energia sdo iguais a zero no ensemble microcanonico.
Além disso, o calor especifico é estritamente positivo no ensemble candnico, ao passo
que pode ser negativo no microcanonico. Foi o préprio Gibbs quem advertiu sobre o
uso do ensemble candnico em transicoes de fase de primeira ordem. Nessa situacao, é
certamente aconselhdvel manter um contato estreito com a mecanica. E util conside-
rar o ensemble microcanoénico introduzido por Boltzmann, pois € o tiinico com uma base

mecanica bem definida para sistemas finitos.

Na seguinte secédo, é esbocada uma deducio de termoestatistica baseada somente nos
principios da mecanica. Esse foi o ponto de partida de Botzmann, Gibbs, Einstein
e Ehrenfest no inicio deste século. Todos eles coincidiram na hierarquia légica do
microcandnico como o ensemble mais importante, do qual os ensembles candnico, e
grande candnico podem ser deduzidos sob certas condigdes. Segundo Gibbs, estes dois
ultimos se aproximam do ensemble microcandnico, no limite termodinamico de um
numero infinito de particulas, se o sistema é homogéneo. Entéo os efeitos de superficie
e das flutuacoes podem ser ignorados para os valores médios no bulk. Essa é a razao
principal para que o limite termodindmico seja basico na estatistica da termodinamica

macroscopica.

3.4 Definicoes basicas

A seguir, sao dadas as formulas basicas da termodindmica microcanénica [38]. Ao in-
vés de especificar todas as 6V condigdes iniciais de um sistema isolado de N corpos e,
entdo, seguir a dindmica de todos os N corpos, a ideia de equilibrio serve para redu-
zir significativamente a informacéo inicial necessaria. Um sistema de muitos corpos
pode ser caracterizado no equilibrio por trés formas diferentes, segundo as variaveis

macroscopicas:

1. Sua energia E, nimero de constituintes NV, e volume V;

2. Sua entropia S;
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3. Sua temperatura T, pressio P e potencial quimico p.

Existem diferencas qualitativas importantes entre esses trés grupos: todas as varia-
veis do primeiro grupo tém um significado mecanico claro. Essas variaveis sdo con-
servadas e bem definidas em cada ponto do espaco de fase de N corpos. A dinadmica
interna do sistema néo pode deixar a casca no espaco de fase, que é definida por es-
sas variaveis. Ademais a entropia tem, desde a definicdo de Boltzmann, uma clara

interpretacdo mecanica. Sua lapide tem o famoso epitafio:
S=k. logW, 3.1)

relacionando a entropia S com o tamanho W (E, N, V) = ¢tr[6 (E — Hy)| da superfi-
cie de energia E no espaco de fases 6N dimensional a um dado volume V. Onde ¢ é
uma pequena constante de energia que néo afeta qualquer variacdo da entropia, e Hy

é o hamiltoniano de N particulas, e

d3Np d3Nq

mfs (E—Hn(q, p))-

tr[6 (E — Hy)] =/

O conjunto de pontos Fyy (E, N, V) desta superficie define o ensemble microcanonico.
Em contraste com as quantidades conservadas do primeiro grupo, as quais estdo de-
finidas em cada ponto do espaco de fases, a entropia refere-se ao ensemble total. E
importante notar que a formulacdo de Boltzmann permite definir a entropia inteira-

mente dentro da mecanica mediante
Smicra = kB In [W (E, Na V)] .

A qual é uma funcio injetiva, nido singular, e varias vezes derivavel das variaveis

dindmicas conservadas, todas “extensivas”.

As quantidades do terceiro grupo, (7, P, i), dentro da estatistica microcanénica, po-

dem ser definidas mediante as derivadas da entropia S com respeito as quantidades
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conservadas (E, N, V):

oS

1

T = 87E (3.2)
aS
a8

P = T— 4
EYa (3.4)

Do ponto de vista mecanico, sdo quantidades derivadas auxiliares. Analogamente a
entropia, essas quantidades caracterizam o ensemble microcandnico total e ndo um

ponto individual no espaco de fases de IV particulas.

Comecando a partir desse ponto, a termoestatistica convencional assume extensivi-
dade e explora o limite termodinamico (N — oo, V' — oo, N/V = cte) [46l. Gibbs [36]
segue esse procedimento e introduz o ensemble candnico. O vinculo entre ensembles
se estabelece através de uma transformada de Laplace. Por exemplo, a funcéo de
particdo Grande Canoénica é a transformada de Laplace dupla da funcio de particao

microcandnica, W (E, N, V) = (& N.V)

=) = [ [T v etersear
0 €0
VQ o)
— a // dedn 67V[ef,un7Ts(e, n, V)]/T. (35)
0
No limite termodinamico, € 1itil trabalhar com a densidade de energia e = F/V, densi-

dade de nimero de particulas n = N/V, e a densidade de entropia s = S/V, conforme

a segunda forma da equacéo (3.5

3.5 Transicoes de fase no ensemble microcanonico

De acordo com Yang e Lee [54], as transi¢oes de fase sdo indicadas pelas singulari-
dades dos potenciais do grande canénico ( - In(Z)) como funcéo de z = e#/(*s7) no
eixo z positivo. Isto pode ocorrer somente no limite termodinamico (V — 00|y Const.) .

Para volumes finitos, o nimero de particulas N é finito. Consequentemente, = é uma
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N

soma finita de poténcias de z*¥. Além disso, % In (2) é analitica para z positivos e

qualquer T.

Para estender a definicédo de transicdo de fase de Yang e Lee a sistemas finitos, deve-
se estudar que caracteristica da funcdo de particdo microcanonica W (E, N, V) leva
as singularidades do potencial grande canénico 3 In (Z) como funcéo de z = e T me-
diante a transformada de Laplace da equacéo No limite termodinamico, esta
integral pode ser avaliada por métodos assintéticos. Sempre que a superficie de en-
tropia s (e, n) tenha curvatura negativa em todo o dominio, o integrando da equacéo
[3.5) tera um unico maximo. Para V — oo, a integral da equacéo [3.5é entdo dominada
pela contribuicdo de seu maximo. Se expandimos s (e, n) em segunda ordem ao redor
de seu méaximo, o ponto estaciondrio (es, ns), tem-se que o termo linear torna-se zero
para T e u tais que:

T-' = [9s/0¢]

(es,ns)

w/T = —[0s/0n] (3.6)

(es;ms)

O termo quadratico, por outro lado, pode ser escrito em termos da matriz das curvatu-

ras da superficie de entropia (Hessiano) e os incrementos Ae = ¢ — e; € An = n — ng:

9%s 9%s A
a9 oy (&
so(e,n) = (Ae As)' ZZ 8;86 :
s s
dedn on2 As
= I\ + 03y, (3.7

onde \; (A1 > \y) séo os autovalores do Hessiano e v; seus autovetores em (eg, ng).

Neste caso, a integral pode ser escrita:

2
S(T, 1, V) = L Viemun=Ts(en V)T / / " oy dvge s [N+

€0 o
o~ F (T, V)/T

T'ln ( y/det (es, ng)
f(Tpu, V) — es—puns—Tss+ ( ) + 0 <an> (3.8)

|4 |4
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onde f = F/V, det (es, ns) é o determinante das curvaturas da superficie de entropia

(Hessiano), det (es, ns) = A Ao.

O autovalor \; pode ser positivo ou negativo. Se \; é negativo (e portanto \2), det (es, ng) >
0 e os ultimos dois termos da equacao tornam-se zero no limite termodindmico.
Desta forma, obtém-se a expressido usual da densidade de energia livre qualquer seja

o ensemble utilizado:

f(T, pn, V—00)=es—puns —Tss. (3.9)

Como é possivel observar, o determinante da superficie de entropia s (e, n, V') decide
se o0 ensemble grande candnico concorda com o microcanénico no limite termodinamico.
Se det (es, ns) > 0, as equacodes tém uma dnica solucdo (ha um tnico ponto estaci-
onario) entdo ha um mapa 1 : 1 entre os ensembles grande canénico e microcandnico e

f (T, p) é analitica em z = ¢’# . Nesse caso, o sistema tem uma tinica fase estavel [54].

Por outro lado, se det (es, ns) < 0, o termo In ( det (es, ns)) diverge ou néo esta defi-
nido e a energia livre (f) néo pode ser definida. Esse é o caso das transicoes de fase.
Numa transicéo de primeira ordem, o ensemble grande candnico contém varios pontos
estacionarios a mesma temperatura e potencial quimico, os quais contribuem de ma-
neira similar a integral [3.5] Consequentemente, as flutuagdes estatisticas de e e n néo

desaparecem no ensemble grande canonico ainda no limite termodinamico.

Entre os pontos estaciondrios, s (e, n) tem ao menos uma curvatura principal \; > 0
[38] e a condicédo de concavidade para a entropia é violada. No limite termodindmico,
estes pontos saem da integral e In[Z] se torna nao analitica. Desta forma, em
[38l, o autor define as transicées de fase em sistemas finitos pelos pontos e regides de

curvatura nao negativa da superficie de entropia s (e, n).

Experimentalmente, identifica-se as transicées de fase de primeira ordem, néo pelos
pontos ndo analiticos de % In (£), mas pela interfaces que separam as fases coexisten-
tes. As interfaces tem certos efeitos sobre a entropia e, em particular, estdo relaci-
onadas a formacédo de superficies. Quando as gotas crescem, sua superficie também

cresce. Isto se relaciona a uma perda de entropia (entropia de superficie) proporcional
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s : . . L 2/3 .
a area da interface. Como o nimero de d4tomos na superficie é o Nl/ (N7 : ndmero de
atomos da gota), isto nfo € linear em AFE e leva a aparicdo de um intruso convexo na

entropia S (E, N, V).

No ponto critico em contrapartida, as fases se fazem indistinguiveis porque a entropia
de superficie desaparece. Por outro lado, as anomalias no det (es, ns) também estao
unidas a presenca de flutuacgoes criticas, isto é, flutuacées anormalmente grandes de
alguma variavel extensiva ou a divergéncia de algumas fungdes resposta como, por
exemplo, o calor especifico microcanonico:

Ode Snn
C# (6, n, V) = <8]—'>v = —m (310)

Se o sistema tem s6 uma fase estavel, s,,, < 0, det(e,n) > 0 e, > 0. Mas se o

det (e, n) <0, o calor especifico microcanénico pode divergir ou se tornar negativo.
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Capitulo 4

Dinamica Molecular - Teoria

“H4 muito espaco 14 no fundo.”

— Richard Feynman.

4.1 Introducao

tualmente, o computador tem sido usado como um laboratério virtual para es-
A. tudar sistemas de muitas particulas através de simulacées. O objetivo principal
das simulacgdes é resolver modelos tedéricos mediante a resolugdo numérica das equa-
coes envolvidas e reproduzir os resultados experimentais ajudando a interpreta-los;
enquanto a aplicacdo mais comum é a de predizer as propriedades dos novos materi-
ais. Os passos relevantes no desenvolvimento de uma simulacéo sédo similares aos de
um experimento real. Inicia-se com uma configuracéo inicial, o sistema se leva a um
estado de equilibrio e, uma vez que o atinge, se medem as propriedades dinimicas e

estaticas de interesse.

Uma grande quantidade de técnicas de simulacgéo foi desenvolvida durante anos, sendo
as mais relevantes, a dinamica molecular e Monte Carlo. A informacéo gerada pela
dinamica molecular em cada instante de tempo sdo as posicoes e as velocidades, en-

quanto, com Monte Carlo, se obtém s6 as posicoes das particulas. A diferenca entre
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estas técnicas é que o método de Monte Carlo é estocastico, desenvolve-se sobre um
numero fixo de moléculas N mantidas a uma temperatura constante 7’ num volume
V, enquanto o método de dindmica molecular é determinista: uma vez conhecidas as
posicoes e velocidades do sistema, o estado do sistema pode ser predito em qualquer

tempo futuro ou passado e pode desenvolver-se em diferentes ensembles [34].

Uma das principais vantagens das simulacées de dindmica molecular sobre Monte-
carlo é que, com a dindmica molecular, torna-se possivel estudar propriedades ter-
modinamicas e dependentes do tempo como coeficientes de transporte e fungoes de
correlacdo [34] [41] [42], e avaliar eficientemente propriedades como capacidade calo-
rifica, compressibilidade e propriedades interfaciais. Ademais, é usada no estudo de
polimeros, s6lidos, biomoléculas, dindmica de fluidos, transicoes de fase, entre outros
mais. Por estas razoes, utilizou-se a dindmica molecular como o método computacional

para desenvolver as simulacdes desta dissertacéo.

A informacdo gerada pelas simulacées de dindmica molecular a nivel microscépico
(posicoes e velocidades) podem ser convertidas a quantidades macroscépicas tais como
presséo, energia e capacidade calorifica, utilizando a mecéanica estatistica. A mecénica

estatistica, que é uma ponte entre o comportamento microscépico e a termodinadmica.

4.2 Mecanica estatistica

O estado termodinamico de um sistema fica definido por um conjunto de parametros,
como por exemplo nimero de particulas, volume, temperatura, energia, etc [562]. Ou-
tras propriedades termodinamicas tais como a densidade, pressédo, capacidade calori-
fica, etc, podem ser derivadas do sistema [3]. Para compreender como as quantidades
termodindmicas se relacionam com as quantidades a nivel microscépico, é necessario
conhecer alguns conceitos importantes da mecénica estatistica, que ignora o compor-

tamento individual dos atomos.

As posicoes e momentos gerados numa simulacdo de dindmica molecular podem ser

considerados como coordenadas num espac¢o multidimensional chamado espaco de
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fase. Para um sistema de N particulas e dimenséo d, o espaco de fase tem 2Nd di-
mensdes. Uma particular atribuicdo de valor para r e p define um ponto P = (r, p) no
espaco de fase que corresponde a um microestado do sistema. Durante a evolugdo do
sistema a imagem do ponto P (¢) move-se no espaco de fase ao longo de uma trajetéria

determinada pela dindmica desse sistema.

O ensemble médio de qualquer propriedade fisica A (¢, p) é dado por

<A>ensemble = /A (q7 p) p (q7 p) dqdp (4]—)

onde p (g, p) é a densidade de probabilidade de encontrar o sistema num elemento
de volume dgdp no espacgo de fase. Um ensemble estatistico é uma colecdao de pontos
(¢, p) no espaco de fase distribuidos de acordo com p (¢, p). Cada ponto representa uma
copia exata do sistema num microestado diferente. A elei¢cdo do ensemble, sob o qual

se realiza a simulacéo, depende do tipo de problema a tratar.

A complementaridade da técnica de Dinamica Molecular baseia-se na hipétese de que
0 processo deterministico para gerar microestados é ergédico [3]. Isto implica que,
para simulacoes infinitamente longas, todo o espaco de fase é visitado, ou seja, todos os
microestados acessiveis, que satisfazem aos vinculos impostos ao sistema, sdo gerados
pela simulacio. Isso significa que as médias no espago de fase e num intervalo de

tempo infinito, das propriedades dindmicas do sistema, sdo iguais

Aobservivel = <A>temp0 = <A>ensemble (4.2)

por esta razéo é importante que as simulacées de dinAmica molecular gerem suficien-
tes configuragoes para que uma quantidade maior do espaco de fase seja amostrado e

a igualdade seja satisfeita.
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4.3 Dinamica Molecular

O método de dinamica molecular (DM) é uma técnica computacional que permite cal-
cular as trajetorias no espaco de fase de uma colecio de particulas que obedecem in-
dividualmente as leis classicas do movimento. A partir desse conhecimento, é possivel
obter valores de diferentes propriedades macroscépicas (tanto estaticas como dinami-

cas).

Para simplificar o estudo da dindmica de um sistema qualquer, é necessario recorrer
a aproximacéo de Born-Oppenheimer e supor que a dindmica dos nucleos esta regida
pelo campo criado pelos elétrons no seu entorno. Se, ademais, a longitude de onda tér-
mica de de Broglie é da mesma ordem ou menor do que o tamanho das particulas estu-
dadas, dita dindmica se pode descrever mediante a dindmica classica. Considerando,
essas duas aproximacoes, 0 método de simulacio de dindmica molecular consiste em

resolver numericamente as equacoes do movimento de um sistema de N particulas.

A seguir, revisaremos o formalismo basico da dindmica molecular no ensemble mi-
crocandnico de um sistema monoatémico de N particulas pontuais. A evolucido do
sistema esta baseada nas equacées classicas de movimento derivadas do hamiltoni-
ano, H (r, p), onde r = (ry,...,ry) representa as posi¢does das N particulas e p =
(p1,-..,pN) representa os momentos. Para o ensemble microcandnico (NVE) E] , 0 ha-
miltoniano H nao depende explicitamente do tempo e tem-se [41],

o~ P

H(r, p) = Yy + V (r) = E = constante. 4.8)
1 T

1=

A igualdade anterior define uma superficie de energia no espaco de fase. A evolucgéo
do sistema conservativo é descrita por uma trajetoria no espaco de fase sobre a super-
ficie de energia. Como na Mecanica Classica cada condicéo inicial (qo, po) determina
de forma univoca a evolucio do sistema, trajetéorias no espacgo de fase nunca se cruzam

(ver figura [4.1). Tratando cada ponto do espaco de fases como uma condigédo inicial,

10 ensemble microcanénico define-se como um sistema isolado que néo troca energia nem particulas
com nenhum banho externo, e mantém seu volume constante.
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Figura 4.1: Trajetorias no espaco de fase, dentro de uma hiper superficie.

pode-se imaginar a dindmica gerada por H como um fluxo continuo que “arrasta” as
condigoes iniciais ao longo de suas trajetorias dnicas, como um fluido. Pode-se demos-

trar que esse fluido é incompressivel, isto é, conhecido como o teorema de Liouville.

As equacgoes de movimento geradas pelo Hamiltoniano da equacéo (4.3), séo

dr; N
drt - Epz
dp; __
o =Fi(r)
onde
Fi(r)=-V,V(r) (4.4)

é a forca exercida na particula ¢ pelas restantes N — 1 particulas. Devido a dificuldade
de resolver analiticamente as equacdes de Newton (4.4), que sdo equacdes diferenciais
ordinarias acopladas, néo lineares, de segunda ordem, resolvem-se numericamente a
fim de obter a trajetéria do sistema de particulas no espaco de fase. O algoritmo basico

de dindmica molecular é descrito na seguinte secéao.

4.3.1 Algoritmo de dinamica molecular

Os passos fundamentais de um programa de Dindmica Molecular, para um sistema

simples, e supondo determinado um potencial de interacao, séo:
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Inicio

Inicializacdo

—>

i=1 até N passos

Calculo das
forcas de
interaciao

—>

Integracao das
equacoes de
movimiento

Medicoes de
propriedades

Figura 4.2: Fluxograma dos passos da simulacdo de Dindmica Molecular.

. Lé-se nos parametros que especificam as condigoes da simulacéo tais como a
energia inicial do sistema, o namero de particulas, a densidade, o passo de tempo

At, tempo total de simulacao, etc.
. Inicializa-se o sistema, isto é, atribuem-se as posicoes e as velocidades iniciais.

. Calculam-se as forcas sobre todas as particulas, mediante a integracdo numérica

das equacdes de Newton.

. Integra-se as equacdes de movimento de Newton para cada uma das particulas
durante ng;,, passos, onde ng;,, € o numero total de passos de DM necessarios
para se obter uma boa estatistica. Este passo bem como o anterior conformam o
laco central da simulacéo. Estes séo repetidos até ter calculado a evolucéo tem-
poral do sistema durante o tempo total de simulacéo desejado. Vao-se guardando
as posicoes, velocidades, forcas, ... durante cada passo num arquivo para depois

serem processadas.

. Calcular e imprimir as médias temporais das quantidades de interesse a partir
de nequii Passos, onde neqyi (< nsim) € 0 nimero total de passos estimados para

que o sistema atinja o equilibrio.

Um fluxograma dos passos basicos de uma simulacido de Dindmica Molecular é pro-

porcionado na figura 4.2
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4.3.2 Algoritmo de integracao numérica

O algoritmo de integracdo numérica é uma parte importante em todo programa de
dinamica molecular ja que as equacoes de movimento devem ser resolvidas numerica-
mente. A tarefa do algoritmo é proporcionar as posigoes e velocidades no tempo tg+ At

dadas as posigoes e velocidades para um tempo inicial .

Existem muitos algoritmos para integrar as equacoes de Newton (4.4). Todos eles
convertem as equacgoes diferenciais em equacdes de diferencas finitas ﬂ Em Dina-
mica Molecular, a eleicdo do algoritmo é (novamente) um compromisso entre o grau
de precisio requerido e o custo computacional. Em principio, pode-se usar tanto o
algoritmo de Euler como o de Runge-Kutta [3]] em funcdo das necessidades de preci-
sdo e velocidade. No entanto, quando se trata de integrar sistemas dinamicos, uma
familia de algoritmos destaca como particularmente apropriada: os denominados al-
goritmos simpléticos. Esses geram solugoes com as mesmas propriedades geométricas
no espaco de fases das solucées de sistemas dindmicos continuos. O fato de que a vari-
acdo da energia esta sempre limitada é uma propriedade agradavel dos integradores

simpléticos.

Diz-se que as equacgdes de movimento tém estrutura simplética se verifica que [30]:

d
2= JV:H (2) (4.5)

onde z = (g, p) é um ponto do espago de fase, H o hamiltoniano do sistema e J esta

definida por

J = (4.6)

sendo I a matriz unidade com ntumero de filas e colunas igual aos graus de liberdade
do sistema. A equacao (4.4} que rege a evolucéo temporal do sistema, pode-se escrever
como

d A
T (t) = Lz (t) (4.7)

20 método de diferencas finitas consiste na discretizacéo do segmento de tempo estudado em n seg-
mentos de comprimento At.
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onde L = —V,H - JV, é o chamado operador de Liouville.

A razao para preferir um método simplético frente a um ordinario baseia-se em que
os sistemas hamiltonianos néo sédo estaveis frente a perturbagoes ndo hamiltonianas,
que é precisamente o que fazemos se aproximamos o hamiltoniano mediante um inte-
grador genérico. O resultado é que o hamiltoniano se volta dissipativo, com um com-
portamento a longo prazo completamente diferente do esperado [45]. As principais

propriedades dos métodos simpléticos sdo:

e Conservam a estrutura simplética do hamiltoniano.

< Verificam o teorema de Liouville.

<> Sido mais estaveis do que os métodos ordinarios.

e Conservam a energia e momento angular.

e Sio reversiveis no tempo.

Entre os integradores simpléticos mais usados atualmente encontramos uma versao

do integrador de Verlet, o algoritmo “Verlet-Velocidade” [34], dado por

At?
r; (t + At) = 1 (t) + At -v; (t) + Qm'Fi (t)
vi(t+At) = vi(t)+ 2?; (Fi (t) + F; (t + At)) (4.8)

Este algoritmo é conhecido devido a sua eficiéncia, invariancia temporal, conservacgéao
da energia para tempos grandes e porque € simplético de segunda ordem, com um erro

em cada passo de integracdo proporcional a At3.

Como os integradores simpléticos ndo sdo computacionalmente mais custosos de usar
do que os ndo simpléticos tempo reversiveis, seu uso se recomenda como a op¢ao mais
segura. A investigacdo das vantagens dos diferentes tipos de métodos de integracao

de DM microcandnica é uma area frutifera para investigacoes futuras.
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Algoritmo simplético de quarta ordem

Seja o hamiltoniano separavel em funcédo de coordenadas e momentos: H (q, p) =
T (p) + V (q), onde as derivadas de H sédo denotadas por

F(aq) = —V4V(q)
P(q) = VpT(p)
Se o estado do sistema no tempo ¢,, € dado por (qo, po) -

e Passo 1: Para i = 1 até 4 fazer

a4 = Qqi—1+aP(pi) At
pi = pi-1+bF(qi-1) At

onde
1
ag=ay = ——Q
Po 2 (2 21/3)
1_21/3
B Y TV
1
N
91/3
by = ——
2—21/3
by = 0

e Passo 2: O estado no tempo ¢, sera (qq, pa4).

Figura 4.3: Algoritmo simplético de Neri e Candy [? ].

Na figura |4.3] apresenta-se o algoritmo simplético usado nesta dissertacéo. Ele foi pu-
blicado em 1990 por Forest and Ruth [33]], com erro em cada passo proporcional a At
e também descoberto independentemente por outros dois grupos em torno da mesma
época. Os coeficientes a; e b; sdo obtidos da formula de Baker-Campbell-Hausdorff
[B0]. Yoshida [96], em particular, fornece uma elegante derivacio dos coeficientes a; e
b; para os integradores de quarta ordem e demonstrou que os integradores simpléticos
conservam uma funcdo hamiltoniana que é diferente, mas préxima, ao hamiltoniano
dado. Como consequéncia, os algoritmos simpléticos ndo mostraram nenhum cresci-
mento secular (ou seja, longo tempo) de erro com respeito a energia. O passo de in-

tegracdo total é a sequéncia completa de mapas, valores intermediarios de (q, p) nos
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Figura 4.4: Com um pequeno passo de tempo (esquerda), o espaco de fase se cobre
muito lentamente; e com um grande (meio) da instabilidades. Além disso, com um
passo de tempo apropriado (direita) o espaco de fase é coberto de maneira eficiente e
as colisoes se produzem sem problemas [53]].

sub passos sdo meramente por conveniéncia e ndo devem serem interpretados como

valores fisicos.

4.3.3 Passo de tempo

Nao ha regras fixas e rapidas para escolher o passo de tempo (At¢) mais adequado
a usar numa simulacio de dindmica molecular. Se At é muito pequeno, a trajetéria
cobrira s6 uma parte limitada do espaco de fases. Enquanto, caso seja muito grande,
podem surgir instabilidades no algoritmo de integracio devido a alta energia das su-

perposigoes entre os atomos. Estes dois extremos se ilustram na figura (4.4

As instabilidades geradas pelos passos de tempo grandes, sem duvida levam a uma
violacdo da conservacgdo da energia e poderiam dar lugar a um fracasso do programa
devido ao overflow numérico [53]. Com efeito, com um pequeno passo de tempo, au-
mentara o tempo de calculo de computador, o objetivo é encontrar o equilibrio correto

entre a simulacdo da trajetoria “correta” e cobrir o espaco de fases.

Ao simular um fluido atéomico, o valor escolhido para At, que permite uma conservacgio
de energia aceitavel, deve ser pequeno comparado com o tempo médio entre colisées, o

qual esta na faixa dos femtosegundos (fs) [44].
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4.3.4 Unidades Reduzidas

A resolucgao e a interpretacao fisica das solugoes de equacgdes diferenciais fica extre-
mamente simplificada quando sédo expressadas as quantidades nelas envolvidas de
forma adimensional, pelos motivos que serdo descritos a seguir. Dizemos que estas
quantidades adimensionais estdo expressas em unidades reduzidas. Os fatores usa-
dos nesta transformacéo devem ser os valores (ou unidades) naturais de cada uma das
quantidades no sistema em estudo, determinados com base na analise dimensional, e
dependem de parametros tais como as constantes de acoplamento e a massa de cada

atomo.

A primeira das vantagens obtidas é trabalhar com nimeros préximos a unidade, ao
invés dos valores extremamente pequenos envolvidos, por exemplo, com as escalas
atomicas. A segunda vantagem é a simplificacdo das equagdes de movimento, ja que
alguns dos parametros que definem o modelo sdo absorvidos pelas unidades de forma
natural. Uma das razoes mais comuns para utilizar tal sistema de unidades é a nogao
de “scaling”, ou seja, a ideia de que um dnico modelo pode descrever toda uma classe
de problemas e que, uma vez determinadas suas propriedades de interesse, pode-se
facilmente escala-las para as unidades fisicas de cada problema particular. Para isso,
basta substituir os parametros de que dependem as unidades naturais do modelo pelos
valores apropriados ao particular sistema em estudo. Para sistemas com interacoes
dadas pelo potencial de Lennard-Jones, caso especial do potencial de Mie, o conjunto
de unidades mais adequado € definido escolhendo o, m, e € para serem as unidades de

comprimento, massa e energia, respectivamente. O que justifica a substituicao [34]:

e Comprimento: r — ro
e Energia: F — Fe

e Tempo: t — t\/my0?/e

Destas definicoes, as unidades de outras grandezas (pressio, tempo, momento linear,...,etc.)

se derivam diretamente. Propriedades estaticas e dinamicas do sistema sao sempre
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| Grandezafisica | Fator | Unidade de argonio |

Massa Mg 39,948 uma
Comprimento o 0,341 nm
Energia € 1,654 x 10721 J
Tempo a\/mg/e 2,16 ps
Velocidade Ve/ma 158 m/s
Velocidade Angular | \/e/ (mqo?) 0,463 THz
Momento Linear M€ 6,31 x 10° uma m/s
Momento Angular 0\/Mq€ 2,15 x 107% uma m?/s
Temperatura €/kp 119,8 K

Tabela 4.1: Adimensionalizacdo baseada na massa atomica (m,) e os parametros do
potencial de Mie (5.19). O simbolo uma denota a unidade de massa atémica.

expressadas em unidades reduzidas. Para simular um sistema de argonio liquido, as
relacoes entre as unidades adimensionais e as unidades fisicas reais séo as indicadas

na tabela[4.]l

4.4 Analise dos observaveis

O que tratamos até agora, com relacdo a simulacio propriamente dita, é como obter
a trajetoria no espaco de fases para um sistema de particulas. Agora sera visto como
analisar essas trajetérias para obter propriedades fisicas macroscopicas que possam
ser comparadas com o experimento. A seguir, sera detalhado o calculo das proprieda-

des macroscépicas medidas mais frequentemente.

4.4.1 Temperatura

Define-se, sem perda de generalidade, a temperatura T' do sistema a partir da média

da energia cinética (K), como
2(K)

T= N (4.9)

onde kp é a constante de Boltzmann e d a dimenséo do sistema. O (...) refere-se
a média sobre as N particulas e sobre o ensemble. Essa definicdo sera usada para

sistemas com curto e longo alcance, onde o teorema de equiparticio néo é valido.
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4.4.2 Curvas Caloricas

E conhecido que a energia é o conceito mais usado na ciéncia. Uma vez que a energia é
medida nos diferentes estados termodinamicos das corridas de DM, pode-se construir
a curva calorica (CC), que é definida como a relagao funcional entre a temperatura do
sistema e sua energia em termos da densidade, isto é, T' (E, p). A curva caldrica ajuda
a determinar o intervalo de temperatura na qual se apresenta a transicao de fase, que
corresponde & mudanca na inclinacéo da curva calérica, devido a perda da estrutura
cristalina. No entanto, esse método ndo é conveniente para uma estimacio confiavel

da temperatura de fusao ou cristalizagao.

4.4.3 Calor especifico

Um dos métodos para avaliar o calor especifico a volume constante C,, no ensemble
microcanonico, é diferenciar numérica ou analiticamente a curva da energia em funcéo
da temperatura T, isto é

1

E claro que Cy < 0 sera obtido somente se a curva calérica exibe um minimo local.

4.4.4 Funcoes de correlacao temporal

Outro tipo de propriedade medida a partir das trajetorias séo as funcoes de correlagao
temporal. Uma propriedade A que depende das posi¢oes e momentos de todas as
particulas no sistema varia com o tempo de modo semelhante a um ruido, ou ainda, A
flutua em torno do valor médio (A). A correlagédo entre dois valores de A distantes no
tempo por um valor 7, medidos durante um tempo ¢, define a funcéio de autocorrelagao
C (r) para a variavel A. Num experimento de Dindmica Molecular, essa funcéo é

calculada a partir da expressio:

C(T)=<A(to)A(t0+T)):t1 ffA(t)A(HT). (4.11)
max t=1
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Figura 4.5: Forma caracteristica da funcédo de autocorrelacdo de velocidade e do des-
locamento quadratico médio para os estados sélido, liquido e gasoso [95]].

(A2 ()

A funcao de correlagdo temporal é uma medida da semelhanca entre dois sinais de

ruido A (t) e A(t + 7), ou ainda, da correlacdo destes sinais no tempo.

Entre as mais tuteis em sistemas de particulas encontram-se; o deslocamento quadrd-
tico médio (DQM), que é um indicador da natureza estrutural do sistema, e é definido
como
| M N
(&%) = <737 2 D i (t + o) = 73 (t0)]* (4.12)
k=1 1i=1
com 7; (tp) sendo a posicdo inicial, r; (t; + to) a posicdo correspondente ao tempo ¢ (a

k-ésima amostra) e M o numero total de amostras. E a funcdo de autocorrelacdo de

velocidade Z (t), definida como

20"

) (to + 1))
0)7 (f0) 413

sendo ¥/ (¢y) a velocidade inicial e ¥ (to + ¢) a velocidade correspondente ao tempo ¢.

O deslocamento quadratico médio indica a mobilidade dos atomos na estrutura, e a
autocorrelacio de velocidades indica se o movimento dos atomos tende a ser ordenado
(como em vibrag¢oes num sélido) ou desordenado (tal qual num gas). A figura ilus-
tra a forma caracteristica da funcédo de autocorrelacédo e do deslocamento quadratico

médio para os estados sélido, liquido e gasoso.

As funcgoes de correlacdo temporal sao muito importantes pois estdo diretamente re-
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lacionadas aos coeficientes de transporte e, por tanto, com os dados experimentais. O
coeficiente de difusdo D, por exemplo, pode-se calcular a partir da fungao de autocor-

relacdo de velocidades através da formula de Green-Kubo,
D= / Z (t) dt, (4.14)
0

que permite expressar um coeficiente de transporte (macroscépico) como uma integral

sobre o tempo de uma funcéo de autocorrelacdo temporal (microscépica) .

Uma forma alternativa de calcular o coeficiente de difusdo é usando a relagdo de Eins-

tein

(4.15)

onde d é a dimensdo. Outra quantidade que é possivel calcular a partir de Z (¢) é a
densidade de estados vibracionais G (w), que entrega informacao sobre as frequéncias

as quais vibra nossa célula de simulacao, e é definida como

_ Z(w)
Gw) =7z o (4.16)
onde Z (w)é a transformada de Fourier de Z () e esta dada por
7 1 e iwt
Z(w) = / e Z (t)dt. (4.17)
2 J_ s
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Capitulo 5

Modelando a interacao entre os

atomos

“Alguém que nunca cometeu erros, nunca tratou de fazer algo novo.”

— Isaac Newton.

5.1 Introducao

s simulagdes de Dinamica Molecular tém sido, na maioria das vezes, aplicadas
A a sistemas onde se consideram interacoes classicas. Para esta finalidade, o
sistema em estudo deve estar em estados nos quais os efeitos quanticos possam ser
desprezados, ou seja, estados nos quais as energias e as massas consideradas sio
transferidas em quantidades discretas. Liquidos ou gases monoatémicos, por exemplo,

podem ser tratados classicamente quando o comprimento térmico de De Broglie (A)

9 h2 1/2
A (mZZT> (5.1)

for muito menor que a distancia média entre as particulas (~ p~/?), onde m é a massa

do atomo e p a densidade numérica da substancia. Os sistemas moleculares exigem
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ainda que a energia considerada seja muito menor que a energia especifica das vi-
bracoes intermoleculares, isto é, que k7T seja muito menor que hv (onde h é a cons-
tante de Planck e v a frequéncia de vibracéo). Desta maneira, movimentos com alta
frequéncia nfo sdo propriamente descritos por equacgoes de movimento classicas, e re-
querem a inclusdo de um formalismo quantico ao modelo potencial que representa as
particulas do sistema. Para uma vasta gama de aplicacoes e de sistemas, entretanto,
efeitos de natureza explicitamente quintica podem ser ignorados a temperatura am-
biente, ou melhor, podem ser incorporados dentro de uma descricdo efetiva classica.
Assim, potenciais efetivos classicos de intera¢ées moleculares sdo normalmente deri-
vados de calculos quanticos e posteriormente ajustados através de métodos empiricos
bem controlados de maneira a representarem adequadamente as interacées entre os

constituintes em uma dada faixa de condigdes termodinamicas.

Os potenciais utilizados nas simulagdes de dinidmica molecular sdo aproximacoes ou
representacoes classicas de potenciais quénticos, ou seja, nenhum efeito quantico é
considerado. Isto quer dizer que nas simulacées de Dindmica Molecular convencio-
nais, nenhuma ligacdo quimica é quebrada, por exemplo ndo ha interacdes entre orbi-
tais e ndo h4 ressonéincia. A primeira vista, isto pode parecer chocante, pois sabe-se
que inimeros problemas relacionados a dinamica, estrutura e reatividade das molé-
culas, sdo fortemente influenciados por suas propriedades quanticas. Por outro lado,
é importante colocar este fato de forma clara e imediata, pois se pode justificar como
indmeros resultados experimentais podem ser obtidos com modelos que ndo levam em

conta, explicitamente, as propriedades quanticas da matéria.

5.2 Sistema atomico

A escolha dos potenciais de interagao constitui uma etapa essencial para a descricao
correta do sistema em estudo, ja que sédo estes potenciais que determinam as forcas
que atuam em cada particula e, consequentemente, determinario como o sistema ira

evoluir no tempo, para gerar as trajetorias para a analise. Em geral, a funcéo potencial
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V de um sistema de N moléculas monoatdomicas pode-se escrever como uma expansao

dos termos de interacéo envolvendo dupletes, tripletes, etc [3]:

N-1 N N—2N-1 N
Zvl (r;) +ZZVQ (r;,rj) —l—Z ZZVg (ri,rj,re) + ... (5.2)
i g>i i J>1 k>j

Onde V1, que representa os efeitos de um campo externo (incluindo, por exemplo, as
paredes contenedoras) agindo em todo o sistema e, geralmente, é igual a zero se ndo ha
nenhum campo externo sendo aplicado. Logo, 1V, representa a interacéo de dois corpos
entre os atomos i e j. E, por ultimo, os termos de maior ordem V3, Vj ... representam
interacoes cujas expressoes envolvem muitos corpos. Esses termos tem em conta os

efeitos de cluster sobre um atomo causado por ter mais de um atomo no seu entorno.

Um dos pontos fundamentais para a boa construcio de um potencial envolve desco-
brir em quais termos da expressdo acima estd associada a maior parte da energia do
sistema para poder escolher em que momento truncar a série. Por exemplo, para o
argonio cristalizado numa rede F.C.C, o termo envolvendo dupletos e tripletos che-
gam a ser responsaveis da energia da rede em quase o 90% e 10% respectivamente.
Termos de ordem superior sdo considerados muito pequenos em relagio aos anteriores

e portanto, pode-se truncar o potencial de interacio em V3.

A maioria dos primeiros potenciais usados em simulagdes atomicas costumavam des-
prezar as interacdes que envolvem mais de dois corpos. E o caso, por exemplo, de um
dos mais simples e conhecidos potenciais, o de Lennard-Jones [55], usado geralmente
para a simulacéo de sistemas constituidos por gases nobres por conseguir reproduzir

bem as interacoes de Van Der Waals dos mesmos. Sua expresséo é dada abaixo:

V()= ]SZN:46 (f)u - <">6 ; (5.3)

sendo que V é a energia potencial total do sistema de N atomos, o e € sdo parametros
calculados a partir de dados experimentais e r;; é a distancia entre dois 4tomos. O
primeiro termo representa a repulsio resultante da superposicdo das nuvens eletré-

nicas dos atomos interagentes e o segundo termo, uma interacéo atrativa tipo Van
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Figura 5.1: Configuracéo triple dos atomos i, j e k na equacéao do potencial de Axilrod-
Teller [74].

Der Waals devido ao momento dipolar ndo nulo dos atomos interagentes. Outro po-
tencial deste tipo que se pode citar é o de Morse [63], usado para simular moléculas

diatémicas ligadas por ligacoes covalentes.

Para o estudo de sistemas metalicos, geralmente séo utilizados potenciais contendo
termos de muitos corpos. Existem basicamente duas maneiras de incluir estes efeitos
no potencial. A primeira delas é explicitamente incluir na equacgio do potencial termos
dependentes de mais de dois corpos, que foram truncados em potenciais como o de

Lennard-Jones. Um exemplo desse tipo de potencial é o de Axilrod-Teller [7]:

plagll 6 e L 1 + 3 cos 6 cos 0 cos
S5 3 [CARCINED 3) 9 3 o] s
i=1 j>i i=1 j>i k>j (rljrlk‘rjk)

no qual a primeira parte do potencial é o potencial de Lennard-Jones, e o termo de trés
corpos foi introduzido para aumentar a precisao em calculos envolvendo gases nobres
(ver a figura [5.1). Embora a inclusdo de termos de trés corpos melhore significati-
vamente a precisdo de uma funcdo potencial; ela tem como contrapartida um grande
aumento do custo computacional do mesmo. Esse aumento no custo computacional
muitas vezes inviabiliza este tipo de opcdo. Considerando isso, ha um segundo cami-
nho, geralmente o mais usado: em vez de se adicionar na equacio para o potencial

termos explicitamente dependentes de trés corpos (ou seja, explicitamente dependen-
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tes da estrutura do sistema como um todo), adiciona-se um segundo termo de dois
corpos, dependentes da densidade atémica da regido em torno do 4&tomo em questéo.
Esse termo varia de acordo com a configuracio do sistema, adicionando assim um
efeito de muitos corpos no potencial. Incorporando os efeitos de trés corpos através
da definicdo de um potencial efetivo de pares, podemos reescrever a equacéo na

forma
N N-1 N

V(r) = Z Vi (ri) + Z Z Vzeff (ri5) (5.5)

i=1 i=1 j>i

Este potencial representa todas as contribuicées de muitos corpos. Contudo, o precgo
a ser pago por usar um potencial efetivo de pares é que ele tem que reproduzir dados
experimentais e por isso, pode apresentar dependéncias com a temperatura e a den-
sidade, enquanto o potencial V; (r;,r;) delas nédo depende. A vantagem de V;f ! (rij) é
que o fato de ser expresso na forma de somas de interacdes de dois corpos reduz sig-
nificativamente o problema de custo computacional. Alguns modelos de potencial que
fazem uso desse tipo de formulacgdo sdo o Embedded Atom [28], que é baseado na teo-
ria de meio efetivo [49] e o modelo de Gupta [40]. O potencial de Gupta, por exemplo,

pode ser escrito da seguinte maneira:

1/2

N N N
1% (r) _ Z Z Aaﬂe_paﬁ (Tij/dafz—l) _ Z Ugﬁe_zqaﬁ (Tij/daﬁ—l) , (5.6)
i=1 | j#i J#i

onde o primeiro somatério é composto por fungoes de pares de particulas e representa
a repulsédo ionica devido, principalmente, ao principio de exclusio de Pauli. Ja o termo
correspondente a raiz quadrada representa a atracdo devido a estrutura de bandas.
N é o numero total de atomos, 7;; é a distancia entre os atomos ¢ e j das espécies
quimicas « e 3, respectivamente e o alcance da interacéo é até os quintos primeiros
vizinhos. Geralmente d,3 é um parametro fixo. A.3, U, jﬁ, Paj € Gap Tepresentam 12
parametros que séo ajustados utilizando-se quantidades fisicas de uma base de dados

obtida experimentalmente ou através de calculos ab initio.

A seguir, sera abordada a forma mais geral de um potencial de interacéo de dois corpos,

o potencial de Mie e sera justificada a forma adotada por este potencial.
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5.3 O potencial de Mie

A forma gréfica mais geral de um potencial interatémico é mostrada na figura (5.2).
O segmento empinado da curva, que come¢a no minimo e aumenta com a diminuicio
de r, reflete a interacéo de repulséo dos nicleos de fons positivos. E possivel imaginar
que este potencial se deriva da repulséo dos nicleos, parcialmente blindados, carrega-
dos positivamente e das nuvens eletronicas, de carga negativa, que se interpenetram.
A energia cinética dos elétrons aumenta fortemente quando os atomos ou ions se com-
primem a partir de suas posic¢oes de equilibrio, e os elétrons sdo promovidos a niveis de
energia mais altas devido ao principio de exclusido de Pauli. O segmento de curva que
descreve as interacdes de atracdo aumenta bem mais gradualmente desde o minimo
com o aumento de r. A parte do potencial que circunscreve estreitamente o préprio
minimo, e que é quase parabdlica, é chamada regido elastica dentro da qual a lei de
Hooke é obedecida. Isto é facilmente derivavel da mecanica elementar. A mudanca na
energia potencial, v, devido ao pequeno deslocamento 6 de um atomo desde sua posicao
de equilibrio é dada por

v=C6/2 (5.7

e a forca F' que atua no sistema a qualquer instante é dada por
F = —dv/dj = —C, (5.8)
a qual é a lei de Hooke. De acordo com a fig. (5.2), o deslocamento vem dado por
0=7—"e.

Para desenvolver um tipo de funcédo mais geral, divide-se arbitrariamente o potencial

em dois componentes, repulsivo para r < r. e atrativo para r > r,

v(r) =, (r) +vg (7). (5.9)
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Figura 5.2: Forma geral da funcio de potencial de pares, r. é a separacio interatémica
de equilibrio, e v, é a energia de dissociacéo [70].

Pode-se mostrar que todas as interacées eletrostaticas variam de acordo com o inverso
da distincia de separacdo elevada a poténcias diferentes. Portanto, (5.9) se escreve
numa primeira forma proposta por Mie [62], uma representacdo um pouco simplista,

como:

v(r)=Ar""— Br ¢, (5.10)

com 1 > «, onde A, B, n, e « dependem do enlace quimico do sistema e devem ser
determinados experimentalmente. O primeiro termo é para a parte repulsiva, e o
segundo d4a conta da parte atrativa das interacdes. Fazendo referéncia a figura 0

minimo de v (r) é obtido quando r = r., pelo que temos

ov
<87“)r—re =0, (5.11)

e portanto,

nA/aB =r]=“. (5.12)
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Substituindo (5.12) em (5.10) nos da

v(re) =Br_,%(a/n—1)=Ar;"T(1 —n/a). (5.13)

Observe que v (r.) = v, € inerentemente negativo, ja que representa o maximo nega-
tivo de v (r) no fundo do poco, como se mostra na figura (5.2). O negativo de v, é a

energia de dissociagao vy, uma quantidade mensuravel.

Fazendo uso de (5.13) para expressar A e B em funcao de v., conduz a

Y
NVeT QA Ve Te
B= , A=

. (5.14)
a—n a—n

Substituindo (5.14) em (5.10), se chega a

n @
v (rij) = ozv—en [a (f) -7 (:e) ] . (5.15)
] ]

Da figura (5.2), observa-se que o define a distancia de maxima aproximacao de dois

atomos enlacados para o qual o potencial de interacéo é zero. A partir de (5.15) e a

condicéo v (o) = 0, pode-se escrever

a(re/o)! =n(re/o)”. (5.16)

Resolvendo para r. proporciona

A A
're—0<a> , (5.17)
substituindo r. em (5.15) e com v; = —v, da como resultado,

; o\ V=) oo
o= ()" [ ).

onde v, pode obter-se a partir da dependéncia da temperatura da constante de equi-
librio que cobre a dissociacéo, r e r. de raios-X ou difracdo de elétrons, e o de com-

pressibilidades ou dados espectrais.
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Figura 5.3: Potencial de Mie v () = <, (Z—Z) ! [(2)" = (2)7]. (@) V/e versus r /o,

para a = 6 e diversos valores de 7; (b) V/e versus r/o, para n = 12 e valores diferentes
de « [70].

A equacao (5.18) é a forma da equacdo de Mie com a qual trabalha-se nesta disserta-

1/(n—a)
~ m P .
cdo. Fazendo vg = € com (), = nﬂia (%) obtém-se a forma em que o potencial

de Mie aparece comumente na literatura

v(r) = Cha [(9)"— (J)a}. (5.19)

r

A constante C,, garante que o poco de potencial, localizado em r, = o (n/a)l/ (”’”‘),
tenha profundidade —e para qualquer valor do par (7, o). Ha varios tipos de fungoes
potenciais que levam o nome de seu inventor, que limitam-se a mostrar que sio casos
especiais da equacdo de Mie. Trés potenciais tradicionais de muita importancia sao
as funcées de Morse [67], Lennard-Jones, e Born. Deve-se enfatizar que todos estao
destinados a tratar s6 com moléculas isoladas, e geralmente se requerem modificacoes

adicionais para adaptéa-los a sistemas condensados.

A figura ilustra formas tipicas do potencial de Mie para diversos valores do par

(1, @).
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Capitulo 6

Modelando o Sistema Fisico

(43 . . . . P . .
A mente que se abre a uma nova ideia jamais voltara ao seu tamanho original.”

— Albert Einstein.

6.1 Introducao

Seja um sistema mecanico classico de muitos corpos cujos constituintes interagem

mediante um potencial de pares e caracterizado pelo seguinte hamiltoniano

H = K+V
= ﬁ—kZZv(rij), (6.1)
i=1 i=1 j#i

onde o potencial de interacédo v (7;;) ndo apresenta singularidade na origem, e sua

parte atrativa se comporta a grandes distancias (r — oo) na forma

v(r) ~ —E (6.2)

ro’

Uma variedade de valores para o pode ser associada as interacoes padriao em modelos
para fluidos. Por exemplo, para um sistema com dimensao d = 3, « = 6 corresponde

ao fluido padrao de Lennard-Jones. Além disso, o = 3 corresponde essencialmente as
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interacoes dipolo-dipolo em sistemas com configuracoes de dipolo tal que a interacéao
é atrativa e o = 2 corresponde as interacoes dipolo-monopolo. Ademais, « = 1 imita
as interacgoes gravitacional e coulombianas (sem blindagem); e finalmente o = 0 cor-
responde a uma aproximacao de campo médio, onde cada particula interage com cada
uma das demais com a mesma intensidade, independente de sua distancia relativa -

pode-se dizer que estas interacées sdo de alcance infinito.

Uma forma de caracterizar as interacdes para esses tipos de sistemas hamiltonianos

é baseada no analise da integral

00 T,dfa oo
/ rd=lp=odr = [ ] , (6.3)
0 d—a 70

onde ry é uma distancia tipica do modelo usado para o sistema em estudo. Essa inte-

gral converge se a/d > 1. Quando esta condicdo acontece, o potencial de interacgéo é
dito de curto alcance. Se 0 < «/d < 1, a integral diverge (o potencial é dito de longo al-
cance) e o tratamento estatistico requer que se leve em consideracéo o tamanho finito

do sistema. Baseado nestas integrais Tsallis define a quantidade N [6]

N1/d
N = d/ rd=lr=%dr + 1
T

0=1
Nl—a/d —a / d

1—a/d
cujo comportamento no limite termodindmico (N — oco) pode simplificar-se mediante
as seguintes expressoes, que dependem da razido entre a dimensionalidade d do sis-

tema e o exponente «:

a%fl se a/d > 1,
N~{mN  seajd=1, (6.4)
]\{i;%d se 0 < a/d<1.

Neste limite, as diferentes formas que N depende do o distingue claramente a re-
gido extensiva (a/d > 1), onde N néo depende de N, da regido néo extensiva, onde N

depende explicitamente de .
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Figura 6.1: Funcéo de escala N = N (N,a/d). (a) N versus N, para valores tipicos de
a/d; (b) N versus «/d para valores tipicos de N [12].

A figura a) ilustra o comportamento de N com N para diferentes valores de « /d.
A assintota vertical para «/d = 1, na figura [6.1(b), representa a separacéo entre os

sistemas com interacoes de longo e curto alcance.

6.2 Conjectura de escala de Tsallis

A seguir, sera abordada a conjectura de escala de Tsallis (CET) [2] [84], 86l que direci-
ona de uma maneira adequada o problema de definir qualquer propriedade termodi-
namica intensiva, como a energia interna, para estes sistemas d-dimensionais, cujos

potenciais de interacdo diminuem com a distancia r como r~ 2.

Essa conjectura de escala diz que a classificacdo usual da termodinamica, que divide as
variaveis em duas categorias, as extensivas e intensivas, é mais complicada quando o
sistema apresenta interacoes de longo alcance (0 < a/d < 1) quando as variaveis serao

divididas em trés categorias:

e As pseudo-extensivas (ex. energia de Gibss, energia interna), que passam a es-

calar com NN;

e As extensivas (ex. entropia, volume), que escalam com N;

51



e As pseudo-intensivas (ex. temperatura, pressio) , que sdo variaveis canonicas
conjugadas da categoria anterior (dentro da estrutura da transformada de Le-

gendre), que passam a escalar com N.

Na figura se ilustra a nova classificacdo das variaveis termodinamicas de acordo
com a conjectura de escala de Tsallis. Para interacoes de longo alcance (0 < «/d < 1),
ha trés classes de varidveis termodindmicas, denominadas pseudo-intensivas (esca-
lam com N), pseudo-extensivas (escalam com NN), e extensivas (escalam com N).
Para interacdes de curto alcance («/d > 1), as variaveis pseudo-intensivas tornam-se
intensivas (independentes de N). Ademais, as pseudo-extensivas fundem-se com as
extensivas, logo todas tornam-se extensivas (escalam com V), recuperando assim as

duas classes tradicionais de variaveis termodinamicas.

Essas novas formas de escalar as variaveis termodinamicas permitem obter equacdes
de estado finitas. Além disso, quando N — 1, a classificacio usual que divide estas
variaveis entre intensivas e extensivas é recuperada. A CET s6 é aplicavel a situacgoes
nas quais o alcance efetivo de interagdo diminui como uma lei de poténcia. Por exem-
plo, os efeitos de blindagem reduzem o alcance efetivo da interacfo, dos sistemas com
cargas positivos e negativas que interagem através do potencial de Coulomb de longo
alcance. Em tais situacgoes, as energias intensivas obtém-se simplesmente dividindo a

energia total por NV, e néo por N2.

Antes de concluir esta secfo, é importante assinalar que a CET deu lugar a uma série
de investigactes para por a prova sua validez. Varios modelos de interacio de longo

alcance foram estudados por diferentes métodos de simulacéao.

Finalmente, fazendo uso da CET é possivel transformar formalmente um sistema néo
extensivo (com interacoes de longo alcance) em extensivo, reescrevendo seu hamilto-
niano na forma [6]

H’:K—i—z. (6.5)
N

Essa forma deve ser considerada como muito artificial, ja que torna a constante de

acoplamento microscépico dependente de N, isto é, modificada através da informacao
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Intensiva (ex., T, p, H)

Extensiva (ex.,G, U, N, S, V, M)

Extensiva (ex., N, S, V, M)

0  (Interagdes de longo alcance) 1 (Interagdes de curto alcance) « /d

Figura 6.2: Classificacao das variaveis termodinamicas de acordo com a conjectura de
escala de Tsallis [87].

macroscopica. Por este preco (conceitualmente bastante alto), obtém-se uma quanti-
dade termodinamicamente extensiva para todos os valores de . Em especial, para
a = 0, obtém-se a forma usual de campo médio, em que a constante de acoplamento é

normalizada por NN .

Antes de prosseguir, vamos apresentar uma relacéo entre H e H'. Se levamos em
conta que as variaveis {p;} envolvem a primeira derivada com respeito ao tempo ¢,

pode-se verificar imediatamente que
H=NH (6.6)
onde as escalas de tempo ¢ e ¢’ associadas, respectivamente, com H e H’ satisfazem

# =Nt

6.3 Conjectura da nao comutatividade de Tsallis

Depois de introduzir o fator de escala de tamanho finito N no hamiltoniano, sera abor-
dada a Conjectura da Nao Comutatividade de Tsallis (CNCT), a qual esta baseada nas
observacées de alguns modelos computacionais de sistemas com interacéo de longo al-

cance.
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Figura 6.3: Conjectura da n&do comutatividade dos limites temporal e termodina-
mico ilustrada mediante graficos de distribuicao de energia p (¢, N, E) versus tempo
t. (a) Sistema extensivo com interacdes de curto alcance, levando ao caso usual de
Boltzmann-Gibbs; (b) Sistema nédo extensivo com interacdes de longo alcance, defi-
nindo dois possiveis estados de equilibrio. O tempo de transicdo 7 deve divergir com
N (impy oo 7 (N) = 00) [12].

A CNCT, ilustrada na figural6.3| afirma que a forma em que um sistema hamiltoniano

atinge seu estado de equilibrio termodinamico é dependente do tipo de interacées dos

constituintes do sistema.

e Se o sistema tem interacoes de curto alcance («/d > 1), apés um transiente, esse
atinge seu estado de equilibrio. Os limites temporal e termodinamico comutam,

ou seja, limy_ o0 limy 00 = limy o0 limpy s 0.

e Para sistemas com interacdes de longo alcance (0 < «/d < 1), dependendo da con-
dicdo inicial, o sistema pode ter um estado estacionario, e depois de permane-
cer um tempo neste estado, o sistema espontaneamente inicia uma transicéo

para outro estado. Os limites temporal e termodindmico néo serdo comutativos

Na figura observa-se que, se o tempo de transicdo 7 entre regimes diverge com
N (imy—00 7 (V) = 0), € se o limite termodinamico for tomado antes do limite tem-
poral (lim; ,o limy_,+ ), 0 sistema permanece indefinidamente no primeiro patamar,
o que permite classifica-lo como um estado de equilibrio metaestavel. Para que o sis-

tema alcance o equilibrio de Boltzmann-Gibbs, os limites devem ser tomados na ordem
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6.4 Gases do tipo Lennard-Jones

6.4.1 Modelo

O modelo estudado nesta dissertacdo consiste num gas monoatoémico d-dimensional
confinado numa caixa fechada com paredes repulsivas, definido pelo hamiltoniano for-

malmente extensivo

1%
H =K + =+ V})aredes» (6.7)
N

onde K é a energia cinética, dada por

N
p.
K = ; o (6.8)

m a massa e p; o momento da particula i, respectivamente. O potencial de interagao
das particulas, V', é dado pela soma de potenciais de interacdo entre pares de particu-

las,

N
V= : Z v (Tij) . (69)

O potencial de interacéo de pares, v (7;;), sera modelado pelo potencial de Mie obtido

na equacao (5.19), cuja forma é

e () (2]

0\ 1/(n—a) . .
com Cp, = nja (Z—é) e , para garantir igual profundidade do poco de potencial

para qualquer valor do par (7, o), e com 7;; sendo a distancia entre os centros das

particulas i e j. Como usualmente é usado = 12, adota-se esse valor neste trabalho.

O potencial V,4¢4cs € definido como a soma de potenciais de interacéo entre as paredes

(fronteiras) do sistema e as particulas. Foram adotadas paredes moles, com potencial
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repulsivo de curto alcance que se comporta a pequenas distancias (r — 0) na forma

v(r)~—. (6.10)

O potencial externo V), cqcs confina as particulas dentro da caixa permitindo a con-
servacdo da energia total do sistema, ao trabalhar no ensemble microcandonico. Cabe
ressaltar que paredes do tipo espelho ndo conservam a energia total do sistema, exceto

no caso de gas ideal [12].

6.4.2 Procedimento Computacional

O programa implementado permite avaliar algumas propriedades dos sistemas defini-
dos na subsec¢do[6.4.1] Trabalha-se em unidades reduzidas com o ensemble microcané-
nico, no qual é fixado o nimero de particulas N, a energia total por particula E} /N,
a densidade numérica p e o parametro do potencial de mie . O passo de tempo de
integracdo, /\t, sera fixado exigindo que o erro da conservacio de energia seja menor
que 0.01% . Nessa condicéo, os At’s resultantes dos experimentos estdo no intervalo
0.005 — 0.02, com pequenos valores de At para pequenos valores de «. Para testar a
conservacdo do momento linear e angular do sistema, foram anuladas tais quantida-
des no inicio da simulacio para compara-las posteriormente com seus valores finais.
As condic¢oes de contorno escolhidas sdo: uma caixa quadrada com densidade linear
de ntimero de particulas A\ = 1 particula/o e uma caixa esférica com distancia de corte
rewt = 30, respectivamente, em duas e trés dimensées. Condi¢des inicias sdo cons-
truidas escolhendo uma estrutura cabica simples (caso tridimensional) ou quadrada
(caso bidimensional), e reescalando as velocidades com uma distribuicdo water bag
ou g-gaussiana ao valor de energia desejado. O sistema, entéo, é deixado evoluir de
acordo com sua dindmica, integrando suas equacées de movimento mediante o algo-
ritmo simplético de quarta ordem de Yoshida, e realizando um registro das variaveis:

1. %, que, na estrutura da mecanica estatistifica de Boltzmann-Gibbs, corres-

ponde a temperatura T,
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2. As posicoes e velocidades das N particulas do sistema;

3. A energia total por particula E;,/N;

em instantes de tempo uniformemente espacados em escala logaritmica até um tempo
final, em unidades reduzidas, que varia de 4.10° até 6.10%, dependendo do alcance do
potencial, da densidade e da energia do sistema. Foi identificado o ingresso do sistema
no estado de equilibrio depois que o tempo de equilibracao é atingido. Considera-se que
o tempo de equilibracéo é atingido quando a temperatura flutua ao redor de um valor
constante e experimentalmente estara no intervalo de 5.10% até 20.10%, novamente
dependente do alcance do potencial, da densidade e da energia do sistema. Todos
os calculos dos valores médios, das variaveis amostradas, serdo feitos uma vez que o

comportamento transitério estiver terminado.

Foram realizadas diferentes amostragens, mudando condigdes iniciais de posicdo e
velocidade, mantendo pardmetros como: o nimero de particulas /V; a energia total
por particular F;, /N; e, naturalmente, os parametros «, p, At constantes. Entéao, fo-
ram feitas médias das variaveis amostradas sobre diferentes realizagoes. Os simbolos

2(K) /dN kg, (Eixt) /N, foram usados para representar essas médias.

6.4.3 Algumas caracteristicas do programa desenvolvido

As rotinas de computador implementadas permitem as seguintes especificacoes

Para as posicoes iniciais:

As condigoes iniciais das posi¢oes, implementadas para sistemas bidimensionais (ver

Apéndice [A) ou tridimensionais, podem ser:
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e Em duas dimensdes.

R EEEEE I
e e s 6 e e s e s a2 s e e
e e s s a0 s s e 8 s e e
e e e e s s s e 0 s s e e e
R EEEEEEE I
I R R R R

Figura 6.4: Rede triangular com forma externa hexagonal (a) ou triangular (b) e rede
quadrada (c).

e Em trés dimensoes.

. . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . - .
. . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . .

. . . . . 0 . . . . .
. . . . - . - .
. . . * . . . . . . . . . . * . . .
. . - - - . . .
. . . - . ® . 0 . . .
. - » - . . .
. . . . . « ® . . . . . - . IS . - . .
. . - “ . - .
. . . - 0 B @ - . . .

. . . . » e a » . . .
. . ® - . . .
X X

Figura 6.5: Rede cibica simples (SC) a esquerda e rede cibica de face centrada (FCC)
a direita.
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Para as velocidades iniciais:

As condicdes iniciais das velocidades, implementadas tanto para 2D ou 3D, podem ser

dadas por:
e Distribuicédo uniforme de suporte compacto entre (—p., p.) (p. > 0), algumas ve-
zes denominada water bag distribution;

e Distribuicédo uniforme de suporte compacto entre (—p¢,, —pe;), (+0¢;, +Pc,) cOM

Dey > Pey; > 0, também denominada double water bag distribution;

e Distribuicdo ¢-gaussiana , obtida da transformacdo de Marsaglia generalizada

(ver Apéndice [C);
e Velocidades especificadas pelo usuario, lidas em arquivo.
A figura ilustra as distribuicdes water bag, double water bag e g-gaussianas. Os

valores p. ou p., e p., s@o calculados de modo a ajustar a energia total por particula

E/N especificada.

(a) (b)

Figura 6.6: Distribuicoes iniciais de velocidades: (a) water bag; (b) double water bag;
(c) g-gaussianas [12].
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Para as condicoes de contorno

O calculo do potencial gerado pelas paredes da caixa V4 cqcs pode ser feito de duas

formas diferentes:

e A primeira é considerar que os potenciais das paredes moles possuem raio de

corte. Por exemplo, para uma caixa cubica, temos que o potencial é da forma

N

6
Viaredes = »_ D0 (riw) , (6.11)

w=1 i=1

onde

1
1z Tiw < Teut
Tw

v (Tiw) =

0 Tiw > Teut
O indice w = 1,...6 identifica uma das faces da parede, r;, € a distancia da
particula i até a parede w e r.,; é a distincia de corte. A justificativa para essa
truncagem baseia-se no fato de que as contribuicées acima do raio de corte séo

muito pequenas, ja que o potencial é de curto alcance.

Figura 6.7: Distancia da particula a parede da caixa r;,, e distancia de corte r..;.

¢ A segunda forma é considerar que as paredes moles da caixa possuem uma densi-
dade linear ou superficial de namero de particulas para duas ou trés dimensoes,
respectivamente. Por exemplo, para uma caixa quadrada, o potencial fica da

forma

N
AdL
me’edes = E /r12 . (612)
i=1 ?
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Figura 6.8: Distancia r; da particula ao diferencial de comprimento dL.

Com a equacdo|6.12] no caso da caixa quadrada, é possivel obter uma expresséo
do potencial e da forca das paredes sobre uma particula no interior da caixa

(veja-se apéndice [B).

A diferenca fundamental entre essas duas formas de abordar o mesmo problema baseia-
se no fato de que o uso do potencial de corte permite uma rapida implementacao da

rotina do computador tanto em duas como em trés dimensoes.

Para a energia

O cédigo de computador implementado permite escolher entre trabalhar com a energia
por particula do sistema especificada (EE) pelo usuario ou com a energia especificada
deslocada num valor igual ao minimo de energia potencial do sistema. Tal desloca-

mento impode que FE > 0.

e Quando se escolhe trabalhar com a energia especificada, temos que FE = Fy1q1/N

Vi)
A
,
\ Et t
EE==7
Epot/ N

Figura 6.9: Energia potencial por particula do sistema com nivel de referéncia igual a
zZero.
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e Quando se escolhe trabalhar com a energia especificada deslocada num valor

igual a0 minimo da energia potencial, temos EE = (Ejoq — Ei™) /N

_ (Etot_Eggtn)
N

EE

r

Figura 6.10: Energia potencial por particula do sistema com nivel de referéncia igual

a—E"/N.

6.5 Resultados

6.5.1 Sistemas tridimensionais

Antes de tudo, sera priorizado o estudo dos sistemas tridimensionais. As posigoes e
velocidades iniciais para nossas simulacgées serdo uma rede cibica simples (SC) e uma
distribuicdo water bag, respectivamente. Na figura mostra-se a curva caldrica
(CC) para um sistema composto de 216 particulas com um potencial de longo alcance
(o = 1) e limitado por uma caixa esférica com distancia de corte r.,; = 30. Além disso,
observam-se diferentes comportamentos de acordo as diferentes densidades. Para o
caso menos denso, p = 0.01073, a CC mostra um minimo local seguido de um incre-
mento linear na temperatura, a qual é referida como "ramo vapor". A medida que se
aumenta a densidade, o minimo local desaparece. Se a densidade é aumentada ainda
mais, ndo se observam mudancas notaveis na segunda derivada da temperatura com
respeito a energia e se apaga qualquer rastro de transicéo entre dois tipos diferentes

de comportamentos.

Na figura mostra-se a dependéncia da curva caldrica com o alcance da interagéo

para uma densidade constante (p = 0.016~?%), que corresponde a uma baixa densidade
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Figura 6.11: Curvas caldricas para («, d) = (1, 3) com diferentes densidades: p =
0.050 3 (verde), p = 0.0160 2 (vermelho).

para todos os potenciais, exceto para o de muito longo alcance (o = 1). Isso é demos-
trado pela auséncia de um minimo local na curva calérica correspondente. Observa-se
também que a energia que assinala a entrada do sistema no “ramo vapor” é uma fun-
cdo crescente da energia total para sistemas de longo alcance que depois colapsa a um

valor constante para os casos de curto alcance estudados.

A diferenca de inclinacdo dos ramos numa curva caldrica indica o acontecimento de
uma transicéo de fase. Como é possivel visualizar nas figuras e o sistema
mostra evidéncia de uma transicdo de fase para diferentes valores de o e um amplo
intervalo de densidades. As caracteristicas da dita transicdo dependem do volume no
qual o sistema é confinado. Uma forma interessante de observar essa transicéo de fase
é considerar algumas funcgoes de correlacdo temporal, que mostram comportamentos

caracteristicos para gases, liquidos e s6lidos de acordo ao visto na subsecio|4.4.4

A figura [6.13] mostra o comportamento das fun¢des de autocorrelagéo de velocidade
e deslocamento quadratico médio para o = 1, 3, 9 e energias especificadas F;,;/N =

—1.83 e Eit/N = 0.87, as quais correspondem a ramos distintos da respectiva curva
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Figura 6.12: Curvas caléricas dependentes do alcance do potencial para p = 0.0l 3 e
d=3.

calérica (ver figura [6.12) .O comportamento observado na figura para a auto-
correlacao de velocidade e deslocamento quadratico médio indica que aconteceu uma
transicio de fase de primeira ordem liquido - gas, como previsto pela diferenca de
inclinacédo dos ramos das respetivas curvas caldricas em Alias, do grafico do des-
locamento quadratico médio (Ar?) para um sistema com Ey,;/N = —1.83 (verde),
é possivel obter o coeficiente de autodifusdao D. Calculando a inclinacéo da reta a partir

de t = 25, obtém-se Do_1 = 1.65812, Dy_5 = 1.22284, D9 = 1.02759.

Para referéncias futuras, é interessante notar que o caso a = 6 para dimenséo d = 2
deve corresponder a o = 9 em dimenséo d = 3, pois para ambos o quociente «/d = 3,
pode-se observar que um minimo local na curva caldrica esta presente sé6 quando a
densidade do sistema é baixa. Para um potencial de curto alcance, a relacdo entre as

CCs e o volume de confinamento ja foi visto (ver referéncia [19]).

A presenca de um minimo local na CC pode estar relacionada com a formacéo de go-
tas no espaco de configuracdo. Ao lidar com os potenciais de longo alcance, a situagao
muda levemente: os clusters ndo podem ser completamente isolados, e ainda ha clus-

ters pouco interagentes, que acabam precisando de mais espaco para acomodar-se.
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Figura 6.13: Funcéo de autocorrelacao de velocidades Z (¢) e deslocamento quadratico médio <Ar2> para um sistema com d = 3,
a =1, 3,9 e com energias especificadas F;,;/N = —1.83 (verde) e Ey,;/N = 0.87 (vermelho), correspondentes a ramos distintos da
respectiva curva calérica.



6.5.2 Sistemas bidimensionais

Agora, os sistemas em duas dimensodes serdo priorizados. As distribuigdes iniciais de
posicao e velocidade sao, respectivamente, uma rede quadrada e uma distribuicdo wa-
ter bag. Na figura[6.14], mostra-se a dependéncia do alcance das curvas calérica para
um valor constante da densidade p = 0.010~2 com N = 225 particulas limitadas numa
caixa quadrada com densidade linear \ = 1 particula/o. Percebe-se, prontamente, que
ha diferencas entre os casos de trés dimensdes e duas dimensées. No primeiro caso,
encontrou-se que se a densidade é suficientemente baixa, entdo um minimo local na
CC esta presente para cada «. Por outro lado, para o caso bidimensional, encontrou-se
um minimo local para um potencial de longo alcance a = 2, e também para um caso de
curto alcance (o« = 3, que corresponde a um potencial de curto alcance em d = 2). No
entanto, o aumento de a provoca a queda da profundidade do pocgo, tornando-a quase
nula, o que impede a identificacdo dos valores negativos de C, devido as incertezas
numéricas envolvidas. Por outro lado, se é considerado somente o alcance do poten-
cial a/d (como se define na referéncia [13]) e se compara o que acontece nos sistemas
bidimensionais e tridimensionais, percebe-se que ha dois comportamentos diferentes

para o mesmo valor do alcance do potencial.

1 T

——oa=1
a=2
0.8 |- —X—-a=3
- a=6
a=9
0.6 [
<
=
£
3
=%
£ 04t
F

_ . o =
0.2 ek _ 7~

E total /N

Figura 6.14: Curvas caléricas dependentes do alcance do potencial para p = 0.0lc~2 e
d=2.
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A figura[6.15ilustra a evolugéo temporal da energia cinética média por particula para
sistemas bidimensionais de curto alcance (o« = 6) e de longo alcance (aw = 1) com ener-
gias especificadas deslocadas correspondentes ao minimo e a ramos distintos das res-
pectivas curvas caldricas. Pode-se observar a presenga de um unico platé para o po-
tencial de interacédo de longo alcance e dois platos para o potencial de curto alcance.
Observa-se também que tanto para o = 6 como para « = 1 a energia cinética no ponto
cuspide da curva calérica (veja-se as curvas de cor verde) é baixa, comparada com as

energias cinéticas nos ramos das CC.

0.7 T T T

@ (a, d) = (1, 2) — EE=05

—— EE=0.84

0.6

0.5r1

04+

<K>/N

03§

02t

0.1 ‘ ‘

tempo

<K>/N

tempo

Figura 6.15: Evolucido temporal da energia cinética média por particula para d = 2.
(a) potencial de longo alcance (o =1); (b) potencial de curto alcance (o« = 6). Para
energias especificadas deslocadas correspondentes aos dois ramos e ao minimo da CC
(verde).
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Figura 6.16: Curvas caldricas para («, d) = (1, 2) com diferentes densidades: p =
0.50~2 (vermelho), p = 0.010~2 (verde), p = 0.0010 2 (azul).

Na figura |6.16, mostra-se o efeito da densidade sobre a curva caldrica de um sistema
composto de 225 particulas e com interacdes de longo alcance (a« =1, d =2). O au-
mento da densidade diminui a regido de calor especifico negativo. Em densidades

muito elevadas, esse efeito desaparece totalmente.

A figura ilustra o efeito do tamanho do sistema sobre a curva caldrica, variando
o numero de particulas e mantendo a densidade constante para um sistema com in-
teragdes de longo alcance (« = 1). Observa-se também o crescimento da energia por
particula do ponto de cispide, definida como a energia de transicédo entre fases, com o

aumento do sistema em escala log-log.

Finalmente, para acompanhar a figura ilustra-se, na |6.18| a evolucédo temporal
da energia cinética média por particula (K) /N, que é equivalente a temperatura,
dentro do formalismo usual de Boltzmann-Gibbs. Nota-se que no instante inicial, o
sistema estd em seu minimo de energia potencial, ou seja, (K) /N = E/N. Percebe-
se um transiente, e, finalmente, o estado estacionario de equilibrio (neste caso, de

Boltzmann-Gibbs).
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Figura 6.17: Curvas caldricas dependentes do tamanho do sistema para («, d) = (1, 2),
N = 225 (azul), N = 289 (verde), N = 400 (vermelho). Detalhe: E.,,,/N vs. N em
escala log-log.
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Figura 6.18: Evolucdo temporal da energia cinética média no ponto cispide da curva
calérica para (o, d) = (1, 2), N = 225 (vermelho), N = 289 (verde), N = 400 (azul).
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Capitulo 7

Conclusoes

“If you're not part of the solution, you're part of the precipitate.”

— Henry J. Tillman.

este trabalho, se levou a cabo uma analise numérica detalhada do comporta-
N mento termodindmico dos sistemas finitos confinados em duas e trés dimen-
soes, fixando um ensemble NVE. Nosso principal objetivo foi estudar o comportamento
do calor especifico em termos da densidade e a dimenséo do sistema. Nés identificamos
calores especificos negativos mediante a busca de minimos locais nas curvas caléricas
correspondentes. Outro objetivo, ndo menos importante, era distinguir o aconteci-
mento de uma transicio de fase para esses sistemas pequenos mediante o analise de

algum observavel, como aparece nas figuras|6.13

Como consequéncia da analise mencionada, encontramos que a presenca de calor es-
pecifico negativo é uma caracteristica bastante geral presente em sistemas confinados
em duas e trés dimensées que interagem com potenciais de longo alcance e de curto
alcance. Ao utilizar o potencial LJ generalizado, cujo alcance é dado quando o valor
do parametro « é fixado, nés encontramos que para sistemas tridimensionais sempre

existe um valor da densidade para a qual o sistema mostra um Cy negativo.

Uma informacao muito importante pode ser extraida das figuras e baseados

nas referencias [8, [19, 20, podemos dar uma interpretacdo da presenca do minimo
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local nas curvas caléricas. Para casos menos densos, o sistema se quebra em fragmen-
tos, pois tem espaco suficiente, e para casos mais densos, o sistema comporta-se como

um unico cluster, mesmo para altas energias.

A energia na caspide, da curva caldrica para sistemas bidimensionais cujo parte atra-
tiva do potencial de interacéo é ox 1/r*, mostrado na figura[6.17, é funcéo do tamanho

do sistema, como reportado em [13].

Pode-se observar, da figura que néo é possivel afirmar que existam dois platoés
para sistemas com longo alcance, e sim para sistemas de curto alcance. Nao encontrar
dois platos nédo é uma contradicéo a conjectura de Tsallis: estes dois platés podem néo
aparecer, dependendo das condic¢des iniciais do sistema. Outra possibilidade para a
ndo formacéo dos platdos é que o tempo de simulagio néo tenha sido suficiente para
enxergarmos a mudanca de platé na energia cinética. Como mostrado em [21]], esse

tempo pode ser muito grande.
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Apéndice A

(Geracao das posicoes iniciais em

duas dimensoes

“Vocé realmente néo entende algo se néo consegue explica-lo para sua avé.”

— Albert Einstein.

Para a formacao das redes de Bravais bidimensionais com uma determinada forma
geométrica na sua fronteira, constroéi-se uma progresséo aritmética de segunda ordem,
que relaciona a forma da fronteira com o nimero de particulas dentro da redeE] Deve-

se lembrar que o termo geral a,, de uma progresséo aritmética de segunda ordem,

ay; a az Qa4 ... ap
I N
dy dy d3
Sse—r S
T T ,
é dado por
(") 2 _3 _
an—(Z)n +(d1 2r>n—|—(r dy +ay). (A1)

Em seguida, estuda-se a rede de Bravais triangularﬂ com forma geométrica externa

triangular e hexagonal.

"Uma progresséo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia de nimeros em que as diferencas
entre os termos consecutivos seguem uma progressdo aritmética.

2Uma rede triangular é invariante sob reflexdes nos eixos = e y e para rotacdes de 7/3 (rotacio de
multiplicidade-3).

81



A.1 Forma geométrica triangular

Nesse caso, é possivel achar uma relacdo entre o nimero de linhas horizontais (LH),

contidas no tridAngulo, e 0o niimero total de particulas distribuidas, como é mostrado na

figura
1LH
%
L
V3
2
7 2LH
2
. 3LH

1LH — 0+1=1part
2LH — 1+2=3part
3LH —

4LH —

Figura A.1: Forma geométrica triangular.

Da progressio aritmética na figura e a equacio obtém-se

n =

nro. de linhas horizontais.

1 3
2n2+(22>n+(12+1),
n?+n — 2N,
—14++V14+8N |7

5 :

N :

nro. de particulas.

A.2 Forma geométrica hexagonal

1+2+3=6part

o

1+2+3+4=10pa

A
4\1

(A.2)

Nesse caso, é possivel achar uma relacdo entre a n-ésima linha horizontal (n LH), que

contem n particulas, e o nimero total de particulas distribuidas, como se mostra na

figura
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1LH

1LH — (0)-2+1=1lpart

6 6
L nLH 2LH — (2)-243="7part \

\12 6

L)
18

3LH — (3+4)-2+5=19par

2n—-1)LH 4LH — (4+5+6)~2+737part\

¢ (3n-=2)LH

Figura A.2: Forma geométrica hexagonal.

Da progressdo aritmética na figura|A.2)e a equacéo obtém-se

N = gn2+(6—3é6)n+(6—6+1),

0 = 3n?2—3n+(1-N),

34+ 12N —3 |n: nro.de particulas na 1ra. LH.

5 (A.3)

N : nro. de particulas.

Das equacoes e é possivel obter o niumero exato de particulas que formam,

respectivamente, uma figura triangular e hexagonal.

Em seguida, é dada uma implementacdo em coédigo Fortran 95 das redes bidimensio-

nais usadas na simulacéo.
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15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

[ — — — —

SUBROUTINE RETICULO( Lattice ,side ,wall ,qx,qy,Npart)

'QX0,QY0: posicoes distantes das paredes em 5 unidades.
IMPLICIT NONE
INTEGER:: 1hl,lh,lv,ipoint,lattice ,Npart,i,j
REAL+*8:: qx(Npart) ,qy(Npart) ,espacio ,wall
REAL+8:: h,qx0,qy0,level ,raiz3 ,1h2,side2, side
side2=side/2.0
raiz3=dsqrt (3.D0)
IF (lattice == 0) THEN
'REDE INTERNA TRIANGULAR FORMA EXTERNA HEXAGONO.
qx0 = side2
qy0 = side—wall
level =(3.D0 + dsqrt(12.D0Oxdble(Npart)—3.D0))/6.D0
lh = idint(dint(level))
lhl = 1h*(3xlh—1)/2.D0

ipoint = 0
qx0 = gqx0 — espacio*xlh/2.D0
qy0 = qy0 — espacioxlhxraiz3/2.D0
DO j = 1h,2xlh-1
DO i =1,j
ipoint = ipoint + 1
IF(ipoint <= l1h1l) THEN
gx(ipoint) = qx0 + dble(i—1)*espacio

qy0

qy(ipoint)
END IF
END DO
qx0 = gx0 — espacio/2.D0
qy0 = qy0 — espacioxraiz3/2.D0
END DO

qx0 = qx0 + espacio

qy0 = qy0
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36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

DO j = 2«lh—-2,1h,-1
DOi=1,j
ipoint = ipoint + 1
IF (ipoint <= Npart) THEN
gx(ipoint) = qx0 + dble(i—1)*xespacio

qy(ipoint) = qy0
END IF
END DO
qx0 = qx0 + espacio/2.D0
qy0 = qy0 — espacioxraiz3/2.D0
END DO

END IF

IF(lattice==1) THEN

'REDE INTERNA TRIANGULAR FORMA EXTERNA TRIANGULO.

qx0=side2
qyO=side—wall

level=(—1.d0+dsqrt(1.d0+8.d0xdble(Npart)))/2.d0

lv=idint (dint(level))

ipoint=0
DO j=1,lv
DO i=1,j
ipoint=ipoint+1
IF(ipoint <= Npart) then
gx(ipoint)=qx0+dble (i —1)*xespacio
qy(ipoint)=qy0
ENDIF
ENDDO
gx0=qx0—espacio/2.d0
qy0=qy0—espacioxraiz3/2.d0
ENDDO
ENDIF

IF (lattice == 2) THEN
'RETICULO CUADRADO
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73 qx0 = wall

74 qy0 = side — wall

75 level = dsqrt(dble(Npart))

76 lv = idint(dint(level))

77 IF (mod(int(level),1) == 0.) THEN
78 Ih = 1lv

79 ELSE

80 lh =1v +1

81 END IF

82 ipoint = 0

83 DO j = 1,1v

84 DO i = 1,1h

85 ipoint = ipoint + 1

86 IF (ipoint <= Npart) THEN
87 gx(ipoint) = qx0 + dble(i—1)*xespacio
88 qy(ipoint) = qy0

89 END IF

90 END DO

91 qy0 = qy0 — espacio

92 END DO

93 DO i=ipoint+1,Npart

94 gx(i) = gx0 + dble(i—ipoint —1)xespacio
95 qy(i) = qy0

96 END DO

97 ENDIF

98  ENDSUBROUTINE
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Apéndice B

Potencial de uma caixa quadrada

com paredes continuas

“A Fisica esta para a Matematica, assim como o sexo esta para a masturbacéo.”

— Richard Feynman.

Com objetivo de simular, o mais préximo da realidade, um sistema de particulas bi-
dimensional dentro de uma caixa com paredes repulsivas, implementou-se nesta tese
um cédigo em Fortran 95 que pode simular uma caixa quadrada cujas paredes moles,
de comprimento L e densidade linear de particulas )\, tem um potencial repulsivo de

curto alcance que se comporta a pequenas distancias como 2.

Inicialmente, sera determinado o potencial elétrico V' no ponto P (h, k), produzido por

uma barra de comprimento L e densidade linear de particulas .

Para esse célculo, foi considerado um elemento de comprimento dx; da barra, como

mostra a figura[B.I] O nimero de particulas desse elemento é dada por
dN = M\dx;. (B.1)

Esse elemento produz um potencial elétrico dV no ponto P (h, k), que estd a uma

1/2
distancia r = |(z; — h)? + k2 do elemento. Tratando o mesmo como uma massa
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Figura B.1: Barra de comprimento L e densidade linear de particulas A uniforme.
pontual, pode-se usar a equacéo para escrever o potencial dV como

dN

d‘/parede T? y

6
(z1 — h)* + k2

Agora, calcula-se o potencial total V,,q,cqc, produzido pela barra no ponto P, integrando
a equacio ao longo da barra, de x1 = 0 a 21 = L, fazendo a mudanca de variavel

x1 —h =k tan (0). O resultado é o seguinte:

L
Adxl
V})arede = / 9 67
O (G - n)? 2

/92 Mk sec? (0) do
0

(k2 sec? ()8
= i /92 cos'? (0)de (B.3)
k,ll o : :

E possivel calcular a forca correspondente ao potencial V),,,.q. usando a equacéo ? =

—V,;zV. Da equacéo pode-se observar que Vg ede = fOL f (z1, h, k) dz1, sendo ne-
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cessario utilizar a regra de Leibniz das integrais

d b(0) / /
CZ@(( f @, 0)d ) [ e 04 16008 0) - 1 @0), 00 0), B

para obter as componentes da forca no ponto P (h, k). As componentes x; e x2 de ?

obtidas s&o

A
F,, = 5H] (cos'? (62) — cos'? (61)),

121 [P
Fo, = 71 / cos'? () db. (B.5)

Para determinar o potencial elétrico V num ponto interior P (h, k), produzido por uma
caixa quadrada de comprimento L e densidade linear de particulas )\, supde-se que a
caixa é formada por barras de comprimento L e densidade linear de particulas A, nas
quais poderéao ser usadas as equacgoes e O procedimento, ilustrado na figura

B.2] permite obter os seguintes resultados

PN A [0
%arede - ﬁ /00 CO (9) d9 + hll / COSlO (H) de
1

A

% 10
+ )11/62 cos ™ (0)df +
1

93
A i / " cos!0 (0) do,
(L—k 3

(L—h)" Jo3

0.
];1\2 (cos' (63) — cos' (6))) + 221;\/ " cos!? (0) do
01

A 122 (%
— m (COS12 (9%) — COS12 (9%)) — m /9;{) COS12 (9) d@,

12\ [% A
F,, = 2 /90 cos'? (0) df — iz (COS12 (9%) — cos'? (9}))
1

122 (% A
— m /62 COS12 (9) da + m (COSl2 (93) — COS12 (9?)) .
1

Onde 09 = arctan (Z), 63 = arctan (£32), 0] = arctan (53%), 03 = arctan (£), 67 =

arctan <%), 63 = arctan (ﬁ), 3 = arctan (L h) 03 = arctan (f:z)
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Figura B.2: Decomposicio das paredes de uma caixa quadrada em barras de comprimento L.
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Apéndice C

Transformacao de Box-Muller

“Saiba como resolver cada problema que ja foi resolvido.”

— Richard Feynman

A transformacéo de Box-Muller é um método de amostragem de nimeros pseudo alea-
torios para gerar pares de nimeros aleatérios independentes com distribuicido normal
padradl], dada uma fonte de nimeros aleatérios independentes uniformemente distri-

buidos.

Isso é expressado comumente em duas formas. A forma béasica, dada por Box and
Muller [14], toma duas amostras de uma distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1] e os
atribui a duas amostras com distribui¢do normal padrdo. A forma polar, proposta por
Marsaglia [60], toma duas amostras de um intervalo diferente, [—1, 1], e os atribui a

duas amostras normalmente distribuidas evitando o uso de fun¢des seno ou cosseno.

Por conseguinte, a énfase é dirigida a forma polar da transformacao e proporciona-se

um pequeno algoritmo.

luma distribuicdo normal standard ou padrio tem expectacéo zero e varidncia unitéria.
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C.1 Forma Basica

O método de Box-Muller [14] é um método brilhante para obter duas variaveis aleato-
rias normais padrio independentes a partir de dois uniformes independentes. Baseia-

se no truque familiar para calcular

—+00 9
I:/ e 2. (C.1)

—0o0

Isto ndo pode ser calculado mediante "integracio” - a integral indefinida néo tem uma
expressao algébrica em termos de fungoes elementares (exponenciais, logaritmos, fun-

¢oes trigonométricas). No entanto,

“+o00 “+oo
I’ = / e_xQ/Qda:/ e_yZ/zdy

jooo “+o0 2_002
_ / / e~ (@2 10) 2 gy (C.2)

A dltima integral pode-se calcular usando coordenadas polares = = rcos(6), y =

rsin (f) com o elemento de area dxdy = rdrdf, de maneira que

2T +o0o 5
? = / / re " 2drdo
o Jo
27 +o0o 9
= / dH/ re " 2dr
0 0

400
= 27r/ e *ds
0

= 27 (C.3)

O algoritmo de Box-Muller é uma interpretacao probabilistica deste truque. Se (X, Y)
é um par de variaveis aleatérias normais padrdo e independentes, entdo a funcio

densidade de probabilidade é um produto

fla,y) = ——e 2 v

— ()2 (C.4)
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Dado que esta densidade é radialmente simétrica, é natural considerar as coordenadas
polares (R, ©) variaveis aleatorias, definidas como R = v X? + Y2, © = arctan (Y/X).

Temos

0 ;
0 = oGy
= i7“(2_712/2. (C.5)

Ja que as variaveis (X, Y) sdo independentes, (R, ©) também séo independentes. Ob-

tendo

[, 0)=f(0)f(r) (C.6)

Claramente © distribui-se uniformemente no intervalo [0, 27] e o comprimento do raio

—r2/2

vetor r tem uma densidade re . Portanto, as funcoes densidade de (R, ©) vém

dadas por:

das quais pode-se obter as respectivas funcoes de distribuicéo

© 1 ©
F = —df = —
(©) /0 27Td 27

R

F(R) = / re " 2dr =1 — e H/2,
0

Portanto, assumindo que U; y Us sfo variaveis aleatérias uniformemente distribuidas

em [0, 1], pode-se obter R e © resolvendo as equagdes de distribuicao

F(R) = 1—-e®12=1_1,
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cujas solucgdes sdo respectivamente © = 27Uz e R = y/—21In (U;). Resumindo, o mé-
todo de Box-Muller toma duas varidveis aleatérias uniformes independentes U; e Us e
produz duas normais padrao independentes X e Y. Usando as formulas X = R cos (©)

e Y = Rsin (©) e substituindo as expressdes obtidas para © e R, obtém-se

X = —21n (Uy) cos (2wU3)

= /—2In(Uy)sin (2703). (C.7)

As equacdes dadas em (C.7), sdo denominadas como transformacdes de Box-Muller. O
uso das transformacoes de Box-Muller néo é eficiente desde o ponto de vista computa-
cional, ja que requer calcular func¢oes logaritmos, raizes quadradas, senos e cossenos.
Uma maneira de evadir esta dificuldade computacional foi proposta por Marsaglia, a

qual permite realizar o calculo das funcGes seno e cosseno de forma indireta.

C.2 Forma Polar

A forma polar é uma modificacédo do algoritmo de Box-Muller, que utiliza uma técnica
de rejeicao [51] para evitar o calculo de fungoes trigonométricas. O método consiste no
seguinte; em lugar de eleger um ponto aleatério (U, Us) uniformemente distribuido
no quadrado unitério [0, 1] x [0, 1], como é feito na forma béasica da transformacao
de Box-Muller, escolhem-se pontos (17, V) uniformemente distribuidos no quadrado
[—1,1] x [-1,1] até que um cai no disco unitario ao redor da origem (o que ocorre
com probabilidade 7/4). Devido a que (Vi, V) é uniformemente distribuido, entao
a soma de seus quadrados ¢ = R? = V2 + Vi é uma varidvel aleatéria distribuida
uniformemente em (0, 1), que pode ser usada em lugar de U;, enquanto o angulo O,
que (V1, V) define com respeito ao eixo x, pode tomar o lugar do dngulo aleatério 27Us.

Da figura [C.1] pode-se obter as relagdes Vi = Rcos (0) e Vo = Rsin (0) e, substituindo
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2
_y 1 R =V "+V
cos(}—p‘;
R
) | 4
\\ 1 i U=—2
v, sin R

Figura C.1: Método de Marsaglia para gerar variaveis aleatérias normais padrao [94].

na equacio (C.7), obtém-se

VE+ V2 !

—2In (V2 + V)
V5. C.8
\/ V22 2 (C.8)

v _ V—?ln(me?)

onde X e Y sdo variaveis aleatdrias normalmente distribuidas.

A forma polar é uma melhora algoritmica da transformada de Box-Muller porque é
geralmente mais rapida devido a facilidade de calcula-la (sempre que o gerador de
numeros aleatérios seja relativamente rapido) e numericamente mais robusta. Além
disso, evita o calculo de funcgdes trigonométricas, mas ao custo de gerar n/4 pares

ordenados uniformeﬂ em média, por cada par ordenado normal padrao.

2A probabilidade de que um ponto gerado dentro do quadrado centrado na origem e area 4, esteja
dentro do circulo unitario centrado na origem é /4 ~ 79%.
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Algoritmo da Forma Polar

O método polar de Marsaglia difere do método basico em que emprega a amostragem
de aceitacfo-rejeicdo para evitar o calculo de fungées trigonométricas. O algoritmo do
Método polar é o seguinte:

e Passo 1: Gerar dois valores aleatérios V; e V2 em [—1, 1].

Passo 2: Calcular R? = V + V2. Em caso que R? > 1 retornar ao passo 1.

Passo 3: Calcular p = \/—2-1n(q) /q.

Passo 4: X, , = pV; » representa dois nimeros aleatérios independentes nor-
malmente distribuidos.

Passo 5: Se X ~ N (0,1), entdoa- X + b~ N (b,a?).

Figura C.2: Algoritmo da forma polar de Marsaglia [35].

C.3 Box-Muller generalizado para distribuicoes ¢-gaussianas

A generalizacdo da técnica de Box-Miiller baseia-se na preservacio de sua simetria
circular, enquanto se muda o comportamento na direcéo radial [79]. O algoritmo a ser
abordado comeca com as mesmas duas desviacées uniformes como na técnica de Box-
Muller original, e aplica-se uma transformacio similar para produzir distribuicées
g-gaussianas. Portanto, conserva-se a simplicidade da implementacdo que torna a

técnica de Box-Miiller original muito tutil.

Naturalmente, dadas as distribui¢des uniformes independentes U; e U, definidas em

(0, 1), definem-se duas novas variaveis aleatérias Z; e Z; como

Zl = 14/ —2 lnq (Ul) COS (27TU2)
Zy = /—21Ing (Uy)sin (27Us). (C.9)

As variaveis 7 e Z, sao distribuicées ¢-gaussianas padrao caracterizadas por um novo

parametro ¢ = :inT’ll. Como ¢ (usada no g-logaritmo da transformacéo) esta no inter-

valo (—1, o), a g-gaussiana é caracterizada por ¢’ no intervalo (—oo, 3), que € o in-

tervalo de interesse para a ¢-gaussiana. Pois para ¢’ > 3, a distribuicdo pode néo ser
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normalizada.

Para demostracao que Z; e Z, sdo g-gaussianas, obtém-se a transformacao inversa de

1
Ul = exp, (—2 (Z% + 222))

1 Z
Uy, = %arctan (Zi>

Constroéi-se a densidade conjunta de (Z;, Z), denotada por fz, z, (21, 22), como

fz1, 25 (21, 22) = fon, 0, (21, 22) |J (21, 22)] (C.10)

onde o Jacobiano é dado por

oUy oU;
Z Z:
J(Zl, 22) = 0Z1 022
oUs  0OUsz
071 075

- [equ <-; (=2 +z§)>]q.

Ja que U; e U; séo variaveis aleatérias independentes uniformemente distribuidas
em (0, 1), obtém-se imediatamente fy, r, (21, 22) = 1. Substituindo na equacéo

obtém-se

1 _1(.2,..2\\ ¢
thZQ (21,22) — (eqz(zlJer))

o

1 72(z2+22) q
= — (e} 72 .

27‘(((2_1/‘]) )

Nota-se que, no limite ¢ — 1, é obtido novamente o produto das distribui¢cées normais

padréo independentes exigido pelo método de Box-Muller.

As distribui¢des marginais resultantes desta densidade conjunta sido g-gaussianas pa-

dréo. Como é ilustrado a seguir para o caso ¢ > 1, obtém-se as distribui¢cdes marginais
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integrando a densidade conjunta

1 o0
Iz, = 2/ fz1, 2, (21, 22) dz1

- B a0

1
Zy = 7F 3_g' 3—¢ +3_q/
2(¢'-1)
1 (-
Fazendo A, = gMeB/:%,obtém-se
q T 3,/> q 3—q
2(q'-1)

- ICC2
Iz, = Agy/Bye, " (C.11)

A equacao permite demonstrar que as distribui¢ées marginais associadas as va-
riaveis aleatérias Z; e Zs recuperam a forma da densidade de uma ¢-gaussiana pa-
drao com parametro ¢’ [79]. Também é interessante notar que, no limite ¢ — —oco, a

g-gaussiana recupera uma distribuicdo uniforme sobre o intervalo (—1, 1).

E possivel generalizar, ainda, a melhora algoritmica proporcionada pelo algoritmo de
Marsaglia. A generalizacéo das equacées da forma polar, é obtida introduzindo o

In,

V12 + ‘/'22

o, (V2 + V2
y — \/ n (V7 + 2)v2. (C.12)

. \/—2lnq (V2+V2)

V2 +VE

A seguir apresentamos, em codigo Fortran 95, as rotinas das generalizacoes dos algo-

ritmos da forma basica e polar do método de Box-Muller.
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

35

I =

SUBROUTINE Box—Muller (nSamp, qDist, vect, Sem)

!

1qDist e <—infinity , 3> qGen e <—1, infinity >

Insamp : numero de dados.

I qDist : valor de q que caracteriza a q—gaussiana.
!qLog(x,q) : funcdo que devolve o g—logaritmo de x.

!ran3(sem) : funcdo que retorna um numero aleatorio entre 0 e 1.

IMPLICIT NONE

INTEGER nSamp, Sem, k

REAL+8 ul,u2,qGen, qDist, pi,qLog
REALx*8 ,dimension (1:nSamp) :: vect
REAL ran3

EXTERNAL ran3

EXTERNAL qLog

pi=2.0d0xasin(1.d0)

IF (gDist < 3.0) THEN
lcalculo de q para usar em q—log
qGen = (1.d0 + qgDist)/(3.d0 — gDist)
vect 0.d0
Do k=1,nSamp

! Obtem—se duas variaveis aleatorias uniformes da funcédo ran3.
ul = ran3(sem)

u2 ran3 (sem)

laplica—se a generalizacdo do algoritmo de Box—Muller,

ltomando um dos possiveis valores.

Vect(k) = dsqrt(—2xqLog(ul,qGen))xdsin (2. pixu2)

! Vect(k) = dsqrt(—2xqLog(ul,qGen))*dcos(2.* pi*xu2)

ENDDO
ELSE
write(* ,x) "O valor de g na entrada deve ser menor que 3"

ENDIF
ENDSUBROUTINE
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1 =

2 SUBROUTINE Marsaglia(nSamp, qDist, vect, Sem)

4 1qDist e <—infinity, 3> qGen e <—1, infinity>

5 Insamp : numero de dados.

6 1qDist : valor de q na gq—gaussiana.

7 !qLog(x,q) : funcdo que devolve o g—logaritmo de x.

8 !ran3(sem) : funcdo que retorna um numero aleatorio entre 0 e 1.

10 IMPLICIT NONE

11 INTEGER nSamp, Sem, i

12 REAL+8 R,ul,u2,vl,v2,s2,qDist,qGen, qLog
13 REALx*8 ,dimension (1:nSamp) :: vect

14 REAL ran3

15 EXTERNAL ran3

16 EXTERNAL qLog

17

18 IF (gqDist < 3.0) THEN

19 !calculo de q para usar em q—log

20 qGen = (1.d0 + gDist)/(3.d0 — gDist)

21 DO i=1,nSamp

22 ! Obtem—se duas variaveis aleatorias uniformes da funcdo ran3.
23 1 ul = ran3(sem)

24 u2 = ran3(sem)

25 laplica—se a generalizacdo do algoritmo de Marsaglia,
26 !tomando um dos possiveis valores.

27 vl = 2.0xul — 1.0

28 v2 = 2.0%u2 — 1.0

29 S2 = v1x*x2 + v2xx2

30 If (s2 >= 1.0) Goto 1

31 R = —2.0x qlog(s2,qGen)/s2

32 vect(i) = vlxdsqrt(R)

33 I vect(i+1)=v2xdsqrt(R)

34 ENDDo

35 ENDIF

36 ENDSUBROUTINE
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Agora, apresentam-se em um histograma os resultados obtidos pelos dois algoritmos
generalizados para diferentes valores de ¢, usando 1.0e7 dados [32]. E possivel obser-
var, da figura que para ¢’ = 1 recupera-se a gaussiana usual e quando ¢ — —oo,

a ¢-gaussiana recupera uma distribui¢do uniforme sobre o intervalo (—1, 1).

3535 T T T T T q; l 0 |4
= .1 .0ed ——
| Box-Muller g'= 00 -
q'= 1.0 —
2.5e5¢ =20 —= -
=29
q'= 3.0

Frequéncia
n
(¢}
L

3.5¢5 - - ' - - ;

Marsaglia —-1.0ed ——

2.5e5

Frequéncia
"
[¢]
N

Valor

Figura C.3: ¢-Gaussianas obtidas dos algoritmos de Box-Muller (acima) e Marsaglia
(abaixo) generalizados.
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