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Resumo

Analisamos a acao de um mecanismo de cancelamento de anomalias na simetria de
calibre (que funciona em teorias abelianas) sobre teorias nao abelianas. Expandindo os
elementos do grupo de calibre em série, mostramos que este mecanismo nao funciona no
caso nao abeliano. Consideramos casos particulares (SU(N) em duas dimensoes e SU(2)

em d dimensoes) que confirmam o caso geral.
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Abstract

We analyse the action of a mechanism for gauge anomaly cancellation (which works
in abelian theories) in the context of non abelian gauge theories. Expanding the gauge
group elements in series, we show that this mechanism does not work in the non abelian
case. We consider particular cases (SU(N) in two dimensions and SU(2) in d dimensions)

that agree with the general situation.
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Introducao

“Now the ice was broken, the ABJ anomaly opened the door to a deeper understanding of
QFT, a new era for field theory research began”

(Reinhold A. Bertlmann, Anomalies in Quantum Field Theory)

As simetrias e suas respectivas leis de conservacao desempenham um papel essencial
em nossa compreensao da natureza. Tais leis de conservagao sao expressas concisamente
pelo teorema de Noether, que associa a cada simetria continua de um dado sistema fisico,
um conjunto de quantidades conservadas. Ao quantizarmos uma teoria esperamos que
tais simetrias permanecam. Entretanto, como os fisicos do século XX foram obrigados a
aceitar, conceitos classicos quase sempre sao demolidos ao considerarmos efeitos quanticos,
os exemplos mais comuns sendo a dualidade onda-particula e a relacao de incerteza de
Heisenberg. De fato, vérias leis de conservacao, validas classicamente, sao violadas quan-
ticamente. Este fenomeno é denominado anomalia.

A importancia de uma anomalia em uma teoria quantica de campos esta diretamente
relacionada ao principio da simetria de calibre, sendo este a base da compreensao atual

sobre as interagoes fundamentais. A existéncia de uma anomalia sinaliza a quebra de uma



invariancia de calibre revelando possiveis inconsisténcias da teoria. A nao manutencao da
simetria de calibre quantica implica na quebra das identidades de Ward-Takahashi (ou de
Slavnov-Taylor, no caso nao abeliano), fundamentais para a prova da renormalizabilidade
perturbativa da teoria. Sao elas que permitem relacionar constantes de renormalizacao e
cancelar divergéncias que seriam intrataveis de outra maneira. Sem tais identidades, nao
se poderia garantir a renormalizabilidade perturbativa da teoria, o que a invalidaria na
pratica.

Entretanto, a identificacdo de uma anomalia, associada a um modo de evitar suas
consequeéncias, gera uma teoria com severas restricoes e profundas previsoes experimen-
tais, como demonstrado pelo modelo padrao das interacoes fundamentais. Esse modelo
descreve trés das quatro interacoes conhecidas por uma teoria de calibre nao abeliana,
baseada no grupo SU(3) x SU(2) x U(1). Tal modelo conseguiu, com notavel sucesso,
delinear um quadro que, no futuro, talvez permita uma unificacao consistente das quatro
interagoes.

A teoria mencionada acima incorpora a presenca de bdsons vetoriais massivos, cuja
presenca usualmente implica na violagdo da simetria de calibre. O problema é contor-
nado pelo mecanismo de Higgs que, no entanto, exige a separacao dos férmions de Dirac
encontrados na natureza (os léptons e os quarks) em férmions de Weyl (por exemplo, o
modelo na fase de simetria nao quebrada contém um elétron esquerdo e um direito em
multipletos associados a simetrias distintas).

Sabe-se, contudo, que a presenca de férmions de Weyl numa teoria de calibre tem
como conseqjiiéncia a geracao de anomalias precisamente na simetria de calibre da teoria.

A solucao, no modelo padrao, vem do fato de que, gracas a representacao particular na



qual estao colocados os férmions quirais iniciais, a anomalia gerada pela parte leptonica
da teoria tem a mesma magnitude e sinal oposto que a gerada pela parte hadronica. Isso
conduz a uma situagao em que uma das previsoes do modelo consiste precisamente na
igualdade do numero dessas familias, fato verificado atualmente apds a descoberta do
quark top.

Historicamente as anomalias tém um longo caminho percorrido. A descoberta da
anomalia quiral data dos trabalhos de Steinberger [1] em 1949, referentes a calculos de
amplitudes de decaimento do 7%, dentro de um modelo do tipo pion-nucleon. H. Fukuda
e Y. Miyamoto [2] realizaram independentemente calculos semelhantes. Dois anos de-
pois, Schwinger [3] destacou o fato de a conservagao da corrente axial na eletrodinamica
quantica (EDQ) ser violada ao se regularizar apropriadamente o operador de corrente.
No contexto da EDQ bidimensional sem massa, Johnson [4] apontou, em 1963, para a
competicao entre a simetria de calibre e a simetria axial. Seria apenas no final da década
de sessenta que a devida atencao seria dada a estes resultados. Apoiados pela algebra
de correntes e pela hipétese PCAC (partial conservation of the azial current), Sutherland

0 nao poderia decair em dois fétons, negando um

[5] e Veltman [6] “provaram”que o 7
conhecido fato experimental. Tal quebra-cabegas foi resolvido por Bell e Jackiw [7] em
1969 utilizando o modelo sigma: uma possivel quebra da simetria axial corrigiria a taxa
de decaimento do teorema de Sutherland, em excelente acordo com os dados experimen-
tais. No mesmo ano, conclusoes similares obtidas por Adler [8], trabalhando com uma
eletrodinamica espinorial, atrairam definitivamente a atencao para as anomalias e suas

consequencias.

Este aumento de interesse resultou no estudo intenso das propriedades das anomalias e



na descoberta da importéancia delas em outros contextos [9, 10, 11]. Importantes teoremas
foram propostos, como o de Adler-Bardeen [12], que mostrou que a anomalia é completa-
mente determinada pelos cdlculos em um laco, nao recebendo, portanto, contribuigoes das
correcgoes radiativas. Outros autores foram responsaveis pela conexao entre as anomalias
e modernas técnicas matematicas. A visao nao perturbativa das anomalias, dentro do
contexto das integrais de trajetéria (formalismo que serd utilizado nesta dissertagao), foi
iniciada por Fujikawa [13] em 1979. Interpretacoes topoldgicas foram encontradas para a
anomalia quiral [14, 15, 16] e relagdes com as técnicas de cohomologia [17, 18] foram esta-
belecidas quando Stora e Zumino, usando técnicas de geometria diferencial, encontraram
as equacoes de descida.

Recentemente tém aparecido varias evidéncias tedricas, de que teorias de calibre
anomalas (na simetria de calibre) nao sdo necessariamente inconsistentes. Um trabalho
de grande repercussao foi o de Jackiw e Rajaraman [19], no qual os autores mostraram
que uma teoria andomala pode ser completamente consistente do ponto de vista fisico,
desde que se tenha acesso a sua solucao exata. Foi entao demonstrado, por Faddev e
Shatashvilli [20], que a anomalia poderia ser cancelada pela introducao de novos graus de
liberdade quanticos na teoria (os campos de Wess-Zumino), que transformariam vinculos
de segunda classe (correlacionados a anomalia), em vinculos de primeira classe (geradores
das transformagoes de calibre). Tais graus de liberdade extras definiriam uma nova agao
efetiva invariante de calibre.

Conforme observado logo depois, a correta compreensao do método de Faddeev-Popov
dentro de uma teoria anémala, traduz-se no fato de nao podermos mais fatorizar o volume

do grupo de calibre, como acontece no caso nao anomalo. Esta compreensao levou a



descoberta (independente) por Harada e Tsutsui [21] e Babelon, Schaposnik e Viallet [22],
de que os graus de liberdade quanticos extras nao precisam ser introduzidos externamente
a teoria, mas aparecem naturalmente devido a nao fatorizacao do volume do grupo de
calibre.

Neste contexto se insere esta dissertacao de mestrado. Dada a invariancia de calibre da
acao efetiva (que inclui os efeitos dinamicos dos férmions e dos campos de Wess-Zumino),
nos perguntamos se € possivel estabelecer um analogo do teorema de Noether para teorias
anomalas. Isto implica em mostrar que, para teorias de calibre onde funcione o meca-
nismo de restauracao da simetria de calibre, o operador que corresponde quanticamente
a divergéncia covariante da corrente de Noether classica tenha valor esperado no vacuo
nulo. Este resultado foi obtido anteriormente para o caso abeliano por Dias e Proleén Pa-
tricio [23] e suas conseqiiéncias apenas comegaram a ser exploradas [23, 24]. Neste caso,
o cancelamento da anomalia é mostrado (com um argumento de integragao funcional)
independentemente do modelo e em qualquer nimero de dimensoes. Seguindo a mesma
abordagem, analisaremos se o mesmo mecanismo se faz presente no caso de teorias de
calibre nao-abelianas. Para tanto fazemos, no capitulo 1, uma revisao do ponto de vista
funcional para as anomalias, enfatizando a formulagao invariante de calibre, que usaremos
ao longo da tese. No capitulo 2, restringimos nossa analise a CDQs, revisando o célculo
da acao efetiva, enquanto que, no capitulo 3, checamos a acao do nosso mecanismo de
cancelamento da anomalia no caso nao-abeliano. Ao final, apresentamos nossas conclusoes
e perspectivas e dedicamos o apéndice A as convencgoes utilizadas na tese e o apéndice B

a particularizacao dos nossos cédlculos do capitulo 3 para o caso do grupo SU(2).



Capitulo 1

Anomalias no Formalismo de
Integracao Funcional e a

Restauracao da Simetria

Neste capitulo introduziremos as técnicas que nos permitirao visualizar as anomalias
dentro da abordagem funcional, relacionando esta quebra quantica da simetria com o
Jacobiano da transformacao dos campos fermionicos. Utilizando o método proposto por
Fujikawa, calcularemos as anomalias associadas a algumas teorias e, dentro deste contexto,
analisaremos a restauracao da simetria de calibre a partir da introducao de graus de

liberdade extras.



1.1 O campo de calibre

1.1.1 Eletromagnetismo

No eletromagnetismo classico a simetria de calibre é uma ferramenta para a eliminacao
de graus de liberdade reduntantes, resultando, por exemplo, no carater transverso da
propagacao da luz no vacuo. Nas modernas teorias sobre as interacoes fundamentais,
entretanto, a simetria de calibre é vista como um principio basico, um guia essencial
na construcao de modelos fisicos para o comportamento das particulas elementares. Os
chamados campos de calibre surgem naturalmente ao considerarmos a existéncia de uma
simetria local em uma teoria. O eletromagnetismo, como teoria de calibre abeliana, é
o palco mais natural para enxergarmos mais facil e profundamente esse mecanismo e
tentarmos a sua generalizagao para teorias mais complexas (leia-se teorias nao abelianas).

Considerando a Lagrangeana livre de um campo escalar complexo,

Lo= 0,¢"0"p —m’¢*p, (1.1)
vemos que essa Lagrangeana é simétrica por uma transformacao de calibre global (0, =
0)

¢ = exp (—ia) ¢. (1.2)

Entretanto, ao considerarmos uma transformacao local, vemos que, para manter a La-

grangeana invariante, temos de introduzir a chamada derivada covariante,

D¢ = (9 — ieAy) ¢, (1.3)

que deve substituir a derivada comum na Lagrangeana do sistema (essa substituigao tem
uma explicacao geométrica, relacionada ao conceito do transporte paralelo de vetores
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[25]). O comutador de derivadas covariantes estd relacionado ao tensor de intensidade de
campo da teoria:

[D,, D) = —ieF, = 8,A, — 8,A,. (1.4)

Além disso, a derivada covariante deve se transformar como o campo, ou seja
D¢ = (9, —ieA],) ¢/ = exp (—icr) Dy (1.5)
Para isso ocorrer, o campo de gauge, no caso abeliano, deve se transformar como
, 1
A=A — - (Oua). (1.6)

Para que o campo de calibre tenha uma dinamica proépria, devemos introduzir um
termo cinético na Lagrangeana, invariante de Lorentz e de calibre, que gere as equagoes
de Maxwell. Observando que F*” é invariante de calibre, obtemos, apds algumas consi-
deragbes gerais [26],

L = (D) D' — m*¢* ¢ — iFWF’“’. (1.7)

Veé-se assim que o campo de calibre é introduzido naturalmente de maneira a garantir a
simetria de calibre do sistema. Como consequéncia desse novo ponto de vista, teremos
agora equagoes de movimento nao lineares. A conservagao da carga elétrica é um sub-
produto da simetria para o caso particular em que o parametro é global (J,a = 0), nao
precisando ser imposta externamente.

Consideremos agora férmions de Dirac com Lagrangeana dada por

Lo=5 (07" (0,) = (9,0) 1) — midu. (L8)

Seu acoplamento com o eletromagnetismo é obtido justamente ao impormos a existéncia



de uma simetria local. Isto modificara a Lagrangeana, gerando
i — — 1 )
£ =2 (G7"(0u) — @uB1"0) = M — 1 Fu " + €V Ay, (19)
onde,
" =y, (1.10)

¢ a corrente conservada em virtude da simetria global e independente de A,. As novas

equacoes de movimento sao nao lineares e acopladas:
D, F" = —ej”, (1.11)

(iv*Dyp —m)yp = 0. (1.12)

1.1.2 Generalizacao para campos nao abelianos

O campo ira se transformar de acordo com representagoes irredutiveis de um grupo

de Lie, por exemplo SU(N), cuja transformagao genérica pode ser escrita como
U = exp (—160°T,) , (1.13)

coma=1,..,n?—1, 0% parametros reais e T, sendo os geradores do grupo. A unitaridade

das transformagcoes implica em hermiticidade dos geradores:
vt =0 =1-1T,="T], (1.14)
e em que seu trago seja nulo pois
det U = det (exp (—i0"T,)) = exp(tr (—i0°T,)) = 1 — tr (1,) = 0. (1.15)
Os geradores obedecem relagoes de comutacao caracteristicas da dlgebra de Lie do grupo:

[To, T) = if T (1.16)

9



A simetria de calibre local introduz, da mesma forma que no caso abeliano, um campo

de calibre A,, tomando valores na algebra de Lie de SU (N) e transformando-se como
A =UTAU+ éU—l(auU). (1.17)
Como pertence a algebra de lie, A, pode ser escrito como:
A= AT, (1.18)
A derivada covariante é dada naturalmente por
D,¢ = (0,1 —ieA,). (1.19)

O tensor de intensidade de campo F},, continua sendo dado em termos do comutador das

derivadas covariantes, mas agora nao é mais linear em A,:
i .
F.,=-1D,,D, =0,A, —0,A, —ie[A,, A, (1.20)
e
com £, também tomando valores na algebra de Lie,
B =F,T,.. (1.21)

A partir da lei de transformacao para a derivada covariante podemos tirar a transformacao

para o tensor de intensidade de campo o que resulta em
F,=UF,U™" (1.22)
Utilizando o traco, podemos montar um objeto invariante de calibre e de Lorentz, ja que
tr (B, F") =t (UF, U 'UF*U™") = tr (F,F*™). (1.23)
Para que nao dependamos de representacoes particulares, normaliza-se o traco por

tr (TaTb) = 5ab;

10



ja que assim
tr (Fl, F*) = tr (1,T;) Fo, F" = ZF“VF““” = Fo, Fo, (1.24)
Dentro deste contexto, podemos descrever uma teoria de calibre genérica por uma

acao [ [1#,@, A“], escrita explicitamente em termos de sua parte de calibre e de sua parte

fermionica, tal que

I, 0, A, =Ic[A)+ Ir [, 0, A,] = / dx%tr (F,F"™) + / dxp D, (1.25)

com D = iv*D, = iy* (0, — ieA,) sendo o operador de Dirac da teoria. A acéo possui a

propriedade cléssica

-1 —U"! —
T Al = 1[04, (1.26)
onde a notagao quer dizer
WU = Uy,
v o =yYU . (1.27)

Essa invariancia (no caso global) conduz a conservagao classica da corrente

T =T, (1.28)

tal que

(D,.J"), = 0. (1.29)

1.2 O método de Faddeev-Popov

O propagador livre de uma teoria é dado pelo inverso do operador da parte da Lagran-
geana que é quadratica nos campos. Ao construirmos as integrais de caminho, em algum

11



momento estaremos interessados em calcular os propagadores, ja que é a partir deles que
definimos perturbativamente qualquer teoria. Porém, ao lidarmos com teorias de calibre,
o calculo desse operador inverso pode nao existir, justamente devido a liberdade extra
propiciada pelas transformagoes de calibre. Consideremos, por exemplo, a Lagrangeana
eletromagnética livre

1

L=~ Fu,F", (1.30)

que pode ser reescrita, a menos de uma quadridivergéncia, como
1 14
L :§A#(gw,|:| — 0,0,)A”. (1.31)

E facil mostrar que o operador (g,,0 — 0,0,) ndo tem inversa. Em uma teoria abeliana

o campo de calibre se transforma como
A (x) — Au(x) + 0.\ (x). (1.32)

Assim qualquer calibre puro, ou seja

A (z) = 0"A(x), (1.33)
constituir-se-a num autovetor nulo do operador que queremos inverter
(9,,0—0,0,)0"A = (00, — 0,0)A =0, (1.34)

resultando assim na impossibilidade da inversao. A auséncia de um propagador impossi-
bilita, entao, a definicao perturbativa da teoria.

Este problema se relaciona com o fato de que, em uma teoria de calibre, a integral
funcional usual nao é bem definida, ja que a integracao sobre o campo inclui infinitos
campos que correspondem a situagoes fisicas equivalentes (que se relacionam entre si por

12



uma transformacao de calibre), produzindo assim um resultado infinito para o funcional
gerador. Vamos indicar, abaixo, que ao resolvermos este problema, automaticamente
conseguimos definir a teoria de modo que o propagador exista.

Nas teorias de calibre cléssicas somos obrigados a escolher representantes, dentre todos
os campos equivalentes fisicamente, para poder resolver as equacoes de movimento. Isto
é feito através da escolha de condicoes de calibre. A extensao deste procedimento para a
quantizagao constitui o método de Faddeev-Popov. Comecamos escolhendo condigoes de
calibre f,,

falAu] = 0. (1.35)

que devem satisfazer basicamente o requerimento de ser atingiveis (dada uma solugao
das equacoes de movimento, deve existir uma transformacao de calibre que a leve a uma
configuragao que satisfaca as equagbes acima) e possuir solugao unica. Definimos, agora,

um funcional App[A,] do campo de calibre através da seguinte relagao:

App[A,] / dg] [o (fa [A%]) = 1. (1.36)
E facil ver que App [A,] é invariante de calibre e dado por (ver [27] para uma discussao

mais detalhada)

Ofa |AY,
AFP [A,u] = det <%

) : (1.37)
6=0

onde #® sdo os parametros que caracterizam ¢. Isto nos permite escrever a amplitude

VACUO-VACUO CcOmo

Z- / dbdidAdgAep (A TT6 (fo [42]) exp (1 [0, 0, A) . (138)

~ . -1 . . .
Se fizermos uma transformacao de calibre A, — A * e usarmos a propriedade de simetria
da acao classica e a invariancia de calibre da medida de integracao para o potencial de

13



calibre A,

1

dA, = dAlgf , (1.39)
a amplitude vacuo-vacuo fica dada por
Z:/mmamgwﬂhppgﬂIp<ﬂ“@gjﬂ)mp@ﬂmaﬂgﬂ> (1.40)
— [ avavas,dgsee (4, T[54 (A o (if [02,5°. 4] )

Desta forma, toda a dependéncia em ¢ esta contida em 9. Assim, se a medida fermionica

for invariante de calibre,

1

dp = dy? (1.41)
podemos realizar mais uma mudanca de varidveis

b= (1.42)

J— _/971

V=9 (1.43)

e eliminar completamente a dependéncia em g da integral, fatorizando, portanto, a integral
funcional em g e gerando, assim, uma constante infinita (o volume do grupo de calibre),
que pode ser retirada com a normalizacao adequada. Apds esta normalizagao, a amplitude

vacuo-vacuo ficard definida como

7= / ddid A, App (A TT0 (fa [AW) exp (G [6,5, 4,])

Adicionando as fontes externas (poderiamos ter comegado com elas presentes, o resultado
seria 0 mesmo), teremos o funcional gerador. Nesta expressao, a delta funcional garante

que a integracao seja feita levando em consideracao apenas um potencial correspondente
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a cada situagao fisica, eliminando o infinito que provinha deste fato. Com um pouco mais
de trabalho pode-se mostrar que o propagador da teoria agora esta bem definido também.

Como ficara claro adiante, os campos de Wess-Zumino aparecerao em decorréncia do
fato de a medida de integragao fermionica nao ser invariante. Esta nao invariancia também

sera responsavel pelo aparecimento das anomalias, como também veremos a seguir.

1.3 Origem da anomalia

Em teorias de calibre, lidamos com funcionais geradores dados por

Zn,m, J" = / dypdipd A, exp (il [, 0, A,]) +i / do [ +n + TFAG] . (1.44)

Conforme discutido na introdugao, a existéncia da anomalia esta vinculada a manutencao,
ou nao, da conservagao da corrente quando esta for um operador. A integracao da equagao
para o funcional gerador nao deve depender das variaveis utilizadas, e podemos, portanto,

realizar a seguinte transformagao de variaveis,

! = (14i0°T, ),
we

¥ = (1 —i0T,), (1.45)

que é uma transformacao de calibre infinitesimal. Como o resultado da integral deve ser

0 mesmo para ambas as variaveis temos que

7 = Zy. (1.46)
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Assim
Zy = / dy’d)’ dA,, exp (z‘f 0007, A +i / da |70 + 0’0 + Ja“AZD
= / J' A, 6] dydipd A, exp (z’[ [0, 9, Au] +i / dx [T + ¥ + j;‘A;})

+i [ delO1D, I + WL~ T, (1.47)

com J¥ = Yy*T,p. Dado o carater infinitesimal da transformacao, expandimos funcio-

nalmente o Jacobiano em primeira ordem em 6¢,
J A0 =1~ /dxH“Aa (A) + .., (1.48)
e obtemos, exigindo a igualdade Z = Zy, que

[ dwdvan, (6 [-DyI - Au () + W - T.a)])

X exp (z’f [, 9, Au] +i / dz [T+ + JJ‘AZ}) =0. (1.49)

Fazendo as fontes externas iguais a zero, obtemos:

/ dpdGdA, DT exp (il [,7, 4,]) = - / BYdTdA, A, (A,) exp (i [0,7, 4,])
(1.50)
o que, pela relacao entre os valores esperados de operadores e a integral funcional, é
expressao de

(0] D Ji10) = — (0] A (A,) [0) - (1.51)

Através do ponto de vista funcional fica claro, entao, que a anomalia em uma simetria de
calibre € intrinsecamente relacionada a nao invariancia da medida de integracao fermionica

sob tal transformacao de simetria.
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1.4 O funcional de Wess-Zumino

Um objeto que nos sera de grande valor é o chamado funcional de Wess-Zumino, as,

em termos do qual podemos reescrever o Jacobiano da medida fermionica,
J[A,,0) = exp (iay [Au,071]) (1.52)

Em 6 = 0, o Jacobiano deve, obviamente ser igual a identidade. Isso impoe a seguinte
relacao ao funcional aq:
ag [A,, 1] = 0. (1.53)

o

Expandindo para 6 infinitesimal temos

A -1
T[A,, 0] = 1+i/dm0“ donAu o] (1.54)
062 40
0 que nos permite identificar
daq [A,, g7t
A, (A,) =1 M (1.55)
00 90

A grande vantagem de escrevermos a anomalia em termos deste funcional é que pode-
mos relaciond-lo explicitamente com o determinante fermionico do operador de Dirac D

da teoria. Notando que

/ dipdi) exp (z / dzD (A,) ¢]) =det D (A,), (1.56)
e que

det D (A,) = / AP dy’ expli / dz [WD(A#)W}

= / J 1A, 0] dipdy exp <z / dxy D (A,’fl) ¢]>

= exp (—ial [Aw g*ID det D (AZ_1> , (1.57)
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obtemos entao uma relagao de grande valia, que sera usada reiteradamente ao longo dos

calculos, a saber
det D (A,)

det D (A,%_l) 59

Qi [AHJ g_l] =iln

1.5 Formulacao invariante de calibre

Conforme foi visto acima, a anomalia se caracteriza justamente pela nao invariancia
da medida de integragao fermionica. Ao utilizarmos o método de Faddeev-Popov vemos

entao que o volume do grupo de calibre nao se fatoriza, ja que:
A’ dy’ = J [A,, 07" didip = exp (ioy (A, g7")) drdi. (1.59)
Desta forma, a amplitude vacuo-vacuo sera dada por:

7 — / dpdbdA,dgAep (A T8 (fu[A,]) exp (u [w,%, Az‘l] Vi [A#,g—lD . (1.60)

A nao fatorizagao do volume do grupo de calibre gera naturalmente novos graus de li-
berdade, expressos pelos campos de Wess-Zumino 6, (x), que caracterizam a integragao
sobre o grupo de calibre
dg = [ [ dba(z) = db. (1.61)
a
Seguindo o espirito do trabalho de Harada e Tsutsui, mostraremos que a introducao
desses novos graus de liberdade implica numa acao invariante de calibre. Para a demons-

tracao definamos

exp (iW [A,]) = det D [A,], (1.62)
de onde podemos tirar a relagao

a1 [A,, gl = W [A9] — W A,], (1.63)

o
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com a qual vemos que (na equagao abaixo, h designa um outro elemento do grupo de

calibre)
oy [Al g™ =W Al - W [al] (1.64)
= oy [Ay, hg™'] — ar [Ay, B

Definimos agora uma acao efetiva composta dos campos originais mais os campos extras

de Wess-Zumino como

exp (ilef [AL]) = /dwa@dg exp (z’[ W,E, Au} + ion [Au,gfl}) : (1.65)

Esta nova acao ¢ invariante de calibre, dado que

exp(iL AY]) = / dpdfdgexp (il [, 9, AL] + iy [A,g71])
= [avdvages (ir [0 4] + i [Ahg ] = i [4,,1)
— [ avdidgexp (i1 [0,5.4,] + ie [4,. (a0 7) ]
= / dipdipd(gh™) exp (u [V, 9, A,] + iy [AH, (gh‘l)*ID
— exp(ilu[A,)]). (1.66)
A invariancia da acao efetiva nos fornece um forte indicio do cancelamento da anomalia

referente a simetria de calibre, dado que esta é restaurada no nivel quantico.

1.6 A anomalia de ABJ

Em seus estudos sobre algebra de correntes, Adler [8], Bell e Jackiw [7] descobriram
que a validade da identidade de Ward para correntes vetoriais-axiais nao era automatica-
mente satisfeita quando havia férmions na teoria. A causa disto era que alguns diagramas
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de um lago introduziam termos anomalos que impossibilitavam as identidades de Ward de
se reproduzirem recursivamente em ordens mais altas da expansao perturbativa. Com o
objetivo de mostrar explicitamente como as identidades de Ward se modificam na presenga
de um termo anémalo, consideraremos o contexto da eletrodinamica.

Comecemos considerando as amplitudes de trés particulas na eletrodinamica, dadas

por

Toox (ki ko) =i | d'zd'yd*z exp (ikix + iksy — igz) (O] T (j. (z) 4 (y) 33 (2)) |0),

T (K1, ko, q) d'zd'yd'z exp (ikix + ikyy — iqz) (0| T (j, () ju (y) P (2)) ]0),

/
-/

onde j,(z), j5(x) e P(x) sdo as correntes vetorial, vetorial axial e pseudoescalar respecti-

vamente, dadas por

Ju (@) = d(@)n(2),

P(z) = 9 (2)50(x). (1.68)

Para estabelecer a identidade de Ward precisamos diferenciar as amplitudes acima. No

espaco dos momenta, apds uma integragao por partes, teremos a relagao

q’\TW,\ (k1,koq) = i/d4xd4yd4z exp (ikyx + ikoy — iqz) 02 (0| T (ju (z) 4, () 53 (z)) |0) .
(1.69)

Usando a lei classica para a conservacao da corrente axial,
0" jo(x) = 2imP(x), (1.70)
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e considerando cuidadosamente a contribuicao dos comutadores das componentes zero das

correntes, obtemos, apds a diferenciacao da amplitude, a seguinte identidade
q’\TW,\ (k1 ko,q) = 2mi / d*zd*yd*z exp (ik1x + ikyy — iqz) (0| T (Ju (@) 30 (y) P (2))10),
= 2mT,, . (1.71)
Obtemos, assim, a chamada identidade de Ward axial
Ty (K1, ko q) = 2mT,,. (1.72)
Procedendo da mesma forma, obtemos a identidade de Ward vetorial dada por
EFT, = KT = 0. (1.73)

Entretanto ao calcularmos a contribuicao de primeira ordem para 7, e 1), vemos
que essas identidades nao sao respeitadas. Especificamente, ao calcularmos os diagramas
relevantes, realizamos um translagao na variavel de integragao, acao nao legitima numa
integral divergente [28]. Esta divergéncia traduz-se em uma defini¢do nao tnica de 7,5 e
T,,. Célculos detalhados [29] mostram que, ao levarmos em conta essas divergéncias, as

identidades de Ward axial e vetorial ficam modificadas por

1-A
qATuV)\ (kla k2,q> = 2mTuy - Tﬁgﬂyaﬁkl&kzﬁ’
1+A
k‘lilT,ul/)\ = Wew\aﬁk1 k57 (174)

sendo A um parametro relacionado a regularizagao das divergéncias que aparecem nos
diagramas. De forma a eliminar os infinitos da teoria temos de realizar a correta regu-

larizacao desses diagramas. Vemos, assim, que as identidades de Ward vetorial e axial
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nao podem ser satisfeitas com a mesma escolha de A. Se identidade axial é satisfeita a
vetorial nao é, e vice versa.

Tanto no contexto da regularizagao de Pauli-Villars [30] quanto na regularizacao di-
mensional [31, 32|, vemos que a amplitude regularizada satisfaz automaticamente a iden-
tidade de Ward vetorial enquanto a axial nao. Pode-se dizer que estas regularizacoes
selecionam a identidade a ser conservada, no caso, a identidade vetorial. Em termos da

corrente axial, esta anomalia se traduz em um termo extra na lei de conservacao classica
0" jo(x) = 2mP + A, (1.75)

sendo A o famoso termo andémalo de ABJ

2

€ 14e%
A :Wgu OF . Fup. (1.76)

Como veremos a seguir, num exemplo em duas dimenses, essa anomalia pode ser calculada

mais facilmente no contexto das integrais de trajetoria.

1.7 Calculo da anomalia pelo método de Fujikawa

O método de Fujikawa para o cdlculo de anomalias se baseia nas integrais funcio-
nais. Conforme mostrado na secao 1.3 , sob o ponto de vista funcional, as anomalias
resultam da nao-invariancia da medida de integracao funcional sob uma transformacao
de simetria. Como a anomalia envolve apenas termos de primeira ordem no parametro
da transformagao, estaremos interessados em calcular det [D + §D] / det [D]. Esta fragao

pode ser escrita em termos de uma integral funcional como

det[D +6D] [ DeDeeSP+D]
det[D] [ DeDce=SIPl

(1.77)
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com c representando os campos fermionicos, ou seja,

S[D] = / d*xeDc

(1.78)

(vale observar que estamos trabalhando no espago euclideano, nesta se¢ao; nossos resulta-

dos, porém, podem ser facilmente continuados para o espago de Minkowski). Da mesma

forma temos

S[D+6éD] = /ddm {5(1 + %5DD‘1)D(1 + %D‘léD)c} + O((6D)?).

Realizando uma redefinicao dos campos fermionicos tal que

1
c—d=01+ ED_l(SD)c,

1
E — EI = (1 + §6DD_1>E,

teremos

S[D +48D] = / d'27 D + O((SD)2).

O Jacobiano desta transformacao, definido por
DcDe = JDE DL,

estd relacionado ao operador de Dirac através de (1.77)

_ det[D +4D]
~ det[D]

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)

O célculo do Jacobiano pode ser realizado expandindo os campos ¢ (¢) em um conjunto

completo de fungoes ortogonais ¢, tal que

/dﬂ(x)¢n§0n = Gpm.-
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Sendo o campo ¢ (¢) fermionico, os a, (@,) devem pertencer a uma algebra de Grassman.
Da mesma forma os campos transformados ¢’ (¢') tero uma expansao correspondente com
coeficientes a/, (@), de modo que os dois conjuntos de coeficientes estarao relacionados

por uma transformagao unitaria

a=al, (1.85)

com

1
Upe = Gm + / Ap( )P ()5 D™ 6D (1)

T = S + / du(x)@m(x)%éDD_lgon(x) (1.86)
Usando a propriedade dos determinantes

Indet D =tr In D, (1.87)
teremos que

1 da,da;, = [ [ dandaye =00, (1.88)

onde o sinal de menos aparece por estarmos tratando de variaveis de Grassman, situagao
na qual o determinante do Jacobiano é justamente o inverso do caso bosonico. Em termos

dos campos fermionicos originais, dado que

DeDe — [ [ dan [ [ dan, (1.89)

temos

DeDc = exp (% / du(z),, (x)(6DD ™" + D_15D)g0n(:r)> DEDe. (1.90)
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A expressao acima ¢ divergente (dado que, explicitando a forma de dD e D, podemos iden-
tificar nela um trago funcional envolvendo a quantidade Y ¢, ()@, (x) = §(0)) necessi-

tando, portanto, ser regularizada apropriadamente. Formalmente a medida de integracao

fermionica pode ser escrita como

DéDe = e " P 9P DE D (1.91)
0 que nos permite escrever o Jacobiano como

InJ =trD7'6D = Swp. (1.92)

O calculo do Jacobiano dado acima nao depende da escolha das fungoes de base, mas
depende da maneira escolhida para se realizar a regularizacao. A escolha da regularizacao,
por sua vez, desde que possibilite ao traco da expressao acima ser bem definido, depende
da simetria que queremos preservar. Consideraremos a seguir dois casos ilustrativos em
duas dimensoes: primeiramente, a transformacao associada a anomalia quiral e depois a
transformagao associada a anomalia de calibre da CDQy com acoplamento quiral (a serem

discutidas no capitulo 2) .

1.7.1 Anomalia quiral

Neste caso estaremos lidando com uma transformacao sobre o operador de Dirac tal

que

ip — 0@ Te (1) 0" (0)Ta (1.93)

o que implica em
§ (i) — (idD) 50Ty + v50°T, (ilD) . (1.94)
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Impondo que o operador D utilizado anteriormente seja tal D = (iID)Q, relacionado ao

tipo de regularizacao que queremos fazer, teremos 6D
6D — D~s0°T, 4+ 2DY2~50°T, DV/? + ~56°T, D. (1.95)
Podemos assim escrever

InJ = dwp = 6w(i12>)2 = lim4tr [e"P~50°T,], (1.96)

e—0
onde o fator de amortecimento e~“¥ foi introduzido de forma a regularizar o traco. Po-

demos reescrever a equacgao acima de forma a explicitar o fator anomalo tal que

dwp = /ddxA(x)Qa(x)Ta, (1.97)
A(z) = 21im > ol (@)se™ (P o, o). (1.98)

A expressao acima nao deve depender da escolha da base. Portanto, escolhendo as funcoes
©n(T) para que sejam ondas planas e notando que

(iDD)* = ~D,D, + X.

e
com X = T Yo Vo] Fpuws (1.99)

sendo F},, o tensor de intensidade de campo para a teoria nao abeliana, temos portanto
(i))” e = (—D,D,, + X)e"*,
(—=D,D" + X) e™* = e [(p, —iD,)* + X] . (1.100)
A anomalia pode, entdo, ser escrita como

A(z) = 2lim tr / & e PremEl et
e—0 g (27T)2

. ddp —e(p®—2ip-D—D?+X)
:2l%tr Vs (2@26 . (1.101)
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Fazendo uma mudanca de variaveis (5)% p = k e expandindo em poténcias de € temos
. 1 ddk k2 . 1 2 3
Ale) = 2lim tr 95— ) [1 +2i(e)2k - D +eD* —eX + 0(52)} . (1.102)
e~ €2 T

Obviamente, para duas dimensoes, nao precisamos computar termos de ordem mais ele-

/ Pk e 1
22" " in

vada. Usando o fato de que

tr (75) = 07

teremos, para a anomalia quiral,

1 e
A = %tr {’)/5X} = %GMVF,U,Z/' (1103)

1.7.2 Anomalia de calibre

Nesse caso a tranformagao sobre o operador de Dirac com acoplamento quiral direito
sera dada por

i) — UilpU, (1.104)

com

U = exp(i0°T, + iv50°T,) = exp(2iP.0°T,), (1.105)

U = exp(—if*T, + iv50°T,) = exp(—2iP_0°T,),

o que implica em

§(ilp) — (ilD)2i P 0°T, — 2iP_6°T,(ilD). (1.106)

27



Desta vez para que o operador D seja positivo definido fazemos D = (iIp)'(ilp), o que
(1.107)

nos da oD
6D — —D2iP,6°T, — DY?2iP,0°T, D'/* + DY/?2iP_0°T,D'? 4+ 2iP_0°T, D.
(1.108)

= — lim 4tr [e_ED%@aTa] ;

e—0

Assim, obtemos
In J(+) = 5’U)Da = 5w(lﬂj)f(lw)

equacao equivalente a (1.96) porém com sinal oposto e com o operador D definido dife-

rentemente. O sinal (+) se refere ao tipo de acoplamento com o qual estamos lidando.
(1.109)

Para o acoplamento quiral esquerdo devemos substituir P, por P_ e vice versa, de

forma que
(7) e a = . . =1 —eD a
InJ OWpa = OW(; pyt (i) ]él_r)% 4tr [e 50 Ta} .

Veremos que esse sinal oposto em J. e J_ serd o responsavel pelo cancelamento da
Realizando agora calculos semelhantes aos da anomalia

|

anomalia no modelo padrao.

quiral, vemos que a anomalia de calibre esquerda sera
d? 2 3 . 2
D (—k2+42e(e)2 Py k-A—icePy (0uA)—ce2 Py Ay A, +ePy X)

_) _ .
A (z) = 2;5% tr {756—(21/ (27T)26
Y5 [ (Sfr’)z G*kz[l + 26(5)%P+k - A —ieePy(0,A,) —ee*PLALA,
=2 lir% tr €2
+2e%e Py (k- A)? + P X]
Notando que
—e —_
(27)2 47’
(1.110)




com a constante A determinada por

0 l,/ﬁe_ka: Ky = 1 Any = 2A (1.111)
m (27)2 " I n )

o que fornece

vemos que esses dois termos se cancelam
= 2?_r)r(1) tr V52 W@ [—ee"Py A A, +4de“eP (k- A)7

1 1
=2 hm tr {75(_E€2P+AMAH + AT]HV4—€2P+AMAV]}

e—0 m

=0,

0 que nos permite calcular a anomalia como

_ : 1 [ d% e .
A (z) = 2}:1_r)%tr {758—;,/ (277)26 Ml—icePy(0,A,) +5P+Xa]}
1

= %tr {’}/5 [—i€P+(aMAM) + P+X]}

= %tr {75[—i€75(au14u) + X}

1 r. €
= —E {Ze<8HAH) + §€,u,yF;w} .

Da mesma forma teremos
1
A () =+ {z’e(auAu) + geu,,FW} . (1.112)

Vemos assim que uma teoria com acoplamento quiral direito tem a mesma anomalia porém
com sinal oposto ao de uma teoria com acoplamento quiral esquerdo. Vemos assim que
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teorias com férmions de Dirac (sem massa) acoplados vetorialmente, que sdo equivalentes
a dois férmions de Weyl, um direito e outro esquerdo, acoplados de modo quiral, nao tém

anomalia na simetria de calibre.
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Capitulo 2

Calculo da Acao Efetiva da CDQ>

com acoplamento quiral

Neste capitulo calcularemos inicialmente a acao efetiva para o modelo da CDQy sem
acoplamento quiral seguindo o método delineado em [33], que requer o calculo da cor-
rente em termos dos campos de calibre, a partir da integracao da equacao da anomalia.
Mostraremos, em seguida, que a acao efetiva do modelo com o acoplamento quiral pode
ser obtida a partir daquela do modelo sem acoplamento com uma escolha adequada do

calibre no cone de luz.

2.1 Simetrias da CDQ,

Queremos calcular a agao efetiva da CDQ),, definida pela densidade de Lagrangeana
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L= —;ltr (E, F"™) + Dy, (2.1)

com F},, sendo o tensor de intensidade de campo e v representando um multipleto de cam-
pos fermionicos na representagao fundamental do grupo de calibre. Estamos interessados

inicialmente em um modelo no qual o operador de Dirac seja
D =ij+eA.
As equagoes de campo derivadas dessa Lagrangeana sao
DY FY + ey’ 7% = 0,
iy = A" (i0, + e A% ) = 0, (2.2)

com D/‘f’ = (679, + e f“CbAZ) sendo a derivada covariante na representagao adjunta. As

transformacoes de calibre associadas a 1 sao

V' = U,

V' =y =T = Ut (23)
onde

U = exp(i0T,),

U' = exp(—i0°T,). (2.4)
Pela aplicacao do teorema de Noether vemos que a corrente conservada covariantemente
serd J; = E%T“w

ab b
Db b — . (2.5)
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Da mesma forma, a teoria tem simetria quiral classica, sob transformacoes 1)’ = U5, com

Us dado por
Us = exp(750°T,), (2.6)
que leva a conservacao covariante de J 3“ = E%%T“w
DI = 0.

Na teoria quantica, a corrente de calibre sera representada por um operador, cujo valor

esperado no vacuo define a quantidade Jjj(z| A):

Ji(x] A) = (pr,mY) . (2.7)

Levando em consideracao a definicao de acao efetiva dada no capitulo 1, é imediato ver

que
o _ SWI[A]
eJ,u(‘r’ A) - 6145(56), (28)
onde observamos que
. detip[A]
W[A] = 1 ln W

No nivel quantico, contudo, a conservacao da corrente axial nao sera mantida, conforme
demonstrado na secao 1.6. Utilizaremos essa quebra da simetria quiral para o calculo da

corrente de calibre Ji(z| A).

2.2 Calculo da corrente

Integrando a relacao (2.8) podemos calcular a acao efetiva. Para tanto devemos saber
quem é a corrente Jij(z| A) explicitamente em termo dos campos de calibre A,. Notando
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que no caso bidimensional, devido a rela¢ao 7,75 = €,,7”, temos uma relagao entre a

corrente de calibre e a corrente quiral:
0 (2] A) = (Pysm) , = e (] A). (2.9)
Utilizando a equagao para a anomalia quiral obtida em (1.103) teremos

ab 75ub _ ~ab yub __ wY ma
Dy J =Dy J 27?8 F3,.
Integrando a equagao acima podemos, portanto, calcular a corrente Jg (x| A), o que fare-
mos a seguir. Utilizaremos, alternadamente, indices de Minkowski e indices de cone de

luz, dependendo de qual seja a escolha mais conveniente (ver apéndice A para definigoes).

Introduzindo a funcao de Green do operador Dzb através da equacao

YK = 50%5(x — ), (2.10)
teremos
(&
B = o [y ] HAw) (211)

sendo A(y) a anomalia na conservagdo da corrente. A funcdo de Green K, depende do
campo de calibre externo A,, o qual pode ser escrito em termos de campos que tomam

valores na representacao adjunta,

A = fePAC (2.12)
de forma que
DL (a —y) = (0"0x + e f*CAL)d(x — y) = (670s + eAL)d (2 — y). (2.13)

Notando que a funcao K. ¢ justamente a inversa do operador de Dirac D+, ou seja,

formalmente,

1 1 1
K. = = = , 2.14
T Di[As] 05 teAr  0:(1+ed"As) (2.14)
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podemos expandir a expressao acima em uma série geométrica para obtermos

1
O (1 +edz'As)

= (1 — ez Az + 0. A0 Ay — )0 (2.15)
Com as funcgoes de dois pontos definidas de modo que

Di(l‘) = 8iDF(:c),

0=D(z) = §*(z), (2.16)
K, pode ser expandido em uma série nos campos Azb:
Kib(x, yl A) = F6*Dy(z —y) F Z /d2$1 ood?r,Di(x —11) - Di(x — 1,) ¥
X [Ag(z1) - Ag ()] (2.17)

. : . . .
Reescrevendo os campos de calibre AZI’ na representagao fundamental, a equacao acima

fica:
K®(x,y| A) = 70Dz —y) T Z (ie) /d%l o dPx,Dy(x — 31) -+ D — 20) X
x tr {T°[Az(21), [Az(22), - [Az(za), 7T} (2.18)
Usando o fato de que

F+, - —8,144, + D+A,,

F_+ — —D_A+ + 8+A_, (219)

e que
pn P (y) = 2F" (y) = —F* (y),
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a corrente Jp, (x| A) pode ser escrita como

€
B (el 4) = o [ @YKoy HAW
€
— o [ @YK (0] e )

e
- _ d2 KabFJrfb
o / Yyng

€ e 2. 7-ab b

onde no ultimo passo foi utilizada a equagao (2.10).

Se notarmos que €,,F?°’ é um escalar, veremos que é)iA’:’F tem que ser uma bidi-
vergéncia, o que nos autoriza a realizar uma integragao parcial nas variaveis de cone de
luz e por a zero os termos de fronteira. Assim, a equagao para a corrente fica

€ (&

—ﬂ_Ai(CC) ~5- / d*yds Di(x — y) A% (y)

e}

+ L Z(ie)”/d%l ood?r,Di(x — 11) - Di(x — 1) ¥

e (T A (21), [Ag (@), -+ [As (201), 0 A ()]}, (2.21)

Usando

n 1
Ti) =3 /d2x1 oo d?’r,Di(x — 21) - D — 1) X
T

x [Az(21), [Ax(22), - - - [Ax(2n-1), 0+ A (20)], (2.22)

a corrente se reescreve como

e’ e? = n
edg, = %A‘i(a:) — g/deﬁiDi(x —y)AL(y) + tr Z(ze)”“T“Tj(E ). (2.23)
n=2

Definimos um funcional

Ti(x| AD) = " (ie)" ' T (2] AD), (2.24)

n=1
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com

1 r

de modo que a corrente possa ser escrita sucintamente como

2
e
elg, = %Ai(x) +tr [TT(z] A)]. (2.25)

2.3 Acao efetiva da CDQ,

Pelas parametrizacoes realizadas acima veé-se que a acao pode ser escrita como

WIA] = W[0] + % / d*rALA_ (2.26)
+ %tr /dr/dzx [A_(2)Ty (2| A7) + Ay (2)T- (2| A™)] & . (2.27)

Utilizando a equagao (2.25) e a conservagao covariante da corrente, vemos que os funcio-

nais geradores T4 (x| A) obdecem a seguinte equagao diferencial
€ 0 A o [ 40
0: T =~ 0. AL +ic [A:F ,Ti] (2.28)
Os campos de gauge em duas dimensoes sempre podem ser parametrizados por

eAV = U tio, U,

eA") =V,io v (2.29)

com

€A+ = % (U;128+U) .
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Com essa parametrizacio vemos que (2.28) é resolvida por T4 (x| A™) escritos como

Ty = ——V,id V",
2

e
T =——U"Y0_U,. 2.
27TU,, 10_U, (2.30)

De modo a simplificar o calculo podemos fazer uso da invariancia de calibre da acao efetiva.
Assim, se escolhermos um calibre no cone de luz tal que A_ = 0 teremos equivalentemente
V = 1. Introduzindo A(ﬁ)e Ty na expressao para a acao efetiva e fazendo uso do calibre

citado teremos:

1

WIA] — = —tr /clr/deAJr (x| AT

0

= —tr /dr/d% Lo U)g( U Yo, U)

1

_1 2 | -1 9 ny 9 1
= 47Ttr /dr/d x {(Ur zﬁ,UT)aT(UT 10, U) + (U, ZaJrUT)é’r(UT i0_U)

0
+itr /dr/d% (U1io U)Q(U—%'a U) — (U0 U)Q(U—lia U)
4 T g T I
0

(2.31)
Notamos que o primeiro termo envolve uma derivada total em relacao r e o que nos da
justamente a agdo do modelo sigma principal (veja por exemplo, o capitulo 9 da referéncia
[33]) enquanto o segundo termo pode ser manipulado de forma a gerar a agao de Wess-

Zumino, apés uma integragao parcial em d,. Temos como resultado final, portanto,

WIA] - W0] = %tr / (U0, U) (U0 1) (2.32)

——tr /dr/d%w U, [(U10.U,), (U0-U)],
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onde U = U; e U, denota diferenciacao em relacao a r. A simetria de calibre da acao
efetiva nos permite concluir que o resultado, em um calibre arbitrario, pode ser obtido

simplesmente pelas substituicoes

U’r — Gr = UT‘/T)

U—-G=UV, (2.33)
de forma que a acao efetiva pode ser escrita no espaco de Minkowski como

WIA] - W[0] = T[] = —8i Patr (9C)G(9,0)
Y8
1
- %tr /dr/d%e‘“’tr [GZIG,«G,TI(@HGT)G,TI(@GT)
s
0

= —Swz — Sponr. (2.34)

['[G] é chamada de agao de Wess-Zumino-Witten (WZW) que pode ser escrita como a
soma do termo de Wess-Zumino Sy 7 e a acao do modelo sigma principal Spys.

Este mesmo resultado pode ser obtido pelo procedimento de Polyakov-Wiegmann [34].

2.4 Acao Efetiva da CDQ; com acoplamento quiral
Neste caso, com acoplamento quiral (esquerdo), o operador de Dirac se modifica para:
D=iJ,+eP_4,, (2.35)

com

P = %(1 ). (2.36)
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A simetria global associada ao termo D) serd

U = exp(i0°T, —ivs0°T,) = exp(2iP_0°T,), (2.37)

U = exp(—i0"T, — ivs0°T,) = exp(—2i P 0°T,),
com campo de gauge A, se tranformando como

i
Al = Uy AUl — g(ang)U;,

com U, = exp(i#*T,). Vamos mostrar a invariancia do termo fermionico explicitamente:
¢ DY = YU (i0, + eP_ A, ) Ut
= iWpUA"U (1)) + ipUN" (0,U )¢ + pUr e P_ AU
= iy O + Wy U (0,U)Y + py*Ute P_ AL U, (2.38)
Notando que
=M =1 4 iP_M + (iP_M)*+ (iP_M)> + ...
=1+ P (iM+ (iM)*+ (iM)* +..)
=14+ P (™ —1),

teremos

iU0U =i(14 P_(U} = 1))0,(1+ P_(Uy — 1))
= i(P_+ P_P_U} — P_P_1))0,(U,)

= iP_(U})9.(U,), (2.39)
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ey UTP_ALUY = ey (1 + P_(U] — 1)) P_AL Uy
= eav“P_U;ALU@/J
= e@v“U;ALP_Uﬁb
= e P_US A, Ugt). (2.40)

Substituindo na equacao original teremos
E/D’%D' = ZEV“ L+ ZEVMP—(U;)&A(UQWJ + GE’YMP—UJA/MU@b
= @'EVM L+ ZEVMP—(U;)({)M(UQ)@D + €EVMP—U;U9AHUJU9¢
— iy P_U[(0,U,) U Uy (2.41)

= Yy*(i0,% + eP_A, )Y = Y Dip. (2.42)
Vale notar que caso tivéssemos um acoplamento quiral direito, tal que
D =i, +eP. 4, (2.43)

com

P, = %(1 +75)- (2.44)

todas as contas efetuadas acima continuariam vélidas, com P_ substituido por P,. En-
tretanto, conforme notado na secao 1.7, a anomalia associada teria a mesma forma, mas
sinal oposto.

A corrente cléassica conservada covariantemente serd J; = 1, T P_1 tal que
DY =0
i :
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Conforme demonstrado na segao 1.6, o andlogo quantico para essa corrente, dado por

Ja(x| A) = (Y7 P-y) (2.45)

nao obedece a lei classica de conservacao. A principio, poderiamos calcular a acao efetiva
associada seguindo o mesmo método delineado nas secoes anteriores. Ao realizar esse
processo nos deparamos com equagoes diferenciais andlogas a (2.28), para as quais nao
conseguimos, contudo, uma solu¢ao. Um método alternativo para o calculo dessa acao
efetiva se d4 ao notarmos que a Lagrangeana da CDQs, sem o acoplamento quiral, pode

ser escrita explicitamente em termos de férmions direitos e esquerdos como:

¥ (i + ed) Y = (i + ed) Py + 4 (id + ed) Py

=g (104 + eAy) Yr + 1, (10- +eA_) Yy, (2.46)

Assim, utilizando um procedimento de regularizacao invariante de calibre para a teoria
vetorial, poderiamos obter, por exemplo, WL[A] (a acdo efetiva para o caso de acopla-
mento quiral esquerdo), a partir de (2.32) simplesmente fazendo A, = 0. Isto equivale a

por U = 1 nas expressoes

eAy = U Yo, U,
eA_ =Vio_ V1 (2.47)
ou,
1 —1:qv
eA, = §(gu,, +€u)V 0"V
Assim, vemos que WL[A] = —T[V], é justamente a acio WZW, particularizada para U =

1. A transformagao de gauge A, — AZ, pelas equagoes acima equivale a transformacao
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V' — hV. Chamaremos de 7; o funcional de Wess-Zumino definido em (1.58), obtido
para uma regularizacdo invariante de calibre da teoria vetorial (j4 que nao existem tais

regularizagoes no caso quiral). Ele sera dado, portanto, por
WA, ] = T[AV] — TV, (2.48)
que, pelo uso da férmula de Polyakov-Wiegmann [34],

[[AB] =T[A] +T[B] + 4i / d*xtr [(A™'0, A)(BO_B™1)), (2.49)

™

Se reescreve co1no

A, h] = T[] — ;—6 / Patr [Ah(0, — F)h]. (2.50)

T

Esta, entretanto, é somente uma de varias regularizagoes possiveis. Em geral, regula-
rizacoes nao invariantes de calibre implicam na adicao de um termo massivo na forma
‘;—ejtr Ai a acao efetiva, com a sendo um parametro real. Considerando a invariancia da
medida de integracao sobre o grupo de calibre, ja usada na seciao 1.4, a acao WE[A] se

escreve commo

GWEAL _ e Al /Dhemm’m (2.51)

Nesse caso o [A, g] para a teoria obtida através de uma regularizagdo genérica, sera:
e _ ~
ar[A, 9] = —(1 — a)Spomlg] — Swzlg] + yp /detr [A“g "(1—=a)d, + 8M)g] . (2.52)

No limite em que a — 0, temos obviamente que v1[A, h] = a; [A, g] .

A anomalia pode ser obtida através de ay [A, g, 0 que nos da

A%(z) = z%f")g] e (01— 0)9, — 3, 4% (w). (2.53)

66 (z

oo 4T
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Juntando todas essas consideracoes, o resultado final, apds a integragao sobre os
férmions, é uma acao efetiva bosonizada (lembremos que ainda hé integragdes sobre A,,,

h e g a serem feitas):

1 2
oo = [ datr {—ZFWFW + C;iAuA“} tnlAntarldg. (259
™

E possivel mostrar que as equagoes de movimento que se seguem desta agao bosonizada

Sao0:
D F*™ +eJ” =0,
Dy [=in™ (9= 5") h) = —¢ (9~ &) A,
D, [—z‘g* ((1 ) o — 5ﬂ) g] S ((1 ) o — éﬂ) A, (2.55)
onde
T = —ﬁh‘l (8“ - éﬂ) h+ %g—l ((a 1) éﬂ) g+ EAH (2.56)

é a expressao bosonizada para a corrente que deveria ser conservada em fungao da simetria

de calibre
Jh = <i&7“TaP_w>h’g’A (2.57)

(o subscrito indica que a integracao funcional ndo esta abrangendo os campos A, h e g).

Ela, de fato, é conservada, mesmo considerando o campo A, externo
D, J" =0. (2.58)

Este resultado, conseqiiencia da invariancia de calibre da agao efetiva, nos incentiva a bus-

car mecanismos de cancelamento da anomalia, dos quais trataremos no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

O Cancelamento da Anomalia na

Simetria de Calibre

Conforme demonstrado no Capitulo 1 a presenca dos campos de Wess-Zumino é res-
ponsavel pela restauracao quantica da simetria de calibre em nivel nao perturbativo,
restauracao esta expressa pela invariancia da acao efetiva. E natural supor que, com a
simetria restaurada, tenhamos conservagao quantica das correntes classicamente conser-
vadas, ou seja, que deva existir algum mecanismo através do qual a anomalia se cancele.
Investigaremos, inicialmente, teorias de calibre abelianas em dimensoes arbitrarias, onde
a integracao funcional nos permitira visualizar tal mecanismo de cancelamento. Aplica-

remos, entao, o mesmo raciocinio para teorias nao abelianas.
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3.1 Discussao Geral

O valor esperado no vacuo da anomalia é dado por

(Au () = i / dpdidA, A, () exp(il [, 5, A,)). (3.1)
Inserindo o “1”de Faddeev-Popov, como no capitulo 1, e fazendo as mesmas manipulagoes
anteriores, é imediato ver que chegamos a

1

(A (2)) =i / dbdiDA,dIAS " () (3.2)
x exp(i] W,@,AM] +i0q [Au,gfl}),

onde, como antes, df = Hd@a e definimos

DA, = dA,App [Au]Hfs(fa(Au))-

Assim, vemos que o operador relevante a ser considerado na teoria com campos de Wess-
Zumino ¢ a transformada de calibre da anomalia, Ag’l (x). Vamos considerar separa-
damente os casos abeliano e nao abeliano. Para chamar a atencao sobre o campo de
Wess-Zumino, mudaremos um pouco a notagao, usando Ai () para denotar o que antes

chamévamos de A9 (z) e chamando a transformada de calibre da anomalia de A ().

3.1.1 Caso Abeliano

Vamos considerar o caso U (1), para o qual o elemento do grupo é caracterizado por

um unico parametro 6:
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Utilizando (1.64), vemos que a anomalia pode ser reescrita como

[ W [A] 54 2)
_/ 0A7 (2) 00 (x)

5w [49]
60 () oo

WA (040
- ( 59 (2) ) (3

O termo 0W [A,] /dA, (z) depende da teoria especifica sob consideragao. Para avangar

Az) =

na discussao geral, precisamos calcular

5AZ
56 (x) o
No caso abeliano, sabemos que
0 1
A=A, —=0,0(x).
g
Com isso, podemos escrever
1 WA,
=—[d K — 4
A(z) g/ S ) 0 2 =) (3.4)
_ 1, OWA]
B g g 5Au (x) '

Vamos mostrar que a transformada de calibre da anomalia A’ (z) pode ser escrita
como a derivada funcional de ay [4,, g], em relagdo a #. Utilizando a expressao para a

anomalia dada acima e considerando sua transformada de calibre vemos que

o (1, WAL
A= (ga“ (5AM(Z))
1 oW [A?]

974 50 ()

1 SW [A?]
] = o)
SW [A] 549 (2)

- / dz 5A (2) 30 (x)
_ ow [AZ] . doy [A,“g]
() 80(x)
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O valor esperado para a anomalia, considerando explicitamente os campos de Wess-

Zumino, serd portanto

(A(z)) = — / dpddDA,df x on [Ay g~V explil [, 9, A,] +ion [Au, g71])

5
30 ()

= / dipdyyDA,dO x lexp(i] [1, ¢, A,] +ion [Au, g7']))- (3.6)

)
30 (x)
Integrando explicitamente os graus de liberdade fermionicos obtemos o determinante
fermionico que, embora nao possa ser calculado de forma fechada, para dimensoes su-
periores a 2, pode ser tornado numa quantidade finita e bem definida em cada ordem de
g, através de regularizacao e renormalizacao [23, 24]. Nao hé resultados exatos também
para a integracao posterior, sobre A,. Contudo, a integracao sobre os campos de Wess-

Zumino 6 nos da
4]
(A(z) = /d@(mF[e] 0, (3.7)
o que é uma conseqiiéncia da invariancia translacional da integracao funcional'. Podemos

dizer, assim, que se a teoria for bem definida nao perturbativamente, teremos fortes

LA invariancia translacional da integral funcional requer que

[aoriow oo = [aor o).

Dai

/d¢<F[¢] [ gf;([d’gw )) - [asr o
=>/ /d¢>75¢ —0.

Como 0¢ (x) é arbitrério, a unica forma da igualdade acima ser sempre vélida é
SF [¢]
dp———
/ ¢ ()
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indicacoes de que a anomalia se cancela. Nao dizemos que temos uma prova devido ao

carater extremamente formal da integral funcional em teoria quantica de campos.

Exemplos

De maneira a exemplificar o cancelamento da anomalia para o caso abeliano, consi-
deremos dois modelos especificos em 2D: o modelo de Schwinger e o modelo de Schwinger
quiral (estudos detalhados destes modelos podem ser achados em [33]). Nestes modelos,
as integracoes sobre os férmions podem ser efetuadas exatamente, resultando em agoes

efetivas dadas por:

1 e? (a+1) oo
S - 2.0 woy w2
W>[A,] /d a:{ 4FWF + 27TA“ [ 5l 5 ] A,,}, (3.8)
1 v 62 v le' a aﬂéaﬂ v v
WH[A,] = /d2x {_é_l w4+ S_WA“ {an“ — (M — ') o (n? —€° )] Al,},

(3.9)
com o parametro a representando uma ambiguidade no calculo dos determinantes fermionicos
associados. Os termos de Wess-Zumino associados a anomalia podem ser facilmente cal-

culados pela equagao (1.64):

(a+1)

O‘? [A/M 6] =

/ e B(a#e)(aﬂe) + 698#14“} , (3.10)

oS4, 0] = ﬁ / Pz {@(aﬁ)(aﬁte) —ef[(a—1)9,A" + e“”@MAV]} RNERT)

Consideremos o valor esperado da anomalia no modelo de Schwinger. Usando (1.55), a

anomalia se escreve como

1
AS[A,] = —f(a: ) g, A%, (3.12)
Computando o valor esperado teremos
e(a+1) |

(AS) = —i / dpdipdA,dg ( 8NA“> exp(il[1h, 4, A% ).
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Introduzindo o “1”de Fadeev-Popov e realizando as transformacoes de calibre necessarias

o valor esperado se reescreve como

(AS) = —i / ddpd A, dONrp[A)0(f[AL]) (6<“ 1 {@LA” v %D@D

(e

x exp(il[t), P, AL ] + (iau[A,, 071)). (3.13)

Observando que

<€(a:1) [&A“ﬂL%DHD :%&)&_1]

teremos uma integragao do tipo descrito em (3.7), que se anula por invariancia transla-
cional da integral funcional. O célculo para o modelo de Schwinger quiral segue linhas

inteiramente similares, conduzindo, também, a anulacao do valor esperado da anomalia.

3.1.2 Caso Nao Abeliano

Neste caso a transformagao de calibre sobre os campos A, serd dada por
_ v _
Az =h""A,h+ Eh L (0,h),
onde h (z) = exp (0" (v) T,) e A, = AjT,, com

[Taa Tb] - ifabcTc- (314)
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Seguindo a inspiracao obtida com o caso abeliano vamos calcular a anomalia através da

férmula (1.55). Em primeira ordem, entao:
1 i b i b
h™A,h = (1 — 10T, + geaTae T, — geaTae T,0°T, + > A,

N2 A3
X (1 + 90T, + %eaTaebTb + %G“TaebTmec + )

= A, —i0"T, A, + Aui0°T, + O (%)
= A, —i0°A [T, T,) + O (6%

= A+ 0°A) fu T+ O (67) . (3.15)
Para calcular o segundo termo h~! (9,h), primeiramente observemos a forma de 9, h:

- Na i2 a ?:3 a C
duh =0, (1 +i6°T, + 50 T.0Ty + 5i? T.0°T,0°T, + )

o i2 . )

= 1(0u0") To + 5 [(0,0°) T80Ty + 0°T, (0,6") Ty
B o C

T3 [(8,0%) TL0"TL0°T.. + 6°T, (9,6°) Ty0°T,

+6°T,0"T;, (8,6°) T2] + ... (3.16)
Multiplicando por A1,

.2 .3
W (D) = 0 (9,6 T+ 55 (9,6 6 [T, T + 7 (9,6°) 6°6° [T, Ty T + ...

-2 -3
= (0T, + 55 (0,870 [4T, + 5 Q0 0 Fo 4T, + . (317)
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Ao considerarmos a quantidade (1.55) vemos que apenas os termos de primeira ordem em

0 irao contribuir, ja que faremos 6* = 0 ao final. Assim,

5AZ (z) 6 . .
Jbe (iL‘) o - YL (l’) (AM (Z) +0 (Z) Aufachb
+ (0,8 () T+ O (0 )> y

=40 (2 — 2) A} faa Ty — 95 (046 (2 — 2)) Ty

8#5 (’Z - .Z') Tb + 0 (Z - x) fachZTb

(52@ - gfachZ) Ty (z — ).

QI Q|

Escrevendo A% (z) = A%" (2) T, e usando a independéncia linear dos T,

0AD ()
00 (x)

=~ (820, — afua}) 6 (- = ). (3.18)

0=0

Com isso, podemos escrever

A= [ dzifb[ég] Lo)te(z-a)

- / &z ?Xb[’(“ AL (080, 0u?) (2

oW [A,]

A} (2)
SW [A,]
54 (2)

<5b8 +gfach )

QI+~ Q|+ QI»—‘

( S@M - gfbcaAc)

O S (3.19)

Esta expressao é equivalente a do caso abeliano, dada por (3.4).

Para tentar obter o cancelamento da anomalia pelo mesmo caminho que foi trilhado
no caso abeliano, devemos mostrar que a transformada de calibre da anomalia pode ser
escrita como a derivada funcional, em relacao a 6%, do termo de Wess-Zumino oy [A,,, 6]
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Tomando a expressao da anomalia calculada acima e considerando a sua transformada de

calibre,
1 SW A\’
A= (S S
g oA (2)
Loy OW [A]]
= (Du)b 0,
g AL (x)
SW[A%] 1 b
= dz L (DY) 5(z—x). 3.20
/ SAY (2) g( Wad (=) (3:20)
Vamos, entao, investigar se
1 b SA% (2)
- D9 _ 1%
g( M)a(s(z x) 50 ()

Se isto for verdade, poderemos escrever

) [ OW[A7] A% (2)
Aa (‘T) - /dZ 5Az,b (Z) YL (l‘)
W AY] b (A, 0]

00 (x) 00 (x)

o que demonstraria o cancelamento do valor esperado da anomalia, pelos mesmos argu-
mentos utilizados anteriormente.

Queremos mostrar entao que

bALY
60(x)e

1 (&
5((52(‘% — gfachZ’ )o(z —x) =
Essa igualdade pode ser separada em duas, uma dependente da constante de acoplamento

g e outra nao. Considerando o termo h™'A,h , explicitamente a igualdade se reescreve

como (estaremos usando a convengao fl’c = foac = faeb):

(R~ ALh)?

- clz)c(hilA#h)C§<Z - :IZ') = 50(£>a

(3.21)

23



Usando a expansao para o termo h™'A,h e usando a relagao acima para a comparagao
termo a termo da série (até O(6%)), vemos que, para a identidade acima ser satisfeita,

devemos ter:
T Lz AW f£Z
Au mx ~ A,u fmw7
2 H mzJ aw ardmw/) T “p mwd ax*
Usando a identidade de Jacobi em termos das constantes de estrutura
m £n m £n men
FieSim + 155 Fiom + Tl Fjm = 0,
podemos reescrever os termos de ordem mais baixa como

w z w z _ _ fw z w z
(ma: aw+ axr mw)_ am a:w+2az mw

(FmaSiwlog + JawS i fog + FazFowFimg)

= (—famS 2oy = 2 seSom g + 3aaSowSmg)-
Vé-se assim que cada termo da expansdo de §(h™'A,h)’/60(x)* tem um termo igual &
de —f2 (h~1A,h)¢, porém geram-se n termos extras para cada ordem n da expansio em
série. A principio, estes termos extras serao infinitos, sem forma fechada e diferentes
de zero, como o calculo dos termos de mais baixa ordem para o caso SU(2) demonstra.

Concluimos, assim, que a abordagem que utilizamos para o caso abeliano falha para o

caso nao abeliano.

Exemplo

Consideremos o modelo da CDQs com acoplamento quiral para o qual sabemos haver
uma anomalia associada a simetria de calibre. No capitulo 2 calculamos explicitamente o
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funcional a; associado a esta teoria e podemos portanto investigar se a igualdade

50&1 [Auv 9]

0 _ .
A =0 36 (x)

é satisfeita neste caso, com a constante C' a ser estabelecida.
Podemos separar nossa analise em uma parte dependente do campo de gauge A* e em
outra, nao dependente. Considerando a parte que depende de A* vemos que a expansao

do funcional «y pode ser escrita como

MMQ—E/#mﬂwame—@M
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47T A2 AP [2((1 — a)d, — B,)0" + ’;, (1= a)d, — 8,)0%)6° %

= 00, = B0 L1+ 0 (0] (322)

Realizando a derivada funcional em relacao ao parametro de transformacao #* obtemos

= —i((1 — a)d, — ) AF™ 4 2Am (((1 — a)d, — ,)0 )

am

2'2

2'
3

= (1= @), = 3)A)O6 3,5, + O (6°) . (3.23)

S = )8, — B A0 fY, + 2,4#1/ (1= )0, — 8)0°) 61 1,

Conforme mostrado no capitulo 2, a anomalia associada é dada por

a _ an Aag]
At(e) = 59a 50° (z) |,

47T [(1 —a)d, — ] AR (g), (3.24)

=0

Considerando agora a anomalia transformada, vemos que a parte dependente de A* pode
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ser escrita, a menos de uma constante multiplicativa como

(1 - a)d, — Ju| (RAL™Y™ =i((1 — a)d, — B) AT + (1 — a)d,, — D) AZ)6" fm

ax

+ AL = )0, = 8)0°) I3

w

+ LU0 - )9~ B A0 s, 1
+ §Az<<<1 — a)d, — 0,)0")6" f2, fin

+ gAijb(((l —a)d, — )0 [ fm+ O (6%). (3.25)

Vemos, portanto, que A%?(z) contém termos, em sua expansao, iguais aos de da; [A, g]/50% (x).

H4, porém, termos extras que sao dados por

'2 3

A0S I 0, A i O A [ G A 0,000 £, 20 ().
(3.26)
Da mesma forma que no caso geral, investigado anteriormente, estes termos extras nao
parecem ter forma fechada, o que nos impossibilita afirmar algo sobre sua integragao fun-
cional. Concluimos, assim, que o mecanismo responsavel pelo cancelamento da anomalia
no caso abeliano nao se repete no caso nao abeliano.
Fizemos uma tentativa de organizar a dependéncia funcional em 6 desses termos,
calculando-os para o caso em que o grupo de calibre é SU (2). Nao pudemos interpretar
os resultados obtidos de modo que pudéssemos progredir na resposta a questao sobre o

cancelamento ou nao da anomalia, no caso nao abeliano. Exibimos esse calculo em detalhe

no apéndice B.
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Conclusao

Ap6s um longo caminho percorrido, as anomalias sao entendidas hoje como parte
essencial na correta quantizagao de teorias de calibre, sendo estas o paradigma sob o
qual as interacoes entre as particulas fundamentais sdo entendidas. A compreensao das
anomalias teve um papel decisivo no entendimento tanto experimental quanto tedrico de
diversos fenomenos relacionados a fisica de particulas, culminando na previsao de um novo
constituinte fundamental da matéria, o quark top. Do ponto de vista tedrico, a nao con-
servacao quantica da simetria de calibre, é um dos principais problemas a ser enfrentado
no processo de renormalizacao de uma teoria, dado que identidades essenciais na prova de
renormalizabilidade nao sao validas na presenca de uma anomalia na simetria de calibre.
Sendo assim, a possibilidade do cancelamento da anomalia, tema desta dissertagao, ¢ um
critério valioso na escolha de teorias concorrentes em uma mesma situacao fisica.

A ferramenta fundamental ao longo deste trabalho foi o formalismo de integragao
funcional, que nos permitiu enxergar com relativa facilidade, no contexto de teorias abeli-
anas, o fato do valor esperado da anomalia anular-se, resultando na conservacao ao nivel

quantico, de quantidades classicas. Este cancelamento ¢ apoiado pela restauracao da si-
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metria de calibre, a qual surge naturalmente ao compreendermos que teorias anomalas
geram graus de liberdade extras que, por sua vez, definem uma acao efetiva invariante
de calibre. Guiados por essa invariancia e pelo sucesso obtido pelo formalismo no caso
abeliano, buscamos explorar suas consequéncias em teorias nao abelianas. A nao comuta-
tividade dos geradores impoe sérias dificuldades em nossa anélise dado que as quantidades
nas quais estamos interessados nao possuem, em geral, uma forma fechada. As expansoes
em série sao, portanto, a Unica alternativa imediata (a menos de casos particulares, como
aquele em que o grupo de calibre é SU(2), tratado no apéndice B).

Conforme esperamos que tenha ficado claro ao longo do texto, a condicao essencial
para o cancelamento da anomalia de calibre em nossa abordagem ¢ a igualdade entre
a anomalia transformada e a derivada funcional do termo de Wess-Zumino em relagao
aos parametros de transformacao. Consideramos, assim, teorias de calibre nao abelianas,
genéricas e d-dimensionais, nas quais realizamos uma comparagao termo a termo em nossas
expansoes. Nao foi possivel enxergar, a principio, o mesmo mecanismo de cancelamento
de anomalias que age no caso abeliano.

As teorias bidimensionais sao um bom campo de testes para nossas idéias, dado que,
neste caso, existem métodos para realizar a integragao sobre os campos fermionicos, o
que nos permite calcular expressamente a acao efetiva associada. Utilizando o método
delineado ao longo do Capitulo 2, calculamos a acao efetiva da QCDy com acoplamento
quiral (porque este é um caso em que, notoriamente, existe anomalia na simetria de
calibre). A partir dai, obtivemos uma expressao para a anomalia na simetria de calibre,
que pudemos utilizar para seguir com nossas analises, nos mesmos moldes do caso abeliano.

As conclusoes obtidas foram consistentes com o caso geral, previamente analisado.
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A semelhanca entre as analises e conclusoes tanto no caso d-dimensional quanto no caso
bidimensional nos permitem uma nova perspectiva de investigacao. Para o caso da QCD,
considerado, fortes conjecturas apoiam a idéia de que a corrente de Noether associada a
simetria de calibre se conserve no nivel quantico, resultando, portanto, no cancelamento
da anomalia. Se conseguirmos enxergar como esse mecanismo se manifesta em nosso
formalismo poderiamos, em principio, aplicd-lo a teorias d-dimensonais, possibilitando
toda uma gama de novas investigacoes. O cancelamento de anomalias em uma teoria
realistica resultaria, por exemplo, na nao necessidade da igualdade entre o nimero de
quarks e de léptons no modelo padrao. Como conseqiiéncia, um novo caminho na fisica
de particulas e em teorias de cordas poderia ser explorado.

Por fim, esperamos ter ressaltado, neste trabalho, a riqueza e complexidade de teorias
de calibre andémalas. Elas nao sao, necessariamente, teorias inconsistentes. Ao contrario,
mostram caracteristicas profundas e nao exploradas. A compreensao mais detalhada do
papel das anomalias em Teorias Quanticas de Campos se faz essencial para o entendimento

das variadas possibilidades do mundo sub-atomico.
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Apeéendice A

Convencoes

Ao longo da tese estamos trabalhando no espaco de Minkowski. A métrica sera dada

por

O tensor de Levi-Civita e é

00 11
g =-g =1
pyo_
g - guu

en = —e =1,
EH/V — _EVM

Para o espaco dual usamos a notacao

at = e"a,,

(A.1)

(A.2)

(A.3)

Os vetores no cone de luz podem ser obtidos a partir dos vetores em Minkowski pela

60



relagao

a* = (a® £a"), (A.4)
a partir da qual obtemos
1
e
1
CL'ub'u = §(a+b_ + G_b+). (A6)
Trabalhamos na representacao de Weyl, na qual as matrizes v podem ser escritas
como:
0 1
Y =0, = : (A7)
10
0 —1
= —io, = : (A.8)
1 0
5 0.1 Lo
V==77 =0.= : (A.9)
0 —1
obedecendo as seguintes propriedades
™Y =y, (A.10)
{7} = 29", (A.11)
[, 2] = —2e" 5. (A.12)
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Apendice B

O Exemplo do Grupo SU(2)

A idéia subjacente aos céalculos que se seguem é a de procurar observar a forma exata

dos termos que violam a férmula

N R i )
g(DN>a5< )_ 69&(I)’

que, como vimos no capitulo 3, é o que precisamos para mostrar, via integral funcional,
o cancelamento da anomalia. Isso nao é viavel para grupos arbitrarios. No entanto, para
o grupo SU(2), a forma fechada para o elemento genérico do grupo é conhecida. No que
se segue, iremos calcular os dois lados da equagao acima e procurar compara-los, para o
caso em questao.

Vamos considerar o caso do grupo SU (2) na representacao fundamental, com os 7,
dados por

1 01 1 0 — 1 1 0

1 92 ) 2 9 ' ) 3 9 ;
10 1 0 0 —1

que satisfazem a dlgebra
[Tm Tb] = i‘sabcTc'
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Além disso, os T, acima possuem as seguintes propriedades

T2 = 11,
4
1
{TaaTb} = 5(1617
. e 1
(L) (3'T) = 5 (axf) T+ 7d- AL,
1—» —
(0°T,) (0°T,) = 1001

Usando essas propriedades, podemos obter uma forma fechada para o elemento geral de

SU (2):

-2 -3
exp (i0°T,) = 1+ i0°T, + %Q“TaebTb n %HaTaebTbHCTC ¥

2 (1~ = (1~ =
= 14T+~ (=0.01) + L (2F-01) 6T,
e “+2!(4 ) 3!(4 ) “
LS P L IVA I
L2g.ar) +L (20.61) ¢o1
o (49 0) 5 (49 )9 ot

Definimos o vetor 77 através de

1. 1
59 = 5977,712: s

0 = )+ (02 + ()

Isso simplifica a férmula acima

- 2 (0N i 0\!
exp(z@ Ta) = 1(14—5(5) +—'(§) —|—)
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Vamos, entao, calcular
5Af;b (2)
56 (z)

Primeiramente, necessitamos de A%" (z). Vamos extrai-lo de

AP () Ty = (W ASTLR) T, ; (W (0,1)" Th.

Comecamos pelo primeiro termo:

h_lA;TCh = A} exp (i0"T,) T, exp (—i0°T,)
. 0 . 0 0
= A {cos (5) — 2in*T,sen (5)] T. {cos (§>
, 0
+2inT,sen <§>}
= A°T,cos? oy _ 2in* A [T,, T.] sen o cos 4
’ 2 ’ 2 2

0
+4Ain“anaT " T,sen? <§>

6 6 7
= AJT. cos? (5) — 2in" A}, [Ta, Tc] sen (5) cos <§>

0 0
+4 AT, L nbT, Tysen? <§) + 4A;, T, T n*n’T,sen? (—)

2
c 0 - a AcC 0 0
= AT, cos’ (5) — 2in® A, [T,, T sen (5) cos (5)

0 0
+AZTcsen2 (5) +4A5 [T, T] nn’Tysen? (§> )

Substituindo as relagoes de comutacao,

0 0
h’lAZTch = A;TC + 2n“AZ€achdsen (§> cos (5)

+4iAZsachdnaanbsen2 (g)
= AT, +2 <ﬁ X fl;l)cTcsen (g) cos (g)
> 0
. c _ C |z, 2 (7
+41 <A# n [n A“]) T.sen (2) ,
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onde usamos, na passagem para a segunda linha, que
b N\d b 1 5 c
AZ&?achdnan Tb = (7_7: X AN) Tdn Tb = 5 ((ﬁ X A#) X ﬁ) Tc.

Com isto, escrevemos, finalmente:

0 0
- c b
h 1A#TJL = {Au + 2sen (5 cos (5)

de onde lemos

1 4e b 0 0 L = \?
(h 1AMTCh) = AZ—l—QSen (§> coSs <§) (n X #)

A
“ent (5 ) (= [ 4]).

Vamos agora abordar o termo h~19,h:

on = {COS (g) — 9in"T.sen (g)] A {cos (g) 4 2inT,sen (g)]
- [cos (g) — 2in®T,sen (g)} [—Sen (g) On (g>
123 (8,n®) Tusen (g) + 2T}, cos (g) Oy <g>}

Antes de prosseguir, vamos trabalhar um pouco as relagoes abaixo:

1 _
00 = 0 (66 = S (6°6") " 2600,0"
= %a,ﬁa = n"9,0%,
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0 e I hee
= —8 0% — e—nba 6°
6" 62
1
— 5 (5@1) nb) aueb
e
a a 1 — —\C 1 — —
(nTy) (0,n"T,) = 5 (M x 0,m)" T, + 1 (0,1)1
1
Y (” X0 9)
Com isto,

_ 0 0 0
h 18Mh = —sen ( ) (§> Oy ( + 2inbT,sen? (2) oy (5)
+21 (5bc -n nc) 0,0° | Tysen Q cos Q
[ K 2 2
1/, 5\ b 5 (0
+25 <TL X 5’u9> Tbsen <§>
. 0 0 0 0 0
+2in’T, cos® <§> O (5) + sen (5) cos <§> oy (5)
‘ 0 A1 . . 0 0
= 2mbTb8N (5) + 2 (5 ((5b —n’n ) 0,0 > Tysen (5) cos (§>
1/, N 5 (0
+25 <n X 8u9> Tysen (§> )

Daqui lemos (h~'9,h)":

0 1 0 0
(h_lﬁuh)b = 2in°0, (=) +2i |~ (566 — nbnc) 0,0 ) sen | = | cos | =
2 0 2 2
1 5\ b 0
—1—25 <ﬁ X @ﬂ) sen? (§> :
Novamente, interrompemos nossa progressao para calcular algumas quantidades que nos

serao convenientes:

60 (z) J b b 1/2
§0e (x) 6% () (0°0°) " (2) =

0 a
— g(z)(S(z—a:):n (2)0 (2 — )




onb(z) 8 (6, N\ 1, Y,
50e(x)  66° (x) (E (2)) =500 (5= 1)~ g ()
1, 0
- 55175(2—1:)—@71 (2)d (2 —x)
_ %(5ba—nbn“) (2)6 (2 — ).

. . ~ . _ b
Derivando funcionalmente em relagao a 8% a equagao para (h 1AfLTCh) ,

HICHIN ) _ o () (i

+
S
o~
wn
)

B
VR
N D
~_

o

[}

0]
N
N D
~_
~

N
= o

|

3

o
| —

3

o
=
| I
~—
>,

>,
EESS
al

Notamos que precisamos desenvolver mais algumas expressoes:

5 (7 x A, b(z) 5 (epeqn ALY’ (2
( ) _ 9 W) (2) = %gbcd (0 —nn) A% (2) 6 (z — x)

56 (z) B 66 (z)
= lab dAY ()6 (2 —2) — 1naeeb A% (2)6 (2 — )
g o #
1 1 /. =\
= gfbadAZ (2)0(z —x) — " <n X Au) d(z—x),
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blm . A b, c\ Ac
i ([;; é”]) SR <”§;a)(f;‘ o A () + e ()
_ % (6% — nPn?) nAS (2)6 (= — )
+% (6 — n®n®) b A°, (2) 6 (= — )
_ %(5*) ) (i A,) ()8 (= — 2)
+% (nag = nn® (- 4,)) ()0 (= = @)
_ % (0" = 2nn®) (7 A4, ) + A5 ()0 (= — @)

Assim,

5 (W AST,h)" (2) , (0
00 (z) (

+ 2sen <§> cos (g) (%%dAZ ()6 (2 — ) — %n (ix4,) 6~ x))
aisen (3 ) cos (§) (42 = ot [ 4] ) (13— )
— disen? (g) (% [(5ba — 2nbn?) (ﬁ : /TM) + nbA;;} (2)6 (2 — x))
— cos (i1 x /Tu)bna ()6 (= — )
+ senf (%ebadA,‘j (2)6 (2 — ) — én (7 x ffu>b 5(z— x))

+ 2isen (AZ —n? [ﬁ . EMD n®(2)d(z —x)

— disen? (g) (% [(5ba — 2nbn?) (ﬁ : /TM) + nbA;;} (2)6 (2 — x)) .

68



Vamos a segunda parte:

10 (0" —n'n°) (2) , . L gte o 00" (2)
i ) g (O et du
o =) 00 ()3 =)
—i—% <_1 (6" — nn*) n® — % (6 = nn®) nb) 0u0° (2) 0 (2 — @)

+ % (6 = n*n) (9,60 (= — ) .
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59a5<x) {% (ﬁ X 3u§>b (Z)} = _%;98@((;)) (ﬁ X 8M§>b (2)

ADb
L6 (ﬁ x aﬂe) (2)
9T (0
1 N
= —n" (ﬁ X aue) (2)8 (2 — )
5 c
+ Ebed (Tzaaﬁd + ncédaﬁué (z — .77))
)
- —%na (ﬁ X a,ﬁ) (2)8 (2 — )
+ Ebed (% (0° — n°n®) (0,0%) 6 (= — x) + 679,05 (= — x)) :

Voltando & expressao para d (hilﬁuh)b (2) /60 (x),

d (h_laﬂh)b (’Z) N e 1 ba b, a c - b 1 ac a,.c c
5% (2) —{m (5(5 —nn)@,ﬂ)jtm (5(5 —nn)@,ﬂ)
+ é (=n (6" = n’n°) —n® (6 — n°n®) — n® (6 — n’n")) 9,6°sen 6
N\b
+1 (%n“ (550 — nbnc) (9“96) cosf + n” (% (ﬁ X 8,“9) ) sen ¢

Nb

—%n“ <ﬁ x a,ﬁ) + Epea (% (69 — nena) (aﬂed)) (1— cose)] 5 (> — )

+ (inbn“ + % (6 = n*n®) sen @ + epeen® (1 — cos 0)) 0,6 (2 —x).
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Vamos juntar os resultados obtidos até agora:

e {(h_%mh)b -5 7 @'
:(:OSG(nxA) 2)6(z — )
+S€n9(;€badA z—:t)—%n“ <ﬁ><ffu>b5(z—x))
+ 2isen 6 AZ [ﬁ fLD n®(2)d(z — x)

(; [(5ba nPn?) <ﬁ : /Yu) + nbAZ} (2)8 (= — x))
(8% — nbno) MC) +in® (% (6% — none) aMeC>
T+ (Cn® (8 — nbnf) — n (8 — nfn) — n® (5% — n®n?)) 8,6sen §
+i <%n (8% — nbne) MC) cos 0 + n? (% (7 x aﬁ)b) sen §
_ L (ﬁ x aﬁ)b + Epea (% (6% — nena) (@96’)) (1 — cos «9)} 5 (> — 1)
— - (mbna + ; (6 — n“n®) sen @ + epeen® (1 — cos 0)) 0,6 (z — ).

Comparamos com é (DZ)Z d(z—x) = é (=020, — igepeaAf*) 6 (2 — x). Coletamos, pri-

meiramente, os termos que compoe Aﬁ’cz

—_

Al = (hTAST,h) = = (h™'9,h)"

Q
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—éég@ué (z —x)
+Ebea {AZ + 2sen (
—2sen? (g) (AZ —nf [ﬁ ﬁuD

(2 R 0 1. . 0 0
—; [2@71 oy (5) + 2i (5 ((5 d_n nd) Qﬂd) sen (5) cos <§>
1/, Ae o, (0
—1—25 (n X @ﬂ) sen (§)H d(z—x).

[NORIRNN
~_
)

)

n
7N
N D
~_
~

Sy

X

o
=
~—

o

Conforme pode ser visto, a estrutura dos termos que divergem de uma expressao para

a outra é extremamente complexa, nao permitindo a visualizagao de nada que permita

supor o seu cancelamento.
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