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Resumo

O estudo de teorias quanticas de campos em baixa dimensionalidade tornou-se objeto
de interesse, ao longo do tempo, devido a sua relativa simplicidade, no que diz
respeito as manipulagoes e calculos, sendo assim possivel contemplar de maneira
mais clara os aspectos matemdticos e formais envolvidos. Um desses aspectos, o
qual é explorado neste estudo, é a ocorréncia de anomalias, associadas as relacoes
de simetria a qual envolvem amplitudes perturbativas em duas dimensoes (D=1+1).
Para tanto é necessdario ter em maos uma prescricao capaz de ser consistente e ao
mesmo tempo geral, no que diz respeito as manipulagoes e cédlculos. Tendo isso
em mente, consideremos neste trabalho uma nova estratégia para manipulacao de
amplitudes em solugoes perturbativas de Teoria Quéanticas de Campos formuladas
em (D=1+1) ao nivel de um e dois e trés “loops”, tendo em vista a nao existéncia

de restricao de aplicabilidade e sucesso obtido com este método em outros estudos.

i



Abstract

The study of theories of quantum fields in low dimensionality has become the object
of interest, over time, due to its relative simplicity, as regards manipulations and
calculations, thus possible to contemplate a clearer and formal mathematical aspects
involved.

One of these aspects, which are explored in this paper, is the occurrence of anom-
alies, associated with the relations of symmetry which involve perturbatives ampli-
tudes in two-dimensional (2D).

For that you need to get a prescription able to be consistent, while general, with
regard to mathematical manipulation.

With that in mind, consider this study a new strategy for handling of amplitudes
in solutions perturbatives of Quantum Field Theory formulated in 2D, to the level
of one, two and three "loops" in view of the lack of restriction on applicability and

success with this method in other studies.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é, sem divida, uma ferramenta muito im-
portante para a compreensao e entendimento dos fenémenos envolvendo particulas.
Ao longo do tempo, esse aparato tedrico tem obtido muito sucesso na descrigao dos
fenobmenos envolvendo a dindmica de particulas interagentes, bem como servido de
base para a criacao e elaboracao de novas teorias. A importancia da TQC nao se re-
stringe & fisica de altas energias. Atualmente, importantes aspectos de outras dreas
da fisica como, por exemplo, a fisica da matéria condensada (fendmenos criticos,
fisica do grafeno), vale-se dos métodos da TQC, o que torna ainda mais evidente a

relevancia dela para o entendimento dos fenémenos ao nivel quantico.

Existem, entretanto, questoes em aberto no que se refere aos fendémenos das
particulas interagentes, tanto tedricas quanto experimentais. Como tal, questoes
relativas ao setor de Higgs no modelo Weinberg-Salam-Glashow, o confinamento de
quarks e glions, descrito pela Cromodinamica Quéntica e as inevitdveis violagoes em

relagbes de simetria em amplitudes fisicas (anomalias). Tais problemas néo invalidam
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a TQC como formalismo, uma vez que é neste cendrio que as melhores concordan-
cias entre resultados experimentais e predigoes tedricas sao obtidas. Mais precisa-
mente, nos referimos ao contexto da teoria quantica do campo eletromagnético (ou
eletrodindmica quantica). Portanto, esse aparato ¢ uma ferramenta essencial para
a compreensao de tais fend6menos, mesmo que ainda existam aspectos merecendo

esclarecimentos adicionais.

Entre os aspectos acima referidos, um aspecto que se destaca é a questao das in-
evitaveis violacoes de relacoes de simetria. Isto porque as simetrias desempenham um
papel crucial no contexto de TQC. As propriedades importantes de sistemas fisicos
sao implementadas através de invariancias frente as transformacoes de gauge locais
e globais, particularmente na dindmica das particulas elementares. Deste modo, o
surgimento de violacoes de simetrias, as anomalias, podem levar a inconsisténcias na

interpretagao das préprias teorias quanticas de campos de gauge [1].

As relagbes de simetria as quais nos referimos, ou Identidades de Ward (IW), po-
dem ser vistas como consequéncias da versao quantica do teorema de Noether, que
implementam informacoes a respeito de quantidades conservadas. Logo, seria em
principio esperado que simetrias implementadas na construcao da teoria estivessem
necessariamente presentes nas respectivas solucoes através das quais as consequén-
cias de tais simetrias podem ser apreciadas. A manutencao de tais simetrias nas
solugoes perturbativas estd diretamente ligada & renormalizabilidade de uma teoria.
A existéncia de inevitaveis violagoes em IW obriga a construcao de procedimentos
adicionais a fim de que tais teorias possam ser renormalizédveis, podendo assim, descr-
ever de maneira consistente, a dindmica de particulas interagentes. Tal procedimento
é conhecido na literatura como cancelamento de anomalias e desempenha um papel

crucial na formulacao do Modelo Padrao .

A literatura a respeito de anomalias é bastante vasta [2] e surgiu [3] logo ap6s

a formulagdo moderna de TQC em 1949(8] ganhando um foco especial a partir dos
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trabalhos de Adler [5] e Jackiw [6], sendo ainda hoje motivo de discussoes. Difer-
entes formulagoes de anomalias sdo atualmente disponiveis na literatura [7]. Apesar
disso, existem aspectos relacionados as anomalias que permanecem sem esclareci-
mento adequado, como por exemplo, a existéncia ou nao de anomalias em amplitudes

perturbativas finitas.

E bem conhecido que existem amplitudes anémalas em cada dimensdo par do
espaco-tempo. Estas amplitudes perturbativas sao tensores antisimétricos construi-
dos com o menor nimero possivel de propagadores fermionicos internos. Invariavel-
mente, sao quantidades cuja contagem de poténcias revela cardter superficialmente
divergente. Em dimensao D = 1 + 1, a amplitude anomala é a axial-vetor vetor
(AV) com grau superficial de divergéncia logaritmico. Em dimensao D = 3 + 1, sdo
as amplitudes triangulares AVV e AAA, com grau superficial de divergéncia linear.
Em dimensao D = 5 + 1 sao os boxes AVVV e AAAV com grau superficial de

divergéncia quadratico e assim sucessivamente.

Para estes tensores, é possivel estabelecer de modo claro D + 1 propriedades de
simetria, sendo D identidades de Ward e um limite de baixa energia. Assumindo a
forma mais geral possivel para tais tensores, é possivel verificar que tais propriedades
de simetria nao poderao estar simultaneamente presentes nas respectivas amplitudes
independentemente da teoria especifica e do tipo de solugdo obtida (exata ou per-
turbativa). Ou seja, nao é possivel evitar que pelo menos uma das esperadas pro-
priedades de simetria seja violada. Pode ser mostrado, para as amplitudes anomalas
citadas acima, de que a identidade de ward violada é aquela correspondente & corrente
axial associada ao vértice no qual é exigida a satisfacao do limite de baixa energia.
Uma vez que isto é inevitdvel, poderfamos, em principio, escolher qual propriedade
de simetria violar e assim escolher manter as identidades de Ward satisfeitas. En-
tretanto, o limite de baixa energia da amplitude AVV em dimensao D = 3 4+ 1 estd

relacionado a um importante experimento; o decaimento eletromagnético do pion
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neutro (PVV). Assim, uma teoria violando o teorema de baixa energia falharia ao
descrever a fenomenologia e nao seria aceitdvel. E necessario, portanto, que a teoria
tenha violagdo em alguma identidade de Ward. Com isso perde-se a renormaliz-
abilidade em uma teoria contendo uma tunica espécie fermionica. A recuperacao da
renormalizabilidade ocorre com o cancelamento das violagoes vindas de diferentes

setores fermionicos, o cancelamento de anomalias.

O aspecto de interesse no presente trabalho esté relacionado a descrigao perturba-
tiva das anomalias ou mais especificamente a associacao das violacoes de simetria com
o cardter ambiguo das amplitudes correspondentes. Devido ao cardter divergente, a
amplitude em principio depende da escolha para os rétulos dos momentos das linhas
internas da amplitude. Sendo assim, diferentes escolhas levam a amplitudes diferindo
por um termo arbitrdrio. Uma vez que se deseja satisfazer o limite de baixa energia,
basta entao escolher adequadamente o termo ambiguo para se obter a forma dese-
jada da amplitude AV'V; satisfazendo o limite de baixa energia e & manutengao das
identidades vetoriais. Este procedimento pode ser encontrado na maioria dos livros
texto de TQC. Embora isto permita a obtencao da forma desejada para a amplitude
AVV | a aceitacao do cardter ambiguo das amplitudes perturbativas em T'QC tem
implicagoes indesejdveis. Primeiro porque estaremos aceitando que a teoria nao pos-
sui poder de predicao ja que, com isso, cada vez que calcularmos uma amplitude com
grau de divergéncia superior ao logaritmico terfamos que escolher um ou mais termos
indeterminados e isso teria que ser guiado pela fenomenologia, que é precisamente
aquilo que queremos descrever através da teoria formulada. Um segundo aspecto, nao
menos importante e crucial, é o fato de aceitarmos uma interpretacao para as ampli-
tudes perturbativas que viola o mais elementar principio da fisica; a homogeneidade
do espaco tempo. Um terceiro aspecto é a falta de consisténcia na construcao de
nossas teorias fundamentais, pois em amplitudes que sao tensores pares eliminamos
automaticamente as referidas ambiguidades utilizando métodos de regularizagao que

permitem shifts no momento de integracao como a regularizagdo dimensional (DR)
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e em amplitudes que sao tensores impares, onde nao podemos utilizar tal método,
para o célculo das amplitudes, que sao combinagoes das mesmas integrais de Feyn-
man, aceitamos escolher arbitrariamente o valor de termos de superficie que resultam

precisamente da quebra da invaridncia translacional do espago tempo.

Recentemente uma estratégia alternativa aos métodos tradicionais de regular-
izagdo [11] tem permitido mudar significativamente o cendrio acima descrito. Isto
porque no contexto da referida estratégia as ambiguidades sao eliminadas automati-
camente em todas as amplitudes de quaisquer teorias ou modelos, formuladas em
quaisquer dimensoes do espaco tempo, inclusive nao renormalizdveis. As amplitudes
anomalas divergentes sao obtidas com o limite de baixa energia satisfeito automatica-
mente (livres de ambiguidades). Tendo em maos este procedimento, torna-se possivel
conduzir investigagoes em situacoes onde a utilizacao de métodos tradicionais de reg-
ularizagao nao permitem a obtencao de resultados conclusivos. Uma destas situagoes
com importancia destacada é a questao da existéncia ou nao de violacoes inevitdveis
de relagoes de simetria (anomalias) em amplitudes finitas. Sendo mais claros: em
cada dimensao par do espaco tempo temos amplitudes andomalas (divergentes), se
aumentarmos o nimero de propagadores fermidnicos internos teremos amplitudes
finitas. Assim, quando estas amplitudes sao tensores impares, tal quais as ampli-
tudes anomalas, estas amplitudes terao todas as propriedades de simetria satisfeitas
ou serao igualmente andémalas? Esta questao foi amplamente discutida nos anos se-
tenta do século passado mas nao foi completamente esclarecida devido ao fato de
as contragoes destas amplitudes finitas estarem relacionadas as amplitudes andmalas
divergentes. Assim como as amplitudes divergentes eram admitidas ambiguas, havia
uma dificuldade inerente a investigagao. Com a utilizacao do método citado acima,
as amplitudes anomalas divergentes sao determinadas livres de ambiguidades, o que
torna possivel uma investigacao conclusiva da existéncia ou nao de anomalias em

amplitudes finitas.
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Nao hd nenhum argumento para excluir & priori tais anomalias. Ao contrario, o
fenobmeno pode ser estabelecido com base na forma geral dos tensores envolvidos e a
conclusao permaneceria vélida ainda para solugoes exatas (livres de ambiguidades).

E esperado deste modo que o mesmo fendmeno ocorra para as amplitudes finitas.

No presente trabalho, nos ocuparemos precisamente em investigar uma destas
amplitudes finitas candidatas & anémalas: a amplitude AVV em dimensao espago
temporal D = 1+ 1. Trata-se da situacao algebricamente mais simples de todas as
possibilidades o que facilita a tarefa. As conclusées retiradas da presente investigagao
poderd nos estimular a investigar os casos correspondentes & dimensao fisica D = 3+1

do espaco tempo onde as implicagoes poderiam ser de importéncia crucial.

A fim de efetuarmos a pretendida investigacao, principiaremos por considerar a
forma explicita da amplitude AV'V e suas relacoes com outras amplitudes. Algumas
destas relagoes, as quais denominamos relagoes entre fungoes de Green, relacionam
as contragoes da amplitude AV'V com seus respectivos momentos externos com as
amplitudes PVV e AV. Assim, no capitulo 3 promovemos uma investigacao geral
das amplitudes de um e dois pontos, potencialmente divergentes, para estabelecer um
ponto de vista claro sobre a amplitude anémala AV. Nesta oportunidade discutiremos
os aspectos essenciais da estratégia adotada para a interpretacao de amplitudes di-
vergentes do cédlculo perturbativo. Depois disto, no capitulo 5, voltamos a expressao
estabelecida para a amplitude AVV e estabelecemos uma forma explicita para esta
amplitude em termos do conjunto de funcoes definidas e estudadas no capitulo 4.
No capitulo 6 verificaremos explicitamente se a expressao obtida para a amplitude
AVV satisfaz as relacgoes entre fungoes de green estabelecidas no capitulo 2, para
tal, utilizaremos propriedades das fungoes utilizadas na sistematizacao das fungoes
de trés pontos introduzidas no capitulo 4. Finalmente no capitulo 7 apresentaremos

nossas consideracoes finais e conclusoes.



Capitulo 2

Modelo, Amplitudes e Relacoes

entre Funcoes de Green

2.1 Introducao

A fim de estabelecer o contexto da presente investigacao, consideremos um modelo
em dimensao espaco temporal D = 2 onde um férmion de spin % estd acoplado
com bésons de spin 0 (scalar e pseudoescalar) e com bésons de spin 1 (vetor and
axial-vetor). A forma genérica da lagrangiana de intera¢do pode ser representada

como
L1 =iG(VV)p + iGp(Uy3¥)T — ey (V" T) A, — eq (Ty37"P) W#A. (2.1)

onde v e 75 sao matrizes que satisfazem a dlgebra de Dirac, ¥ é um campo de
spin % massivo, Wf ¢ um campo axial-vetor, ¢ ¢ um campo escalar e T ¢ um campo
pseudoescalar . As constantes G, Gp, ey, e e4 sao constantes de acoplamento e seus
valores devem ser estabelecidos experimentalmente (s@o inputs do modelo). Estas
constantes podem ser independentes ou relacionadas dependendo do contetddo de

simetria do modelo. Para nossos presentes propdsitos tais valores sao irrelevantes
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e nds assumiremos todas como tendo valor unitdrio. Um aspecto importante do

modelo sao as propriedades das correntes vetorial e axial-vetor as quais obedecem

O VH =0, (Iy"T) =0, 22)
0, A" =0, (@737“\11) = 2mi (U3 ¥) = 2mi P.
propriedades das correntes implicarao em relagoes de simetria ou identidades de Ward
a serem satisfeitas pelas fungoes de Green do modelo. A renormalizabilidade do mod-
elo estard condicionada ao modo pelo qual os campos vetorial e axial adquirem massa
(quebra espontanea de simetria) e a auséncia de anomalias. Se alguma identidade
de Ward for inevitavelmente violada, um mecanismo de cancelamento das violagoes
ters que ser construido com a presenca de outras espécies de férmions. E bem con-
hecido que este é o caso para qualquer dimensao espaco temporal par. As violagoes
inevitdveis de relagoes de simetria ocorrem em fungoes de green puramente fermioni-
cas, isto é, em amplitudes contendo apenas propagadores fermidnicos em linhas in-
ternas de diagramas contendo um loop. E pelo menos aceito amplamente que uma

topologia destas amplitudes serd anémala em cada dimensao e esta é invariavelmente

superficialmente divergente.

O contexto da presente investigacao é a dimensao D = 1+ 1. Neste caso sabemos
que a amplitude anomala é a amplitude AV e a questao que queremos responder é se
a amplitude triangular (finita) AV'V é anomala também, isto é, se esta amplitude nao
pode satisfazer simultaneamente a todas as suas propriedades de simetria de modo
inevitdavel. Questoes semelhantes podem ser formuladas em dimensoes superiores e
o resultado obtido na presente investigacao servird de estimulo para investigacoes
semelhantes em dimensoes superiores onde o esfor¢o algébrico é consideravelmente

maior, em particular na dimensao fisica D = 3 + 1.

A fim de efetivarmos a pretendida investigacao nds necessitamos primeiramente

introduzir as definicoes das amplitudes perturbativas envolvidas.

No6s definimos as referidas amplitudes em dois passos sucessivos. Primeiro defin-
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imos as amplitudes para um valor do momento do loop &, como é usual,
twk =Tr {FZSF (k + ka; ma) F]SF (lf + kb; mb) FkSF (]{ =+ /Cc; mc)} . (23)

Os operadores I';, devido & estrutura da lagrangiana de interacao, poderao assumir

os valores
Fi = {F57FP7FV7FA} - {17’7377/04’70[73}7 (24)

Os propagadores fermionicos Sr carregam momentum k + k, e massa m, e nés o

escrevermnos Ccomo

o 1+ by = U R e e
onde
D, = [(k+k,)* —m?]. (2.6)

As correspondentes amplitudes perturbativas sao obtidas pela soma sobre todos os
valores do momento nao restrito pelas relacoes de conservacao de energia e momen-
tum nos vértices envolvidos, ou seja, pela integragao no momentum do loop k,
ik / ﬁtij--.k. (2.7)
(2m)?
Assim para estabelecermos as funcao de Green fermionicas escolhemos os operadores
dos vértices I'; , escrevemos a expressao correspondente a amplitude para um valor
do momentum do loop e, em um passo posterior, integramos sobre todos os valores
possiveis do momentum do loop. As funcoes associadas as amplitudes de um ponto

ficam,

t' = Tr {T:Sp (k + ka;ma)} (2.8)
que pode ser escrita como,

(k + k)¢

t =
Dy

Tr {Fmg} + DﬁlTr {T;}, (2.9)
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a integral dos momentos da expressao acima tem como resultado a expressao para

uma amplitude de um ponto qualquer,

. d2k .
TZ — tl
/ (2m)?

De modo semelhante, as funcoes de dois pontos ficam,

tij =Tr {PZSF (k’ + ka; ma) FJSF (k + kb; mb)} ’

ou ainda,

k+ k)S (k4 ko)X
D12
(k + ko)X

+ mD—lzTT‘ {PZF]")/X}

pr = Tr{Tivelj7, )

13
D12

2

m
Ty
+ D12 T{ ]}

onde D;; , = D;D;...Dy, e portanto,

Tz‘j_/ &’k 4
IV ECOE.

E finalmente para as fungoes de trés pontos teremos,

tijl =Tr {FZSF (]{3 + kfa; ma) FjSF (k + kb; mb) FZSF (/{3 -+ ]{ZC; mc)} .

10

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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ou ainda,

E+ k) (k+ ko)’ (k + ks)®
bt b (D1232) LAk Tr{Tval 75 07e }

k+ ko)’ (k + ks)®
m( 2;) ( 3) Tr {Di0v50, }
123
m(k + k) (k + k)
D13
(ko k) (k4 )

il —

Tr{TivoITive

B
Tr{Tivajvs00}

(2.15)

(2.16)

Nas expressoes acima para as amplitudes adotamos a rotulagao mais geral pos-

sivel para os momentos das linhas internas. As quantidades k; sao arbitrarias e

combinagoes destes momentos estarao relacionados aos momentos externos por meio

das diferencas destes. As quantidades obtidas pela soma dos mesmos serao arbi-

trarias e representarao quantidades ambiguas. A contagem de poténcias revela grau

superficial de divergéncia linear para as primeiras definidas acima, logaritmica para

as segundas e cardter finito para as tultimas.

11
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2.2 Amplitudes triangulares

Tendo em vista as defini¢oes introduzidas na se¢ao anterior, nés estamos em condicoes
de tornar explicita a expressao para a amplitude AVV que serd o nosso objeto
de estudo. Basta especificar na expressao geral para as funcoes de trés pontos os
operadores adequados nos respectivos vértices. Assim, assumimos na expressao (2.15)
as escolhas I'; =, I'; = 7, e I = 7,75 para termos a fungao associada a amplitude
AV'V, lembrando que para obtermos a amplitude desejada basta integrarmos sobre o
momento k, conforme visto na secao anterior. Seguindo a prescricao que adotamos,
ndés primeiro escrevemos a expressao para um valor do momento do loop. Neste caso,

apos desenvolvermos os tracos de Dirac, ficaremos com a expressao,

AVV APP SV P SPV
t)\,uz/ - ,uut)\ - g)\ut# - g)\,utl,
PPV PVP VPP
— 5)\Mtu — E)Wtu — MVt)\
odd
+ 150 (2.17)

Aqui identificamos as subestruturas surgidas no desenvolvimento do trago com out-
ras amplitudes triangulares conforme indicado pela rotulacao. Na expressao acima

também introduzimos a conveniente definicao,

o 123 —)213 312
s = —2ey [t 150 10 (2.18)
onde,
ij 1
(99— (h+ k), [(k + k), (k+ k), £ (k+ k), (k + kl)u} B (2.19)
ij
As expressoes para as funcoes de trés pontos identificadas acima sdo:
tEPY = 2(Daio) " {(k + k1), [(k + K2) - (K + k3) — m?]
— (l{ + ]{2)1/ [(k + ]fl) . (]f + ]{3) - m2]
= (k + ka), [(k+ K1) - (k + ko) = m?] } (2:20)

12
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VP = 9 (Dyy) " {— (k+ k1), [k +ka) - (k + ks) — m’]
+ (k4 k), [(k+ K1) - (k+ ko) —mﬂ}, (2.21)

77 =2 (Daa) ™ { = (ko k), [(k + ko) - Ok + k) — o]
+ (k? + k2)
— (k + k3)

[(k + k1) - (k + ks) —m?]
[( + ky) - (k + k) — m?] } , (2.22)

p

p

57 (R, b, aom) = 2 (D1z) ™ {Fega (k- ks)” [(k 4+ ) - (K + k) = ]
—Ega (k+ k1)” [(k + k3) - (k + k2) +m?]

Ok + ks) - (k + K1) +m?]

(k + k1)° (k + k)"

(k + k3)? (k + ky)"

(

ko k)® (ke + km} . (2.23)

+€ﬁo¢ k + ]fg

«

—5577 k + ]{?1

«

( )’
( )
+egy (k + k3)
( )
( )

—E&pny k + ]{32

«

t5VE (kg ky, kaym) = 2 (Daa) ™" {5,,/3 (k + k3)’ [(k + k1) - (k + ko) +m?]

—Eu k+k1 h

( )7 [(k + k3) - (k + k2) +m?]
teup (b + ko)” [(k 4 ks) - (k + k1) + m?]
tepe (k+ k) (k+ k)™ (k+ k),
—g0 (k4 k)’ (k+ ko) (k + k1),
tepa (b + Ey)® (ke + k) (K + k), } (2.24)
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Capitulo 2. Modelo, Amplitudes e Relag¢oes entre Fungoes de Green

BT (kg by, iz m) = 2 (Dana) ™ { =2 (k4 ) [+ Ba) - (6 + Ko)] + m?
tepe (k4 k)° [(k+ ks) - (K + ko) — m?]
—epn (k4 )" [(k + ks) - (k + k) — m?]
— (k+ ko), [ O + Ks) ( + B

(k4 k), |epn (b + kg)® ( + o) "}

— (+ k), [y O+ h) (k + ko) (2.25)

Temos ainda um importante resultado que serd utilizado mais tarde, que é a funcao

de trés pontos associada & amplitude PVV |
tPVV = 2m (Dgyp) ™
{gm [(k +k3)® (ke + ko)’ €ap — (k+ k)" (k + k2)” 25,
— (k + k3)™ (k + k1)’ €ag
e [(k k) (k4 ko) — (b + k) (k+ ko),
— (k+k3)* (k+k1),]
+eva (k1 — k3)® (k + ko)) — (ks — k)" (k + k1),
+ (k1 — k2) (k + k3),]
+era (ks — k)™ (B + ko), — (ks — ko)™ (k + k1),
= (k1 = k2)" (k + k3),

2¢e,
2 Evr } (2.26)

Este tipo de sistematizacao, onde os termos da amplitude sao identificados com
outras amplitudes, além de ser muito 1til para o desenvolvimento das operacoes
necessarias é especialmente conveniente quando as amplitudes envolvidas sao di-
vergentes. Neste caso, as restricoes de consisténcia podem ser impostas para cada
amplitude envolvida tornando universal o tratamento das estruturas, frequentemente

contaminadas por arbitrariedades.
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2.3 Relacgoes entre Funcoes de Green

Na secao anterior, ao expressarmos o traco de Dirac envolvido na expressao para a
amplitude AV'V, identificamos subestruturas com outras amplitudes com a mesma
topologia e argumentamos que isto poderia ser 1itil na busca de consisténcia geral do
célculo perturbativo. Outras relagoes entre amplitudes do cédlculo perturbativo po-
dem ser identificadas e desempenham um papel crucial para a presente investigagao,
as quais denominamos relagoes entre fungoes de Green. Elas podem ser produzidas
toda vez que existe um indice de Lorentz envolvido (vetor ou axial), pela contracao
deste com o respectivo momento externo do vértice. FEstas relagoes, assim como
as identificadas acima, podem ser estabelecidas para as expressoes das amplitudes
escritas para um valor do momento do loop. E razodvel esperar que estas relacoes
permanecam validas apds a integracao sobre todos os valores do momento do loop
ter sido efetuada, mesmo na presenca de eventuais divergéncias. Tendo em vista
que tais contracoes estao diretamente relacionadas as propriedades de simetria da
lagrangiana da teoria, satisfazer tais relagoes entre fungdes de Green significa, em
tltima instancia, preservar as simetrias da teoria no calculo perturbativo. E possivel
afirmar que se alguma relacao entre fungoes de Green é violada, alguma relacao de
simetria serd violada também. O contrédrio também é verdade, se as relagoes de sime-
tria forem preservadas pelos cédlculos das amplitudes entao nao havera violagao em
relacoes de simetria. Este aspecto desempenhard um papel crucial para a presente

investigacao.

Quando a contracao do indice de Lorentz com o momento externo envolve um
vértice vetorial, a relacao entre fungoes de Green estabelecerd uma relagao entre
uma funcao de N pontos com duas outras de N — 1 pontos. Portanto, a contagem de
poténcias serd mais severa para as amplitudes surgidas pela contragao. Deste modo,
quando for o caso, o grau de divergéncia envolvido serd maior do que aquele das

amplitudes contraidas. Em particular, o que serd o caso para a presente investigagao,

15



Capitulo 2. Modelo, Amplitudes e Relag¢oes entre Fungoes de Green

uma amplitude finita pode ser relacionada a uma logaritmicamente divergente.

Como exemplo deste tipo de relagoes entre fungoes de Green considere a funcao
de dois pontos vetorial relacionada ao tensor de polarizacao do vacuo na QFED, que

serd de grande importancia mais adiante. E facil estabelecer a identidade,

(Y S S —
= {%m} - {%m} , (2.27)

como consequéncia apenas da dlgebra de Dirac para as matrizes envolvidas. Esta

relacao, tendo em vista as definicoes dadas para as amplitudes, significa,
(k2 — k)"t)) (kv ko) =ty (k1) — t) (ka). (2.28)
Também teremos, para as contragoes envolvendo indices vetoriais, as seguintes re-
lacoes,
(ko — k)"t (ky k) =ty (kv) — ¢, (2), (2.29)
(k= k)'ty," (ki ko) = £} (ko) — 1) (), (2.30)

Teremos também relacoes andlogas para as funcoes de trés pontos, estabelecidas na

secao anterior, que podem ser obtidas de maneira semelhante,

(ks — k1)t iV (ke ko, ks) = €520 (Ruy ko) — £52 (K, k) (2.31)
(ks — k)utin) (ki ko, k) = 320 (ko) — t5,2 (K, ka) - (2.32)
(ko — E)AEYTT (K, ko, k) = 77 (s kg) — 77 (Ko, keg), (2.33)
(ks — k1) utVT (ky, oy ka) = t0F (ks ko) — 77 (o, Ky, (2.34)
(ko — k)ut) Y (K, ko, kg) = t77 (kas ko) — t77 (s, ky), (2.35)
(ky — ko) t5FY (ky, ko, ks) = t9F (ks k) — 57 (kg k), (2.36)

De modo anélogo, quando o indice de Lorentz estiver associado a um vértice

axial vetor, é possivel estabelecer, por meio da contracao com o respectivo momento
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Capitulo 2. Modelo, Amplitudes e Relag¢oes entre Fungoes de Green

externo, relagoes entre a amplitude contraida e outras trés amplitudes, sendo uma
delas de mesma topologia e outras duas de um nimero de pontos menor em uma

unidade. Como exemplo considere a identidade abaixo,

%+;ng%w+;?m}
‘{”ﬁw+ﬁo—m}+%”%ﬁ+ﬁg—m}

1 1
‘”m{”m+ﬁ»—m%m+ﬁn—m}

Tomando o traco em ambos os lados, podemos identificar a relagao entre amplitudes,

(k1 — ka), {%

(2.37)

(lﬁl — k’g)utﬁy = tf(k’g) — tf(k’l) — thfv (]{31, /{32) (238)

Outras relagoes semelhantes podem ser identificadas envolvendo contragoes com

indices axiais para as fungoes de trés pontos,

v

(k’g - kg))\tfxv (k‘l, k‘Q, kg) = t;‘y(k‘l, k‘g) — tﬁy(kl, kg) — thﬁyv(kl, k‘Q, kg) (239)

Temos ainda a possibilidade de identificar relagoes envolvendo amplitudes com
um nuimero impar de matrizes 75 e outras com um nimero par destas. Este tipo de

relacao é universal em dimensao D = 1 + 1.
Como exemplo considere a relagao,
= —€uag”ty . (2.40)
E esperado que todas as relacoes acima permanecam validas apés a integragio em
ambos os lados. Em particular, ressaltamos a relacao entre funcoes de Green envol-

vendo o tridngulo AV'V que o relaciona & amplitude anomala AV. Assim, esperamos

que, ao calcularmos a amplitude AVV explicitamente e em seguida contrairmos a
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expressao obtida com os momentos externos, possamos identificar as diferencas entre
as amplitudes descritas nesta secao. Sendo assim, nossa primeira tarefa é fornecer
um ponto de vista claro a respeito da amplitude anomala AV. Esta amplitude é di-
vergente e serd necessdria a adocao de uma estratégia consistente para o tratamento

da referida amplitude. E o que faremos no capitulo seguinte.

18



Capitulo 3

A Estratégia para o Calculo das

Integrais de Feynman

Em capitulos precedentes, estabelecemos para a amplitude AV'V algumas propriedades
e relagoes com outras amplitudes. Percebemos entao que as contragoes com os mo-
mentos externos estabelecem relagoes entre a amplitude AV'V e a amplitude anémala
AV. Sendo assim, para respondermos se existem ou nao violagoes inevitdveis em re-
lagoes de simetria na amplitude finita AVV em dimensao temporal D = 1 + 1,
devemos primeiramente estabelecer um ponto de vista claro a respeito da amplitude
anomala AV. Esta por ser divergente exige a adogao de uma estratégia para o trata-
mento das indefinigoes associadas. Sendo assim, neste capitulo, trataremos deste
aspecto especifico; obteremos resultados para as integrais de Feynman envolvidas no

célculo das amplitudes que compoem nossa investigacao.

O método que utilizamos nas investigagoes tem sido aplicado com sucesso em
diferentes problemas [12], onde o papel das divergéncias, tipicas dos célculos pertur-
bativos, desempenham papel importante. No contexto do referido método, uma vez

constatada por uma simples contagem de poténcias a existéncia de divergéncias em
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Capitulo 3. A Estratégia para o Cédlculo das Integrais de Feynman

uma amplitude, ao invés de especificar alguma regularizacao, com o intuito de torné-
la finita, adotamos uma estratégia alternativa [11] aos métodos de regularizagao para

realizar todos os célculos.

Para justificar as manipulacgoes intermedidrias, assumiremos a presenca de uma
distribuicao regularizadora genérica, apenas de modo implicito. Isto pode ser esque-

maticamente representado por,

/ f_’j (k) / f_f f(k){ lim Gy, (k,Af)} _ /A f—w’;,f(k). (3.1)

271') 27T) A2 o0 27T)

7

Aqui os Als sao parametros da distribuigao genérica G(k, A?). A presenga desta
distribuicao no integrando, além de garantir o carater finito da integral modificada,
deve possuir duas propriedades bastante gerais. Ela deve ser par no momento de
integracao k para que a invaridncia de Lorentz seja preservada, além de possuir um

“limite de conexao” bem definido,

lim Gy, (k% A?) = L. (3:2)

A?—>oo

A primeira das propriedades exigidas implica na anulacao de integrais fmpares
no momento de integracao, enquanto que a segunda garante, em particular, que os
valores das integrais finitas de uma amplitude nao serao modificados. Note que estas
exigéncias sao completamente gerais e estao de acordo com qualquer regularizacao
razodvel. Depois destas suposi¢oes, podemos manipular o integrando das integrais
divergentes usando identidades para gerar uma expressao matemética, na qual todas
as divergéncias estardo contidas em estruturas independentes dos momentos (arbi-

trarios) internos.

Nossa prescrigao consiste em, inicialmente, utilizar a seguinte representagao para
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o propagador do campo fermioénico,
SH+H;) (3.3)
N
= [(li/+%)+m]{

3 (1) (k2 + 2k.k;)’

(k2 _ m2)j+1

(=DM (k2 + 2k k) VT }

J=0

+(k2 —m2)N T [(k+ ki)® — m?]

onde N é escolhido conforme o maior grau de divergéncia existente no modelo. Como

no presente caso esse grau é linear, adotaremos a seguinte representacao:

SW+%%JW+%HwﬂhWEm%—g;tiﬁf (3.4
. (k2 + 2k.k;)? }
(k2 — m?)2 [(k‘ + ki)2 — mz] 7

A representagao (3.4) para o propagador fermionico é dita conveniente, uma vez
que é capaz de fazer com que as estruturas (2.9) e (2.11) apresentem, ao serem in-
tegradas, a parte divergente separada da parte finita. Isto possibilita, por sua vez,
que procedamos & integragao sobre o momento nao restrito nas integrais finitas e
coloquemos as integrais divergentes em termos dos denominados objetos divergentes
bdsicos. Estes objetos nada mais sao que integrais divergentes, ou combinacoes de
integrais com mesmo grau de divergéncia e sao definidas particularmente para cada
dimensao considerada. Para estudos em duas dimensoes, os objetos divergentes basi-
cos sao dados por,

o [ Pk 1

n [ Pk 2kaks [ Pk gas
Vo) = | Gy | sy OO

Uma vez que escrevamos a parte divergente de uma amplitude em termos das

estruturas acima, sem de fato realizarmos o cdlculo de alguma integral divergente,
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poderemos mapear nossos resultados naqueles obtidos por qualquer outra prescricao
de tratamento de amplitudes divergentes, bastando para isto, avaliar os objetos di-

vergentes acima identificados, segundo a prescricao de interesse.

Vamos entao a seguir proceder as manipulacoes e cdlculos necessdrios das integrais

de Feynman envolvidas nessa investigacao.

3.1 Integrais de Feynman

Estamos agora nos referindo as integrais de Feynman em termos das quais as ampli-
tudes sao meras combinacoes. No presente caso, como vimos no capitulo anterior,
todas as estruturas que necessitamos calcular podem ser escritas como combinagoes

de apenas nove integrais de Feynman, as quais definimos como:

e Com um propagador:

1 1] = / Ik Lk (3.7)

e Com dois propagadores:

d*k [1; k*; kPR
];[”;IW:/ - ) 3.8
a5 ) = | G (3:8)

e Com trés propagadores

(I 15 15" I

|- / PE (L B kPR kR R 39)

(2m)? D13 ’
Nossa tarefa entao é obter uma expressao para cada um destas integrais.
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3.1.1 Cadélculo das integrais de Feynman

Nesta secao, efetuaremos as manipulagoes e os célculos necessdrios nas integrais de
Feynman, para colocé-las na forma adequada ao método que adotamos. Separaremos
primeiro as partes finitas e divergentes, procederemos a integragao daquelas finitas
e reorganizaremos as partes divergentes em termos dos objetos bdsicos divergentes

que definimos.

Calculo de [;

O primeiro passo a ser considerado para o cdlculo de uma das integrais citadas
anteriormente, no contexto da estratégia de calculo descrita no capitulo 3, é efetuar
a contagem de poténcia dos k/s, no numerador e no denominador do integrando,
para, com isso, verificar se a integral é divergente ou finita. No caso particular da
I, , observamos que esta é uma integral divergente com grau logaritmico. Portanto,
fazemos uso da identidade (3.4) e obtemos o seguinte resultado,

B d*k 1 B A’k (2k - ky + k2)
I = /A (271')2 (k2 — m?) / (27_‘_)2 (2 —m2) Dy’ (3.10)

O primeiro termo, do lado direito do sinal de igualdade, é uma integral divergente
e a identificamos como o objeto bésico divergente dado pela expressao (3.5). O
segundo termo, do lado direito do sinal de igualdade, é uma integral finita. Apds
aplicarmos a parametrizacao (B.4) e efetuarmos a integragdo, obtemos um valor
identicamente nulo para o termo finito, isto é,

/ ¢’k (2k - ki + k) _ 0 (3.11)
(2m)* (k2 =m2) Dy

Portanto temos,

I = ilog (mz) ' (3.12)
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Calculo de (I1),

Da mesma forma como foi feito na integral anterior, observamos que a (I;) ., € também
uma integral divergente, porém, dessa vez, o grau de divergéncia é linear. Recorrendo

a expressao (3.4), podemos reescrever,

2k k,
(), = /A (272 (k2 — m2)
, [ Pk kK,
5 | G

&Pk kuky
o / z
a (2m)% (B —m?)?
/ Pk (2k - ky + k)’ k,
(2m)2  (k* —m?)2D,

(3.13)

Nessa expressao, todos os termos fmpares no momento de integragao k, o primeiro
e o segundo termos, sao identicamente nulos devido & imposi¢ao da preservacao da
invaridncia de Lorentz no processo de regularizagao. O terceiro termo é uma integral
divergente, que pode ser escrita em termos dos objetos basicos divergentes, definidos
em (3.5) e (3.6). O quarto termo ¢ uma integral finita e com o uso da parametrizacao

(B.5), obtemos um valor identicamente nulo para ela, isto é:

/ Pk (2k - ky + k)’ k, 4 (3.14)
(2m)? (k2 —m?)2D, ' ’
Com isso teremos,

. A’k 2k,k,

resultado este, que pode ser colocado em termos dos objetos bésicos divergentes,

sendo assim teremos,

(]1)M = _kfv;w - klfg;wilog (m2) . (316)
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Caélculo de I,

A integral I; é uma integral finita, observamos isso pela contagem de poténcia dos
k’s. Podemos entao calculd-la diretamente, com a utilizacao dos procedimentos ap-

resentados nos apéndices B e C. Feito isto teremos,

I= (E) G (). (3.17)

Onde introduzimos, em notagao simplificada, as funcoes de estrutura para as

partes finitas de funcoes de dois pontos em 2D, definidas como,

Zk

1
P3N, p? :/ dz :
G O 22, 77) o pPz(l—2)+ A\ =)z —\]

onde p sao diferencas entre os momentos internos.

(3.18)

A integracao da expressao acima, sobre o parametro de Feymann z pode ser
facilmente efetuada, mas, para o presente propdsito, isto nao é relevante, portanto,
mantemos sempre a representacao integral. Além disso, os termos \; e A\ se referem
aos termos de massa, no entanto, estamos tratando neste trabalho apenas férmions

de massas iguais, ou seja,
A=) =m? (3.19)
Calculo de (I3),

A contagem de poténcia dos k’s nos revela que esta integral também é finita. Para

calcula-la, utilizamos os métodos descritos nos apéndices B e C. Temos assim,

(L2), = — (ﬁ) (DG (0% mP) + kiCo (0% mP)] (3.20)
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ou, de forma alternativa e conveniente,

(Y Qu,ap 0 o
(1), = - () G s, (3:21)
com a definicao,

Q= ki + ko. (3.22)

Calculo de (1),

Consideramos agora o cdlculo da integral (I2) Lo due, pela contagem de poténcia dos
k!s, notamos o carater logaritmicamente divergente. Com a utilizacao da identidade

(3.4) obtemos a expressao,

d*k .k,
(IQ)IJJ/ - /A (27)2 (k2 — m2)2

Pk (2k - ky + k2) kyk,
|

Pk (2k - ky + k2) kuk,
_/<27r)2 (k2 —m?) Dyy

(3.23)

O primeiro dos termos do lado direito da igualdade é uma integral divergente e
nao sofrerd manipulacao adicional. Para as restantes, providenciamos a integragao

com métodos usuais, pois sao finitas. Dessa forma, apds a integracao no momento

o / ek R
2 A (271')2 (k2 o m2)2

k, obtemos,

+ (42_71_) [pupy _pQQVIJ |:C2_1(p2; m?) — %
7 —1/.92. m2
" {Q#QV%} ’ (3.24)
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ou ainda,
vV | Y
1= S I ()
i 2 —17, 2. 2\ Cl_l(p2;m2)
@ [pupv — P° G {Cg (psm*) = =5
i (o (p*sm?)

Célculo de I3

Passamos entao para a solucao das integrais associadas as fungoes de trés pontos.

Comegando com integral de Feynman I3(m?, ki, ko, k3), pela defini¢ao teremos:
d’k 1

2 D (3.26)

13(m2,k1,k’2,k’3) Z/

esta integral é finita, nao necessitando, portanto, nenhuma prescri¢ao de regulariza-

¢ao.

Pode-se mostrar facilmente que,

Is(m?, ky, ko, ks) = {ﬁ} /01 dz/ol_z dym, (3.27)

onde Q(z,y) é uma fungao dos momentos, massa e dos parametros de Feynman (z, )

(Ver apéndices B e C) dada por

Qp,xiq,y) =p’x(1—2)=2(p-q)ay+ ¢y (1 —y) —m’. (3.28)

Agora, introduzindo a definicao de uma nova classe de fungoes:

1 1—z n,,m
—h _ d d Yy .
m /0 p /0 VoG T (3.29)

o resultado final de nossa integral sera,

[
I3(m®, ky, ko, ks) = [E} Coo - (3.30)



Capitulo 3. A Estratégia para o Cédlculo das Integrais de Feynman

Calculo de (I3),

Passamos entao para a determinagao da integral I (m?, ki, ks, k3), de acordo com a

definicao teremos,

2k k,

3P D (3.31)

I m2, o, e ) =/

Com uma parametrizacao adequada e com auxilio das funcoes definidas anterior-

mente (3.29), chega-se ao seguinte resultado,

I§(m®, ky, ko, ks) = {é} {(ky = k2)uCor — (ks — k1)uCrio — koo - (3.32)

Calculo de (I3),,

A préxima integral a ser calculada é 15" (m?, ki, ks, k3), que pela definigao é,

&Pk ko,
(2m)* Dias

1§ (m?, ky, Ky, ks) :/ (3.33)

e que ap6s manipulacoes adequadas, pode ser escrita da seguinte forma,
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I (m2, Ky, kg, k) = [ ]{g’“‘”ém

+ (ko — k1) (ks — k1)uCop
+ (ky — k) (ks — k1)u Gy’
+ (kg — k1)(ks — k1)o Gy
+ (kg — k1)u(ks — k1)uCoo
+ ke [(k2 = F1)uCol” + (ks — k1)uCio )
kg [k — k1) Cot® + (ks — K)o G )
+k1kCoo ) (3.34)

Célculo de (I3)

HUA

E finalmente consideremos a solucao da integral I**(m2, ky, ks, k) que pela definicio

temos como sendo,

Pk ki k

(L;)WA (m27k1,/€2,/€3):/(2ﬂ)2 Duvs (3.35)

Esta integral, apesar do aumento da contribui¢ao na contagem das poténcias de k
no numerador, continua finita. Para seu cdlculo, basta escolher uma parametrizacao

de Feynman conveniente.

Sendo assim, podemos mostrar apés algumas manipulagoes que:
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() (2 o) = | 15

(4m)

- % (ks = k1)uCort + (ks — k1)uCio ]

= 22 [(ky = k)Gt + (ks = k1), i

- % [(k2 = k1)aCor' + (ks — kAo ]

+ {(42_70} { (ka2 — k1) (ke — K)o (k2 — k1)aCos
= (k2 = ky)u(ka — K1)y (ks — k1)aCig

— (kg — k1) (ks — K1)y (k2 — k1)aCrs

— (ko — k1)u(ks — k1) (ks — k1)aCor

— (k3 — k1) (ko — k1) (k2 — k1)aCoo

— (kg — k)R — k1)u (ks — k)aCor”

— (kg = k1)u(ks — k1)w (ks — k)aCao

— (ks — k) (ks — k1)u (ks — k)aGof

— b | S+ (ks = k) (ks = k)aGa + (ko = k) (ks = kAR
+ (ks — k1) (k2 — k1)aCii + (ks — k1) (ks — k1)aCop |

— k1 [%C&} + (kg — k1) (ks — k1)aCog + (k2 — k1) u(ks — k1)aCoy
+(ks — k1) u(ks — k1)aCag + (ks — k1) (ke — k1)aCoy’]

= x| G (k= Rl = k)i o (ks = )k = )G
(k= k1)u(ke = k1)uCos + (ks — k) (ks — k1)o7

+ kv (k1 — k2)xCor” + (k1 — k3)aCig )

+ kypkin [(ky — k2)uCor + (k1 — k3)uCig )

+ kk [(ky = ka)uCor” + (k1 — ks)uCid]

— kb1 kiaCog } - (3.36)
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Com isso, concluimos o célculo das integrais de Feynman necessdrias para obter-
mos a forma explicita de todas as amplitudes envolvidas na investigacao estabelecida.
Em posse destes resultados para as integrais, podemos seguir ao cdlculo propriamente

dito das amplitudes.
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Capitulo 4

Amplitudes Fisicas

De posse dos resultados das integrais de Feynman desenvolvidas no capitulo anterior,
podemos agora proceder ao cdlculo das amplitudes. Sendo assim, primeiramente,
resolveremos os tragos de Dirac envolvidos, escrevendo cada amplitude como uma
combinacao de integrais de Feynman, para entao construir a forma explicita das am-
plitudes. Neste momento nao assumiremos nenhuma hipétese a respeito dos valores
das integrais divergentes presentes nas expressoes. Isto serd feito apenas num passo

posterior.

4.1 Calculo das Funcoes de Green de Um Ponto

Primeiramente consideremos a funcao de um ponto vetorial. Escolhendo o operador
[y = 7, na defini¢ao (2.9) e solucionando os tragos envolvidos (veja apéndice A)

teremos,

\ (k + kl)u
=2 (4.1)
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Integrando

en{ o )

Substituindo os resultados para as integrais ficaremos com

TV = —2k5 [A¢, (m?)] . (4.3)

I

Notemos o cardter arbitrdrio do resultado. Os mesmos passos podem ser seguidos

para obter a expressao para a funcao de um ponto axial. Teremos inicialmente

A2k kv 2k 1
A__ v v v v -
T = 2w U 2y 5k | @y Dl]’ (44

e entao, apds a substituicao dos resultados, teremos,

Tit = 26, k1e[ A (m?)). (4.5)

4.2 Calculo das Funcoes de Green de dois Pontos

Consideremos agora as fungoes de dois pontos. Comecemos por aquelas sem indices
de Lorentz. Como tal, tomando I'; = I'; = 73 teremos a fungao PP. Teremos
inicialmente,
1 1 1
(L)
Dy Ds Do (4.6)

com p = kg — ki. A integracao da expressao acima nos momentos e a substituicao
dos resultados das integrais ja calculadas nos leva a,

TP = iy (m?)] + =" [G5" (7m0, (17)

Prosseguindo teremos,

(k+ k)" (k + ky)°

4SP ’
Drs

= —anﬁ (48)
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que fica,

T5F = 0. (4.9)

Agora, com um indice de Lorentz, primeiro consideramos,

o 1
tfjv = 2m5ua (]fg — kl) D—lz, (410)
que, substituindo o resultado da integral fica,
va = 2mepCy  (p%m?). (4.11)

Agora, consideramos o cdlculo da fungao de Green de dois pontos V'V, para isso

fazemos I'; = v, e I'; =, na expressao (2.12), obtendo assim,

E+ k) (k+ky)?
t =Tr {7075} ( I)DL 2)

k+k2)

+mTr {7,778 )

k+ k)™
+mTr {7,777} %

1

— 4.12
Do (4.12)

+m?*Tr {’}/M’}/V}

e portanto,

(k + k1) (k + ko)”
Ty, =Tr {7,775} / Do,

d2k; (k + ks)”
+mTr {7,775 } / 7 D

(k+ k1)
+ mT?” {7;{70/}/1}} / 2 D121

d2 1
+m?*Tr Y / —_—. 4.13
{%ﬁ } (27r)2 Dqs ( )
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Apés efetuarmos as operagoes relacionadas aos tracos de Dirac, identificamos a

relacao,

Ty =T + gu (T7F).

onde definimos, por uma questao de conveniéncia, a seguinte estrutura,

TW =2

0

Rh (o4 I), (B, + (k4 1), (5 B),
/ (2m)? Dis

temos entao para a expressao a cima dois resultados uteis,

T =2V, (m?) + 20,10 (M)

+4 {L] { 9490 — 900] [Czl (p*,m?) — G (0% m?)

(4m) 4

—~ [(42_7?)} QuivXoCo - (p%,m?)

T = - M—W)} Co' (P, m?) [P, Q)s

+quu +2 (kluk2u - klu’@u)]

lembrando que p = ky — k1 e QQ = ko + k1.

TVV

Com esses resultados e (4.7) obtemos para a amplitude 7},,",

™

)

; _ 2
Ty = - (l) — Sk ) [1+m?C (0% m?)] + 2V, (m?) .

p

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Finalmente, consideramos a funcao de dois pontos axial-vetor a qual desempen-

hard um papel crucial na presente investigagao. Tomando I'; = 7,75 e I'; = 7, na
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expressao (2.12), obtemos inicialmente,

Pk (k4 k) (k + ky)°
(2m)? Dy
Pk (k4 k)"
(2r)*>  Dia
Pk (k + ky)°
(2m)> Do

+mPTr ( )/‘F—ki (4.19)
7/,1,7371/ (27‘(’)2 D12 : °

T =Tr (7,73YaY7s) /

+mTr (V,Y5VaVy) /

+mTr (7,737.,75) /

Apés a tomada dos tragos de Dirac envolvidos ficamos com,

Tzflvv =2 / (ka)zDLm {ua [k + k), (k+ ki) + (K + k1), (kK + k2),]

2 | (o R), (4 Ra), = (ko ko), ( + K,
— G [Fap (B i)y (k + ho), |

— €u,, [(k + ]{71> . (]{7 -+ /{72) — mﬂ } , (420)
reorganizando os termos, podemos identificar as seguintes estruturas ,
T = —euT" — 9T +2 (,°T — €,°TL)) (4.21)

essas estruturas ja foram previamente calculadas e, portanto, nos resta apenas utilizar
os resultados obtidos na expressao acima. Apds algumas manipulagoes, obtemos o

seguinte resultado para a amplitude AV,

Tﬁ,v (kl, ko; m2) = =24, (m2)
i

(47)

Co ' (q;m?)

4
= ‘

] {SWQQ - 5uaqaqV] G (q; m2) -

(4.22)
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4.3 Calculo das Funcoes de Green de Trés Pontos

Para as funcoes de Green de trés pontos de nosso interesse utilizaremos o mesmo
procedimento realizado nas amplitudes de um e dois pontos. Tomaremos o trago
reduzindo a amplitude a uma combinacao de integrais de Feynman, neste caso to-
das finitas. Substituiremos entao as integrais pelos resultados obtidos no capitulo

anterior. A andlise dos resultados ficard para o capitulo seguinte.

(—4mi) TV = o { [ (0 = 0)* m?) + Gt (0%, m?))]
—2(p* —p-q) &5 — Cos )
+an {=[¢" ((p—q)* m?)]
—2(P* —p-q) ot +P°Cod ) s (4.23)

(_47Ti) TVPPV = Dv {_ [C(;l (an )} —2 (p q ClO + q COO } (424)

+a {- [ (@m*)] =2 9) (ol +P°Cos )

(—4mi) TEVP = p, (= [0 (0 — 9)* . m?)] (4.25)
—2(¢*—p-q) (g + *Cos )
+a. {61 (0=, m®) + G (Pom?)]
—2(¢*—p-q9) ot = P*Cos )

(—4m) T = exa {0°Co " (g5m) — p°Co 't (3 m)
—2(p-q) (¢*Cor” — P+ 4°Ci)
+2p°Coo + (20" — °0") Coo )
+4easp” [(¢%an (Coz — Co) — a*paéit) ] (4.26)

37



Capitulo 4. Amplitudes Fisicas

(—4mi)) T)VE = ,0p°C " (pym?) — €0ag™Co " (g3 m?)
+ 26,0 (p-q) [¢°Cort — (i) — 42app™d’puCiy
93 — (07 — (03 — (e} (07 -
+ 4eq5q° 7(’001 — @it + PuCas | — Eva (6P — P7¢°] Cop -

(4.27)

Nas expressoes acima omitimos o argumento das fungoes por simplicidade. A am-
plitude triangular que aparece na relacao entre funcao de Green para a amplitude

AV'V | por sua vez pode ser escrita como,

T:,)/VV = 2me,, {ppq,,C&f +q¢°p, [—2(1_02 + C&ﬂ +q¢°q, [—2(512} } (4.28)

—2me, | [Cal (p>,m*)] — (¢*—p-q) C602} :

Resta apenas explicitar a fungao AVV. Para tal, primeiramente determinamos a

expressao para o tensor definido em (?7?).Teremos,

[—i (4m)] T = —exp { =4 (gpupv + GowPu + Guwpp) Cio
— (9o + I + ) Cor
+2[9pu (Pv + @) + G + GpwPul Coo
+80,pul [—Cao + Cao ] + 86p9uy [—Coz + Coz )
+ 4ppqupy [—2Co7 + Cit) + 4ppaua [—2¢15 + Cif
+4pppudy [—2¢57 + (o0 + Gt — Cio)
[—2¢5 + Cos + Citt = ot )
[—2¢57 + 2¢3% + Cop — Cig)

+44,puqy [—2C1_22 + 2C1_12 + C622 - C(;lz] } . (4-29)

+ 44,9,y

+ 4q,p.pv
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Deste modo, a forma explicita da amplitude AV'V fica,

[—i (4m)] T = exu {20 [C0" (0° )] + a0 [G57 (%, m?)] (4.30)

+2[20.(10 +20.Co — (o + @) Coo |

— v [¢°Co0 =2 (P~ 9) i)

—a [P*Cos =2 (P~ 9) Coi') }

+exn {p [Go! (0= 0)° m?)]

— 4. [G" (0 =) m?) + ¢t (¢%m?)]

+2 [2puCio + 20uCor — PuCon )

—pu [26°C5 +2(p- 9) Cig + *Coo |

—qu [-26°Co +2(p- 9) Cot” — P*Co0 |}

—exo {—9w @’ [ ((p— 9)7,m?)]

+9ur” [¢0 (= @), m?) + G5 (07, m?)]

— Gup” [2192( 0 —2(p-q)Cio” +d%¢ 602]

— 9w’ [20°Cof —2(p- @) Coft — P°Cog )

+ 29, [—20°Cio — 24°Cor’ + 4°Coo ]

+ 80" pupy [—Cag + Cao] + 407 qups [ 2657 + ¢
[=Cos + Coz ] + 4 00 [—2C55 + (i
+4p"pugy (2657 + Cop + G — Cid )
+4¢°qupy [—2C75 + Cor + Gt — Cor)

[—2Ca1" +2C0" + Co0 — Cuo )

+4¢°puay [—2¢15 + 207 + o — Cotl T

+8¢°q,q,

+ 44 pupy

Antes de verificar se as relagoes entre funcoes de Green da amplitude AVV sao

satisfeitas e responder as questOes que motivaram a presente investigacao, devemos
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especificar a amplitude anomala AV, uma vez que ela contém um termo ainda nao

especificado.
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Capitulo 5

Consisténcia no calculo
perturbativo bidimensional e

anomalia AV

5.1 Introducao

No capitulo anterior, explicitamos as amplitudes que fazem parte da presente inves-
tigacao na linguagem que adotamos. A amplitude AV'V é finita e ndao depende de
nenhum aspecto particular dos célculos, mas ela estd diretamente relacionada, por
meio de relacGes entre fungoes de Green, a amplitude anomala AV, esta sim com
contagem de poténcias apontando cardter divergente. A amplitude AV, por outro
lado, ainda nao estd completamente especificada, pois o método utilizado separou as
partes divergentes das finitas, mas nao especificou ainda as quantidades divergentes.
Em particular a quantidade V, que é uma diferenca entre duas integrais logaritmi-
camente divergentes, aparece na expressao para a amplitude AV. Assim, antes de

verificar se a amplitude AV'V satisfaz suas propriedades, devemos completar a tarefa
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de especificar completamente a amplitude anomala AV. Isto é essencialmente o que
faremos a seguir neste capitulo. Para tal, comecaremos considerando a amplitude
V'V, relacionada ao tensor de polarizacao do vdcuo da (QE D, para reunirmos os
elementos necessdrios, a fim de, com base na consisténcia do célculo perturbativo

bidimensional, especificar a amplitude AV'.

5.2 A amplitude VV e a consisténcia no calculo
perturbativo

Antes de considerar a expressao obtida para a amplitude V'V, consideremos aspectos

gerais a respeito desta amplitude. Primeiramente, esta amplitude é um tensor de

dois indices simétricos, formado a partir do momento externo p e do tensor métrico

Juv- Isto quer dizer que a forma geral deve ser,

T;X/V = Juv [Fl (p2)] +p,upu [F2 (pz)] . (51)

Os dois indices estao associados as correntes conservadas. Ou seja, a expressao para

a amplitude V'V deve satisfazer,
Ty =p'TY =0, (5.2)
com isso, estabelecemos a relacao entre as fungoes genéricas,
F (p*) = —p*F (p°) (5.3)
e portanto podemos escrever,
Ty = (pupv — P2gw) F2 (p%) - (5.4)
Dado isto é esperado que qualquer cédlculo consistente desta amplitude apresente esta

forma geral. Além disso, é possivel extrair um limite de baixa energia associado a
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amplitude VV. Tendo em vista que Fy (p?) = —p*F, (p?) é esperado que o termo

proporcional ao tensor métrico se anule em p? = 0, ou seja:

[ (9*)] oy = 0, (5.5)

uma vez que Fh (p?) nao deve ter um pélo em p? = 0. Isto é necessédrio para manter

o féton sem massa apds a correcao perturbativa.

Por outro lado, estabelecemos que a amplitude V'V devesse satisfazer a relacao
P =T (k) = T) (ks) . (5.6)

Aparentemente esta propriedade é incompativel com as propriedades acima. Vamos

verificar melhor isto.

Consideremos a forma obtida para a amplitude V'V no célculo realizado no capi-

tulo anterior. Obtivemos,

Ty =2V, (m?)
- (i) <M) 1+ m2¢;t (5, m?)]. (5.7)

T p?
Dado este resultado e a forma explicita obtida para a amplitude de um ponto vetorial

(4.3), é facil perceber que,
Py, =2p" [V (m?)] =T) (k) = T, (k2), (5.8)

o que implica que nosso cédlculo satisfaz & relacao entre funcoes de Green esperada
para a amplitude VV. Mas quanto as propriedades de simetria? E a forma geral
obtida acima para V'V que nao é consistente com a forma obtida? Esta discordan-
cia é apenas aparente, pois ainda nao especificamos a quantidade V. Se tivéssemos
utilizado alguma regularizagao, esta quantidade ja teria sido especificada. No con-
texto do método que adotamos, o valor desta quantidade é especificado pela con-

sisténcia do cdlculo perturbativo. Ou seja, este valor serd definido pela imposi¢cao
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da manutencao de propriedades fundamentais nas amplitudes perturbativas. Isto é
equivalente a buscar condigoes a serem satisfeitas por uma regularizagao, a fim de que
esta produza resultados consistentes. Em dimensao D=1+1 esta tarefa é bastante
simples. Podemos invocar a invaridncia translacional na amplitude V, que implica
em impor independéncia desta amplitude com a escolha do momento arbitrario k;.
Isto forcaria a quantidade V ser nula. Poderfamos invocar o teorema de Furry que
estabelece, baseado em ingredientes muito gerais, que toda fungao de Green con-
tendo um nimero fmpar de propagadores fermidnicos idénticos e somente vértices
vetoriais, deve ser identicamente nula. Novamente o valor exigido para V seria nulo.
Poderiamos argumentar que a escolha do momento ki, (k; = 0), seria igualmente
eficiente. Entretanto, isto significaria assumir que os célculos perturbativos resultam
em amplitudes ambiguas e somente as adequadas escolhas das ambiguidades pro-
duzem resultados consistentes. Além disso, ainda que isso pudesse ser possivel para
a amplitude de um ponto vetorial V' individualmente, isto nao seria para a ampli-
tude V'V, pois a contragao com os momentos externos resultam em uma diferenca
de fungdes de um ponto que é nao ambigua. Cada uma das funcoes depende de um
momento arbitrario e a escolha simultanea k; = ko = 0 nao estd disponivel. Assim,
devemos concluir que o cédlculo produzido pela estratégia que utilizamos é correto,
uma vez que este satisfaz as relacoes entre funcoes de Green esperadas, como deve
ser exigido. A especificacao do valor V = 0 é imposta pela consisténcia no célculo
perturbativo. Sem isso nao preservariamos nem mesmo invariancia translacional. O
valor nulo vem do fator relativo 2 convenientemente assumido na definicao. Esta
condicao é denominada de Relacao de Consisténcia no contexto do método que ado-
tamos e pode ser vista como uma propriedade necessaria para uma regularizacao
produzir resultados consistentes no cédlculo perturbativo bidimensional. Ela é satis-
feita na regularizacao dimensional assim como pode ser satisfeita na regularizacao de

Pauli-Villars [13]. Por fim, percebamos que isto é uma exigéncia e ndo uma escolha.

Apés a breve discussao acima, voltamos para a amplitude V'V assumindo a vali-
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dade da Relacao de Consisténcia V = 0. Como consequéncia, o teorema de Furry é
satisfeito (T = 0) e a amplitude V'V possui a forma esperada (invariante de gauge).
Notemos ainda que o limite de baixa energia estabelecido também serd automatica-

mente satisfeito, ou seja:

[Fy (p°)] oy = [1+m?°¢ (0% m?)] oy = 0. (5.9)

A expressao obtida, além disto, possui o valor correto da massa induzida para o féton

no limite de massa nula para o elétron (\/i;r)

Com as conclusoes extraidas nesta secao podemos agora estabelecer um ponto
de vista claro para a amplitude anémala AV. O argumento que utilizaremos é o da
universalidade; todas as amplitudes, que sao combinagoes das mesmas integrais de
Feynman, devem ser tratadas de modo idéntico. Ou ainda, nenhuma interpretacao

para as amplitudes perturbativas que destréi a Q E D pode ser considerada aceitédvel.

5.3 A amplitude anémala AV.

Vamos entao considerar a amplitude anomala AV e suas propriedades de simetria
tratando-a de modo idéntico a amplitude VV. Assim, é instrutivo primeiramente
considerar as propriedades gerais para esta amplitude para sabermos o que deve ser

esperado para o a expressao calculada.

A amplitude AV é um tensor de ordem dois antisimétrico e deve ser construido
com um vetor (o momento externo p), o tensor de Levi-Civita £,43 € o tensor métrico

Jap- A forma mais geral deste tensor é,

T2 = e [Fy (0°)] + uep™pu [Fo (0°)] + €0ep®py [Fs ()] - (5.10)
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O tensor T lf‘VV possui um indice vetorial e outro axial, tal que ele deve satisfazer as

propriedades,

Ty =0, (5.11)
T =2mTY. (5.12)

Contraindo com a forma geral adotada acima para impor estas propriedades,

teremos primeiramente para o indice vetorial,
p”Tﬁ/V = £,ep® [F1 (p°) +P°F> ()] - (5.13)
A conservacao da corrente vetorial impoe,
F (p*) = —p’F (p?) . (5.14)
A contracao com o indice axial nos fornece,
T = enap® [P°F3 (p°) — F1 (p%)] . (5.15)

A condigao fornecida pela contragao com o indice vetorial nos permite escrever a

expressao acima como,
T = evap®p® [F2 (0°) + F5 (9°)] - (5.16)

Um aspecto interessante desta expressao, assim como ocorreu no caso da amplitude
V'V, é a existéncia de um limite de baixa energia. A expressao indica que devemos

ter em p? = 0 um resultado nulo para o divergente da corrente axial,

lim [p*T;)] = 0. (5.17)

p?—0

Entretanto, nés temos que o divergente da corrente axial deve ser proporcional a

corrente pseudo escalar, o que significa que,

T, =2mTrY, (5.18)
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Assim, nés somos obrigados a identificar,
i PV
ﬁ =TV =&, p'T (p°) . (5.19)

e o limite de baixa energia estabelece que,

P (pQ)p2:0 - 07 (520)
ou seja, a amplitude PV deve se anular em p? = 0.

A amplitude PV (finita) por sua vez foi calculada no capitulo anterior e o resul-
tado obtido foi,

1 o
TfV = <%> ME 4o P ¢t (p2,m2) ) (5.21)

Este resultado estabelece claramente que a amplitude PV nao se anula em p? = 0,

pois,
1
¢t (p2,m2) - [1 + % +0 (p4)] , (5.22)

o que implica em,
T (12 =0) = (——= ) ~eap” (5.23)
H o2 ) m * ’
Portanto, podemos concluir sem nenhuma divida que o limite de baixa energia,

lim p*T7 =0, (5.24)

pp—0

nao pode ser satisfeito simultaneamente com a relagao estabelecida para o divergente

da corrente axial com a corrente pseudo escalar.

A conclusao a respeito do que devemos esperar para o cilculo da amplitude AV,
é que se a corrente vetorial é conservada, o limite da baixa energia nao poderd ser
satisfeito simultaneamente o propriedade que relaciona o divergente da corrente axial
com a corrente pseudo escalar. Uma dessas duas tltimas propriedades de simetria

serd necessariamente violada.
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A implicagao para o cédlculo perturbativo de AV é que a identidade de Ward para
a corrente axial serd violada se o limite de baixa energia for satisfeito e vice versa.
Essas duas propriedades jamais estarao simultaneamente na mesma expressao. Este
é o fenomeno da anomalia axial AV em dimenséo D = 141. E importante notar que
os argumentos utilizados nao se restringem ao célculo perturbativo, permanecendo

validos mesmo que a solucao seja exata.

Por outro lado, nés sabemos que a expressao obtida no célculo perturbativo ao
nivel um loop deve satisfazer as relagoes entre funcoes de green estabelecidas no

capitulo 2, assim como fizemos para a amplitude V'V. A expressao obtida foi,

Tﬁ,v (kl, ko; m2) = -2,V (m2)

(o' (p;m?)

+4 [L] [ep” = enap®pi] |G (prm?) — 22—

(47)
(5.25)

Poderiamos analisar esta expressao diretamente, mas é muito instrutivo perceber

a relacao entre esta e a amplitude V'V,
Tl‘:,‘jv = —£,a9"°TY). (5.26)
Desse modo, fica facil a andlise necessaria. A contracao com o indice vetorial nos

fornece,

pyTﬁ/V _ _5/,1,049(16 [pz/ BVI'/V] ’

= —qmgaﬁ [Tg/ (k1) — Tg/ (kz)] ,
=T (k1) = T, (k2) (5.27)
mostrando que a relagao entre fungoes de Green esperada é preservada. Por outro

lado, a contracao com o indice axial nos revela,

pMT/ﬁ/V = —26,a0"V*, (m?)

=1 (.2
+4 [P’ — €l py] |C3 (p;m?) — M (5.28)
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reorganizando os termos podemos identificar,
T =T (k) — T (ko) + 2mTY + (W) e, (5.29)

mostrando que a relacao esperada é violada. O termo violador é finito e nao am-
biguo. Este termo é precisamente o termo andémalo. Podemos ver isso verificando as
identidades de Ward. Como vimos no caso da amplitude V'V, a consisténcia do cal-
culo perturbativo bidimensional é obtida com a imposicao da relacao de consisténcia

V = 0. O resultado entao fica,

¢ o _ Co' (p;m?)
T (k1 kyym?) = (;) [eut® — epat®a] |G (pm®) — 2002 . (5.30)
A contracao com o indice vetorial fornece,

p'Th =0, (5.31)

implicando na manutencao da identidade de Ward relativa a corrente vetorial. Por

sua vez, a contracao com o indice axial fornece,
1 _
Ty = (;) e Gt (psm?)
i
=2mTrV + (—) e, (5.32)
T

mostrando uma violagao da identidade de Ward relativa & corrente axial. Por outro

lado, o limite de baixa energia,
lim p"TAV lim 2m _ le | + ! e
pp—0 pu—0 o2r ) m T )
=0, (5.33)

mostrando que este limite é satisfeito. Assim, o resultado obtido para a amplitude

AV estd de acordo com o previsto pela andlise geral que fizemos acima: a identidade
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de Ward vetorial é preservada assim como o limite de baixa energia e a identidade de
Ward relativa a corrente axial é violada. Este resultado estd de acordo com o adotado
em dimensao D = 3 + 1 na amplitude AVV. O limite de baixa energia, relacionado
ao decaimento eletromagnético do pion néutron, deve ser preservado assim como as
identidades de Ward relativas a corrente vetorial (conservada), mas a identidade de
ward relativa a corrente axial é violada (pelo termo an6émalo). Estamos agora prontos

para considerarmos as propriedades da amplitude finita AVV.

5.4 Verificacao das relacoes entre funcoes de Green

para a amplitude AVV

Depois de estabelecer um ponto de vista claro a respeito da amplitude AV que sig-

nifica adotar a expressao

i\ 1 _
T:‘VV — (;) = (epal™py — €wp?) [1+mP¢y" (pym?)], (5.34)
podemos concluir nossa investigagao verificando as relagoes entre fungoes de Green
para a amplitude AV'V. Teremos que efetuar as contragbes com os momentos ex-
ternos e, no resultado obtido, identificar as funcoes que aparecem nas relacoes entre
funcoes de Green para a contracao. Como vimos para a amplitude anémala AV, se

alguma relagao entre fungao de Green for violada, teremos uma anomalia.

Primeiramente notemos que as amplitudes que calculamos foram escritas em ter-
mos de trés conjuntos de fungoes; as funcoes C,;l, para as funcoes de dois pontos,
e as fungdes (2 e ¢, para as funcdes de trés pontos. Estes dois conjuntos sdo
relacionados. O problema que encontraremos ao contrair as amplitudes de trés pon-
tos é que ficaremos com combinagoes destas fungoes para certo valor de n + m que
corresponde ao nimero de indices de Lorentz da amplitude contraida. Estas combi-

nacoes terao que desaparecer em favor de outras correspondentes & soma n +m — 1
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pois a amplitude contraida terd um indice de Lorentz a menos. Assim, é essen-

cial que identifiquemos tais reducoes destas fungoes antes mesmo de contrairmos
as expressoes correspondentes. Para identificar estas relacoes, comecemos primeira-
mente por perceber que cada funcgao C,,;Z pode ser reduzida para uma combinacao
de funcoes C,;l mais funcoes C,;fl correspondentes & soma n + m diminuida de uma
unidade (n+m—1). As operagdes necessdrias sao integragdes por partes ou derivagao

sob o sinal de integracao.

Como tal, para o caso n +m = 1 teremos as redugoes,

Gor' = % {p2q2 —qu : Q)Q} {(q _qp ’ " (o= a,m)

+(pq2q) [C(;l (p7 m)] - [C(;l ((L m)} + (p2 — D q) CEOQ} 5 (535)
o _ 1 p’ > —p-q)
Cio = 9 {p2q2 _ (p-q)Q} { P2 [Co (p—qm )}
+E Q) [¢ot (g,m)] =[Gt (om)] + (¢ —p-q) CUOQ}. (5.36)

Para o caso n +m = 2 nés temos,

Y S (S TR

+<pq'2(n (<7 (pom)] = Coo + (0P —p-q) C&f} , (5.37)
o1 p’ (r*—p-q) .
Coo = 9 {p2q2 “(p- q)2} { P2 [C1 (p—q, )}
+ .zq) it (@m)] =& + (¢ —p-q) 51‘02} : (5.38)
P
2 _ 1 r’ (r*—p-q) .
) {p2q2 - (p-q)Q}{ P2 6 (= am)
— (¢ ()] + (pp'Qq) o+ (@—p-q) Cof} : (5.39)
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G = % {p2q2 —qz(p : 9)2} {<q _qu ’ = am)

— ¢ (gm)] + (pq;q) N () <;02}7 (5.40)

e para o caso n +m = 3 temos,
CQ_}{ P’ }{(p —p- Q)[C (0 —q.m)
T2 p-(pg) p? 2
+ pp D (¢ (@m)] -2 + (@~ p-a) cgﬁ}, (5.41)

G = % {p2q2 —qu : q)2} {(q —qp 216" o]

G (pom)] = 260 + (02— p - q) cé;”} , (5.42)

o _ 1 v (r*—p-q) N () am
Cor = 3 {p2q2 o q)z} { 2 (G (p—a.m) =G (p—a,m)]
+%C101 - Caf + (q2 —D- Q) 4112} ) (5-43)

—2_1 7’ (¢ —p-q) —am) — Y o—am
C12 _2{ p-q)2 { q [Cl (p q, ) CQ (p q, )}

— (o + (P —p-q) le} : (5.44)

Estas redugoes sao necessarias se queremos identificar na amplitude contraida as
amplitudes que aparecem nas relagoes entre funcoes de Green. Mas o que facilita a
referida tarefa é a identificacao de combinagoes simples destes conjuntos de reducoes.
Sao combinagoes que permitem simplificar o coeficiente das redugoes apresentadas

acima. Para as funcoes correspondentes a n + m = 3 teremos:

Pas = (p-a) Got” = % [ (p+a,m) =200 + PGy (5.45)
¢*Cos — (P-0) ¢y’ = % [ (0 +aim) = 2651 +0%Cos ] (5.46)
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P~ )Gl = 5 (G 0+ am) — G am) + G (547
G’ = (pa) Gy = LGt @ mm) - G @m) + i) (5.48)
PG~ 0a) G = 5 [ ot am) — G ot am) — G+ PGE) (5.49)
PG = (pa) Gy =5 LG am) - G+ am) - Gl PG (5.50)

Paran+m=2:

PG~ G = 5 [ (o am) — Gad + G (551)
PGt — (pa) 2= & 5 [t am) = G + 4 Cor] (5.52)
PP = (09) Gop = % [ o+ asm) = ¢ (gsm) + PGl (5.53)
PG - )G =5 [ am) G em) RG] (559
E, finalmente, para n +m = 1:
P’Go = (0a) Cor’ = 5 [Go" (P +asm) = G (a5m) + p*Coo] (5.55)
Cor = (p-9) Cig = % [Cot (0 +am) = G5t (prm) + ¢*Cor ] (5.56)

Pt — (p9) (g = % {p+a)’¢G p+am) —20+0)° G (p+am)
(5.57)

—p°¢ (pym)+2p%C5 " (psm) + ¢*Cop )
1
Co = 0-0) G = 5{p+ 0 G (Pt am®) =20+ 0 G (p+ i)
(5.58)

—*¢ (m®) +2¢°¢ T (sm®) + p°Coo )
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Notemos que as funcoes que aparecem no lado esquerdo possuem a soma n+m
superior em uma unidade daquelas que aparecem no lado direito, onde aparecem
também fungoes do tipo ¢ ,;1 associadas a funcoes de dois pontos, precisamente o que
ocorre quando contraimos uma amplitude para gerar uma relagao entre fungoes de
Green. Agora estamos prontos para contrair a amplitude AV'V com seus momentos
externos, reorganizar os termos e identificar as amplitudes que devem aparecer no

resultado contraido.

Comecemos considerando as amplitudes que aparecem na amplitude AV'V como

subestruturas, tomando primeiro a amplitude VV PP. Contraindo com ¢* teremos,

[—i (4m)] ATV = (p-q) [¢5 (0%, m?)]
(@ =p-q) [ (0 —a)* m?)]
+2(p* —p-q) [¢*Col — (0~ 9) Ci6
+ (0?1 q) *Coo (5.59)
Utilizando entao a propriedade (5.57) teremos o resultado,

i (4m)] ATV = 2 [ (07, m)] — 0= ) [ (0 — )P, m?)], (5.60)

ou ainda reorganizando convenientemente pela adicao e subtracao de um termo,
i
[—i (4m)] TV PP = {—22'10;; (m?) + @pQ [¢o" (P*.m?)] }

{2 )+ s =0 5 (=]}
(5.61)

Inspecionando a expressao obtida no capitulo 4 para a amplitude PP, Eq.(4.7),

podemos identificar,
qAT/{/PP = TPP (klu k2) - TPP (k27 k3) ) (562)

que é a relagao esperada, Eq. (2.33).
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Para a amplitude PPV (4.24) que também aparece na expressao para AVV,
teremos,
[—i (4m)] (q —p)" TSPV = (* —p-q) [(o" (0*. m?)]
—(=p-9) ¢ (5 m?)]
+2(p-9) [PPCo — (P 9) Col']
—2(p-q) [¢*Cl — (- 9) (o)
— (=) (- a) (oo (5.63)

Utilizando as propriedades (5.55) e (5.56) teremos,

[—i (4m)] (¢ —p)" T,V = p*¢ot (0%, m?) — ¢ (42 m?) (5.64)

o que significa,

(¢ =p)" T, =T (ki ko) = T (k. k) (5.65)
o que concorda com a rela¢ao (2.35).
Agora, para a amplitude PV P, dada por (4.25), a contragao com p* fornece,

[—i(4m)] TV == (0 —p-0) ¢ (P —@)* ) ] + (- 0) [ (6. m?)]

— [ —a)* =1+ &*] [P°Cd — (p- 9) Gof )

+9* (@ =1 9) Coo- (5.66)
A utilizagao da propriedade (5.55) permite obter o resultado,
[—i (4m)] TV = = (0= 0)* Gt (0 — )" m?) + PG (68m?), (5.67)
que podemos identificar como,
putﬁvp (K, ko, kz) = t7F (ks kg) — t7F (Ko, ki) (5.68)
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o qual implica que a relagao (2.34) é preservada. Os resultados obtidos acima serao

lteis para as contracoes envolvendo a amplitude AV'V.

Agora consideremos as contragoes para o tensor T)‘\’gg Teremos primeiramente,

[—i (4m)] TS = de, {—p,po [ (07 m7) — T (9%, m7)]
+(r—9),p—9), [ ((p—a)* m*) = (p—9)° ,m2)}}
+ 22,0500 {— [C1 (0 — @)®,m®)] + ¢t — AmP(7 )
+ 200,00 {— [T (0 — 0)* m®) — (71 (07, m?)]
+2 P08 + G =2 (G (- 9)" m?)]
+(q* = 4m®) (¢ — ¢*Coo )
+dew {(p— )" [T (-9 m*) =G (0 —9)",m?)]
=’ [t (0 m?) = xa ' (p*m?)]

PRI @)~ 5 0 a) [ (7 m?)]

+ % PG + (P @) &) — %qQ (&2 + (0 a) G
%(p — 1) G +m* (¢ —p-q) (oo } (5.69)
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e depois,

[—i (4m)] p' Tyt = 265, {(p — @) [T ((p — @)* . m?) = 25 ((p — ¢)* . m?)]
—¢* [¢7F (6% m?) =261 (¢, m?) ]}
— o {=p, [ (P — 0)* m?) = T ((p— @)°,m?)]

—2pp, [T (0 — @)* . m?)] + 20D, [P*(i5]

—4¢°q, [ ((p— 9" m*) = T (P — 9)",m?)]
+4¢°q, (51 (8,m?) — 71 (65, m?)]

+4p°q, [ (0 — )% m?) = ¢ ((p— 9)*,m?)]
+2p0, [¢F (0 — )7, m?)] = 20°0,0” [Gi6]
+4¢%p, [ (P — )" m®) = ¢ ((p— 9)*,m?)]

e finalmente,

(=i (4m)) (q = p)" Tre = 2enu {@° [0 (Pm®) — 2657 (4%, m?)]
P’ [¢7 (P m?) = 265" (p*, )]}
— exo 20,00 265" (P, m%) = G171 (7, m?)]
— 2p,pu (p — 0)* [Ci6]
= 2q0, [265 " (¢, m?) = (1 (67, m?)]
+ 24,4, (p — 0)* Cof”
= 2q,pp [G ' (0% m?) = ¢ (9%, m7)]
— 2q,pu0” [Gof + ¢ — Coo)
+2,p,4° [Cor’ + Gl = Coo) } - (5.71)

Para obtermos os resultados acima utilizamos também a identidade,

EpvDX T EvaPp + ExpDy = 0, (572)
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e as propriedades adicionais,

W= (-9 m?)]

+2m*Ci¢ — ¢ — o (5.73)
& =G (-9 m?)]
+2m°Co — PG — ¢ o (5.74)
e
PCe + G —2m*os = 2 [ ((p—9)" m?)] (5.75)

para as funcdes ¢} e (2.

Reunindo os resultados acima, poderemos finalmente obter o resultado desejado

para as contragoes da amplitude AVV com os momentos externos. Teremos,

To' = (%) e (p— 0" [¢ (0= )" m®) =7 ((p— 9)*,m?)] (5.76)
+ (%) e (=) (p— ), [" (0 —)* m*) =T (0 —0)*,m?)]
= () et GRmt) = 7 )]
+ <%) mev {[Co" (0", m?)] = (¢ = q) oo’}
+ (%) me {P'”un&? + 0l — 26of + ¢y [_ZCIOQ + Caoz] }

1
i
e’
pMTﬁLVuV _ % e [Cz_l (qQ,mQ) e (q2,m2)] (5.77)

+
TN TN TN

ew (0= (G ((p—a)® m?) =G ((p— ) m?)]

N | .

e (0—a)" -9, [ (-9 m?) = ((p—q)*,m?)]

N | .

N—— N —

e’ q [( (2 m?) — (T (m?)]

N | .
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e, finalmente,

AVV

(¢—p)" Ty, e’ [¢31 (07, m?) — ¢t (p°,m?)] (5.78)

1
™

S |~

ExpP pu (p m ) ¢t (pQ,mz)]

-(3)
- )mq (o) - ) )]
ok

# (L) et 661 () = 50 ()]

3 |~

Resta-nos entao analisar os resultados obtidos e concluir nossa investigacao.
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Capitulo 6

Comentarios finais e conclusoes

No presente trabalho, investigamos a amplitude AVV em dimensao espago tempo-
ral D = 1+ 1. Estdvamos interessados em responder se esta amplitude finita é ou
nao anomala. Para tal, consideramos as relagoes entre fungoes de Green estabele-
cidas para as contragoes da amplitude (para um valor do momento do loop) com
os respectivos momentos externos. Estas relacoes quando integradas no momento
do loop estabelecem relagoes entre amplitudes do cdlculo perturbativo. A violagao

destas relagoes implicard na existéncia de violacoes de relacoes de simetria.

A pretendida investigacao foi feita com a utilizagao de uma estratégia recente-
mente desenvolvida para o cdlculo perturbativo que nao faz uso de regularizacoes.
As amplitudes nao sao modificadas em relagao as formas produzidas pelas regras
de Feynman da teoria, mesmo na presenca de divergéncias. Nao ha expansoes ou
limites e integrais divergentes nao sao de fato resolvidas. Elas sao escritas como
combinacoes de objetos bdsicos os quais nao sao modificados. As integrais finitas sao
resolvidas e escritas em termos de fungoes bésicas. Relacoes de consisténcia, que sao
propriedades especificas das integrais de Feynman divergentes (redugoes tensoriais),

sao identificadas pela imposicao da preservacao de simetrias fundamentais como a
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invariancia translacional do espaco tempo na expansao perturbativa. Este procedi-
mento foi utilizado para estabelecer um ponto de vista claro a respeito da amplitude
anomala AV, que é divergente e estd relacionada a fungoes de green linearmente
divergentes por meio das formas contraidas com os momentos externos. Argumen-
tos sélidos baseados em aspectos gerais da amplitude V'V, relacionada ao tensor de
polarizacao do vdacuo para a QED, sao estendidos para a amplitude anomala AV, de

modo a estabelecer a forma consistente desta amplitude, adotada como,

7 o 1 _
T:},V - (%) (S,mp Dy — 5uvp2) ) [1 +m?(t (an mz)} ) (6.1)
que satisfaz a identidade de Ward vetorial,
AV _
p1,, =0, (6.2)
assim como ao limite de baixa energia
lim [p*T;)] =0, (6.3)

p—0

mas viola a identidade de Ward relativa a proporcionalidade entre o divergente da

corrente axial e a corrente pseudo escalar,
T #2mTrY . (6.4)
uma vez que a amplitude (finita) PV,

17 = () meser” G5 7.7 65)

nao se anula em p? = 0. O termo andémalo que viola a identidade de ward axial
corresponde ao valor a momento nulo da amplitude PV,
7\ 1

Ty (p*=0) = (—%) —Epal” (6.6)

A forma adotada para a amplitude AV é completamente consistente com o pro-

cedimento adotado em dimensao D = 3 + 1. A amplitude andémala possui quatro
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propriedades de simetria, sendo trés identidades de Ward e um limite de baixa ener-
gia. Estes nao podem estar simultaneamente presentes na mesma forma matemaética
para a amplitude AV'V, mesmo que esta fosse obtida através de solucao exata das
equagoes de movimento. Como o limite de baixa energia estd relacionado & fenom-
enologia (decaimento eletromagnético do pion neutro), ele ndao pode ser admitido
violado e assim a identidade de Ward relativa a correte axial ¢ violada por con-
strugdo, ao passo que aquelas relativas & corrente vetorial (conservada) ¢ mantida

preservada.

De posse da expressao para a amplitude AV, e tomando a expressao obtida para a
amplitude AV'V, realizamos as contragdes com os momentos externos e reescrevemos
as formas contraidas convenientemente através de propriedades das funcoes finitas
utilizadas para escrever as amplitudes de dois e trés propagadores. Para a amplitude
AV'V estabelecemos a expressao (4.30) e as contragdes com os momentos (5.76),
(5.77), and (5.78). Podemos entao responder a pergunda colocada como sendo o
ponto principal da presente investigacao. As relagoes entre fungées de Green para a

amplitude AVV sao preservadas?

Para responder a pergunta acima, basta que identifiquemos nas formas contraidas
da amplitude AV'V as fungoes de Green esperadas, conforme as equagoes (2.31)
(2.32) e (2.39). E facil perceber na expressdo (5.77 ) que ela significa,
PPTEYY (Ky, ko, ks) = T (K, kz) — T (Ko, ki3) - (6.7)

Ay

Para tal, basta considerar a expressao para a amplitude anémala AV fornecida acima.

Por sua vez, a equagao ( 5.78) permite-nos identificar,

(q - p)V )I\?UKV (k17 k27 k3> = T/{LV (k17 k2) - T)I\LLV (kb k3) : (68)
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E a expressao (5.76 ) nos fornecerd,

QATXL}X‘/ (kv ka, ks) = Ty (K1, ko) — Tr) (ka, ks)

i
+2mT)"Y (ky, ks, ks) + (;) Evp s (6.9)
onde a expressao (4.28 ) para a amplitude PVV também foi utilizada.

Mediante os resultados acima, a conclusao parece simples e imediata; a amplitude
AV'V nao satisfaz as suas relagoes entre fungoes de Green e possui uma anomalia. O
valor do termo andémalo é precisamente aquele que permite a preservagao do limite de
baixa energia de modo completamente andlogo ao caso da amplitude Av em dimensao
D =1+1, da amplitude AVV em dimensao D = 3 + 1 da amplitude AVVV em
dimensao D = 5 + 1 e assim por diante. A diferenca marcante entre o caso agora
apresentado na presente investigacao e as demais citadas logo acima, estd no fato de a
presente ser finita ao passo que as demais sao divergentes. A tradicional utilizacao das
ambiguidades associadas ao cédlculo perturbativo nao estao presentes nesta amplitude.
Isso mostra de modo claro, que anomalias sao propriedades dos tensores envolvidos e
nao das amplitudes perturbativas, assim como nao ha nenhuma associagao relevante

entre divergéncia (e ambiguidades) com a existéncia de anomalias.
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Apéndice A

Algebra das matrizes de Dirac

No capitulo 2, utilizamos as propriedades das correntes para construir relagoes entre
funcoes de Green. Estas correntes envolvem produtos com matrizes v* com os cam-
pos, sendo assim, tanto as fungoes de Green quanto as amplitudes fisicas também
estarao relacionadas a essas matrizes. Desta forma, ao manipular essas amplitudes

ou funcgoes de Green, somos levados a utilizar propriedades destas matrizes.

Essas matrizes satisfazem uma dlgebra de Clifford nao comutativa e, portanto,

possuem relagoes de anticomutacao,

{7 =AM A =29, (A.1)
onde g"” & o tensor métrico do espaco de Minkowski e I a matriz identidade.

Existem mais de um tipo de representacao de matrizes, ou seja, existe mais de

um conjunto de matrizes que formam um grupo e satisfazem essa dlgebra.

No contexto do presente trabalho, utilizaremos a representacao de Dirac das
matrizes v* em duas dimensdes (D =1+ 1), portanto, para nossos propésitos ne-

cessitamos de um conjunto de trés matrizes v* = (7%, 41, 43).
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Adotaremos a seguinte representacao,

0 —2
71 = )
1 ;0 (A.2)
0 2
Vo = ;
2 i 0 (A.3)
1 0
f'}/ =
3 0 —1 (A.4)

Podemos ainda reescrever a matriz 5 em termos das outras matrizes, definimos

entao,

1 v
V3 = _ig;w/yufy (A5)

onde €, ¢ o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita, os indices p, v variam

de 1 até 2,

0 1
Euw = : (A.6)
-1 0
a métrica g, ¢ dada por,
1 0
Guv = (A?)
0 —1
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Algumas identidades tteis para o cdlculo dos tracos estao resumidas a seguir,

T.(v,) =0 (A.8)
T, (7,73) =0 (A.9)
T (vurw) = 29 (A.10)
T (,773) = 28w (A.11)
T (v,107a) =0 (A.12)
Ty (V7% %a3) = 0 (A.13)
T (V7 YaY8) = 29asGiw — 29v89ua + 29u89va (A.14)
T, (VY VeV 87Vs) =2 Euvdap — Enalbus + Enpva + EvaGus—Eup Gua + Eapgy)(A15)
T (747 Yas72) =0 (A.16)
T (V47 YaV87273) =0 (A.17)
T, (Y057 Ys) = 2 {9 (9asIrs — 9as9ar + 98rJas)

— Gua (9v89rs — 9urgss + Gvsgpa)

945 (9vagrs — Gurdas + Gvsgar)

— 9ur (9va98s = GupGas + Gvsdap)

+9u5 (Gva9sr — GupGar + Gurdas) } (A.18)
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T, (’Yﬂﬂa%@’h%%) =2 {5,“, (9aB9rs — 9859ar + 98rGas)
— €ua (GvsIrs — Gurgss + 9v5982)
+€M5 (gzzag)\é — GuvrGas + gl/JQa/\)

— Eu (gzzagﬁé — 9vBYas + gl/&gaﬂ)
&5 (Gvadpr — Gupar + Gurdas)}

+2{cva (9us9rs — 9859ur + 987Gus)

— €05 (Gua9rs — GurGos + GusJar)

+eur (9ua9ps — 9usYas + Gusgas)

— €05 (Gpadsr — Jusgar + Jurgas) }

+ {€as (91925 — Gv6Gur + Gurgus)

— a (9w 985 — Gvs9us + GupIus)

+ €as (Gur9sr — Guagup + Gupgur) }

+ 2 {ex (Guv9as — Gv69ua + Jvadus)

— €55 (GuwJar = GorGua + Gragur) }

+ 2635 (9w ap — GusGua + Gvagus) (A.19)
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Apéndice B

Parametrizacao de Feynman

Um dos objetivos do capitulo 2 foi escrever as funcoes de Green de um, dois e
trés pontos como uma combinacao de integrais de Feynman. Estas integrais sao da
forma:

7772999 N d4l€ kukvmk)\
T / )" [0+ k) — 8] [Oh o) — ] - [Gh P =] )

E facil observarmos, por meio da contagem de poténcias do momento de inte-
gragaon k, que algumas destas integrais podem ser divergentes e outras finitas. A
possibilidade da existéncia de integrais divergentes nos obrigou a adotar um método
para manipulacao destas estruturas matematicamente indefinidas. Neste ponto, vi-
mos que com a adocao de uma distribuicao regularizadora implicita e o uso de iden-
tidades puramente algébricas poderiamos separar a parte divergente da parte finita
de uma integral de Feynman. A parte divergente destas integrais pode ser escrita
como uma combinacao de somente cinco estruturas divergentes bdsicas. J& a parte
finita foi integrada, usando-se para isso os métodos usuais de integracao. O objetivo
deste apéndice estd em elucidar a primeira parte da solucao das integrais finitas, que

é a Parametrizacao de Feynman.
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Tal estratégia consiste em utilizar as identidades:

1 — Y
(n—1)! /dml /d:cg /d:cn 2.iz1 Ti) = (B.2)
ai1as.. an [a124 + ATy + ... + anxy]”

para reescrever os integrandos. Na expressao acima os a)s sdo os propagadores
dos campos correspondentes as linhas internas dos diagramas ou estruturas do tipo
(k2 - )\Q)L. Porém, a identidade acima nao compreende todas as possiveis formas
que poderemos encontrar nos integrandos, pois podemos nos deparar com integrais
onde L > 1 ou até mesmo onde os propagadores podem aparecer repetidos. Neste
caso, devemos encontrar uma identidade andloga a acima mostrada para proceder-
mos & parametrizacao. Para isso, basta que derivemos a expressao acima em relacao

a algum dos parametros a,s. Deste modo teremos:

_ n'/dml/dxg /dxn ~Lin %) . (B.3)
CL16L2 Ay, [a12y + asTy + ... + anTy)

Com o uso destas relacoes, e outras que podem ser deduzidas a partir destas,
podemos construir a lista de identidades que sao necessdrias para procedermos a
parametrizacao das integrais finitas que surgem ao longo do presente trabalho. Esta

lista é formada pelas relagoes:
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r V(11— 2)%dz
——3/0 T i (B.6)

a3b b—a)z+a

I b1 —2)%dz

a*b _4/0 [(b—a)z+a]”’ (B1)
1 B 1 i 1—2z dy

@_Z/Od /o [(c—a)z+ (b—a)y + a (B-8)

Ao [T Ay =2y
_12/0 d/o T - (B.10)

1 1 1—2 l1-y—=z dr
:6/ dz/ dy/ o (B.11)
abed 0 0 0 [(c—a)z+ (b—a)y+ (d — a)x + d]

L B 1 . 1-2 1-y—=z (1 —y—z— I)dl‘
a?bed 24/0 ! /0 dy/o [(c—a)z+ (b—a)y + (d — a)x +a]’ (B.12)

A titulo de exemplo, apliquemos a parametrizacao de Feynman a integral:

(B.13)

. _/ Pk (k3 + 2ko.k + X2 — md)
(2m)* (k? — )\2)2 [(k+ ky)? — mj) 7

que surge na solugdo da integral de Feynman (/3). Notamos que o denominador

possui a forma a?b e deste modo utilizamos a parametrizacao:

%_2/0 (1_Z>dz[(b—a)z—|—a]3. (B.14)

Onde:
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Assim teremos:

b—a)z+a=(k+k2)’+kQ1-2)z+ (N —md)z—\. (B.15)

Definindo entao:

K =k + ko2, (B.16)
H=k(1-2)z+ (N -mi)z—\.

Logo:

OH

Substituindo na integral teremos:

! Pk (—2k2z + k2 + X% — m2 + 2ko k
0 (2m) k"2 + H]

pmn [ [ [ e ) i

Apés obtermos a forma acima para uma integral de Feynman finita devemos
proceder com a integragao no momento do loop k e para isso, utilizamos a integracao

dimensional.
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Apéndice C

Integracao Dimensional

No apéndice anterior, consideramos o primeiro passo para a solucao das integrais
finitas que surgem na andlise das fun¢oes de Green presentes neste estudo, a parame-
trizacao de Feynman. Para encontrarmos a solucao final destas integrais falta-nos,

ainda, estudar a integragao dimensional, que é o objetivo deste apéndice.

Com o uso da parametrizacao de Feynman, é possivel colocar os integrandos em

uma forma geral, qualquer que seja a integral. Esta forma geral é do tipo:

/ Pk (1, ky, kuky, K2 Rk ka, .. (C.1)
(2m)?  [k*+2Q-k— H?"

Para que nao seja necessario determinarmos a solu¢ao de um conjunto destas
integrais, podemos solucionar a mais simples delas e entao encontrar um método

para determinar a solucao das demais a partir da solugao desta primeira.

Partimos em busca da solucao da mais simples das integrais vindas da parame-

trizagao de Feynman, que é a integral:

[ d% 1
= / (27T)2 [kg + 2@ . ]{? _ HQ]Q- (CZ)
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O denominador pode ser reorganizando na forma:
(K +2Q -k — H?) = (k+Q)* — (Q* + H?), (C.3)

e uma vez que estamos analisando integrais finitas, podemos realizar um shift na

varidvel de integracao sem nos preocuparmos com termos de superficie. Realizando

o shift:
K=k+Q, (C.4)
juntamente com a definigao:
M2 — Q2 4 HQ,
(C.5)
a integral tomara a forma:
[ / d*k 1
(2m)? [k — M2 (C.6)

Agora fazemos uma extensao n dimensional do espaco dos momenta:

d"k 1
= / (2r)" (k2 — M%) 7

Uma vez que este espaco dos momenta é um espaco tipo Minkowski, teremos:

d"k = dkodk,dk,...dk,, = dkod™k,

(C.8)
k= ki — K2,

(C.9)

K> = k2 + k5 + ...+ K2,
(C.10)

onde m =n — 1. Assim, a integral ficar4:
1
I= /dmk/dkg :

(k2 + M2)1/2) (C.11)
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A integracao em kj pode ser realizada no plano complexo. Notamos, no entanto,
que os polos do integrando estao situados sobre o eixo real, mas podemos escrever a

integral I da seguinte maneira:

. 1
I(Q’n):/d k/dko [kg—((k2+M2)1/2_z'e)2 e

que faz com que os poélos estejam situados, no plano complexo, nos pontos:

ko= — (K2 + M2)V2 4 i (C.13)
ko = (K2 + M?)'2 — e (C.14)

Com o contorno C' escolhido, a integral de f(ko):

1
{k8 — (k2 + M2)v2 — ie]z}a’ (C.15)

f (ko) =

se anula. Observemos ainda que f(kq) cai abruptamente com kg grande (tanto quanto
a>1). Isto é:

lim [f (ko)] ~ € (C.16)

ko—o00 kga

Entao, a contribuicao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as

contribuigoes sobre os eixos. Fazemos a conveniente mudanca de varigvel:
kO — ikm+1, (Cl?)

com k,,,1 real. Com isso, a integral em k; fica:

+i00 00
/  dkof (ko) =i / Bimir £ (ki) (C.18)
/—H’oo dkof (ko) _ Z./—&-oo dkm+1 —a (019)
—ico —00 [(ikm+1)2 . ((K2 + M2)1/2 . ie) }
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+ioco +oo
| aws ) =iy Hinc . (C0)
e > {k;H + ((K2 + M2)'2 ie) }

Isto quer dizer que passamos, na préatica, de um espaco dos momenta tipo Minkowski

para um espaco tipo Euclideano n dimensional, e assim:
ku = (k17k27"'7km+1>7 (021)

K=K+ ks + .+ ko, (C.22)

A"k = dkydks...dkp 1.

A relacao entre as integrais nos dois espagos é dada por:

d*k 1 drk 1
— (—=1)"% . .2
/M i@ =i Y [E @ry @3 =i (OB

Agora expressamos as coordenadas deste espago Euclidiano n dimensional dos

momenta em coordenadas polares:

k1 = ksenf,,senb,,_1...senfysenfy,

ko = ksenf,,senb,,_1...senfycosb, (C.24)

" " "

ka1 = kcost,y,.

Logo, o elemento de volume serd dado por:

00 2 ™ s
/dnk —/ kmdk/ d(91/ sen92d92.../ sen™10,,d0,,. (C.25)
0 0 0 0

A integral nos momenta toma a forma:

27 T T 0 Lmdk
@ m—1
I=(-1) 2/0 dQl/O sem%d(%.../o sen deﬁm/o RSy (C.26)
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Preocupemo-nos agora em realizar as m integracoes nos angulos 6,...0,, , para

depois integrarmos no momento k. Usando entao os seguintes resultados:

™ (i
/ sen™0d0 = (2
0

Obteremos:

)T (

")

r(1+2) °’

2 T s s

/ dQl/ sen92d92/ sen26’3d03.../ sen™19,,d6,, =
0 0 0 0
r

[P(%)F(H%) [F(%)F(lﬂ)
I'(1+1) [(1+1) I'(1+3)
[F(%)F(’”‘J“)]
r(#5=)
_ @emym)m
r(=t)

Voltando com este resultado para a integral:

(=D i(m)™ > (k)T dk?
i

(2m)mHr (2 (k2 4+ M?2)e”
a qual, usando a expressao para a funcao Beta de Euler , fornece:
_ (D) T ()T (o - (7))
2m)ymar (27) () (") r(a)
Como m + 1 = n, teremos:
I (=1)~il (o — 2
(2)"T () (M2)~ 5 () 1= (57)

(C.27)

(C.28a)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)
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ou ainda:

(=)l (o — §)

= [@m)" () (M2 E (C.34)
A forma da expressao justifica a definigao:
n = 2w, (C.35)
que entao nos fornecera:
[ il (o —w)
" (47)°T(a)(—Q% — H2)o’ (C.36)

que é o resultado desejado. A presenca da fungao I'(a — w) nos diz que o resultado
obtido é vialido para a > w, ou seja, para integrais finitas. A solucao para as
demais formas genéricas podem ser obtidas a partir desta.

Por exemplo, se desejamos calcular:

Ak k.
_ C.37
L / @2m)2 (2 +2Q - k — H2)*’ (C.37)

derivamos ambos os lados de I em relacao ao momento externo (), e obtemos:

A2k k, B i (—)T(a+1—w)Q,
/ (2m)* (k2 +2Q - k — H?)o+1 ((47?)“) T(a+ 1)[—Q2% — H2o—w+1’ (C.38)

Definindo o' = o + 1, uma vez que « é arbitrario, temos:
/ d*k Ky _ i ()@ —w)Qy (C.39)
(2m)2 (k2 +2Q - k — H2)*  \ (47)¢ ) T(a)[-Q? — HZ)o—" ’

Repetindo este procedimento, podemos obter todas as outras solucoes necessérias

para os célculos das integrais que surgem na avaliacao das fungoes de Green.

A seguir, apresentamos os resultados para as formas genéricas encontradas

nos calculos das fungoes consideradas neste trabalho.

A2k 1 B i I —w)
/ (2m)2 (k> +2Q - k — H?)> ((4#)“) [(a)[—Q2 — HYo" (C.40)
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/d?wk k, ( ) (=) (O‘_W)Qu
(2m)* (k2 +2Q - k — H?)~ (4m)~ ) T(a)[-Q* — HZ]oe’

/(;ijro;];:w (k2+2Q k H?2) ( )[F(S#Qy H2]3v o T
1 MNa—w-—1) ] ’
@

T T (o) QR — HEea

/ (;l:fw K+ 2Qk-2k THYa ((4;)w> [mffigf - ];ug]a—w +
(o —w—1) }

o) Q2 — A1)

_'_

/ (;erw)];w (k2 + 2%]{?”:&— H?) (((4;))1) {p%ﬁi%f_(o;;]f)w +

1
+ =

2(5MVQ04 + 5#0{@1/ + 5041/@“) I[j<05 ke 1> :| 5

F(Oé) _Q2 _ H2]a—w—1

d*k Kk, (=i Q*Q.I'(a — w)
/ (2m)* (k2 +2Q -k — H?)> ((47T)“> {F(a)[—Qz — e
12w+ 2)QuT (a0 —w — 1)]
M7~ HT |

4>k Kk koks AR QuQQaQpI'(a — w)
/ (2m)* (B2 +2Q -k — H?)> ((47T>‘”> [1“(04)[—622 By
+ % wuu@a@ﬂ + 5anVQ5 + 5uﬁ@u@a + 5anuQﬁ+
r ~1
+5V5QMQO¢ + 5aﬁQMQV) (Oé)[ (a wH2]o>z w—1 +
1 INa—w-—2
L—l((sa“(sﬁy + 00w + 5au55#) I'(a)[-Q & wH2]0>4 —w— 2:| ’
4>k K2k o ks (i Q*QuQpT (v — w)
/(%)4 (K2 +2Q -k — H?)~ ((47r)“> { "

o) [~ Q2 — HZo™

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

% (2w +4)QuaQs + 005Q*) T — w — 1)+

Do) Q7 — A2Jeo T
120 + 28T (0 — w = 2]
Do) -@2 — Hro? |
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+

/ d*k k* i [ Q' (a —w)
G 1 3G k— F  \(ane) [F() Q7 — Ao

(C.48)

E interessante notar que decorrem destes resultados as seguintes propriedades:

z)/ g:)if(kQ)ku = zero, (C.49)
[ Ak G [ d*k
) / Wk”k” f(k?) = i / (%)%lﬂ F(E), (C.50)
d*k 1 d*k
ZZZ) / Wkukukakﬁf(kz) = m (goa,é’guy + Jaudpy + gan,Bu)/ (27_()20_, k4f(k2)
(C.51)

Os resultados deduzidos acima sao suficientes para a solucao de todas as integrais

de Feynman consideradas no presente trabalho.
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