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Resumo

“Na minha opinido, se algo é tao
complicado que ndo pode ser
explicado em 10 segundos, entdo
provavelmente nao vale mesmo a
pena saber”

Bill Watterson,
The Indispensable Calvin & Hobbes

Usamos o formalismo de Wigner-Weyl da mecénica quantica para estudar as correla-
¢oes no espaco de fase. Nosso estudo centra-se nas correlagées entre um estado e todas as
suas possiveis translacées no espaco de fase, que sdo tratadas tanto no regime quantico
quanto no regime semiclassico. Definimos o conceito de ponto cego como os pontos no
espacgo de fase onde a correlagao é zero. Mostramos que, independente da dimensao, os
pontos cegos sdo uma propriedade dos estados sem uma simetria de reflexdo pontual.
Dedicamos especial atencéo as superposicées de estados coerentes. Neste tipo de estado
0s pontos cegos aparecem nas regides classicas e sdo produzidos pela interferéncia des-
trutiva de ondas planas. Particularmente, para tripletos de estados coerentes os pontos
cegos estdo sobre uma rede hexagonal. Esta rede, a sua vez, é formada por duas sub-
redes obliquas mutuamente ortogonais. Mostramos que, no limite Markoviano, os pontos
cegos sdao hipersensiveis a descoeréncia induzida pelo contato com um ambiente externo.
Além disso, avaliamos as distribui¢coes semiclassicas tipicas no espaco de fase (i.e. a
funcédo de Wigner e sua transformada de Fourier) para estados de energia quantizados
tipo Bohr-Sommerfeld. Também resolvemos as causticas dessas distribui¢des para estu-
dar a correlacéo e os pontos cegos ao nivel semiclassico. As causticas destas distribuicoes
séo devidas a aproximacédo de fase estacionaria. Obtemos também uma aproximacéo
semiclassica em termos das médias classicas para os momentos estatisticos daquelas
distribuicoes. Nossos resultados sfo ilustrados numericamente para estados de Fock. Fi-
nalmente, na procura por pontos cegos para evolucgoes além das translagées, estudamos
semiclassicamente a fidelidade qudantica. Deduzimos uma representacao a valor inicial
(IVR) para a fidelidade, que formaliza e generaliza a representacdo de defase (em inglés:
Dephasing Representation) (ver Ref. [Van04]). Nossa IVR é valida inclusive para sistemas
com dindmica regular, para os quais os anteriores tratamentos ndo eram apropriados.
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Abstract

“As far as I’'m concerned, if
something is so complicated that you
can’t explain it in 10 seconds, then
it’s probably not worth knowing
anyway”

Bill Watterson,
The Indispensable Calvin & Hobbes

We use the Wigner-Weyl formalism of quantum mechanics to study quantum corre-
lations in phase space. We focus on the correlations between a state and all its possible
translations in phase space. This treatment is done in both the quantum and the semi-
classical regimes. It leads us to define the concept of blind spot: The points where the
correlation is zero. We show that, for any dimension, those points are a characteristic of
states without a definite point-reflection symmetry (also known as inversion symmetry).
Superpositions of coherent states are specially analyzed; blind spots appear in the cla-
ssical regions as the points of complete destructive interference pattern of plane waves.
In fact, for triplets of coherent states they are arranged on an hexagonal lattice, which
consists of two mutually orthogonal sub-lattices. In the Markovian limit, we show their
extreme sensitivity to decoherence induced by an environment. Moreover, we evaluate
the typical semiclassical distributions in phase space (i.e. the Wigner function and its
Fourier transform) for Bohr-quantized energy states and we resolve their corresponding
caustics (arisen by the short-wave approximation), in order to realize the presence of
blind spots at semiclassical level. We also obtain a semiclassical approximation for the
distribution moments in terms of the classical averages. These results are illustrated in a
numerical study of Fock states. Finally, seeking for the blind spots in the case of general
evolution, beyond translations, we study the quantum fidelity or Loschmidt echo semi-
classically. We obtain an Initial-Value Representation for the fidelity, which generalizes
and formalizes the Dephasing Representation (see Ref. [Van04]). Our results hold even
for regular dynamics, for which the previous treatments are not suitable.
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Capitulo

Introducao

“Before I speak, I have something
important to say”
Julius H. Marx

Hoje em dia, com o desenvolvimento de novas tecnologias a promessa de manipular de
mecanica quantica esta realizando-se ao poucos: Estamos testemunhando o surgimento
da era quantica na nossa experiéncia cotidiana. Por exemplo, experimentos com dtica
quéntica [Leo97, Sch01, Alm07], armadilhas de atomos [Mir90, Tar93, Gio04], cavidades
de microondas [Bru92, Har06, Kob11] e jungoes Josephson [Tes86, Hof09, Joh10] con-
seguem lidar com a interferéncia entre as func¢ées de onda dos atomos individuais ou
entre modos de uma cavidade 6tica. Esta interferéncia pode ser medida e manipulada de
uma maneira controlada. Até agora, estes experimentos tém sido realizados principal-
mente por estados muito simples, mas a teoria pode antecipar um futuro onde os estados
mais delicados, como a superposicdo* de varios estados coerentes ou os estados excitados
de oscilador anarmoénico, podem interferir.

Por outro lado, sabe-se que a maior precisdo permitida nas estimativas experimen-
tais de parametros fisicos é limitada pelos recursos energéticos utilizados no processo
de medicdo [Cra46, Rao45, Gio04, Esc11]. Além disso, a extracdo de informacdo de um
sistema quantico pode produzir um efeito de retroalimentacdo [Brag80, Gio04]: O es-
tado depois da medicao do sistema depende do resultado da medi¢édo (por exemplo, o
colapso da funcdo de onda [Mes72, Per93] corresponde a destruicdo completa do estado
inicial). Estes efeitos de retroalimentacéo sdo superados (e em alguns casos evitados)
pelas medicées quanticas ndo-demolidoras' [Brag80], embora sua implementacéo consti-
tua um verdadeiro desafio técnico (por exemplo ver Refs. [Lup07, Joh10] e Refs. conti-
das nelas.). Situagdes comuns que requerem a estimacio de pardmetros muito pequenos
sdo as medicoes de fase de alta precisdo [Hue97] e a deteccdo de forcas muito fracas

*Nesta tese o termo ‘superposicido’ referi-a-se a superposition em inglés.
"Traducgéo do termo non-demolition quantum measurements

1



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

[Brag80, Cav80] (por exemplo, um detector de ondas gravitacionais). Em particular, o
segundo corresponde ao monitoramento de um estado quantico ligeiramente deslocado
em uma determinada direcdo devido a acdo da dita forca fraca.

Isso nos leva as perguntas: Como se pode distinguir entre dois estados quénticos
diferentes? Qual é o limite experimental para discernir se dois estados sdo diferentes? Na
pratica, dois estados podem ser distinguidos pela sobreposicéo! entre eles, como proposto
nas Refs. [Bra94, Mar98, Nie00]. Assim que restringiremos nosso estudo ao problema
da distinguibilidade usando a correlacéo entre dois estados de um sistema quantico®. Se
cada um dos estados é representado pelos operadores de densidade p4 e pp, a correlacao
é definida como [Nie00, Ozo04]:

trpapp
\/tr P4t p%

onde tr denota o trago. Pela desigualdade de Schwartz, esta quantidade é sempre menor

Cap = (1.1)

do que um e para estados puros essa correlacio define uma distancia no espaco de Hilbert
e se reduz a
Cap = (VA Up) % (1.2)

Esta abordagem pode ser simplificada se o par de estados é obtido a partir da evolucédo
unitaria de um estado inicial sob a acdo de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes.
Particularmente, o comportamento de C' 45 como uma funcdo do tempo pode refletir a
natureza regular ou caética do correspondente movimento classico [Per84, Jal01, Eme02,
Gor06].

Por exemplo, em um experimento de interferéncia tipico de ética quéantica [Leo97,
AlmO07] é facil obter uma transformacéo unitaria que corresponde a uma translacéo (ou
deslocamento) uniforme das variaveis do espaco de fase x = (p, ¢) pelo vetor £ = (&,,&,).
Este estado transladado pode entio interferir com o original. Assim, dada uma superposi-
¢do arbitraria (e normalizada) de um estado e sua translacéo, a|t) 4-b|1)¢), a probabilidade
de obter o estado néo transladado apés uma medi¢éo no sistema é de |a + b(v[¢) |2

Medidas de tais probabilidades sobre um conjunto de cépias do mesmo sistema forne-
cem informacédo quantica detalhada. Assim a Eq. (1.2) para |V4) = |¥) e [Up) = |¥¢)
define a correlacdo no espaco de fase. Esta grandeza sera o principal objeto de estudo

Ao longo desta tese usaremos o termo ‘sobreposi¢do’ para fazer referéncia ao termo em inglés overlap.
Note-se que é um conceito diferente de superposicéo.

$Ressaltamos que a distinguibilidade de estados quanticos corresponde sé ao primeiro estdgio em uma
montagem experimental construida para estimar um paradmetro. Na metrologia quantica, o processo com-
pleto requer uma escolha da estratégia de medicdo, a qual definida por um conjunto de estimadores, como
amplamente explicado na Ref. [Escl1]. Esta parte da histéria da metrologia quéntica vai além do objetivo
desta tese.

YPara estados mistos a nocéo de distdncia em termos da correlacio C4p néio é apropriada. Neste caso, a
fidelidade de Bures [Nie00], definida como Fap = 4/ /3}4/ 2,63 [)114 % ¢ usada. Para o escopo desta tese, a defini¢do
(1.1) sera suficiente.
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nesta tese. Evidentemente, a abordagem mais adequada para analisar essa correlacdo
é um formalismo quéntico no espaco de fase quantico. Usaremos o espaco de fase de
Wigner-Weyl, porque é definido a partir de translacdes e reflexées qudanticas.
Especificamente, estudaremos a transformada de Fourier simplética da funcdo de
Wigner, conhecida como a funcdo de cordas ou como uma das funcées caracteristicas
qudnticas, a qual sera definida no Capitulo 2. Além disso, outras representacoes da
mecanica quantica no espaco de fase serdo rapidamente enunciadas. Depois disso, va-
mos descrever brevemente o limite Markoviano dos sistemas abertos, Capitulo 3. Ao
mesmo tempo, explicaremos a importancia da correlacdo em um modelo simples de des-
coeréncia. No capitulo 4 procuraremos os zeros dessa correlacdo, entao definiremos o
conceito de ponto cego ao mesmo tempo que testaremos sua resposta a descoeréncial. A
fim de estabelecer a presenca de pontos cegos para os estados gerais, vamos estudar o
aparecimento das linhas nodais das partes real e imaginaria da funcao de cordas. Obte-
mos uma teoria onde a ortogonalidade entre os estados transladados é explicada, in-
dependente da dimensionalidade do sistema. Mostraremos que os pontos cegos sdo uma
caracteristica tipica de estados ndo-simétricos e que geralmente aparecem para pequenos
deslocamentos. Analisaremos em detalhe o caso de superposicoes de estados coerentes,
onde os pontos cegos sdo devidos a interferéncia destrutiva de ondas planas associadas
as contribuicdes individuais na funcdo de cordas. Ao mesmo tempo, obteremos uma
aproximacédo valida na vizinhanca da origem, que permite mostrar a robustez dos pontos
cegos sob squeezing e sob mudancas na amplitude e na fase relativa de cada estado coe-
rente. Mostraremos que, na aproximacédo Markoviana, os zeros desaparecem muito mais
rapido que o tempo de descoeréncia usual, e que a ‘velocidade de levantamento’ depende
da area que ocupa o estado no espaco de fase. Depois, no Capitulo 5, vamos estender
nossa discussio para o regime semiclassico* (este regime é definido como o caso quando
as acgbes tipicas do sistema sdo grandes em comparacdo com h, a constante de Planck)
para entender o papel da correlaciio no espaco de fase na transicéo classica-quantica. Im-
plementaremos aproximagoes uniformes com o intuito de resolver as cdusticas (ou singu-
laridades) das distribuicées semiclassicas, para assim proporcionar uma descri¢do com-
pleta da correlacdo no espaco de fase nas suas diferentes etapas definidas pela magnitude
do deslocamento. Terminaremos estudando um caso com evolugéo geral, isto é, além de
translacdes, introduzindo o conceito de fidelidade ou eco de Loschmidt (ver Capitulo 61).
Esta grandeza mede a sensibilidade do sistema as perturbacoes, e, algumas vezes, pode
ser diretamente associada a uma medida de descoeréncia. Como o nosso resultado princi-
pal, proporemos uma representacdo a valores iniciais para esta fidelidade, a qual general-
iza alguns resultados anteriores, e a0 mesmo tempo formaliza as teorias semiclassicas de
fidelidade baseadas em trajetérias classicas. Estabeleceremos o intervalo de validade da

I A maior parte do capitulo 4 foi publicada previamente na Ref. Cite ZO-BS
**Os resultados do Capitulo 5 foram publicados previamente nas Refs. [ZamO08] e [Zam10].
TTOs principais resultados do Capitulo 6 estéo publicados na Ref. [Zam11].
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nossa teoria semiclassica para o eco e ilustraremos a sua aplicabilidade a sistemas com
dinamicas regulares, estendendo assim o escopo das abordagens anteriores, cuja aplica-
bilidade era comumente associada aos regimes caoéticos. No capitulo 7 vamos resumir
nosso trabalho e faremos uma discusséo geral.



Capitulo

Mecanica Quantica no Espaco de Fase

“Habrd siempre un hombre tal que,
aunque su casa se derrumbe, estard
preocupado por el Universo. Habrd
siempre una mujer tal que, aunque el
Universo se derrumbe, estard
preocupada por su casa”

Ernesto Sabato,
Uno y el Universo

O formalismo do espago de fase permite que a mecanica quantica seja descrita uti-
lizando o maximo possivel da linguagem classica [Wig32, Lee95, 0z098]. Além disso,
como o principio de incerteza de Heisenberg proibe o conceito de uma probabilidade
conjunta em um ponto do espaco de fase z = (p,q), essa abordagem fornecera quasi-
distribuicoes no espaco de fase, como por exemplo a funcido de Wigner [Wig32]. Todas
elas tém interpretacoes fisicas bastante sutis, mas devemos nos lembrar que elas sado
meras ferramentas matematicas para facilitar os calculos.

Por outro lado, a geometria simplética, uma caracteristica tipica dos sistemas Hamil-
tonianos classico, estabelece uma relacéo estreita entre as translagoes e as reflexdes pon-
tuais* no espaco de fase. Ela fornece duas possiveis descri¢ées da dindmica, que se rela-
cionam através de uma transformacio de Legendre [Roy77, Gros78]. Podemos adaptar
essa ideia ao formalismo quantico para obter as representacoes de Weyl (ou de centros) e
de cordas da mecénica quantica. Enquanto a primeira esta relacionada a reflexdes pon-
tuais, e inclui a funcdo de Wigner [Wig32], a segunda esta relacionada a translacées e
define o espaco de Fourier das reflexdes pontuais, que inclui a funcdo caracteristica da
distribuicdo de Wigner [0z098]. Como ja mencionado, ambas sdo representacoes com-
pletas da mecanica quantica em termos de quasi-distribui¢cées no espaco de fase, que

*Esta operacéo, que corresponde a fazer uma reflexao com respeito a um ponto, é chamada de inversdo na
Ref. [Gros78].
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fornecem informacéo simultidnea sobre momento e posicdo. Elas também sio apropriadas
para descrever estados mistos, ao contrario das funcoes de onda usuais. Nesse capitulo,
primeiramente revisitaremos a mecanica classica em termos das variaveis de centros e
de cordas, para estabelecer a estrutura basica que sera utilizada no desenvolvimento
da mecéanica quantica no espaco de fase, conhecido como o formalismo de Wigner-Weyl.
Introduziremos em seguida outras representacdes no espaco de fase.

2.1 Centros e cordas em mecanica classica

No formalismo Hamiltoniano, um sistema fisico classico é caracterizado pela funcéo real
H(x;t), conhecida como a Hamiltoniana, onde z = (p,q) é um vetor de dimenséao 2L,
eq = (q1,---,q9.) e p = (p1,...,pr) séo as posicdes e momentos, respectivamente. L
é o numero de graus de liberdade do sistema, que corresponde ao nimero minimo de
variaveis reais necessarias para descrever a posicdo do sistema. A evolucdo no tempo é
dada pelas equacdes de Hamilton.

d oOH dg OH

P="0 0q’ =" Op 2.1)
Essas equacgoes podem ser compactadas em
z=J a—H, (2.2)
Oz

onde J é a matriz simplética padréo de dimensédo 2L x 2L

J= <0 _I>, (2.3)
I 0

e I é a matriz identidade L x L. A existéncia e a unicidade das solugoes para as equagoes
de movimento, (2.2), sdo garantidas porque elas sido equacgoes diferenciais de primeira
ordem. Definimos o produto simplético entre dois vetores no espaco de fase £ = (,,&,) e

n = (1p,1g) como:

L
EAN= 77T<]£ = Z (gpnq - qulp) . (2.4)
k=1

Como mostrado na Fig. 2.1, ele corresponde a area do paralelogramo formado pelos ve-
tores £ e n; esse produto é invariante sob a evolugdo no tempo gerada pelo fluxo de um
Hamiltoniano quadratico [Ozo88].

Definimos como uma constante de movimento uma fungéo F'(z) definida no espaco de
fase que néo varia com o tempo, i.e.

dF (z) —EL: <an,k+ank> _i(@F OH  OF 8H>

dt — \Oq Ipk — \9qr Opr Opr Igi
={F,H} =0,

(2.5)
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Figura 2.1: Representacao geométrica do produto simplético. Ele é a drea de um
paralelogramo definido por £ e 1. . Note que ele é um produto vetorial que segue a regra
da mdo esquerda.

onde {-, -} denota o colchete de Poisson entre duas funcdes no espaco de fase.

De acordo com o teorema da integrabilidade de Liouville (veja Ref. [Arn79]), um sis-
tema Hamiltoniano com L graus de liberdade é dito integrdvel se existem L constantes de
movimento independentes, Fj para k = 1, ..., L, que estdo em involucdo. A independéncia
entre as constantes de movimento significa que os vetores

OFy,

97 (2.6)

g, =J
definidos pelo fluxo gerado pelas F.’s sdo linearmente independentes. Dizemos que as
constantes de movimento { F;} estdo em involucéo se

tp, Nip, = {Fk, Fs} =0 para k # s. (2.7

Consideremos agora um sistema Hamiltoniano descrito pelas varidveis z— = (p_,q_).
Uma mudanca de variaveis

- =(p-,q-) = 24 = (p4,q4) = Clz-), (2.8)

tal que as equacées de Hamilton se mantenham invariantes é chamada de uma trans-
formacgdo canénica. Usualmente, esse tipo de transformacéo permite que o sistema seja
reescrito em termos de coordenadas mais adequadas que simplificam a sua descrigao
[Arn79, Gol80]. A evolugao no tempo é um exemplo trivial de uma transformacéo canénica,
ja que as equacgées de movimento séo satisfeitas para qualquer instante de tempo.

Uma transformacéo canonica pode ser especificada através de uma funcéo geratriz S,
que transforma o Hamiltoniano de acordo com:

- = (p-,q-) = 24 = (p4,q4) = C(z-). (2.9)
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As variaveis séo, portanto, determinadas localmente pelas seguintes relacdes’

0S8 oS

=22 e =, (2.10)
8p+ P 8q_

q+

Aqui, S pode ser uma funcdo multivariada. As intersegdes entre diferentes ramos de
S séo singularidades das relacbes dadas acima porque p_ (ou ¢_) divergem quando o
cruzamento de ramos é atingido. Estes conjuntos singulares sdo chamados de cdusticas,
em analogia as causticas em o6tica [Nye91, Ber76], porque elas sdo singularidades na
projecéo da variedade lagrangiana sobre o plano das posi¢des (ou dos momentos).

Uma descrig¢éo alternativa consiste em duplicar a dimenséao do espaco de fase;i.e. em
analisar a dindmica em um espaco de fase duplo, onde a transformacéao candonica pode ser
interpretada como o mapeamento entre as variaveis velhas ©_ = (p_,¢_) e as variaveis
novas x4 = (p4,q+). A escolha conveniente das variaveis duplas de posicdo e momento
como Q = (¢—,q+) e P = (—p—_,p+) permite que relacionemos quaisquer transformacgoes
canodnicas no espaco de fase de L dimensées com uma variedade lagrangiana no espaco
de fase duplo, porque

fP-dQ:fp_pd]u_—% p_ -dg_ =0, (2.11)
r Y+ —

onde I' = v_ x 74, 7, e y_ sdo circuitos’ reduziveis nos correspondentes espacos de fase.
De fato, a condig¢ao (2.11) é a definicao de uma variedade lagrangiana.

Para a anédlise semiclassica, é apropriado a mudar as variaveis cartesianas (Q, P)
para as variaveis de centro-corda (z,§). A variavel de centro é definida como o ponto
médio entre x_ e x; e a corda é o vetor ligando os dois, explicitamente

o= Tt ‘2”5— (2.12a)

E=xy —x_. (2.12b)

Essas novas variaveis permitem as seguintes reinterpretacdes de uma transformacéo
candnica: como uma reflexdo pontual com respeito a x ou como uma translacéo de £ (veja
Fig. 2.2). Essa intepretacéo é localmente valida.
Note que o Jacobiano da transformacéo (2.12) é igual a um. Como esperado, a corda e
o centro sdo variaveis canonicamente conjugadas, e portanto existe uma funcéo geratriz
S(z) tal que
E=—J gi (2.13)
A matriz simplética J aparece porque z € estritamente conjugada a —J¢ [0z098, Ozo09a],
mas vamos lidar somente com a corda £ por causa da sua interpretacdo geométrica. Pode-

mos realizar uma transformacio de Legendre em S(x) para obter a funcdo geratriz de

TNa realidade, essa relacéio é uma de quatro possiveis escolhas para o argumento da funcéo geratriz. Ela
corresponde a uma funcéo geratriz do tipo 2, F5, no livro texto de H. Goldstein [Gol80].
iDizemos que um circuito é reduzivel se ele pode ser continuamente deformado para um ponto.
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T‘gX_: RXX_:X+

S

X_—

Figura 2.2: Representacao classica de centros e cordas: Qualquer transformacdo
candnica x_ — x, pode ser interpretada como uma reflexdo com respeito ao centro x ou
como um deslocamento pela corda &.

cordas o5
S(€) = S(x) + - Jo— = S(x) —x A&, (2.14)
e, portanto,
z(§) = Jg? (2.15)

O caso especial de Hamiltonianos quadraticos sera muito importante porque suas aproxi-
macdes semiclassicas, que serdo discutidas nos Capitulos 5 e 6, sdo exatas. Um Hamilto-
niano quadratico genérico é

O*H
© 0x2

‘H é a matriz Hessiana de H e a é um vetor constante. A funcéo geratriz de centros

H(z) = %x’l—[m +aANz, onde H (2.16)

associada ao fluxo Hamiltoniano de H para um tempo fixo ¢ é dada por
St(x) =zB'z +al A x, (2.17)

onde o indice ¢ enfatiza o fato de que a func¢ao geratriz é dependente do tempo. Usando a
representacio de Cayley de JB?, temos que

JB! = [I — /M1 4 /M7 (2.18a)

of = 2JB'JH] La. (2.18b)

Note que essa relacdo entre H e S nfo é valida quando H = 0, quando ela se reduz a

St(z) = —ta A .
Para o caso quadratico a variavel de corda é dada por

&(x,t) = —2JB'x + o, (2.19)
e, portanto, o mapa x_ — x, gerado por (2.17) é

zy =1+ JBN (I- JB2_ + a)

(2.20)
=My 4 [1— M| [JH] .
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Essa orbita é a mesma obtida através da integracdo das equagbes de movimento com
(2.16) e condicgdo inicial z_.

Assim como para as variaveis usuais de momento e posicdo, a reciprocidade entre
centros e cordas implica a existéncia de regides no espago de fase onde somente uma
dessas representactes é bem definida. Essa situacdo acontece quando o mapa = — &,
definido por S(z), é singular, i.e. o Jacobiano é:

2
det %

43
‘det ’ = 92 — 00. (2.21)

ox

Essa equacéo define a caustica (ou caustica na representacio de centros). A Fig. 2.3
mostra um exemplo genérico de uma caustica tipo dobra. Fica claro que a caustica é uma
singularidade que decorre da projecdo no plano z. Essas causticas ou singularidades

JE

A

> X

Figura 2.3: Representacao geométrica das funcoes geratrizes de centros e cordas
para uma variedade no espaco de fase duplo. As cdusticas sao singularidades das
projecoes da variedade definida por S. Elas ocorrem nos pontos de transi¢do entre os
ramos da funcdo geratriz. Aqui mostramos uma cdustica simples tipo dobra.

aparecem porque S(z), em geral, é multivariada. Quando S(z) é a funcéo geratriz que
define as solucgoes das equacdes de movimento (2.2), as causticas restringem o movimento
no espaco de centros, i.e., 0 espago x, e também separa os ramos de S. E simples mostrar
que a transformacéo inversa £ — = néo é singular na caustica de centros, ja que
9?8
det — = 0. (2.22)
29
Portanto, na caustica de centros é possivel descrever o sistema utilizando a repre-
sentacéo de cordas e vice-versa. Isso é uma consequéncia da reciprocidade entre centros
e cordas, dada por uma transformacéo de Legendre.

Para finalizar essa se¢do, vamos mostra explicitamente as operagoes de reflexdes pon-
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tuais e translacgdes no espaco de fase:

ry =Ryx_ = —x_ +2x (2.23a)
vy =Tex_ =x_ +§, (2.23b)

respectivamente. Além disso, essas operacoes no espacgo de fase formam um grupo com a
seguinte algebra:

T& o T& = T§1+§2, RIQ o R:pl = TQ(xQ—ml)v (2.24a)
Tg o Rm = Rx+§/2a Rg; o Tg = Rx_g/g. (224b)

Elevando ao quadrado o operador de reflexdo pontual, obtemos a identidade nesse grupo.

2.2 Cordas e centros em mecanica quantica

No ambito quéantico, os estados de um dado sistema s&o representados por vetores (ou
kets) no espaco de Hilbert H, em vez de pontos no espaco de fase classico [Mes72, Per93].
Admitimos que esses vetores, denotados por |¢)), sdo normalizados. Como os autovalores
de operadores Hermitianos sfo numeros reais, podemos identifica-los com os resulta-
dos de medidas ideais. Podemos, portanto, relacionar os operadores Hermitianos com
observaveis fisicos. Por exemplo, o estado de uma particula localizada em ¢ = ¢ é repre-
sentado por |q), onde ¢|q0) = qo|qo), € ¢ é o operador de posicao.

A propriedade de normalizacdo do estado tem importancia crucial, porque possibilita
uma interpretacéo probabilistica da teoria quantica. Especificamente, consideremos um
conjunto de autovetores do operador A no espago de Hilbert, i.e.

Alpr) = agltn). (2.25)

Admitindo que o conjunto {1} } forma uma base no espaco de Hilbert, qualquer estado do
sistema quéntico pode ser escrito como

) = cilor)  onde  (Yrlthn) = Gn. (2.26)
k

A probabilidade de obtermos o autovalor aj, para esse estado inicial |¢)) apés uma medida
(de von Neumann) do operador A é, portanto, cx|?, de forma que a probabilidade de
obtermos qualquer autovalor a;, apdés a mesma medida sera um.

A evolucgao de todos os estados para tempos finitos, em analogia com a as transforma-
cdes candnicas classicas, resulta da acdo de um operador linear unitario U;:

[W(t)) = U (0)). (2.27)

A unitariedade de U; é imposta para que a norma do estado e e probabilidade® seja preser-
vada. No regime néo-relativistico, a familia de operadores de evolugio U, sdo as solugdes

$Uma discussdo mais ampla sobre a interpretacdo probabilistica da mecénica quantica pode ser encon-
trada nas Refs. [Per93, Mes72]
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da equacéo Schrodinger:

d - A A
h—U; = HU, 2.28
1 dt t ty ( )
onde o operador Hamiltoniano H é Hermitiano, isto é, HT = H. Pode-se escrever a solucéo

formal da Eq. (2.28) como na equacéo. (2.27) onde U; = e—tHt/h

Uma representacdo mais geral para os estados quénticos é fornecida pelo operador
densidade p, que inclui a possibilidade de incerteza na preparacio dos estados: Quando
s6 se sabe que o sistema é composto por um conjunto de estados quanticos {|¢;)} com as
respectivas probabilidades {P;} com

Y P=1.
k

Este tipo de estado é conhecido como um estado misto e nao é adequadamente descrito
por um simples vector no espaco de Hilbert; por isso, é necessario utilizar o operador
densidade:

p=> Prltw) (wrl- (2.29)
k

Este operador é Hermitiano, seus autovalores ndo sdo nimeros néo-negativos entre 0 e 1.
Se o conjunto de estados {|i;)} é ortonormal, entdo P;. é o autovalor de p correspondente
ao autoestado |1y).

Os estados que podem ser representados por kets, cf. |i)), em um espaco de Hilbert
sdo chamados de estados puros, e seu operador de densidade, de acordo com (2.29), tem
a forma p = |¢)()|. Nestes casos p é idempotente, ou seja, > = p, que é uma condicdo
necessaria e suficiente para o estado ser puro.

A equacéio de Schrodinger para o operador densidade p tem a forma

% = 1, A, (2.30)
onde [p, H] = pH — Hpj é o comutador entre H e j.

Agora vamos lembrar que, para sistemas com L graus de liberdade, o correspondente
espaco de fase classico é um espaco com 2L dimensoes, com coordenadas = = (p, ¢), onde L
coordenadas sdo momentos e L sdo posi¢des. As translagées uniformes neste espacgo, r —
x + £ definem o espaco de cordas, {£}. O correspondente operador quantico de translacdo

(ou deslocamento) ¥ é

A 1. T ~
Te = exp (—ﬁx/\g) = exp (_ﬁ[pfq_quD , (2.31)
transformam os estados de posicdo |¢), e momento |p), como
la) = Telg) = e D Mg 1 ¢), (2.32)
) = Telp) = e PHDMp 4 ¢). (2.33)

TNo contexto 6tica 7 é normalmente referido como o operador de deslocamento e é expresso em termos de
operadores de criacdo e aniquilacdo do oscilador harménico. Esta forma para o operador T é inconveniente
para a analise semiclassica desenvolvida nos capitulos posteriores desta tese.
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Observe que o operador translacdo ndo é Hermitiano e que Tgl = T_g = Tg . Para um
estado puro, |V), temos |V) — |¥¢) e, no caso especial do estado fundamental do oscilador
harmonico, isto é transportado para um estado coerente: Tg |0) = [£). Os estados coer-
entes serdo definidos na préxima secio.

Dados os correspondentes operadores densidade para os estados puros, p = |¥)(V]
e pe = |\ (Ue| = Ty p Tg, a correlacdo no espago de fase qudntico é definida como
o valor esperado do operador densidade do estado transladado com respeito ao estado
inicial. Dado que o traco é invariante sob transformacées unitarias, em termos do traco
dos operadores densidade essa correlacéo é

_trppe _trpTeplie
trp? trp?

C(§) (2.34)

o que corresponde a tomar (1.1) para ps = p e pp = p¢. O ponto chave é que, para um
estado quantico puro, temos que

C(€) = [(W|¥e)>  onde  |We)=Te|W), (2.35)

entdo, os zeros desta correlacdo ocorrem nas intersecées das linhas nodais das partes
real e imaginaria de (V|¥¢), a qual é geralmente uma funcéo complexa das cordas, como
veremos no capitulo 4.

No presente contexto, é melhor deixar que os proprios operadores de translacéo repre-
sentem qualquer operador quantico, ou seja, é conveniente utilizar as transla¢ées como
uma base do espaco de operadores. No caso dos operadores de densidade,

X(©) =trT¢p=(T¢)s (2.36)

define a funcdo de cordas, também conhecida como a funcao de Weyl [Cho98], ou uma
das funcdes caracteristicas quanticas [Leo97, Car99, Sch01]. Aqui (-); denota o valor
esperado com respeito ao estado p, assim a funcéo x(£) pode ser interpretada como o valor
esperado do operador translacdo. Note-se que a fung¢éo de cordas é uma representacio
completa de p e esta normalizada como

Y(0) = trp = 1, (2.37)

e que x(—¢) = x*(&), onde o asterisco indica o complexo conjugado. No caso de um estado
puro que se reduz para

x(§) = (Y[¥_g), (2.38)

ou seja, que € igual a sobreposicéo da translacdo [Cho98, 0zo09a, Oz098]. Em termos da
representacdo de posicdo [Cho98, 0zo04]

X (&q:&p) = /dq (q+&/21plq — &q/2) e v U/M, (2.39)
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Este expresséo vem da representacéo de posicdo do operador translacéo:

Te = /dq g+ &4/2) (g — &4/2] eV (2.40)

A transformada de Fourier simplética, define a celebrada funcdao de Wigner [Wig32],

W(o) = G P T} = G [ dee ¥/ x(e), (2.41)

que é uma funcéo real, porém pode ter valores negativos. Por isso é geralmente referida
como uma quasi-distribuicdo. O fator adicional de (27h)~ " é devido a normalizacdo da
funcéo de cordas Eq. (2.37).

O fato de a funcdo de Wigner pode ser escrita como

1 A

W(x) = —tr R, p, 2.42
resulta da relacéo de Fourier entre o operador translacio e o operador de reflexdo pontual
[Gros76, Roy77, 0z098]:

. d¢ .
ol R, = | e/ 2.43
| ey (249
Em termos da representacéo de posicéo, temos que
1 R -
W) =Wlgp) =57 [ d& (a+&/2lpla —&/2) e/ (2.44)

A correlagdo do espaco de fase coincide com a auto-correlacdo da funcao de Wigner [0z004,
0z009a], isto é,

C©) =2nh [ da W) Wa - &) = 5 [ dn e [y, (2.45)

tal como se a funcdo de Wigner fosse uma distribuicéo de probabilidade (positiva) e x (&)
fosse sua fungéo caracteristica. Para estados puros tem-se a surprendente invariancia de
Fourier da correlagao no espaco de fase [Cho98, 0z004]

1
CE) = X = 5 [ dne™ " x(m)” (2.46)

Essa relacéo tera consequéncias interessantes nos capitulos seguintes.
Os operadores quanticos de deslocamento e de reflexdo ja definidos obedecem uma
algebra semelhante aos seus analogos classicos, com excecao de uma fase complexa:

Tg’fn = elé/\n/hT@m Rny = 67211/\y/hj72($,y) (2.47a)
TeRy = e ™Ry e o R,Te = e ™ /"R, ¢/, (2.47b)

e 2 = 1. Para completar, os tracos destes operadores sdo

tr T = (2nh)Lo(¢) e 2MrR,=1. (2.48)
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Como mencionado anteriormente, tanto o operador de reflexdo como o de translacdo
definem representacées completas da mecanica quantica: Qualquer operador A pode ser
expresso como uma combinacdo linear de 7; ou R,; explicitamente

A 1 . 1 .
onde
A€)=trT ¢A  and  A(z)=2MrR,A (2.50a)

sdo chamados de simbolos de cordas e de Weyl do operador A, respectivamente. Estas
equacgoes definem fungées no espacgo de fase que contém todas a informacéo sobre o ope-
rador A. Elas estéo relacionados por meio de uma transformada de Fourier simplética

A(€) = FT{A(z)}, (2.51)

como na Eq. (2.41). Especificamente, a funcao de cordas e a funcdo de Wigner sao
representacoes do operador densidade p no espaco de fase.
Dentre outras vantagens, a funcdo de Wigner é normalizada,

/d:): W(x) = /dpdq W(p,q) =1, (2.52)
e suas distribuicbes marginais coincidem com as respectivas probabilidades:
/dqW |(p|W)|? /de [(q|W)|2. (2.53)

O valor esperado de qualquer observavel A pode ser avaliado como se W (z) e x(¢) fossem

distribuicoes cldssicas:
trpA = / dz A(z)W (z) = / de A(€)x(=¢€). (2.54)

Dado um operador densidade p, um estado deslocado por 7, ou seja, p, = TnﬁT_n tem
as seguintes distribuicoes

Wylx)=W(z—n) e  xy(&) =" (), (2.55)

o que significa que a mudanca da origem do espaco de fase unicamente altera a fase global
da funcédo de cordas. Estas relacoes conduzem a Eq. (2.45).

Os operadores de reflexdo, R,, podem ser considerados como ‘generalizacoes’ do ope-
rador de paridade, Ry, que classicamente corresponde ao mapa de espaco de fase: z — —z.
Como R, é Hermitiano (além de ser unitario) e (Rgc)2 = 1, este operador possui apenas
dois autovalores, +1, que definem um par de subespacos ortogonais do espaco de Hilbert,
para cada escolha do centro de reflexdo, z. Quando o estado é simétrico em relacéo a tal
centro z, isto é [p, Rm} = 0, se tomarmos = como a origem do espaco, a funcdo de cordas
é real. Neste caso, a funcéo de cordas é proporcional a um re-escalamento da funcio de
Wigner:

Wi(:L') = :EQLXi(—ZSL‘). (256)

Aqui + (ou -) indica se o estado é par (ou impar) com relacéo a R,.



2.2. CORDAS E CENTROS EM MECANICA QUANTICA 16

2.2.1 Alguns exemplos de estados no espaco de fase

A fim de proporcionar uma intuicédo sobre as quasi-distribui¢des no espaco de fase, nesta
secdo, vamos mostrar alguns exemplos de func¢oes de Wigner e de cordas para estados
quéanticos tipicos.

Estados coerentes

Os pacotes de onda de incerteza minima sdo chamados de estados coerentes ou quasi-
cldssicos. Eles foram introduzidos por Schrodinger [Schr26], mas somente apés o trabalho
de Glauber sobre coeréncia em o6tica [Gla63] sua importancia e aplicacées foram reve-
ladas. Hoje em dia, eles sdo usados em uma ampla variedade de campos da fisica (veja
por exemplo, [Kla85]). Os estados coerentes podem ser definidos como as translacées no
espaco de fase do estado fundamental, |0), do oscilador harménico quantico de frequéncia
w, ou seja, |n) = Tn\0> onde 7 = (1,,7,) é um vetor no espaco de fase. A funcéo de onda
deste estado coerente para um oscilador de frequéncia w (e massa igual a um) é

— _ (w4 w 2 ! Mg
v(a) = Galn) = (75) " e [~g5la—m)* + 5w (a- 5] (2.57)
de modo a que a fungéo de cordas correspondente é
_ nAg L0 (&N L (&) e=t nnesn-er/an
Xn(§) = exp (Z 7 >exp [ 5 <2 7o\ o —e e ; (2.58)
que é uma Gaussiana complexa na origem, enquanto a sua funcdo de Wigner é
e L R S Y e QR e L
Wn(q’p> - 7Th exp |: h(q UQ) hw(p 7710) :| — ﬂ'he I (2'59)

i.e. uma Gaussiana centrada em 7. Estas fungoes sdo ilustradas na Fig. 2.4. Se n = 0,

15 . : . 25 15

3 T T T T 4.5
1+ E 1

0.5 - 0.5 .
Sp o . 0 7/,
05 B -0.5

1 - el

H L N OBs S R N W B
P
-
wn
I
1

-1.5 ! ! ! ! ! 0 -15
15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15 0 05 1 15 2 25 3

Figura 2.4: As funcoes de cordas (esquerda e centro) e de Wigner (direita) para
um estado coerente localizado em 7. A funcdo de cordas é complexa, por isso
mostramos a sua amplitude (esquerda) e sua fase (centro). Note-se que 1 aponta na dire¢do
em que a fase é constante. Aqui h = 1.

obtemos a relacao (2.56) para este caso.
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Estado gato de Schrodinger

Agora vamos considerar a superposicdo de dois estados coerentes: |¥2) = |n) + | — 7). As
funcoes de Wigner e de cordas correspondentes para o estado tipo gato de Schrodinger,
definindo w = 1, séo
Wi(x) = ! [eIWQ/fL + e~letnl?/h 4 gp=12l*/h ¢oq <2x/\17>} (2.60a)
2rh(1 4 e=?/h) h ’
1
- 4rh(1 4+ e=1?/h)

x+(€) [6—5/2—772/71 + e—\§/2+n|2/h + 26—\x|2/4h e <§/\hn>] . (2.60b)

respectivamente. A primeira consiste de duas distribui¢coes Gaussianas centradas em
+7n e um padréao de interferéncia localizado no meio, entre os dois picos Gaussianos. As
oscilagdes sdo perpendiculares a n e a sua frequéncia aumenta com a separacdo [2n/. A
segunda tem a mesma imagem, mas com uma interpretacdo inversa: As contribuicoes
individuais de cada pacote coerente estio localizadas na origem, formando um padrao de
interferéncia, enquanto que os termos cruzados sido Gaussianas em +27. Estas funcdes
sdo ilustradas na Fig. 2.5. Note-se que a simetria do estado gera uma funcéo de cordas
real de acordo com (2.56).

1 16 1 05 —
I y B 0.5 7 -
Sp O 4 - .
# A — 0 % 8 //;' H o0
1+ %5 -05 —HH -1
__1 __2
g N . :
I15 I3
3 l 1 l L l 3 pe | ! 1 | | 4
3 2 1 3 1 2 3 15 -1 -05 ©O 05 1 15
q q

Figura 2.5: Funcoes de cordas (esquerda) e de Wigner (direita) para um estado
gato Schrodinger. A simetria do estado dd uma funcdo de cordas real. Note-se que 1 é

perpendicular ao padrdo oscilatdrio.

Estados de Fock

Consideremos agora os estados excitados do oscilador harmonico, conhecidos como esta-
dos de Fock, |n) para o inteiro n > 0. Eles sdo simétricos em relacdo a origem. A forma
exata da funcdo de Wigner, obtida por primeira vez por Gronewold [Gro46], para estes
estados é

_1\n 9 2
W(2) = (Wlh)ex /", (2§> , (2.61)



2.3. OUTRAS REPRESENTACOES NO ESPACO DE FASE 18

onde L,(-) é o n—ésimo polinomio de Laguerre. Pela Eq. (2.56), podemos encontrar a
funcéo de cordas [Sch01, Oz004]

R
Xn(§) =e 4L, <2h> . (2.62)

Note que estamos tomando as mesmas unidades para as posi¢des e os momentos. Na Fig.
2.6 ilustra-se a funcdo de cordas para |5).

2 T T T T 1

,\\‘\_2 ‘;' grl“‘ \I‘ ‘ “ “‘ ‘\\1‘;‘ ‘4“." 2”’," |€|

Figura 2.6: Funcao de cordas para o quinto estado de Fock. Tem simetria de reflexdo
e suas cinco linhas nodais correspondem a circulos. O painel da direita é um corte radial
do painel da esquerda. Aqui h = 0.1

Outra classe importante de estados séo os estados quantizados tipo Bohr-Sommerfeld
. Eles vem da quantizacio superficies classicas associadas a sistemas integraveis. Eles
serdo adequadamente definidos no Capitulo 5.

2.3 Outras representacoes no espaco de fase

A funcio de Wigner e a sua transformada de Fourier nfo sdo as tnicas maneiras de
recuperar o conceito de espaco de fase na mecanica quéantica. Na verdade, as coordenadas
internas de um plano lagrangiano no espaco de fase duplo podem ser identificadas com
variaveis de momento e de posicdo [Ozo09a]. Assim, em principio, a dinamica projetada
em um plano lagrangiano no espaco de fase duplo define uma representacédo completa no
espaco de fase. Particularmente, os simbolos de Weyl sdo definidos no plano identidade
x4+ = x_ e seu plano ortogonal define o espaco das cordas. No entanto, existem alguns
casos em que um plano lagrangiano nao define um espaco de fase, por exemplo, o plano
das variaveis de configuracdo (Q+,Q_).

Uma abordagem diferente para um espago de fase é obtida usando os estados coer-
entes. Observamos que os estados coerentes formam uma base sobre-completa do espaco
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de Hilbert, ou seja, o operador de identidade, pode ser decomposto como
A 1 o
1=— [ d*z]z)(z|, (2.63)
T

onde |z) é o estado coerente do oscilador harmonico com frequéncia w localizado em (p, q),

com
_Jw P o dqdp
2=1\/3p (q + z—w) e d°z = - (2.64)

Nio obstante, mesmo que seja um conjunto de estados sobre-completo, um operador A
pode ser representado pela forma diagonal:

Ap(2) = tr|z) (z|A = (z|A]z). (2.65)

Esta funcéo é conhecida como a representac¢do de Husimi do operador A. Para o operador
densidade obtemos a funcdo de Husimi:

1 . .
pir(2) = —trl2) (el = (2172 (2.66)
Entre as suas propriedades, é uma func¢édo normalizada real e ndo-negativa no espaco de
fase, a saber

/pH(z)d2z =1. (2.67)

Porém H(z) nao fornece as probabilidades marginais. Ela pode ser interpretada como
uma suavizacdo Gaussiana da funcdo de Wigner correspondente, ou seja

mw 1

dq'dp'
pr (P, q) —/ T W (', q') exp {—(q — ¢ - ——@(p-p)*. (2.68)

7h h mwh

Leboeuf e Voros [Leb90, Leb95] verificaram que a natureza da distribuicdo dos zeros
da funcdo de Husimi de uma autofuncdo de um Hamiltoniano quantico no plano de fase
esta relacionada ao carater caédtico ou regular do corrrespondente movimento classico.
A caracteristica importante é que esses zeros geralmente ndo se encontram na regiéo
classica do estado (isto é, perto da variadade classica), dado que a distribuicdo de Husimi
tem um maximo suave sobre a regido classicamente permitida, o qual expulsa os zeros
nas vizinhancas da regiao classica [Tos99].



Capitulo

Sistemas Quanticos Abertos no Limite
Markoviano

“La memoria del corazon elimina los
malos recuerdos y magnifica los
buenos, y gracias a ese artificio,
logramos sobrellevar el pasado.”

Gabriel Garcia Marquez,
El coronel no tiene quien le escriba

A evolugdo unitaria de sistemas quanticos, descrita pela equacdo de Schrodinger,
assume que o sistema esta completamente isolado de qualquer influéncia externa. Em
geral, esta hipétese néo é totalmente valida, ja que o (inevitavel) contato com sistemas
externos pode afetar a preparacéo inicial, a evolugdo e os resultados finais dos experi-
mentos. Os efeitos ambientais em sistemas quéanticos sdo um dos principais desafios a
vencer para implementacdo e manipulacdo de estados quénticos de uma forma contro-
lada e, portanto, para o desenvolvimento de tecnologias quanticas, como o computador
qudntico.

Um sistema qudntico aberto é tipicamente modelado como um sistema acoplado a um
ambiente incontrolavel. Este acoplamento pode induzir a dissipacdo de energia e des-
coeréncia *[Zur91, Giu96, Bra0l]. O primeiro é intuitivamente devido aos fenomenos
de atrito e termalizacdo, também presentes no mundo classico, enquanto o dltimo é um
efeito puramente quantico. A descoeréncia é considerada a responsavel pelo surgimento
de classicalidade nos sistemas quanticos [Zur91, Zur03, Giu96, Hor09]. Resumindo, a
descoeréncia é o processo que apaga os termos de interferéncia entre as diferentes com-
ponentes de uma superposicdo quantica. Isso implica a perda de pureza do estado do

*Apesar de néo termos definido o conceito de descoeréncia, é bom enfatizar que ndo estamos estabele-
cendo uma diferenca entre dissipacéo e descoeréncia. Na verdade, a dissipac¢édo pode ser considerada como o
resultado de um processo de descoeréncia.

20
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sistema através da interacdo com um ambiente, quando o estado inicial do sistema for
um estado puro.

Um sistema aberto é modelado por um sistema maior composto de dois sub-sistemas:
sistema R e ambiente E (ver Fig. 3.1). Assim temos que lidar com um espaco de Hilbert

Figura 3.1: Modelo do acoplamento entre sistema e ambiente. S ¢ o sistema, Eé o
ambiente e as flechas vermelhas representam a interacdo nos dois sentidos.

composto pelo produto direto de dois espacos: Hiot = Hs ® He. Neste espaco de Hilbert
total, assumimos que a equacédo de Schrodinger, Eq. (2.30), é valida para o operador
densidade total de p.t, cuja evolucio é gerada pelo Hamiltoniano total:

Hiot = Hs + Hg + Hsg, 3.1)

onde Hs e Hg sdo os Hamiltonianos para S e E, respectivamente, e Hsg € a interacao entre
o sistema e o ambiente. Uma vez que o ambiente é assumido como sendo incontroldvel,
é desejavel poder extrair informacéao sobre o sistema S sem exigir informacéo detalhada
sobre a evolucdo do sistema total. Para fazer isso, vamos definir o operador densidade
reduzido do sistema S como

ps =trepror = Y elklprotlk) g (3.2)
{Ik)e}
onde {|k)g} é uma base de Hg e trg denota a traco sobre os estados do ambiente.

A principio, pode-se assumir qualquer tipo de acoplamento entre o sistema e o ambi-
ente. Para os fins do presente trabalho, vamos restringir nosso estudo ao limite Marko-
viano do acoplamento [Lin76, Giu96, Bra01, Bro04, Car99], isto é, consideraremos um
banho térmico sem memdria. Este limite nos conduz a equacdo mestra de Lindblad, a
qual descreve a evolucdo do operador densidade reduzido.

3.1 Descoeréncia

Descoeréncia refere-se a perda de coeréncia entre os componentes de uma superposicéo
quantica, devido a sua interacdo com um ambiente externo. Por exemplo, vamos consi-
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derar dois estados |11) e |1)2). Uma superposicdo deles é chamada coerente se tem uma
relacdo de fase bem definida, ou seja, o estado

Vo) = [¥1) + € ih2) (3.3)

é uma superposicdo coerente se o for constante ou pelo menos uma fung¢éo deterministica
do tempo. Aqui estamos desconsiderando a constante de normalizacdo. Em termos da
funcéo de onda ¥, (q) = (¢|¥,), a amplitude de probabilidade é

[Uo(q)” = [91(0)* + [v2(q)” + 2% {7 ¥1(a)¥3(q)} - (3.4)

Vemos que a contribuig¢éo individual de cada funcéo de onda néo depende da fase o e pode
ser identificada como as densidades classicas de probabilidade [Zur91, Bra01]. Agora, se
o sistema esta acoplado a um ambiente, este acoplamento pode produzir, entre outras
possibilidades, flutuacées aleatérias na fase’ o. Assim, neste caso a interferéncia, isto
é o ultimo termo na Eq. (3.4), tendera a zero depois de um certo tempo. O desapareci-
mento destes termos de interferéncia, quando induzido pelo contato com um ambiente, é
chamado de descoeréncia [Zur91, Giu96, Bra01].

Em um modelo simples, a descoeréncia pode ser interpretada como uma medida so-
bre o sistema S, se o ambiente é considerado como um detector. Para um acoplamento
de defasagem?, ou seja, quando o Hamiltoniano do sistema comuta com o Hamiltoniano
da interacéo, os autoestados do Hamiltoniano de interacéo Hsg, sdo os estados de ‘pon-
teiro’S convenientes para este aparelho de medicdo, porque eles séo estacionarios, i.e. néo
evoluem no tempo [Lem11, NieOO]. Note que estamos desconsiderando o comportamento
interno de cada subsistema gerado por Hs e Hg. Apés o processo de medicdo espera-se
que, sem importar o estado inicial do sistema total, o seu estado final sera aproximada-
mente uma mistura exata dos estados de ponteiro. Isto significa que o operador densidade
final ser4 diagonal na base dos autoestados de Hse. Entéo a interacdo com o ambiente
ira apagando termos de interferéncia: A interacdo conduz a regras superselecio induzi-
das pelo ambiente (ou einselecdo¥) [Zur91, Zur03]. Este mecanismo é o paradigma aceito
para o surgimento de classicalidade na mecanica quéantica.

Para exemplificar como a einsele¢édo aparece, vamos considerar que o sistema S é um
sistema de dois-niveis. O espaco de Hilbert correspondente é gerado por {|0), 1)}, ou seja,
o estado fundamental e um nivel excitado, respectivamente. Agora, consideramos um
estado genérico inicial

[Woltot = [col0) +cr[)] @ e), com ¢ +cf =1, (3.5)

TEste tipo de processo é conhecido como amortecimento da fase [Nie00], ou em inglés conhecido como
phase damping.

Tradugéo do termo dephasing-type coupling.

$Em inglés pointer states

TEsta palavra é uma tradugcéo libérrima do termo em inglés einselection ou environment-induced selection.
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onde |e) é o estado inicial do ambiente. Por causa da interacdo entre S and E, depois de
algum tempo ¢ esperamos a seguinte evolucéo do sistema total:

U)ot = {co|o> T c1|1>} D1e) s col0) ® lea®)) + c11) © es(0)) = [T )it (3.6)

Este estado final esta emaranhado com os dois estados de ponteiro |e,(t)) e |ey(t)). Ad-
vertemos que este tipo de evolugdo ocorre apenas para acoplamento de defasagem [Lem11,
Bre02]. Este processo é chamado de medicao “bit por bit” [Zur03] e pode ser gerado por
uma evolucédo unitaria do operador densidade total. Note que os estados de ponteiro
nio necessariamente formam uma base para Hg. Por exemplo, se o Hamiltoniano de
interacéo é

i = 9| 11011 0)01]_® [~ 97 3] (3.7
S
onde g é o parametro real de acoplamento e  é um vetor no espaco de fase. H;,; gera uma
evolucdo da forma da Eq. (3.6): para um tempo ¢, o estado inicial do ambiente se divide
em dois estados:

lea(t)) = Tognile) e les(t)) = Tynele). (3.8)

Estes estados correspondem a translacoes de +gtn do estado inicial |e). Assim, a matriz
densidade reduzida para o sistema S no tempo ¢ é:

4 |col? crci(ep(t)|ea(t)) vo
& (Cocﬂea(t”@b(t» |e1)? ) (3.9)

O desaparecimento dos termos fora da diagonal significa descoeréncia [Zur01, Giu96].
Entao, a eficacia a descoeréncia pode ser medida por (e,(t)|ey(t)), isto é, a sobreposicao
dos dois estados condicionais do ambiente. No modelo particular (3.7), esta sobreposi¢édo
pode ser expressa pela fungdo de cordas |e), explicitamente

(ea(t)len(t)) = (e[Taginle) = Xe (€) ¢_ggry (3.10)

Portanto, os zeros desta funcéo de cordas estédo relacionados com a descoeréncia do sis-
tema S. Tenha-se em conta que este modelo de medicdo tem resurgimentos ou revivals da
coeréncia.

Por outro lado, o principio da incerteza de Heisenberg | restringe o tamanho do menor
pixel no espaco de fase. Uma olhada rapida nessa desigualdade fundamental pode con-
duzir erroneamente a afirmar que qualquer estrutura do espaco de fase na escala sub-
Planckiana—areas menores que 7i—né&o tem sentido fisico. No entanto, W. H. Zurek
mostrou na Ref. [Zur01] que a fungcao de Wigner possui estruturas de interferéncia em
areas sub-Planckinanas, da ordem de

(3.11)

IEste principio afirma que as incertezas da posi¢do Ag e do momento Ap obedecem a desigualdade
AqAp > h.
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onde A é o suporte efetivo do estado no espaco de fase, ou seja, a area onde W (x) é signi-
ficativamente diferente de zero. Usando como base o modelo de medig¢édo acima enunciado,
Zurek também provou que estas estruturas determinam a sensibilidade do sistema a des-
coeréncia, porque elas estdo relacionadas com o menor deslocamento para o qual (3.10)
é zero. Estes deslocamentos serdo estudados em detalhe, em termos da fung¢éo de cordas
no Capitulo 4. Note-se que (3.11) é consequéncia de que % é finito e que a condicédo (3.11)
se néo aplica para fungées de distribuicao classica [Zur01, Ozo04].

Ressaltamos que o modelo acima de uma medicdo ndo é independente da base do
espaco de Hilbert, tanto do sistema quanto do detector. Assim, uma mudanca da base
{10),|1)} — |+),|—)} produz um estado emaranhado final com um conjunto diferente de
estados de ponteiro do detector. Por exemplo, se a nova base satisfaz as relacées:

) +1-)

_ _ =1
0y = = e =" (3.12)

o membro do lado direito da Eq. (3.6) 1é-se como

Coleo) £ c1ler)

V2

Para eliminar esta dependéncia é necessario considerar um modelo que consiste em

Wihtot = |4) @ leq) +[-) @le-)  onde  lex) = (3.13)

trés sistemas: o sistema, o detector e outro ambiente externo, como mostrado nas Refs.
[Zur91, Zur03].

Podemos resumir esta secdo dizendo que a descoeréncia ocorre quando um sistema in-
terage de forma termodinamicamente irreversivel com o ambiente externo [Zur03, Giu96,
Zur91].

3.2 A equacao mestra de Lindblad

Nesta secdo vamos deduzir a equacio mestra de Lindblad ** seguindo a derivagdo con-
tida na Ref. [Fis04]. Como mencionado anteriormente, vamos nos restringir ao caso de
interacoes Markovianas entre o sistema e o ambiente.

Antes de iniciar com a derivacdo da equagédo mestra, vamos introduzir o conceito de
operacdo qudntica. Grosso modo, uma operacao quantica é uma transformacao linear e
positiva G sobre um operador de densidade p tal que a normalizacéo do operador é preser-
vada, isto é, tr §(p) = 1. Advertemos que esta ndo é uma definicdo rigorosa, mas sera
suficiente para nossos propositos. Uma discussdo mais aprofundada pode ser encontrada
nas Refs. [Nie00, Fis04]. Um fato importante é que qualquer operagéo quéantica pode ser
expressa como

S(p)=> apg, onde > glag=1 (3.14)
k k

**Também conhecida como a equagdo mestra de Kossakowski-Lindblad [Kos72, Lin76].
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Esta formula é conhecida como a representacdo de Kraus e os operadores {g;} como os
operadores de Kraus [Kra83, Nie00, Pre98, Fis04]. Em particular, a evolugcdo temporal
unitaria define uma operagéo quéantica.

Se ps varia infinitesimamente durante um tempo ¢, podemos escrever

> gkps(0)g) = ps(8t) = ps(0) + O(st), (3.15)
k

onde o membro esquerdo vem (3.14). Usaremos uma aproximacio Markoviana para a
evolucdo temporal para assim obter uma equacéo para o operador densidade reduzido ps.
Agora a pergunta que fica é: quais sdo os operadores de Kraus no limite Markoviano?

Primeiro, vamos discutir o significado fisico da aproximag¢do Markoviana. Espera-se
que a evolucéo do sistema reduzido dependa do tempo de resposta do acoplamento com o
ambiente. Para levar isso em conta, definimos 75 como a escala de tempo caracteristica
na qual o operador densidade reduzido do sistema evolui livremente, 7¢ a escala de tempo
na qual as correlagoes entre o estados reduzidos do sistema e do ambiente sdo esqueci-
das pelo ambiente e 5t como a escala de tempo tipica na qual podemos observar e extrair
informacao sobre o sistema. Uma hipétese plausivel consiste em considerar que ¢ é muito
menor que 7s. Isso nos permite lidar com uma evolucédo quase continua no tempo para o
sistema reduzido, o que significa que o operador densidade reduzido evolui infinitesima-
mente no intervalo de tempo d¢. Outra hipétese conveniente é assumir que 6t > 7¢, pois
no caso contrario a evolucdo do sistema pode depender das suas configuracées para tempo
anteriores. Assim o ambiente evolui suficientemente rapido de modo que esquece todas a
informacoes sobre os estados anteriores do sistema S. Estas condig¢oes sobre §¢ definem
o limite Markoviano [Lin76, Kos72, Giu96, Car99]. Tendo em conta as suposi¢oes acima,
pode-se tomar o primeiro dos operadores de Kraus, denotado por §y, como uma evolucéo
unitaria e infinitésima mais uma evolucgédo geral, isto é

g0 = [is — ;f[&t] + Kot. (3.16)

Aqui K e H sdo operadores Hermitianos. Os outros operadores de Kraus podem ser
escritos como
gr = Vot Ly, para k> 1. (3.17)

A principio, os operadores L; sdo arbitrarios. Eles sdo conhecidos como operadores de
Lindblad e nao precisam ser nem unitarios nem Hermitianos. Aplicando a condicdo de
normalizacio dos operadores de Kraus (3.14), temos que

ig=1¢+ <2f( +)° zm) 5t + O(6t%). (3.18)
k
Segue-se que
R 1 Ao
K= —§ZLkLk, (3.19)

k
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e portanto

. . . N o 1. S 2
mwwzpam—<pﬂmwﬂ+§jﬁwam%—2uumJLmﬂ>&+ow#»<&m>

k
Finalmente, quando tomamos o limite de 6t — 0 obtemos a equag¢édo mestra de Lindblad
[Lin76, Kos72]:

s — 1 ps) — 5 S (2ol — LiLps — psLiL;) (3.21)
J

Se a representacéo de Kraus de j(¢) consiste de um s6 operador como (3.16), entdo K = 0

e a evolucdo unitaria tipo Schrodinger, Eq. (2.30), é recuperada. Assim, imediatamente

podemos interpretar / na Eq. (3.21) como o Hamiltoniano do sistema fechado S. No

entanto, podemos obter a mesma equacdo de Lindblad para um Hamiltoniano diferente

de H. Para ver isto, é s6 considerar a transformacéo

~ ~ R N ~ 1 S o o
Ly—Li+6is and H—H+ o Zk: (ekLk — ekLD + b, (3.22)

onde {/;} e b sdo escalares arbitrarios. Entdo a equacdo de movimento para este novo
Hamiltoniano é igual a Eq. (3.21). A equacédo de Lindblad também é invariante sob
qualquer transformacéo unitaria nos operadores de Lindblad. Para outras propriedades
da equacdo mestra de Lindblad recomenda-se ver por exemplo as Refs. [Pre98, Car99,
Fis04].

Como exemplos da equagédo mestra da Lindblad, podemos citar o caso de uma particula
de poeira interagindo com moléculas do ar ou com radiacdo. Desprezando a forca grav-
itacional, o Hamiltoniano da particula de poeira é H = p? /2m. Sob estas condicdes, a
interacdo com o meio dependera da posicao da particula, de modo que o operador de Lind-
blad é dado por L = g4, onde g é o parametro de acoplamento. Este exemplo encontra-se
mais detalhado na Ref. [Giu96]. Outro exemplo tipico na 6tica é o caso de um campo
eletromagnético interagindo com um banho térmicos de fétons. O campo é modelado
por um oscilador harménico H = w(p? + ¢?)/2, enquanto os operadores de Lindblad sdo
v(f+1)a/2 e yna'/2, onde af e a sdo os operadores de criagédo e aniquilagéo, N é o nimero
médio de fétons térmicos na frequéncia w do modo da cavidade a temperatura T e v é a
taxa de amortecimento [Car99].

3.3 Equacao de Lindblad no espaco de fase

Como uma primeira aplicacéo do formalismo do espaco de fase, vamos resolver a equagéo
mestra de Lindblad analiticamente para o caso particular no qual os operadores de Lind-
blad séo proporcionais aos operadores de posicdo e/ou de momento. O desenvolvimento
desta secéo segue o trabalho da Ref. [Bro04].
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Consideremos a Eq. (3.21) assumindo que cada operador ﬁj é uma funcéo linear
dos operadores de momento p e/ou de posicdo ¢ e que o Hamiltoniano H, é quadrético.
Omitindo o subindice S, a equacdo mestra no espaco das cordas 1é-se como

Ixe(§) ) 24 1

5~ (&)@} —ag o " j [(15 - )%+ (1 - €)% xe(6), (3.23)
onde
Lj(x) = (I +215) - @ e H(z) = %xT’H:L‘ (3.24)
sdo as representacdes de Weyl de I e H e
a=) I AL (3.25)

J

é o coeficiente de dissipac¢do. Note que pelo fato de H(x) ser quadratico, a Eq. (3.23) é
uma equacdo de Fokker-Planck. A solucéo para esta equacido é dada por um produto de
dois fatores: Um deles é a funcdo de cordas evoluida unitariamente pelo Hamiltoniano

H:
xu(€,t) = xo(&(1)), onde  £(t) = e M€, (3.26)

onde g é a distribuicdo inicial e M; = e/7*. O coeficiente de dissipacdo conduz a uma
expansao classica ndo-Hamiltoniana (v > 0) ou a uma contracdo (o« < 0) no plano das
cordas. Na auséncia de dissipacdio, isto é, « = 0, x, se propaga classicamente como uma
distribuicdo de Liouville ff, tal como evolui a funcdo de Wigner. Este fator é multiplicado
por uma funcdo Gaussiana, que depende apenas do Hamiltoniano e dos coeficientes de
Lindblad, mas é independente da funcdo de cordas inicial, assim, a solucdo da Eq. (3.23)
é [Bro04]

1
Xt (&) o< xu(,t) exp (—%iTHzf) , (3.27)
onde .
m=) / at’ =0 T [+ T My, (3.28)
—~ Jo
J

Alguns trabalhos anteriores ja estudaram o caso especial em que o sistema e o ambiente
consistem em osciladores harmonicos [Aga71, Dod85, San87, Dio02].

Por outro lado, a partir da Eq. (3.27), podemos ver que a funcdo de Wigner reduzida
é dada pela convolugéo da fungdo de Wigner evoluida unitariamente W,, = FT{x,}, com
uma distribuicao Gaussiana, cuja largura aumenta no tempo. Explicitamente

1 —at 1 T py—1
u ¢ - 4= —A=t) | 2
Wi(z) o< detMt/dyW (€™ y)exp | =g (y = z—¢) My (y — 2—) (3.29)
"TA equagéo de Liouville classica é
d
?f:{H7p}7

onde p(z,t) é uma distribuicao classica no espaco de fase e H é o Hamiltoniano classico. Se x(¢) séo as drbitas
)

S
geradas pelo fluxo de H, a solucdo da equagdo de Liouville pode ser escrita como p(t) = p,(x(t)) onde p, é a

distribui¢do inicial para ¢ = 0.
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onde
z = e M, M=J"M,J e M=-M_,. (3.30)

Essencialmente, o efeito do acoplamento Markoviano com o ambiente é um cross-graining
da fung¢do de Wigner unitariamente evoluida W, com uma janela Gaussiana que se torna
mais larga a medida que o tempo avanca.

Note que o determinante de M, aumenta com o tempo, entdo a funcio de Wigner se
tornara positiva sobre todo o espaco de fase depois de um certo tempo. Especificamente
a convolucdo na Eq. (3.29) é precisamente a transformacdo da funcdo de Wigner W,
para sua representacdo de Husimi quando a funcdo Gaussiana atinge a largura 7 (ver
Eq. (2.68)). Denotamos por 7, o tempo no qual isso acontece. Como a fungéo de Husimi
é positiva definida, podemos afirmar que W; > 0 para qualquer ¢ > 7,. Apés este tempo
de positividade as interferéncias quanticas da funcao de Wigner desaparecem. Esta é a
manifestacdo da descoeréncia no espaco de fase e 7, fornece uma medida do tempo de
descoeréncia. Na verdade, a funcdo de Wigner nunca pode ser positiva antes do tempo
Tp, @ menos que o estado inicial seja positivo, como por exemplo, no caso particular de
um estado coerente [Bro04]. A Fig. 3.2 mostra a evolucdo de um oscilador harménico

P Y . - - al
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Figura 3.2: Evolucao temporal de um oscilador harmoénico quantico com
amortecimento. Mostra-se as fotografias em diferentes instantes de tempo para duas
funcées de Wigner iniciais diferentes: a) uma func¢do & de Dirac e b) um gato de
Schrodinger. Apos o tempo de positividade 1,, ambos esses estados sdo iguais a uma
funcdo Gaussiana. A orbita cldssica (pontos vermelhos) no espaco de fase é também
mostrada. Esta figura é uma cortesia de Olivier Brodier.

amortecido para dois estados iniciais diferentes: al, uma funcéo § de Dirac e b1, um gato
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de Schrodinger, e sua 6rbita no espaco de fase. Depois de um tempo suficientemente
longo, a funcdo de Wigner de ambos os estados convertem-se em func¢ées Gaussianas
(ver painéis a3 e b3), tal como foi anteriormente obtido nas Refs. [Zur93, Paz93]. Uma
configuracéo intermediaria é mostrada nos painéis a2 e b2.



Capitulo

Pontos Cegos entre Estados Quéanticos

“La ceguera es una forma de soledad”

Jorge Luis Borges

Neste capitulo estudamos a sobreposicdo de um estado quantico estendido com a sua
imagem transladada. Verifica-se que esta sobreposicdo pode oscilar e que pode-se ter or-
togonalidade completa inclusive para pequenos deslocamentos. Isto ocorre genericamente
em pontos isolados. Deste modo, o conceito de ponto cego surge referindo-se a pontos no
espaco de fase onde a sobreposicéo entre dois estados quénticos é zero. Testa-se a resposta
destes pontos a descoeréncia —na aproximacdo Markoviana e para o ambiente de fétons
térmicos— mostrando-se que eles sdo extremamente sensiveis: a descoeréncia levanta
pontos cegos e os transforma em minimos de correlacdo em vez de zeros. Foca-se no caso
de uma superposicdo de estados coerentes, onde os pontos cegos dependem fortemente
das localizacoes e amplitudes dos estados que compoem dita superposi¢do, mas séo ape-
nas fracamente afetados por mudancas nas fases relativas e pelas possiveis compressoes
(ou squeezings) dos componentes. Os pontos cegos de um tripleto de estados coerentes
sdo especiais, eles se localizam perto de uma rede hexagonal formada por duas sub-redes
quasi-ortogonais: O mesmo tripleto quando colocado sobre um n6 de uma sub-rede sera
quasi-ortogonal ao tripleto original e a qualquer tripleto colocado sobre a outra sub-rede.

4.1 Introducao

A interferéncia entre estados quanticos ndo tem equivaléncia classica. De fato, é uma
das caracteristicas contra-intuitivas da mecanica quéantica. A maneira mais simples para
gerar interferéncia entre estados é superpondo um estado e a sua translagao em posigao
ou em momento —isto pode ser realizado experimentalmente usando uma fenda dupla,
dentre outras técnicas. Neste caso se produzem franjas mais finas, quanto maior for a
separacdo entre os estados. Isto é, uma separa¢do maior em posicdo gera franjas menores

30
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nas intensidades de momento e vice-versa, de acordo com o principio da incerteza de
Heisenberg. Assim, aparecem a oscilagées na funcdo de Wigner, que representa o estado
sobreposto no espacgo de fase: Se ambos os estados tém funcoes de Wigner individuais que
sao localizadas no espaco de fase, as oscilacdes entre eles sdo mais pronunciadas se os
estados individuais forem suficientemente separados. As franjas desaparecem a medida
que os estados aproximam-se mutuamente.

A sobreposicédo entre um par de estados, tais como aqueles produzidos em um inter-
ferometro, oscila como uma func¢éo do tamanho do deslocamento. Mesmo que geralmente
se esperam grandes sobreposicoes para translacoes pequenas, pode-se inclusive obter or-
togonalidade completa com o estado inicial, como veremos nas se¢oes seguintes. Ao au-
mentar a extensdo do estado, este efeito é incrementado, assim a ortogonalidade é obtida
para uma translacdo menor. Os deslocamentos para os quais a sobreposicéo é zero serao
chamados de pontos cegos qudnticos ou simplesmente pontos cegos.

Um deslocamento pode ser gerado continuamente por uma interacdo com um sis-
tema quantico de dois niveis, como foi mostrado no modelo de descoeréncia da Sec¢éo 3.1.
Naquele caso, os pontos cegos estavam relacionadas com a nocdo de descoeréncia. Em
geral, a acdo de um Hamiltoniano linear fornece esse tipo de translacdo. As oscilacgées
na sobreposi¢do de um estado inicial com todas as suas translac¢ées pode entdo ser usado
para medir algum pardmetro embutido no Hamiltoniano linear que gera a dita evolucao.
Isto abre uma gama de possiveis aplicagées em metrologia quantica [Cav80, Gio04]. Por
outro lado, sabe-se que a precisdo na estimaticdo de um paradmetro em um sistema
quantico esta limitada pelos recursos de energia. Por esemplo, se §y é a precisido na
estimaticédo do parametro v e N o numero de estados envolvidos no processo de medigao, o
limite qudntico padrdo’ impde que Jv escala como O(N_%). Este limite pode ser superado
! obtendo o limite maximo, o chamado limite de Heisenberg. Aparentemente, este lim-
ite maximo nas estimacoes, mesmo para o sistemas abertos, foi obtido na Ref. [Escl1al].
Este limite esta relacionado com a desigualdade de Cramér-Rao [Rao45, Cra46]. Mais
detalhes sobre esses limites de medicdo vao além do escopo desta tese. Para os leitores
interessados recomendamos ver as Refs. [Gio04, Esclla, Esc11] e Refs. contidas nelas.

Aqui estudaremos a estrutura da sobreposicio de estados genéricos estendidos com
todas as suas possiveis translacoes. Algumas perguntas sdo formuladas nesta direcéo:
A sobreposi¢ao é especialmente sensivei a descoeréncia? Quao delicada é a sobreposi¢cao
as mudancas entre as amplitudes e as fases relativas de uma superposicdo de estados
coerentes para que um ponto cego surja ou desapareca? Ao comprimir os estados que
formam dita superposicdo continuaremos tendo pontos cegos? Outros estados estendidos,
como estados excitados de osciladores anarmonicos, apresentam pontos cegos?

Em resumo, verificamos que os pontos cegos sdo uma caracteristica geral de qualquer

fTraducéo libérrima do termo standard quantum limit.
Por exemplo, na Ref. [Tos06] isto é feito usando um estado especifico inicial: o estado bissola, ou seja,
uma superposicido de 4 estados coerentes.
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estado quéntico estendido. Se o estado tem uma simetria de paridade generalizada, isto
é, se é invariante sob reflexdes com respeito a um ponto no espaco de fase, os zeros da
sobreposicdo podem ocorrer ao longo de linhas continuas—para um grau de liberdade—
em vez de em pontos isolados. Para estados gerais, estes zeros ocorrem genericamente
em pontos isolados, e tem-se padrdes regulares ou irregulares de pontos cegos que ma-
nifestam as delicadas propriedades ondulatérias da mecénica quantica. As estruturas
que emergem lembram as estruturas sub-Planckianas [Zur01]. Como uma consequéncia
notavel da pureza do estado, a invariancia das correlagoes com respeito a transformada
de Fourier simplética [Cho98, Ozo004, Ozo09a] se manifestara em um clara conjugacio
entre escalas grandes e pequenas no espaco de fase. Esta invariancia sera essencial para
a analise a seguir.

Em principio, os zeros apresentados aqui podem ser observados diretamente por meio
da manipulacio e interferéncia de estados quénticos simples, como realizado em é6tica
quéantica [Leo97, Sch01]. Outro ponto importante é que apesar de serem genericamente
isolados, os pontos cegos ndo sdo limitados pela analiticidade da correlagdo, como acon-
tece com os zeros da funcdo de Bargmann &, e portanto com os zeros da funcio de Husimi
[Leb90]. Ao contrario daqueles zeros que muitas vezes se encontram em regides evanes-
centes [Tos99], os pontos cegos aparecem imersos em um fundo de correlagées maximas.

Primeiro vamos estudar as linhas nodais das partes real e imaginaria da funcéo de
cordas. A intersecdo entre estas linhas determinara pontos cegos isolados, na auséncia
de uma simetria de reflexdo. Depois, desenvolveremos uma teoria para os pontos ce-
gos de superposicoes de estados coerentes ou de estados comprimidos, i.e. estados gato
Schrodinger e suas generalizagoes. Tais superposicoes de estados coerentes recentemente
se tornaram experimentalmente acessiveis [Hof09]. Acontece que no caso de um tripleto
de estados coerentes temos que os pontos cegos formar um padrdo regular sobre uma
rede hexagonal, quaisquer que sejam as amplitudes, fases relativas e localizacdes dos
trés estados que compdem a superposicio.

Em contraste com a robustez dos pontos cegos de estados puros com respeito a qual-
quer variacdo estrutural do estado, eles sdo notavelmente sensiveis a descoeréncia. Ob-
servamos isto comparando o tempo de levantamento dos pontos cegos com o tempo em
que as oscilacgoes da funcido de Wigner desaparecem. Este tempo de desaparecimento é
tomado as vezes como um indicador da perda de coeréncia quantica. Note-se também que
a desaparicédo de oscilacgoes finas na funcio de Wigner corresponde ao decaimento da sua
funcéo caracteristica para argumentos grandes, e que a regido que vamos analisar é a
de argumentos pequenos. Assim, um operador densidade pode ainda ter regides negati-
vas em sua funcdo de Wigner, embora qualquer vestigio de seus pontos cegos tenha sido
exterminado.

$A funcdo de Bargmann é a parte (inteira) holomorfa da funcdo de Husimi [Vor89]
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4.2 Linhas nodais reais e imaginarias

Dado um estado |¢) (ou p), definimos um ponto cego como um ponto no espaco de fase ¢,
tal que C(&) = 0. Nosso objetivo é encontrar a estrutura dos zeros de C(£). Note-se que
ela ndo é obtida diretamente da funcdo de Wigner. Como W (z) é real, seus zeros ficam
ao longo das suas linhas nodais. Esta estrutura nodal da funcdo de Wigner torna-se uma
superficie nodal de codimenséo-1 para espacos de fase de L. > 1 dimensoes.

Por outro lado, note que a simetria de reflexdo ndo é uma condi¢do necessaria para a
invariancia de Fourier simplética das correlacdes no espaco de fase. E uma caracteristica
de todos os estados puros [Cho98, Oz004, Ozo09al:

FT{C(&)} = C(&) = Ix(9)P, (2.46)

0 que significa que os pontos cegos coincidem com os zeros da funcdo de cordas quando o
estado for puro. Assim, daqui em diante, vamos nos restringir aos estados puros, assim,
em principio, ndo distinguiremos entre a intensidade da funcéo de cordas e a correlacio
no espaco de fase C'(¢).

Pela Eq. (2.46), vemos que existe uma conjugacéo entre as escalas grandes e peque-
nas para estado puros, levando a estruturas sub-Planckianas [Zur01] com correlagées
consideraveis sobre uma area maior do que a constante de Planck, h. As estruturas em
escalas grandes implicam vetores de onda grandes para as oscilacoes de W(z) e igual-
mente para as oscilacoes das partes real e a imaginaria de x(£). Estas func¢ées, como
mostraremos logo, sdo reais e tem linhas nodais que se aproximam a origem a medida
que a extenséo total do estado é incrementada. Depois disto, faltaria entdo mostrar que
em geral essas linhas nodais se cruzam transversalmente.

Para a fungéo de cordas, nenhuma restricdo obriga as linhas nodais das suas partes
real e imaginarias coincidirem, por isso, normalmente, elas se cruzam em zeros isolados.
No caso geral, estas se tornam superficies de codimensio 2. Mostraremos depois como
as partes real e imaginaria da funcdo de cordas estdo relacionadas, respectivamente,
com a parte diagonal e nido-diagonal do operador densidade em uma decomposicdo do
operador densidade em subespacos de paridade definida pelo operador Ry, ou qualquer
outro operador de reflexéo, R,.

Primeiro, qualquer estado puro [¢)) pode ser decomposto em um par de estados com
paridade definida, uma componente impar |¢;) e uma par [¢,), onde [¢¥) e [¢;) sdo au-
toestados de R,, por —1 e 1 , respectivamente. O correspondente operador densidade
para este estado puro pode ent&o ser decomposto em um par de componentes: Uma parte
diagonal pp e uma néo-diagonal j com respeito a R,, definidas por:

p = (07 WF + [92) (Wpl) + (197 (W | + [e) (7]) - (4.1)

PD PN

Esta decomposicdo pode ser realizada para estados mistos: As contribuicdes diagonais,
ou ndo diagonais de cada estado puro que compde a mistura sdo sumadas. De fato, uma
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mistura estatistica de estados {|¢;)} é dada por

p=>" P ltbw) (Wl onde > Pp=1 (2.29)
k k

e pode ser escrita na forma (4.1).
Sabe-se que o valor da funcédo de Wigner em um ponto = é definido pelos termos diag-
onais na descomposicéo em relagéo ao R, [Roy77, Ozo09al:

W) = —[0glE) — (D)) 42)

Esta relacéo é resultado de inserir (4.1) na definicdo (2.42). Evidentemente, estes termos
’diagonais’ que compoem pp tém paridade definida, ou seja

[Ro, [07) (WF]] = [Ra, [05) (2] = 0. (4.3)

Logo, tomando x como a origem do espago e dado que a representacio de cordas deste
operador densidade centro-simétrico 59, é um mero redimensionamento de sua fungéo de
Wigner (ver Eq. (2.56)), a componente diagonal da funcio de cordas é uma funcéo real.
Por conveniéncia o sub-indice 0 sera omitido, e entdo tem-se que

x0(€) = tr pp Tog = tr ([h0s) (Wil + [45p) (5l T ) (4.4)

Este fato nao implica que a representacéo de cordas de py seja uma fungcdo puramente
imaginaria, embora isto seja realmente o caso. Para ver isso, primeiro combinam-se as
Eqgs. (2.47) para x = 0, para obter

RoTelo = To. (4.5)
Denotamos por yn (&) a funcéo de cordas nao-diagonal com relagéo a Ry, i.e.

X (€) = tr {Teloh) Wy + Tl (vl } (4.6)
Portanto
XN (€) = (Wil Te|tp) + (Wp|Tglabi)
= (i|RoTe Roltbp) + (¥p| RoTe Rolws) (4.7)
= _XTV(Q'%

onde o asterisco indica o complexo conjugado. Entao fRe{yy} = 0. Resumindo, mostramos
que

Re{x(§)} =xp(§) e Tm{x(&)}=xn(&). (4.8)
Agora, dado que x(—¢) = x*(&), temos finalmente que

xp(=&) =xp§) e xwn(=§)=—-xn(§), (4.9)
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assim, as partes real e imaginaria da funcdo de cordas sdo func¢ées par e impar, respec-
tivamente. Isto pode ser observado na Fig. 4.7 para o caso de uma superposicéo de trés
estados coerentes.

Independente do estado, a parte imaginaria da sua fungéo de cordas é zero na origem,
porque trpy = 0, por isso a origem sempre esta sobre uma linha nodal imaginaria. Em
contraste, a parte real da funcio de cordas atinge 1a seu valor maximo, para trpp = 1.
Como sera mostrado com uma aproximacéo ao redor da origem, o cenario genérico dos
zeros da fungéo de cordas provem de uma linha nodal imaginaria que atravessa a origem
e que corta transversalmente as linhas nodais reais que evitam a origem. Para estados
centro-simétricos, ou seja, aqueles para os quais o comutador

A~

[, Rz] = 0 para algum centro de reflexéo z, (4.10)

a parte imaginaria da funcéo de cordas é identicamente zero. Entéo x () é essencialmente
um redimensionamento da funcdo de Wigner (ver Eq. (2.56)), portanto os seus zeros
também se encontram ao longo das linhas nodais, em vez de pontos isolados. Assim, os
estados simétricos sdo excecdes importantes para o quadro genérico de linhas nodais que
se cruzam transversalmente perto da origem. No entanto, qualquer quebra de simetria,
mesmo que pequena, isola os zeros para pontos cegos, embora |x(£)|? continue sendo
muito pequeno ao longo de suas linhas nodais reais.

Pode-se argumentar que a decomposicido em subespacos de paridade definida é total-
mente dependente da escolha do centro de reflexdo como a origem; e portanto, as partes
real e imaginaria da funcdo de cordas ndo sdo invariantes com respeito a um desloca-
mento de origem. Porém, o efeito de tal translacido da origem consiste em um fator de
fase de acordo com a Eq. (2.55). No entanto, este fator de fase néo altera os pontos cegos,
porque esse fator de fase é global, de modo que podemos ainda decompor a fung¢éo de cor-
das para o mesmo par de componentes (com o mesmo deslocamento na fase) e suas linhas
nodais ainda se cruzario nos mesmos pontos cegos (ver e.g. Figs. 4.1, 4.2 e 4.7).

Uma interpretacio alternativa é considerar as transformadas cosseno e seno simpléticas,
c(§) e s5(¢) da funcado de Wigner. Elas coincidem com as partes real e imagindria de x(¢),

respectivamente. De acordo com a definigcdo (2.38), podemos construir os operadores Her-

mitianos
. Te+ T ENG . Te-T¢ . [(EAE
e = 5 = cos ( " ) e 5= 5 = sin n , (4.11)
de maneira que
c(§) =trpce =(c¢)p e s(§) =trpse = (5¢)p- (4.12)

Estas transformadas podem ser interpretadas como generalizacoes dos potenciais cos(kq)
e sin(kq), no contexto de atomos frios iluminados por ondas estacionarias de lasers [Harp55,
Aub80], onde k é o vetor de onda do laser e ¢ é a coordenada de posi¢do. Quando o estado
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|1)) tem um centro de simetria, entdo s(§) = 0, de modo que x (&) = ¢(¢) [0z004, ZamO09,
Zam10].

Como ¢(0) = trpty = x(0) = 1, a origem esta sobre uma linha nodal de s(¢) . Em uma
vizinhanga da origem, a funcéo de cordas pode ser aproximada por

x(§) = <T§>,32<1—;;L§/\:%—7;32(5/\@)2+...>A
p

_ 1—%§A<@>ﬁ—%<(5m)2>ﬁ+---. (4.13)

Assim, a linha nodal de s(¢) que atravessa a origem é localmente paralela & direcédo de
do vetor (i),. Por outro lado, como a origem é um méximo local da funcéo de cordas, as
linhas nodais de ¢(£) para cordas pequenas evitam a origem. Segue-se da Eq. (4.13) que a
linha nodal real mais préxima em torno da origem, se negligenciarmos termos de ordem

superior, é dada aproximadamente por
1 R 1. R A
(€N D)%) = £5(0%)a8, + (B)pq — (@D + D)y &adp = 1, (4.14)

que pode ser compactado em notagao matricial:

N TTKpIE = 12, (4.15)
onde
Kl}E ) ASP)PAA 2<pQ:i‘qp>p (4.16)
5 (G + ap)p (@5

A matriz K; é conhecida como matriz de covaridncia de Schrodinger [Schr26, Ozo09a], e
seu determinante estabelece a extenséo do estado no espaco de fase, isto é,

h2
detKy > —-. 4.17)

Esta desiguladade é a versédo simplecticamente invariante do principio da incerteza de
Heisenberg. A linha nodal de ¢(£) é entdo aproximada por uma elipse (4.15) e o ponto
cego mais préximo esta perto do seu ‘didmetro’ que é paralelo a (). E importante no-
tar que a presente estimativa para o par de pontos cegos mais préximos da origem de-
pende apenas dos primeiros e segundos momentos da distribuicdo de Wigner, e que é
inutil tentar fazer uma expansio de Taylor (4.13) para encontrar outras ortogonalidades.
Finalmente, destacamos o fato de que a Eq. (4.15) é equivalente a relacdo das areas sub-
Planckianas, Eq. (3.11), obtida por Zurek em Ref. [Zur01]: Associamos |£|? com a 4rea de
sub-Planckiana e | det K;| com a drea A na Eq. (3.11), i.e. o tamanho do estado no fase de
espaco.

Todas as consideragoes nesta secdo sdo facilmente adaptadas a sistemas com varios
graus de liberdade: A origem em um espacgo de fase de mais dimensées encontra-se sobre
uma superficie nodal imaginaria de codimenséo-1 e esta superficie genericamente inter-
secta as superficies nodais da parte real da funcao de cordas ao longo de superficies de



CAPITULO 4. PONTOS CEGOS ENTRE ESTADOS QUANTICOS 37

codimensio 2. Portanto, os zeros na sobreposicido de duas cépias transladadas do mesmo
estado estardo genericamente sobre pontos cegos isolados quando projetados sobre su-
perficies bidimensionais arbitrarias no espaco de fase de muitas dimensées. Assim, a
probabilidade de que um grupo continuo de translagdes a partir da origem e ao longo de
uma linha reta se aproxime de um ponto de sobreposi¢do zero, ndo depende do nimero
de graus de liberdade. Isso certamente vale para sistemas centro-simétricos. Generica-
mente, os pontos cegos se encontram préximos a origem para todos os estados estendi-
dos, pois a invariancia das correlacoes de espaco de fase com respeito a transformada
de Fourier simplética, Eq. (2.46), é valida, independentemente do numero de graus de
liberdade.

4.3 Superposicoes de estados coerentes

Antes de embarcar no estudo de superposicoes gerais de estados coerentes, é interessante
rever algumas propriedades de casos mais simples. Em primeiro lugar, um dnico pacote
Gaussiano, como mostrado na Fig. 2.4 no Capitulo 2, ndo tem pontos cegos, porque a
parte real da sua funcéo de cordas nunca é zero. Na verdade, a correlacdo C'(&) tende a
zero somente se || — oo.

Contrariamente a isto, a simetria do estado gato de Schrodinger (ou 2-gato) |¥,) pro-
duz uma funcdo real de cordas cujas linhas nodais sdo paralelas a n (veja Fig. 2.5 no
Capitulo 2). Este caso é especialmente patolégico: Quebrando a simetria dos coeficientes
do par de estados coerentes, geram-se linhas nodais retas na parte imaginaria da funcéo
de cordas que sao localmente paralelas as linhas reais nodais na vizinhanca da origem.
A Fig. 4.1 mostra a intensidade de dois estados 2-gato: (superior) o caso simétrico e
(inferior) um outro formado por dois pacotes Gaussianos com amplitudes diferentes. Ao
contrario do primeiro, a parte imaginaria do segundo néo é nula em todos os lugares, e 0s
seus zeros néo coincidem com as linhas (verdes) nodais de sua parte real. Aqui as linhas
nodais da funcdo de cordas reduzem-se a pontos isolados a meio caminho entre o padréo
de interferéncia e os picos de fora. Olhando para as intensidades na Fig. 4.1, é compli-
cado reconhecer qual estado é simétrico e qual ndo é. No entanto, isso pode ser notado na
diferenca na amplitude dos picos de fora.

O estado bussola —quatro gaussianas localizadas nos vértices de um quadrado— foi
utilizado por Zurek em suas trabalho sobre estruturas sub-Planckianas. Como discutimos
na Secdo 3.1, a descoeréncia pode estar relacionada com os pontos de ortogonalidade no
modelo particular estudado. Zurek mostrou essas ortogonalidades em termos de fungées
de Wigner. No entanto, a forma mais adequada é usando a representacao de cordas. Na
Fig. 4.2 mostram-se os zeros para o estado bussola: Eles determinam uma grade na
vizinhanca da origem, cuja célula unitaria é menor do que #; assim os zeros ficam numa
escala sub-Planckiana. Se alteramos a amplitude das componentes Gaussianas, estes
zeros se reduzem a pontos isolados na regido intermédia entre a origem e os picos exter-
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Figura 4.1: Intensidade da funcao de cordas para um estado 2-gato nao-simétrico
(Superior). O estado gato simétrico é real de modo que, os zeros da funcdo de cordas se
encontram ao longo das linhas nodais (verdes). (Inferior) O gato ndo-simétrico tem zeros
em pontos isolados: Aqui um pacote Gaussiano tem duas vezes a amplitude do outro. As
linhas verdes (amarelas) sdo as linhas nodais da parte real (imagindria) de x(£). Aqui
h=0.5.

nos, tal como no caso do estado gato de Schrodinger. Observamos que as grades verdes e
vermelhas ao redor da origem, no painel direito da Fig. 4.2, ndo se cruzam mutuamente.
Uma ampliacdo da Fig. 4.2 revela um conjunto de cruzamentos evitados entre as linhas
nodais das partes real e imaginaria da funcio de cordas, conforme mostrado na Fig. 4.3.

Agora, vamos nos concentrar numa superposicdo genérica de estados coerentes loca-
lizados nos vetores no espaco de fase {n;}:

N
[OYY = N aglmk) = N {aol0) + axln) + .. + an|nn)] (4.18)
k=0

onde a constante de normalizacéo é:

N 2
2 _ . e —nsl® e A s
N = } 580 axa; exp [ P +1 o7 ) (4.19)

Resonadores supercondutores nio-lineares entre outras técnicas [Hof09, Mir90, Tar93,
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Figura 4.2: Intensidade da func¢ao de cordas para um estado bussola (esquerda) O
caso simétrico é real. As linhas nodais desenham uma grade nas proximidades da origem
(ver as linhas verdes). (direita) Estado biissola assimétrico: Os dois estados componentes
superiores tem uma amplitude 1.3 vezes maior do que os outros dois. As linhas verdes (ver-
melhas) sdo as linhas nodais da parte real (imagindria) de x(§). Quebrando a simetria,
os zeros de x (&) sdo reduzidos a pontos isolados longe da origem. Aqui h = 0, 05.
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Figura 4.3: Cruzamentos evitados das linhas nodais de um estado bussola. Esta
é a ampliacdo da figura. 4.2 perto de um cruzamento evitado entre as linhas nodais reais
(verdes) e as imaginarias (vermelhas) da fungéo de cordas. Aqui & = 0, 05.

Bru92] podem sintetizar este tipo de superposicoes. A translacédo deste estado é entéo

N
UMY = T | oy = +
|We) = Te|v) kZOaklnk £) 4.20)

= Nlaol¢) + are " ™My + &) + .. + ane® ™ /My 4 €),

mais uma fase global. Assim, na correlacdo, C(¢), é preciso tratar (N + 1)? termos da
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forma (n,| ., +€). Note-se que cada termo diagonal, (n,| n, +¢), determina as correlagoes
internas para um tnico estado coerente |7,,).

A funcéo de Wigner e a funcao de cordas de um multipleto de estados coerentes podem
ser divididas em termos diagonais e ndo diagonais, como por exemplo a funcdo Wigner é

N2 E
W (z) = — Z ara;Wis(z), (4.21)
k,s=0
onde
‘ﬂkJr??s _ x‘Q 2 2
Wis () = exp | ==+ 2( = 1) AT + 5505 Al | (4.22)

Aqui fica claro que os termos ‘individuais’ 9 W, (z), sdo picos Gaussianos localizados no
centro de cada estado coerente 7, enquanto que os termos Wy(z) estdo representados
por franjas de interferéncia, localizadas a meio caminho entre n; e ;. Essencialmente,
temos o mesmo esboco da Fig. 2.5, exceto alterando a origem para o ponto médio entre
N, e 1. Este padréo é estruturalmente estavel em relagéo a variagoes dos coeficientes de
).

Por outro lado, para a funcdo de cordas tem-se uma situacdo semelhante, mas com
uma interpretacéo totalmente diferente. A funcéo de cordas é dada por

N
XN(E) =N ) aralxas(€), (4.23)
k,s=0
onde ,
Xks(§) = exp [—W + % [k +ns) A&+ 1 A 1]

As correlacoes internas dos estados coerentes individuais se sobrepéem na vizinhanga da
origem, enquanto as correlacdes cruzadas geram Gaussianas complexas centradas nos
vetores +(n; — 1s), como mostrado na Fig. 4.4.

Note que esta decomposicdo para a funcdo de Wigner e de cordas da a falsa impressao
de que um par de estados coerentes formam os ‘blocos de construcdo’ fundamentais no
espaco de fase e assim para os pontos cegos. No entanto, mostraremos que a distribuicéao
de pontos cegos muda drasticamente pela adi¢do de um estado tunico e coerente no multi-
pleto inicial.

Olhando para cordas curtas, pode-se apreciar a estrutura simples que suporta o padrao
de pontos cegos. Primeiro, considere os termos diagonais da funcdo de Wigner, ou seja,
os picos Gaussianos Wi (xz). Mesmo que os estados Gaussianos estejam comprimidos de
diferentes maneiras, como mostrado na Fig. 4.5, a largura de cada contribuicdo é da or-
dem de O(h%), onde se considera i como um pardmetro pequeno, isto é, as larguras séo
muito menores do que as separacdes, |1, — 7|, que sdo da ordem de O(i°). Em conjunto,

TPara simplificar a notagdo usamos W () em vez de Wiy (z).
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Figura 4.4: Funcao de cordas para um par de estados Gaussianos em 7, e 7. A
intensidade (fase) é mostrada no painel esquerdo (direito). Observe que as oscilacbes de
fase sd@o perpendiculares aos vetores ny e ni, + 15 respectivamente. A intensidade ndo estd
normalizada porque este esboco é meramente ilustrativo.
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Figura 4.5: Pontos cegos para um tripleto de Gaussianas comprimidas. Intensi-
dade logaritmica de um tripleto de estados Gaussianos. O painel da direita é uma am-
pliacdo do da esquerda. No painel a direita, podemos observar um conjunto de pontos
cegos, i.e. 0S pequenos pontos verdes que formam uma grade hexagonal.

esta parte positiva da funcdo total W (z) pode ser identificada com a funcdo de Wigner
para o estado

N
Prmixed < N lag]?|ne) (mi, (4.24)
k=0
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i.e. o estado misto obtido a partir do mesmo conjunto de estados coerentes generalizados.
Explicitamente

wi. (r) ]a0|2WO(w) + ]al\le(fL‘ —n1) 4 ...+ \aNIQWN(w —NN), (4.25)

mixed

onde escolheu-se 179 = 0. Assim, a funcéo de cordas correspondente ao estado misto,
resulta de uma transformada de Fourier simplética:

N
Yomixed (€) 0 Y larl? xu(€) exp (S A €). (4.26)
k=0

Assim como para Wy (z), cada uma das funcdes de cordas de cada estado coerente, 1 (¢),
tem uma largura (’)(h% ), porém estd centrada na origem. Entéo, dentro de uma vizinhanca

2 15 -1 05 0 05 1 15 2 2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

gq é‘q

Figura 4.6: Func¢ao de cordas para um tripleto de estados coerentes: Fase a)
e b) intensidade As correlacées para escalas grandes aparecem como um hexdgono de
Gaussianas (pontos azuis grandes em b)), enquanto que os termos diagonais produzem
um padrdo ao redor da origem. Os pontos pretos (singularidades da fase) em a), ou os
mdximos em b), sdo os pontos cegos, formando uma rede hexagonal perto da origem. As
flechas indicam onde os estados que formam o tripleto estdo localizados.

da origem de escala pequena O(h), podemos aproximé-las por larguras infinitas, levando
para a funcéo de cordas aproximada:

N

O =D Il e (smene). (4.27)
que é independente das fases relativas na superposicdo. De fato, estas fases relativas
estdo contidas nos numeros complexos {a;} e assim a Eq. (4.27) s6 depende das in-
tensidades |a;|?>. Esta expressdo é andloga a amplitude de um padrio de difracdo de
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espalhadores pontuais com pesos |ax|?, colocados em 7 (exceto por uma rotacio de /2,
por causa do produto simplético). Elevando ao quadrado estas intensidades de difracdo,
obtemos a aproximacio de cordas pequenas para a correlacéo,

CE) — XN,  para €0 (4.28)

Os zeros aproximados podem ser entdo lidos diretamente de " (¢). Por outro lado, note
que cada zero corresponde a uma singularidade da fase da funcédo de cordas e, portanto, é
um deslocamento de onda [Nye74]. A fase para a fungao de cordas de um tripleto de esta-
dos coerentes (com / = 0,075), com 0s mesmos pesos e cujos vértices estao localizados em
(0,0), (1,5,—0,1) e (0.2,1.5) é mostrado na Fig. 4.6a. As singularidades nos pontos cegos
sdo apresentadas como pontos pretos na Fig. 4.6a: A vizinhanca contém todos os possiveis
valores para a fase. O grafico correspondente das intensidades logaritmicas é apresen-
tado na Fig. 4.6b. A Fig. 4.7 mostra as partes real e imaginaria do mesmo estado na Fig.
4.6. Isso ndo seria estranho se (4.27) realmente representasse um padrédo de difracéo.
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Figura 4.7: As partes real (esquerda) e imaginaria (direita) da funcao de cor-
das para um tripleto de estados coerentes. Note-se a paridade definida par (impar)
da parte real (imagindria). Os pontos cegos estdo localizados na interseccdo das linhas
continuas nodais (linhas pretas) ambas as figuras.

Porém é a interpretacéo alternativa como um campo de correlacées para a mesma fonte,
que assume um sentido paradoxal: Os zeros deste padrido indicam a presenca de pontos
cegos na sobreposicdo do multipleto original com as suas translacées. A relevancia do
‘padrao de difracdo ’ para a correlacédo reside na invariancia a transformada de Fourier
simplética que este apresenta.

Para uma mistura estatistica de estados coerentes, a correlacdo é exclusivamente a
transformada de Fourier simplética da intensidade da funcéo de cordas (diferente da Eq.
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(4.27)), o que faz que os zeros desaparecam.

Na verdade, (4.26) ndo tem os termos cruzados y;s, entéo, a transformada de Fourier
simplética desta intensidade gera um conjunto de picos Gaussianos longe da origem que,
da mesma forma que acontece para a funcdo de Wigner em (4.25), ndo tem franjas de
interferéncia em torno da origem. Em outras palavras, a aproximacio ao redor da origem
consiste em negligenciada a parte exterior da func¢éo de cordas do estado puro completo,
mostrado na Fig. 4.6. Esta parate exterior garante a invaridncia de Fourier de C(¢),
apesar de que seu efeito direto sobre o padréo de difracio é insignificante. Na verdade,
cada termo nao-diagonal xxs(£), que contribui na funcdo de cordas é uma Gaussiana (com-
plexa), com largura O(h%), e centrada em 7, — . Assim, os picos longe da origem formam
o hexagono exterior da Fig. 4.6 b, correspondentes as oscilagoes externas na Fig. 4.6a.
Como a separacdo entre os pares de estados coerentes no multipleto é de O(h"), temos que
os maximos exterioroes (longe da origem) perturbam, de forma levemente exponencial, o
padréo de difracédo central.

4.4 Rede hexagonal de pontos cegos de um tripleto de esta-
dos coerentes

Vimos que o caso comumente escolhido N = 1 é ndo-genérico, ou seja, o estado gato de
Schrodinger’, nas vizinhancas da origem, tem um continuo de pontos cegos ou nenhum.
Geralmente, os zeros da correlagio sdo isolados, mas sdo aparecem num padréo periédico
para N = 2. Para ver isto, considere cada termo da Eq. (4.27) como um vetor de compri-
mento |a|? no plano complexo. Entdo a condi¢do para que uma dada corda, &, especifique
um ponto cego é que os N + 1 vetores formem um poligono fechado, como mostrado na
Fig. 4.8. No entanto, um tridngulo é o tinico poligono que é completamente determinado
(dentro de simetrias discretas) pelos comprimentos respectivos dos seus lados. Para N
suficientemente grande, as distribuicdo de zeros pode ser aproximada pela distribuicdo
de zeros de ondas aleatérias complexas, de modo que os pontos cegos sdo as intersecoes
linhas nodais aleatérias [Lon57].

Para N = 2, i.e. um tripleto de estados coerentes, as trés intensidades |a,|? deter-
minam um unico tridngulo no plano complexo. Escolhendo o primeiro vetor na diregao
horizontal, 6y = 0, os outros dngulos sdo dados pela lei dos cossenos, ou seja,

2 22
f, = m £+ arccos [a0l” + Jau | 22| , (4.29a)
2’(10@1’
2 2.2
05 = m + arccos 0" + las| 1] , (4.29b)
2]a0a2|

para valores permitidos da fung¢éo arcocosseno, como mostrado na Fig. 4.8. Para cada

'E importante ressaltar que o indice de k na Eq. (4.18) comega do 0.
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Figura 4.8: Poligono que especifica os pontos cegos de um multipleto de N + 1
estados coerentes na aproximacao ao redor da origem. Os pontos cegos ocorrem
quando os vetores {U(§)} formam um poligono fechado. (Esquerda) Para um tripleto cor-
responde a um tridngulo. Isso nos permite ‘pavimentar’ o plano das cordas produzindo
uma rede regular de pontos cegos.

escolha de sinal nas Eqgs. (4.29), temos que a solugdo do par de equacgées lineares,

01 + 2k = m 250 para k; inteiro, (4.30a)
Oy + 2mky = n2 ;i\fo para ko inteiro, (4.30b)

determina duas sub-redes obliquas de pontos cegos, {y(k1, k2): Os pontos verdes e amare-
los na Fig. 4.9b. Estas duas formam um reticulado hexagonal, mostrado na Fig. 4.9. E
claro que um tripleto localizado sobre uma das sub-redes é quasi-ortogonal a qualquer
tripleto sera ortogonal localizado na outra sub-rede. A estrela de Davi inscrita dentro do
hexagono de picos fora da origem Fig. 4.9, por sua vez define um hexagono interior, que é
apenas um re-escalamento dos hexagonos que formam a rede de pontos cegos na Fig. 4.9
b. Se ag = a1 = a9, estes hexagonos, mostrados na Fig. 4.10 estio relacionados pelo fator

de escala: Al A C]
_4n
A= —

Este é um exemplo da conjugacéo entre as escalas grandes e pequenas gerada pela in-

(4.31)

variancia de Fourier das correlacoes. Para estados coerentes bem separados, i.e. os com-
ponentes de 7, — 7, sdo de ordem O(h), os desvios de C(¢) da rede sdo pequenos, como
mostrado na Fig. 4.9b. Isto é, cada pequeno ponto verde ou amarelo ‘contém’ um zero.

E importante ressaltar que os coeficientes de uma superposicéo de estados permanecem
invariantes durante uma evolug¢do unitaria, enquanto que, por exemplo, as posicoes dos
estados coerentes generalizados podem estar se movendo. Assim, uma medicdo experi-
mental de um par de zeros de correlagao, £y(¢), em qualquer momento, pode em principio
ser introduzido no par de Eqs. (4.30) para resolver o problema inverso, isto é, para obter
as posicoes dos estados coerentes: 7 (t).
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Figura 4.9: Sub-redes quasi-ortogonais. a) Intensidade linear da funcdo de cordas
e b) uma ampliacdo de a) na vizinhanca da origem. A rede hexagonal de pontos cegos
¢ formada por duas sub-redes obliquas (pontos verdes e amarelos, respectivamente). O
hexdgono preto em a) é um re-escalamento dos hexdgonos da rede de pontos cegos. Aqui
os estados estdo localizados em (0,0), (—4,0.3) e (0.2,3), h = 0,075 e as amplitudes na
superposicdo sdo iguais.

v2

4

V5

Figura 4.10: Esqueleto geométrico da rede hexagonal de pontos cegos para um
tripleto de estados coerentes. Os pontos v), sGo paralelos aos termos de interférencia
da funcdo de cordas. O hexdgono interior é um re-escalamento da célula unitdria da rede
de pontos cegos.

4.5 Pontos cegos e descoeréncia

A interacdo com um ambiente externo aleatério evolui um estado puro em um estado
misto. Como foi mencionado no capitulo 3, a fun¢do de Wigner de um estado estendido
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gradualmente perde suas franjas de interferéncia e torna-se positiva em todos os lugares,
sem importar o estado inicial [Bro04, Dio02], seja um multipleto de estados coerentes ou
autoestados excitados de um oscilador anarmoénico. Este processo, visto na representacéo
de cordas, é traduzidos como uma queda na amplitude de x(§) para todas as cordas fora de
uma vizinhanca de area i em torno da origem. No entanto, os pontos cegos séo estruturas
que se encontram dentro desta suposta regido cldssica. Nao é a priori claro como pontos
cegos e as oscilacdes perto da origem sido afetados pela descoeréncia. O ponto crucial
é que, neste caso, ja nao é possivel identificar o quadrado da funcédo de cordas com as
correlacoes no espaco de fase, ou seja, devemos usar

C(&) o FT{|[x(¢)|*} (2.45)

para estados mistos. Mesmo assim, a teoria quantica dos sistemas abertos néo é, de forma
alguma, completa como é a descri¢do da evolugdo quéntica unitaria de sistemas fechados.
Mostratemos que as correlacoes observaveis, C'(¢), sdo excepcionalmente sensiveis a de-
scoeréncia, mesmo que x () preserve sua estrutura oscilatéria e seus zeros.

A possibilidade de deduzir a estrutura local e completa das correlagées, C(&,t), di-
retamente a partir da funcdo de cordas existe para a classe especial e importante das
evolugdes quénticas Markovianas. Usamos a solucdo explicita para a equacdo mestra
de Lindblad da fungéo de cordas, Eq. (3.27). Portanto, |x(&,t)|> também fatora de tal
|2

maneira que a solucgéo € |y, (&, )| multiplicado pelo quadrado de uma funcéo Gaussiana.

A transformada de Fourier simplética fornece a correlacdo evoluida como a convolugéo,

1
C6.0) = huls.0F * exp |- €] *.32)
porque X, (&) ainda representa um estado puro e, portanto,

FT{xu(& 0P} = [xu(& 1) (4.33)

Como um resultado deste ‘coarsegraining’ da fungéo positiva |, (&, t)|%, os zeros de
correlacio sido levantados no tempo. A Fig. 4.11 ilustra varios retratos instantaneos do
perfil da funcédo de correlacdo para diferentes tempos quando o Hamiltoniano interno é
igual a zero. Entéo x,(&,t) é constante no tempo. No entanto, os pontos cegos podem ser
detectados como minimos locais, permanecendo até um tempo de levantamento 7, o qual
depende da disposicdo dos estados coerentes, como mostrado na Fig. 4.11b. Este tempo é

atingido quando a correlacdo C(¢,t) se aproxima de seu envelope Gaussiano. A definicdo

(4.34)

onde A é a 4rea do tripleto e 7, é o tempo positividade da funcdo de Wigner [Dio02, Bro04]
fornece uma boa estimativa do tempo de levantamento. De fato. os pontos pretos na Fig.
(4.11) b foram calculados usando a expressao acima.
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Figura 4.11: Efeito da descoeréncia nos zeros da correlacao. Evolucdo Markoviana
da correlacdo no espaco de fase para um tripleto localizado em (0,0), (0,d) e (d,0), ao
longo da linha &, = —£,/2. Neste caso x,(&,t) = x(£,0) e os operadores de Lindblad sdo p
e §, respectivamente. Em a) os zeros sdo levantados a medida que o tempo transcrre. Eles
viram minimos locais e sdo distinguiveis somente até o tempo de levantamento 7. Aqui,
d = 5, assim que a drea do tripleto é A = 12,5 e h = 0,075. b) Mostra a diferenca A entre
a correlacgdo no espaco de fase e seu ‘envelope’ Gaussiano como uma fungdo do tempo para
o primeiro zero. O estado tem a mesma configuracdo que a usada em a), mas varia-sa a
drea, A = d?/2, do tripleto.

Temos aqui um exemplo escolhido muito especial, onde H = 0, ou seja, x,(&,t) ndo
evolui no tempo e no ambiente formado por fétons térmicos, assim como mantém os
minimos de correlacdo encima dos pontos cegos. No entanto, a relacdo entre os tem-
pos de descoeréncia (4.34) se mantém mesmo se a area A(t) do estado de néo seja con-
stante no tempo. Lembrando que 7, mede o tempo de sobrevivéncia das franjas de inter-
feréncia na funcdo de Wigner, encontramos que o tempo de sobrevivéncia para os minimos
de correlagdo que indica pseudo-pontos cegos para sistemas abertos, é muito menor se
A > h. Assim, a estrutura oscilatéria que da origem a pontos cegos para pequenos deslo-
camentos é muito mais sensivel a descoeréncia que as franjas da funcéo de Wigner.

4.6 Discussao

A quase-ortogonalidade entre um estado e as suas imagens evoluidas é uma propriedade
quéantica notavel com aplica¢des na teoria da descoeréncia [Alo04] e metrologia quantica
[Tos06, Gio04, Escl1l]. No entanto, o0 métodos em estudos anteriores ndo resolveram a
questio de saber se ortogonalidade completa também é acessivel.

Neste capitulo mostrado que os pontos cegos, que denotam que a sobreposicao é nula,
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surgem dentro de uma vizinhanca da origem. Esta propriedade depende basicamente da
matriz de covaridncia Schrodinger: Quanto maior determinante desta matriz os pontos
cegos ficam mais préximos da origem.

A funcéo de cordas retrata um estado puro, exibindo sua sobreposi¢ao com todas
as suas translacoes possiveis. Contrario a consideracgoes ingénuas, em nenhum caso, o
decaimento no médulo quadrado da sobreposicdo é suave dentro de uma area /i ao re-
dor da origem. De fato, os pontos cegos correspondem aos ‘entalhes’ sobre um fundo
de correlacoes maximas. Isto os torna detectaveis. Eles funcionam como indicadores
muito sensiveis da coeréncia quintica, igualmente que os zeros da funcdo de Husimi
[Leb90, Tos99]. Esta dltima tem os seus zeros em regides evanescentes [Tos99], onde séo
dificeis de distinguir.

Mostramos como a interacdo entre a funcdo de cordas, as simetrias reflexdo e a in-
variancia Fourier da correlacdes no espaco de fase determinar estruturas gerais que séo
validas para qualquer exemplo especifico. Estudamos com detalhe os tripletos de esta-
dos coerentes. Estes estados encontram-se na classe genérica onde os pontos cegos séo
pontos isolados. Porém sio os unicos estados que possuem pontos cegos ordenados so-
bre uma rede periédica, na vizinhanca da origem. Também usamos estes estados para
mostrar o contraste entre a robustez da rede de pontos cegos sob evolugbes unitarias e a
sua extrema sensibilidade a descoeréncia.



Capitulo

Teoria Semiclassica no Espaco de Fase

“Acredito que errado é aquele que
fala correto e ndo vive o que diz”
Fernando Anitelli

A transicdo entre a descricao classica e quantica dos sistemas fisicos é abordada neste
capitulo. Para esse fim, estudamos o limite assintético # — 0, conhecido como regime
semicldssico; este limite deve ser interpretado como o regime onde as agées tipicas de um
sistema fisico sdo muito maiores do que /. Avaliaremos as fun¢des de Wigner e de cordas
para um estado quantizado tipo Bohr-Sommerfeld usando aproximacées de comprimento
de onda curta [Mas65, Din73]. Este tipo de aproximacdo fornece um elo entre os ossos
cldssicos (orbitas, acdo, estabilidade, etc) e os tecidos qudnticos (amplitude de transicéo,
interferéncia, descoeréncia, escalas quantica, etc) do sistema.

As aproximacoes semiclassicas tém tipicamente cdusticas, isto é conjuntos singulares
onde a aproximacio nfo é valida. Assim como nas causticas encontradas na ética, es-
tas cdusticas tém importancia crucial, pois em suas vizinhancas as amplitudes geral-
mente atingem os valores maximos. Entdo, vamos refinar as expressdes semiclassicas
simples, a fim de descrever as vizinhancas das causticas. Embora, a funcdo de Wigner
semiclassica para um auto-estado de energia tipo Bohr-quantizado tem uma caustica ao
longo da curva classica correspondente, no caso de um unico grau de liberdade, a funcéao
de cordas semiclassica tenha uma cdustica ao longo da curva conjugada definida como
o conjunto dos didmetros, isto é, as cordas maximas da curva original. Se a curva for
convexa, sua curva conjugada também é convexa, e como resultado teremos uma caustica
tipo dobra. A aproximacéo uniforme através desta caustica descreve a transicéo sofrida
pela sobreposicdo do estado com a sua translacao, desde um regime oscilatorio para pe-
quenas cordas até um regime evanescente, passando por um maximo préximo a caustica.
Outras causticas da funcdo de Wigner e funcéo de corda também serio estudadas.

A origem é uma singularidade ndo genérica para a funcdo de cordas, a qual sera
tratada de maneira diferente. Essa aproximacédo sera importante para dar conta da
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presenca de pontos cegos na teoria semiclassica. Ao mesmo tempo, obteremos uma aproximacéo
semiclassica para os momentos estatisticos da funcdo de Wigner em termos das médias
sobre a curva classica.

5.1 Introducao

O ponto de partida é a expressao geral Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) para a funcéo
de onda [V1e28, Mas65, Ozo88, Gut90]

aSk’Qa
{qlvr) = NZ’dt Bq01 ‘

Em toda esta se¢éo, assumiremos que os caminhos classicos sdo definidos como as curvas

exp [%Sk((bj) + 10| - (5.1)

de nivel da variavel acéo I(z), tal que Si(q, I) corresponde aos k-ésimo ramo da funcao de
geratriz da transformacao canénica (p,q) — (1, 6), onde (I, 0) sdo as variaveis de angulo-
acdo. N é a constante de normalizacéo global. A fase adicional 3, é a correcdo Maslov
[Mas65], introduzida para explicar a mudanca de fase ganha quando um ponto de re-
torno cldssico é cruzado [0zo88, Lit95, Haa91]. Os pontos de retorno coincidem com as
causticas da funcao de onda WKB (5.1). A Fig. 5.1 ilustra a estrutura do espaco de fase
da funcao de onda WKB: A acéo S;, como a area simplética delimitada pela curva classica.
A escolha do ponto inicial gy € arbitraria, e a acdo associada ao ramo k é definida como

Qy

Figura 5.1: Interpretacao geométrica da funcao geratriz S;(¢, /) para o k-ésimo
ramo. A acdo é mostrada para uma variedade aberta (& esquerda) e uma fechada (a
direita). Em ambos os casos qq é a posi¢do inicial usada para definir Si. A cdustica da
funcd@o WKB estd no ponto de retorno cldssico g, que separa os ramos k (linha preta) e j
(linha azul).

08y, 0Sk,

q
Sp(q, I) = ndQ, Lk_g, LE_, 5.2
an=[‘m@nde  GE=o.  Gren 6.2

de modo que a amplitude na Eq. (5.1) pode ser reescrita como

PSual) _ O [6]

—1
agol oI ! 3p( (q),q)] : (5.3)
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A principio, assumiremos que a curva classica é fechada e convexa, de modo que
havera sempre um unico par de ramos para a funcéo de acdo. Esta caracteristica sera
invariante sob de qualquer transformacéo linear candnica, dado que tanto a func¢éo de
cordas quanto a funcao de Wigner sio covariantes com respeito a esse tipo de mudancas
de coordenadas no espaco de fase. Também é importante lembrar que a curva fechada
deve satisfazer a condicdo de quantizacdo de Bohr-Sommerfeld:

1
fpdq = 2mh (n + 2> , para n inteiro. (5.4)

Por isso, os estados (5.1) geralmente sdo chamados de estados quantizados tipo Bohr-
Sommerfeld. Uma primeira abordagem para a funcdo de Wigner desses estados é con-
siderar que ela é igual a uma fungéo § de Dirac sobre a curva classica correspondente
no espacgo de fase [Ber77]. Na verdade, esta simples aproximacéo reproduz os valores
esperados para observaveis classicos que se comportam suavemente. No entanto, esta
aproximacdo é absolutamente insuficiente para a descricdo de efeitos de interferéncia
delicados. Entéo, neste caso, é necessario recorrer a aproximacdes semiclassicas mais
refinadas no espacgo de fase, tais como na Ref. [Ber77].

Vamos tratar a correlacéo de estados WKB, cuja funcéo de cordas pode ser aproximada
semiclassicamente por [0z004, Ozo09a]

XE©) =D xu(©) =N>>_ ay(§) e+ @, (5.5)
k k

onde k enumera os pontos estacionarios da funcéo de cordas e as amplitudes e as fases na
soma acima estdo determinadas por uma curva classica, tal como sera descrito nas secoes
seguintes. O mesmo acontece para a aproximacdo semiclassica da funcdo de Wigner
[Ber77]

1
W(z) = W(x)zm{ ar(x) e“‘k@/h}. (5.6)
5 W) = e (2w

A soma acima é realizada sobre os pontos estacionarios da funcdo de Wigner e o simbolo
MRe{-} denota a parte real *. Além disso, a relacdo de Fourier entre este par de representacoes
é refletida na reciprocidade semiclassica entre os centros e as cordas. Ou seja, os pontos
estacionarios da funcédo de cordas definem os centros

zp(€) = J%‘;’“ (5.7)

enquanto os pontos estacionarios da funcao Wigner definem as cordas

§(z) = —Ji;glf- (5.8)

*De fato, ndo é necessario colocar explicitamente a parte real em (5.6), mas aqui queremos enfatizar que
W (z) é real.
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Destacamos que a reciprocidade entre as relagoes (5.7) e (5.8) corresponde a versio semiclassica
da reciprocidade entre as equacées classicas (2.14) e (2.13). Tipicamente, para os autoes-
tados de energia, a curva classica associada é uma curva de nivel para o correspondente
Hamiltoniano classico, dado pela quantizac¢édo de Bohr-Sommerfeld [V1e28, Mas65, Ozo88,
Gut90]. Desta forma, as Eqgs. (5.5) e (5.6) sdo representacées alternativas das funcgoes de
onda WKB.

No entanto, as distrubuicées de Wigner e de cordas na regido classica na vizinhanca
da curva quantizada possuem cdusticas, onde a teoria semiclassica mais simples perde
sua validade. No caso da funcao de Wigner, esta caustica é o conjunto de todos os centros
de reflexdo sobre a curva quantizada, isto €, assim que o centro x aproxima-se da curva,
as duas intersecbes da curva refletida com a curva classica coalescem. Este caustica é
genérica e ja foi resolvida no tratamento original de Berry [Ber77].

Em contraste, a regifo classica no espaco de cordas é a vizinhanca da origem, indepen-
dente da forma da curva quantizada. A origem é uma caustica altamente ndo-genérica,
pois todos os pontos da curva quantizada intersectam-se com a curva deslocada no lim-
ite em que £ — 0, ou seja, ambas as curvas coincidem. Agora, para deslocamente su-
ficientemente grandes, de maneira que a translacdo da curva classica néo intersecte a
curva original, as correlagées no espaco de fase sdo despreziveis. A transicdo entre estes
dois regimes: um oscilatorio e um evanescente ocorre ao longo de uma caustica (nao-
classica) onde a funcio de cordas atinge amplitudes maximas locais e a aproximacio
semiclassica 5.5 nédo é valida. Para estabelecer a descricdo completa da transicdo do
regime oscilatorio para a regido onde a sobreposicédo é desprezivel é necessario refinar a
aproximacao semiclassica simples através de uma uniformizacéo [ZamO08]. Assim, iremos
desenvolver uma teoria para unir a regio de cordas curtas com a regifo oscilatéria para
ter uma descricéo geral para a funcéo de cordas de um estado tipo Bohr-Sommerfeld para
um grau de liberdade.

Nao obstante, é dificil incluir as vizinhancas da origem no espago de cordas em uma
teoria semiclassica, dado que esta regido contem informacdo importante sobre o estado
quantico: As derivadas da funcdo de cordas, avaliadas na origem, especificam todos os
momentos estatisticos de posi¢cdo e momento e seus produtos.

Para um estado de Bohr-quantizado, os momentos estatisticos podem ser identificados
com médias classicas sobre a curva classica correspondente, o que é uma justificativa para
considerar uma area de tamanho % ao redor da origem do espaco de cordas como uma
regido cldssica. Em contrapartida, alguns pontos de ortogonalidade entre o estado e sua
translacéo ficam na mesma vizinhanca, o que mostra que a correspondéncia classico nao
pode ser feita diretamente. No caso geral, onde o estado ndo tem simetria de reflexdo, a
ortogonalidade ocorre para pontos isolados, como foi estudado no Capitulo 4. No presente
capitulo estendemos esta andlise para estados Bohr-quantizados.

No limite de pequenos deslocamentos, £ — 0, as correlagées no espaco de fase atingem
seu valor maximo, C(0) = 1. Conforme a transla¢ées aumentam, um regime oscilatorio
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é alcancado. Finalmente, uma caustica é encontrada entre a transicdo deste regime os-
cilatério e uma regido de decaimento evanescente na correlagéo.

5.2 Cordas curtas e momentos estatisticos

Consideremos um estado semiclassico WKB (5.1). A funcdo de cordas para um estado
WKB, obtido transladando este estado, e tendo em conta (2.38), é dada pela soma

xw(©) =) xn(9), (5.9)
ik
onde os termos y;, sdo dados por
1
028, 028 I
. - N2 J k #195(Q+)—Sk(Q-)—&pQ1+(B; —Brk)
w© =3 [aQlaet | 250 @0 53k 00| et A, (6.10)

com Q+r = Q + %q Assim, a forma oscilatoria semiclassica para cada termo em (5.9)
resulta da avaliacido das integrais (5.10) por fase estacionaria. Este tipo de aproximacéo
sera explicada na secdo 5.3. Por enquanto estamos preocupados com o limite em que a
translacéo é tdo pequena que a fase entre os pontos estacionarios ndo é maior do que a
constante de Planck.

Pela invariancia simplética da funcdo de cordas [0z098], sem perda de generalidade
podemos escolher ¢ paralelo ao eixo vertical. Neste caso, @+ = Q- = @ na Eq. (5.10).
Entao, a diferenca de fase entre os ramos superior e inferior da curva classica é apenas a
area da curva como uma funcao de ), que sera grande mas nao sera estacionaria. Assim,
podemos desprezar esses termos cruzados ficando apenas com os termos ‘diagonais’ na
Eq. (5.9), obtendo

> a© =3y [do
k k

Mais uma vez, utilizando a invariancia simplética, o lado direito da equacéo acima pode

27
ehQ — N2 / do e QO (6.11)
0

00,
det ==&
et 94

ser identificado com a aproximacao semiclassica da funcao de cordas para cordas curtas,
introduzida na Ref. [Oz004]:

2 27
s (€) ~ / ;ﬁezzwmm: / ;ﬁewe)sq—q(e)sp]/@ (5.12)
0 @ 0 Q

Esta aproximacéo assume que a curva classica é especificada pelas variaveis de angulo-
acao, isto é, I(p, q) = Z ou equivalentemente z(0) = (p(6), ¢(0)).

A férmula (5.12) é valida para qualquer escolha da direcdo da corda pequena £ [Ozo04].
Ela descreve as caracteristicas puramente classicas do estado, na medida em que é a
transformada simplética de Fourier exata da ‘aproximacdo cldssica’ da funcao de Wigner,

27W(z) = 6(I(p,q) = 1), (5.13)
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proposta por Berry na Ref. [Ber77]. Aqui ¢ denota a func¢ao § de Dirac, enquanto /(z) séo
as L variaveis de acéo para um sistema integravel de L graus de liberadade e 7 é o con-
junto de valores de acdo quantizados de acordo com a condicdo (5.4). No entanto, é mais
preciso considerar esta forma da funcdo de Wigner como uma extrapolacdo da forma co-
rreta da aproximacio da funcdo de cordas para deslocamentos arbitrariamente grandes.
De fato, mostraremos que a verséo de cordas pequenas codifica alguma informacoes sobre
a ortogonalidade quantica, bem como os momentos estatisticos classicos.
Sabemos que as funcgoes caracteristicas contém informacoes completas sobre todos
os momentos estatisticos de uma distribuicéo classica [Luk60] e o mesmo vale para a
transformada de Fourier simplética da funcdo de Wigner. Assim, a defini¢cdo da funcéo de
cordas (2.36) permite calcular os momentos estatisticos de p e ¢, na forma de derivadas
da funcéo de cordas, a saber
n n
<ﬁ%ﬂ@%:«mwg§§0 ¢ ()=t = ()"

Por outro lado, se soubermos todos os momentos estatisticos, entdo conheceremos a fungao

(5.14)

=0

de cordas, porque a expansio em série de Taylor da fungéo de cordas é dada por

o0 n _ k.
=S A (1 () dg s
onde,
M (q%’f) - nik PZ §p* (5.16)

e P, denota todas as permutacdes possiveis de produtos de ¢” e p*. A Eq. (5.16) co-
rresponde & simetrizacdo do produto ¢"p*, sendo a caracteristica mais importante dos
simbolos Weyl [Car99, Lee95], o que garante a invariancia simplética da funcéo de cordas
[0z088, 0z098].

De acordo com a Eq. (5.14) e (5.12), para uma dada parametrizacéo do toro classico,
os momentos estatisticos sdo obtidos por meio da avaliacéo de integrais da forma

2 2
@i~ [ gl e o~ [ S o (517

Estas formulas correspondem aos valores classicos esperados de poténcias da posigdo e
do momento. Assim, os momentos estatisticos podem também ser obtidos diretamente a
partir da aproximacéo classica da funcdo de Wigner, mesmo que esta nio seja apropriada
para outros calculos mais refinados.

5.3 Fase estacionaria para as quasi-distribuicoes

A expressdo WKB (5.1) pode ser inserida nas Eqs. (2.39) e (2.44), de modo que, em cada
caso, obtemos uma soma de integrais da forma (5.9) e (5.10). No limite semiclassico, estas
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integrais sdo dominadas pelos seus pontos de fase estaciondria ou pontos estaciondrios.
Independentemente da necessidade que que estes pontos estejam suficientemente iso-
lados, de modo a permitir a avaliacdo das integrais pelo método de fase estaciondria,
precisamos entender a construcéo geométrica que os define.

Em ambos os casos, na funcdo de Wigner e na de cordas, cada ponto estacionario
define um par de valores ¢*, que sdo as ¢-coordenadas de um par de pontos z* sobre a
curva classica. No caso da funcdo de cordas, cada z~ é a intersecg¢édo da curva classica
com a sua translacdo uniforme pelo vetor —¢, enquanto 2™ = = + £. Esta geometria é
exibida na Fig. 5.2a, que mostra que cada cordas tem duas realiza¢ées sobre uma curva
convexa fechada. Assim, esta construcdo para uma curva convexa sempre especifica um
par de centros x1(£) e x2(€) para cada corda £ cujos extremos podem ser colocados sobre a
curva.

b)

Figura 5.2: Translacao classica a) e reflexdo b) de uma curva de Bohr-
quantizada. Semiclassicamente, a interseccdo entre a curva original e a curva transfor-
mada determina os pontos estaciondrios e a fase semicldssica é dada pela drea delimitada
pelas duas curvas (a drea sombreada em ambos os casos).

No caso da funcdo de Wigner, em vez de uma translagéo, a curva classica é refletida
com respeito a um ponto z. Isso define um par de intersecdes, z* e v, e duas cordas
estaciondrias ¢ = +(xt — z7) para os quais z é o centro. Entéo, os pontos estaciondrios
sdo as coordenadas de posicdo para este par de cordas. Esta geometria é mostrada na
Fig. 5.2b. Por conseguinte, havera, pelo menos, um par de cordas +£(z), para cada centro
de reflexdo de uma curva fechada.

Ao inserir a funcdo de onda WKB (5.1) na Eq. (2.44), obtemos

W(x) =Y Wi (5.18)
ik
onde
N? oI oI e S (o D)t G
Wik(z) = oh dq |det [ap(pj(q+),q+)ap(pk(tf).,q_)} 83 (a" D=Skla™, =p&+B;=Bkl/h (5 19)

A avaliacdo da integral em (5.19) por fase estacionaria pode geralmente ser obtida a
partir de um unico ramo da acdo da funcdo geratriz para uma curva fechada, isto é,
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j = k. A fase estacionaria é metade da area entre a curva e a sua reflexdo, A; ou A,
na Fig. 5.2b, exceto por uma correcdo de Maslov. Denotamos a fase como A;(z) para a
j—ésima corda estaciondria, ;. Isto é valido mesmo para mais de um grau de liberdade,
onde o estado WKB é suportado por uma variedade lagrangiana em vez de uma curva
[Lit95].

No caso da funcéo de cordas, cada fase estacionaria é dada pela construcéo ilustrada
na Fig. 5.3. Ao contrario da func¢édo de Wigner, a funcéo de cordas depende explicitamente

p p p

& Q=0 & a

Figura 5.3: Algumas interpretacoes geométricas para a fase semiclassica de
funcao de cordas. Consideramos um tinico ramo da funcdo WKB. A fase estaciondria em
si é determinada pela drea sombreada, nos trés casos. (Figura tomada da Ref. [Oz004]).

da escolha da origem do espaco de fase, e portanto uma translagéo x — z + 7 produz uma
mudanca de acordo com a formula exata (2.55). Porem a construcdo geométrica da Fig.
5.3 é covariante com respeito a transformacoes candnicas lineares homogéneas.

As amplitudes das aproximacoes semiclassicas anteriores sdo melhor expressas em
termos da variavel de acéo, I(z), que define a curva fechada e que é a variavel conjugada
ao angulo () ao longo da curva. Se definimos a variavel de acéo transportada como

I =I(x+£/2), (5.20)

entdo, em geral, o colchete de Poisson

ort oI
+ 7y 27 AT
{I",I"}= o A o # 0, (5.21)

resulta ser igual as expressoes nas amplitudes em (5.5) e (5.6), a saber
a(w) = {I*, 17}7% = a(g). (5.22)

A diferenca entre considerar a amplitude como uma funcéo de x ou de £ depende de qual
variavel é fixada em (5.22). Isso muda apenas o sinal do colchete de Poisson. Aqui, a
Eq. (5.22) tem o mesmo valor para as duas representacoes, cordas e centros, se o par
especifico de pontos de (z~,z") for o mesmo sobre a curva fechada.

Podemos interpretar estas amplitudes de outra maneira se identificarmos da variavel
de a¢édo I(z) com um Hamiltoniano cldssico, como em (2.2). Entéo, a curva fechada torna-
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se uma trajetoria, tangente ao vetor velocidade no espaco de fase, z, e
{I", I} =i~ AaT, (5.23)

como é mostrado na Fig. 5.4. Daqui temos que as amplitudes «;(§) (ou a;(x)), dependem

Figura 5.4: Interpretacao geométrica para as amplitudes semiclassicas tanto da
Wigner funcao quanto da funcao da cordas. Estas amplitudes sdo dadas em termos
do colchete de Poisson entre os vetores tangentes nas interseccées da curva original e sua

reflexdo (Wigner) ou sua translacdo (cordas).

do grau de transversalidade da intersecg¢éo entre a curva e sua translacdo, ou sua reflexao
[Ber77, Ozo04] e assim elas divergem nas cdusticas, onde T e &~ sdo vetores paralelos.
Assim, as aproximacoes de fase estacionaria para a fungéo de cordas e a funcdo de Wigner

sao:
X(€) = Varh Y (L7 (€), I ()} 77 erthtmane/ids, (5.242)
J
W) = =9t 3 [ (0). I} (@)} 4 el (5.24b)
J

onde A; e A; sdo as dreas ilustradas na Fig. 5.2, respectivamente. As somas acima

sao feitas sobre todos os pontos estacionarios. Observamos que a func¢do de Wigner é de
1 ~ . 1

ordem ~ A~ 2, enquanto que a funcao de cordas é de ~ hz2.

5.4 Aproximacoes uniformes para a funcao de Wigner

A curva classica é em si é uma singularidade da funcdo de Wigner semiclassica (5.24b),
pois os dois pontos estacionarios na Fig. 5.5 colaescem, esta é a cdustica de corda curta.
Além disso, a medida que a funcdo de Wigner é avaliada em um ponto x que se encontra
cada vez mais dentro da curva fechada convexa classica, uma caustica é atingida, tipica-
mente tem-se um ‘tridngulo’ cujos vértices sdo cuspides [Ber77]. Dentro desse trangulo
existem trés cordas para cada centro, como mostrado na Fig. 5.5. No contexto do teorema
de classificacdo de Thom, estes conjuntos singulares sdo conhecidos como catastrofes
[Tho75]. Qualquer caminho dirigido ao interior da curva entra no tridngulo através de
um de caustica tipo dobra que une dois pontos de cuspide. Os pontos que definem a
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Xy

Figura 5.5: Catastrofes da funcao de Wigner para uma curva fechada. A curva
cldssica é por si s6 uma dobra (a catdstrofe de cordas curtas). Outra curva singular fica
no interior da curva e é composta de dobras e ctispides (a catdstrofe de cordas longas). Os
pontos sobre a catdstrofe correspondem aos centros dos didmetros da curva cldssica.

caustica {z;} sdo os centros dos didmetros locais da curva, como mostrado na Fig. 5.5.
Esta é a cdustica de cordas longas da Eq. (5.24b).

5.4.1 Catastrofe de cordas curtas da funcao de Wigner

Para uma curva convexa, a soma em (5.24b) tem apenas dois termos e suas respectivas
fases estacionarias sdo de A; = —A,. Ao utilizar o método de aproximacédo uniforme
proposto por Chester, Friedman e Ursell [Che57] para avaliar a integral (5.19), obtemos
uma expressio que permanece valida e finita, mesmo para um valor de x sobre a curva

_ NVEBA@)]s  ( [3Aix)
W)= S ai(-[352). (5.25)

classica [Ber77]:

onde Ai(-) é a funcédo de Airy [Abr64]. Note-se que esta expressédo é de ordem L3, isto
quer dizer que é maior do que (5.24b) quando 7 — 0. Assim a funcao de Wigner tem
um maximo local sobre a caustica, como é esperado. Na verdade, inserindo a expanséo
assintética da funcéo de Airy [Abr64]:
2
Ai(z) —> 7 2(—2)"1 cos (3(—2)3 - ”) : (5.26)

|z[—00 4

na expressio (5.25), recuperamos a aproximacéo de fase estacionaria, dado que A¢(x) >

h:

V2N?2 cos(Ay(x)/h — 7 /4)
VER{IE HE

Esta é a formula original obtida por Berry, mencionada na Secdo 5.1. O método de

W(z) — (5.27)

aproximacdo uniforme sera explicado na seguinte subseccio.
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54.2 Catastrofe de cordas longas da funcao de Wigner

Até agora, assumimos que a contribuicdo de cada ponto de fase estacionaria para as
integrais que definem as func¢ées de Wigner ou de cordas, pode ser obtida considerando
um unico ramo da funcdo de onda WKB. Assim, j = k em (5.19) e esse ramo tinico sempre
pode ser obtido através de uma rotacdo no espaco de fase.

No entanto, esta simplificacdo de considerar um tnico ramo néo é possivel para a
caustica a cordas maximas, onde (5.22) também diverge para ambas as representacoes,
pois as pontas da corda fixa se tornam pontos de retorno para a funcdo WKB neste limite.
Assim, é necessario estudar este limite escolhendo apropriadamente os eixos de coorde-
nadas do espaco de fase, de tal maneira que é os termos cruzados da funcio de acéo sejam
estacionarios para a fase (5.19). Por causa disso, sera importante levar em conta a relacéo
entre as fases dos dois ramos quando um ponto de retorno é cruzado [Ozo88, Haa91]:

1
<q‘w1> =N Udetw‘2 GZS+(Q’I)/h+eZ”/2

1
got 5-(¢. 1) ‘2 ezS(qJ)/ﬁ] ’ (5.28)

onde 7/2 é a fase de Maslov e N é a constante de normalizacédo. A avaliacdo das areas das
fungoes de cordas e de Wigner para esta geometria encontra-se explicada no Apéndice A.

A aproximacao uniforme da funcdo de Wigner que derivaremos esta associada a coa-
lescéncia do par de cordas, & e & na Fig. 5.6, as quais aparecem quando z esta dentro do
interior do ‘tridngulo ’ de causticas da Fig. 5.5. Vamos nos referir a esta catastrofe como
a caustica de didmetros, pois & e & coalescem quando elas forem didmetros locais da
curva classica. Longe dos pontos de cispides, a contribuiciao de uma terceira corda {3 na
Fig. 5.6, ainda pode ser avaliada pelo método de fase estacionaria, obtendo-se a simples
contribuicdo semiclassica:

_ 2v/2N?2 cos (% — g)

Ws(x -
= {I(x +&3/2), Iz — £/2)}| 7

(5.29)

Esta expresséo é obtida a partir de um dnico ramo WKB, isto é tomando j = k na Eq.
(5.19). Isso também pode ser derivado a partir de dois ramos diferentes j # k (girando as
coordenadas do espacgo de fase) na mesma integral que envolve a contribui¢dao conjunta
do par de cordas &; e &, que coalescem no didmetro &p.

Esta imagem de cordas cruzadas é essencial para a aproximacéo uniforme que vamos
a implementar. Agora faremos um mapeamento da integral na regido correspondente as
cordas &; e & para a forma normal da integral de difracdo tipo dobra [Din73, Ber76]:

/00 dz g(z;x) el[%fcz]. (5.30)

—00

Assim

N2 YA o0 N
W(w)=W3(x)+2i)‘ie{ Ve <z2h> | gz 5 4]}. (5.31)

—0o0
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2 — N

Figura 5.6: Cordas estacionarias perto da catastrofe de cordas longas da funcao
de Wigner. As drea estaciondrias A; para cada corda estaciondria sdo exibidas. A
diferenca de fase para as cordas coalescentes &1 e & é a drea simplética Ay limitadas
entre os extremos das cordas.

Os parametros desta transformacéo sdo dados por

(33) _ A12(:E) . A1 (m) — AQ(I’)
- 2n 2h ’

onde Ai; é a area simplética delimitada pela curva fechada e a sua reflexdo entre as

[SI[9Y)

SA = Ai(2) + As(z), gg (5.32)

extremidades das cordas &; e &, como mostra a Fig. 5.6. Lembrando que
+ _ §j
I; (m)-](m:l:2>,
podemos definir
_1 _1 _1 _1
Al = HI;F,I;}‘ ? - ’{I;,I;H 2 e Xlhp= ‘{Ifalf}’ *+ ‘{Igr)I;}‘ >, (5.33)

Assim, apés de uma aproximacio linear para a amplitude em (5.31), temos que

g(z,2) = V2h (gizm + ;mm) , (5.34)
4
de modo que, a funcdo de Wigner é dada por [ZamO08]
1 2
3A15)° Slhasin (32 3
W () = Wy(a) + 2van? | 122 hj? sin (57) i ( - [332] ’
3
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O comportamento perto da caustica é descrito corretamente em termos da funcéo de
Airy e sua derivada, Ai'(). Este termo é uma caracteristica nova em comparacio com
a aproximacéo uniforme para a funcido de Wigner para cordas curtas (5.25), onde néo
aparece a causa da simetria de reflexdo. Lembremos que a fun¢do de Wigner também
tem cuspides, que sdo catastrofes de ordem superior, porém essa aproximacéo vai além
de nossa presente abordagem.

Atravesando a caustica tipo dobra de maneira que o centro x fique fora do tridngulo
de causticas, as cordas coalescentes desaparecem e apenas fica o termo W3, coincidindo
com a aproximacéo de fase estacionaria mais simples [Ber77]

Para as regioes onde Ao > h, podemos substituir a funcédo de Airy e sua derivada
pelas suas formas assintéticas para argumentos negativos grandes [Abr64], ou seja, pela
Eq. (5.26) e

1
Af'(—z) — % sin <§$3 - D : (5.36)
obtendo
. A s L A T (A T
W(x) = AN* [sm (71 — Z) + Mn( bt Z) + &8 (73 — 4)] (5.37)
1 1 1 :
Vorh | (I 07z WIS, Y2 HIS, I}

que é uma soma de termos oscilatérios, cada um com uma fase diferente, como na Eq.
(5.6). Esta forma assintética é uma superposicdo de cada uma das aproximacées por fase
estacionaria para cada corda estacionaria.

5.5 Aproximacao uniforme para a funcao de cordas

Colocando a funcao de onda (5.28) em (2.39), obtemos quatro integrais para avaliar.
Uma escolha apropriada da orientacdo dos eixos de coordenadas, de maneira que am-
bas realizacoes das cordas sejam cruzadas, reduz a funcéo de cordas (5.28) a uma tnica
integral

1
ol Lor ] lzez[er(q*J)5_<q,1)£p~q]h+m/2_ (5.38)

= N? [ dgl|det | =—p.(¢"), ") — (p_(g7),
x(€) /q e [apw‘”“ap(p (@ ).a)

Aqui ¢tq = +£,/2. Como dito anteriormente, esta geometria pode ser obtida por uma
rotacdo no espaco de fase. O calculo das areas respectivas para cada corda encontra-se
no Apéndice A.

Ja construimos a aproximacdo de fase estacionaria para a funcdo de cordas, Eq.
(5.24a), a qual possui duas cordas estacionarias. Vamos permitir que este par de pontos
estacionarios de (5.38) coalescam em uma unica corda £, que corresponde a um didmetro
da curva fechada, isto é, uma corda maxima, para a qual a amplitude semiclassica (5.22)
diverge. No caso de uma curva convexa, o conjunto formado por estes didmetros forma
a caustica e nao temos singularidade de ordem maior. Assim esta caustica possui uma
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geometria mais simples do que a correspondente no caso da funcido de Wigner, que foi
estudada na Secédo anterior.

Podemos também simplificar o calculo escolhendo apropriadamente a origem. Temos
essa liberadade devido a Eq. (2.55). A origem mais apropriada é o ponto médio entre os
centros das duas realizacgoes corda sobre o toro, como mostrado na Fig. 5.7.

Figura 5.7: Fase para a aproximacao uniforme da funcao de cordas. A diferenca
nas dreas, Ayo, coincide com a drea entre a curva fechada e sua translacdo. Essa drea é
zero quando £ torna-se um didmetro e sua corda conjugada n = x1 — x9 — 0. A escolha
mais simples para a origem do espaco de fase é no ponto médio entre x1 e .

Ao invés de avaliar (5.38) por fase estacionaria, esta integral é mapeada para a forma
normal de uma catastrofe de difracéo tipo dobra (5.30), assim

(€)= N?exp (i? - ;) / " du g ) 1T, (5.39)

onde definimos

B 2, .3 A A —Ar+nAE

3 (5.40)

A fase A5 € o principal ingrediente na presente aplicacdo do método de aproximacao uni-
forme. Geometricamente é definida como a area entre a curva fechada e sua translacéo,
como mostrado na Fig. 5.7. Na caustica, a corda £ = £p é maxima e sua corda conjugada
[0z004]: n = x129— — 0, conforme ilustrado na Figura. 5.7.

Assim, recordando a definicdo da acdo transportada (5.20) para cada realizacdo da
corda, definimos

Almz}{If,ff}\’%—y{lg,lg}y’% e 2112;}{If,f;}\’%ﬂ{fg,[;}]’%, (5.41)
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hif .
g(u; &) ~ \/; <g4 It 4+ ZIAI”) ) (5.42)

Finalmente, lembrando a definicdo da variavel intermediaria ¢ em termos das areas in-

de modo que obtemos

dicadas na Eq. (5.40), temos que a aproximacédo para a funcéo de cordas é

x(€) = V2r N2> A/2h [JAw]° 21 A (_ [3@1 3) ) [%AH]:E A mAi/ (_ [3@] 3)

Zh_% 4h o 4h
(5.43)

A funcao de Airy Ai(—() oscila com amplitude cada vez maior a medida que au-

win

menta seu argumento e depois decai exponencialmente para valores positivos de —(.
Por outro lado, 0 maximo na amplitude obtido quando ¢ — 0, indica a presenca de
uma singularidade da amplitude semiclassica. Nesta regido o segundo termo, o que de-
pende de Ai’ (—() pode ser desprezado (ver Apéndice B). Uma nova caracteristica desta
aproximacédo uniforme é que a fase ¥.4/h ao longo da caustica, que sera importante para
separar a contribuicéo de cada realizacdo no regime oscilatorio. De fato, no caso em que as
fases semiclassicas de cada corda sejam significativamente maiores do que a constante
de Planck, as funcées em (5.43) podem ser substituidas pelas suas formas assintéticas
para argumentos negativos grandes [Abr64] (ver Eqgs. (5.26) e (5.36)) a fim de recuperar
a funcéo de cordas no regime oscilatorio (5.5):

X(€) = VorhN2em/? | 2 (Zﬁl i), e (1[“‘}; kil g (5.44)
I e L 1y}

Este resultado corresponde a soma das contribuicées de cada realizacdo da corda na

aproximacdo de fase estacionaria da funcao de cordas em (5.24a), onde considerou-se
que cada realizacdo da corda encontra-se em um tinico ramo da funcao de onda WKB.

5.5.1 Regime de cordas longas para estados de Fock

Como exemplo ilustrativo da teoria desenvolvida na se¢do anterior, consideremos os es-
tados de Fock definidos na Secdo 2.2.1. Sua variedade classica é uma circunferéncia
centrada na origem, i.e. o estado tem simetria de reflexdo. A condicdo de quantizacio
(5.4) para esses circulos define

7(p® + ¢*) = 2nh (n + ;) : (5.45)

A funcgéo exata da corda é dada por (2.62). Agora, por cordas curtas, £ < A,

m) (5.46

xz(§) ~ Jo ( .
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fornece uma boa aproximacao para a funcdo de cordas [Ozo04], onde Jy, é a funcao de
Bessel de ordem zero [Abr64]. A forma assintética da funcdo de Bessel para grandes
valores [Abr64] conduz a

xz(§) ~ (5.47)

7\/ﬁ Cos \/ﬁm—?ﬂ
V2rT|E| h 4 )

Podemos comparar este resultado com o regime oscilatério (5.44). Em primeiro lugar,
devido a simetria, a area de uma realizacdo da corda é complementar a area da outra
realizacdo, e fazendo uma integral simples temos que a fase semiclassica é dada por

2
A(&) =2 — ||y 2T — (';) — 47 arcsin (%) ) (5.48)

Esta geometria é ilustrada na Fig. 5.8. Além disso, a simetria iguala o colchete de Poisson

P

q

Figura 5.8: Calculo de A({) para um estado de Fock. O toro cldssico corresponde a
um circulo de raio \/2Z, de acordo com a Eq. (5.45) .

para cada realizacéo da corda, de modo que o termo que contém a derivada da funcéo de
Airy é zero. Os colchetes de Poisson sdo avaliados como

2
)=yl - () (5.49)
de modo que, a aproximacio uniforme para a funcéo de cordas torna-se
1 1 2
VIRN? [2A(0)]F [ |§r2} [?»4} :
= (=1)" o 27 — 2> Ai | - |— . (5.50)
(€)= (UM ks

Daqui vemos que o comportamento assintético da funcéo de Airy, extrapolado para cordas
curtas é

(5.51)

xr() = (1 V2N o (-5)

VRIIEL O \2h 4
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Note que para cordas muito pequenas, o argumento na funcéo de Bessel (5.46) v/2Z|¢|
é aproximadamente metade da area complementar da intersec¢édo entre o circulo e sua
translacéo.

Assim, o limite assintoético de funcéo de cordas para a caustica de cordas longas repro-
duz a funcéo de cordas perto da origem no caso de estados de Fock, em uma regifo inter-
medidria. Além disso, imediatamente obtemos a constante de normaliza¢io N? = 1/2.
Podemos substituir este valor em (5.37) fora da caustica, onde as duas cordas coales-
centes desaparecem, assim recuperamos a aproximacdo de fase estacionaria para uma
Unica corda unico que permanece na funcdo de Wigner [Ber77] fora do tridngulo na Fig.
5.5.

5.6 Transicao entre os regimes de cordas curtas e longas

Na secéo 5.2 derivamos a aproximacéo “cldssica”(5.12), que funciona dentro de uma vizi-
nhanca da origem, mas néo é valida na regifo entre a origem e as causticas de didmetros.
Por outro lado, o regime de cordas longas é descrito em termos de fungoes de Airy, Eq.
(5.43), onde se tem um comportamento oscilatério perto da origem até atingir a caustica
de didmetros, a qual é seguida por um regime assintético evanescente quando |{| — oc.
Porém esta aproximacéo uniforme néo da conta da caustica na origem.

Existem duas razodes pelas quais a técnica da aproximacéo uniforme padréo, envol-
vendo uma transformacio da integral (5.12) para uma integral mais simples (cf. [Ber76,
Din73]), ndo pode ser usada para a cdaustica na origem. Primeiro, esta o fato de ter um
numero infinito de pontos estacionarios do expoente (5.10) quando ¢ = 0. Por esta razao
dizemos que a origem é uma caustica nao genérica (no sentido do teorema de classificacédo
de Thom [Ber76, Tho75]). Além disso, a condi¢do de que o parametro 4~' seja grande,
essencial para expansoes assintéticas de integrais [Din73], ndo é satisfeita para o caso de
valores pequenos [£|, onde o comportamento da integral é dado por (5.12), porque

1€l
; 1. (5.52)

Para descrever o regime de transicdo (entre cordas curtas e longas), propomos entéo
a seguinte expressio (semiclassica) para a funcéo de cordas:

Xse(§) = xs(§) — SPxsl(§) + SPxw] (). (5.53)

Aqui y; é aintegral (5.12), yw é dado pelas Egs. (5.9) e (5.10) e SP]-] denota a aproximacao
de fase estacionaria. Observe que () foi derivada a partir de uma aproximacéao de corda
curta para . (£), mas, devido ao fato de que £ A z(f) é uma fun¢io néo linear da variavel
de integracio 6, a integral (5.12) também pode ser avaliada por fase estacionaria.

Na verdade, as duas integrais em (5.53) que sdo avaliadas pelo método de fase esta-
cionaria devem se cancelar na vizinhanca da origem. Por outro lado, o termo médio S P[x]
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cancela x, para valores grandes de ||, isto é, na regido onde a avaliacdo fase estacionaria
é valida. A aproximacédo de fase estacionaria para yw é (5.24a). Por outro lado, para y;

temos que
1 ) AETE T
SP[xs](§) = Gy Zz: Jonh exp %ﬂf(ag(f)) NE+ 1y Sien (" (8e(8)) N f)} , (5.54)

onde ¢/ enumera os pontos fixos de y;, que geometricamente podem ser vistos como os
pontos onde o vetor £ é tangente a curva classica. Assim, inserindo as aproximacoes de
fase estacionaria (5.24a) e (5.54) na Eq. (5.53), chegamos a uma aproximacao geral que é

valida sobre todo o espaco de fase.

5.6.1 Evolucao nao-linear de um estado de Fock

A fim de testar a aproximacéao geral (5.53), estudaremos a funcdo de cordas de um con-
junto de estados, evoluindo sob a agao de um Hamiltoniano cubico:

H(p) = asp® + agp’ + a1p + ag. (5.55)

A evolucdo classica é entdo determinada por
p(t) =p(0) e q(t) =q(0) + (3asp® + azp + ar)t. (5.56)

Para um tempo fixo ¢ > 0, a fungéo de agéo é
I(p,q.t) = (¢ — [Bagp® + 200p + a1]t)® + p*, (5.57)
de modo que a curva classica que suporta o estado evoluido corresponde a curva de nivel
I(p,q,t) =T. (5.58)

Para t = 0, escolhemos um estado de Fock, |n) (ver (2.62)). Dado que x,, é real, esta
funcéo tera linhas nodais circulares, cujos raios sdo de tamanho #/ vezes as raizes do
n—eésimo polinémio de Laguerre, como mostrado na Fig. 2.6. A evolucéo classica gerada
pelo Hamiltoniano (5.55) quebra a simetria do estado de Fock original, por causa do termo
cubico. Para estes estados, a aproximacédo para a primeira linha nodal Eq. (4.15), fornece
um circulo de raio \/%/(n + 1). Este resultado difere da linha nodal exata em ~ 18%
de precisdao. Portanto, como mencionado anteriormente, a aproximacéao (4.15) da apenas
uma estimativa qualitativa para a primeira linha nodal.

A funcéo de cordas exata para ¢t > 0 é obtida a partir de (2.38):

X(&,1) = ()Tl (t)) = /dp U (py e AR g, (), (5.59)

onde p+ =p=£§,/2,
1

_ N g () et
Unlp) = oo (m) Hn<\/ﬁ>e (5.60)




5.6. TRANSICAO ENTRE OS REGIMES DE CORDAS CURTAS E LONGAS 68

Figura 5.9: A funcao de cordas para o estado de Fock deformado eiHt/ h5). Na
resolucdo desta figura, a diferenca entre a aproximacdo semicldssica e a funcdo exata é
indiscernivel. As linhas pretas sdo as curvas de nivel para as partes real a) e imagindria
b) para x(€) = 0. ¢) E a intensidade logaritmica e d) é a fase. Os pontos em a) mostram a
localizac¢do dos pontos cegos. Aqui h=0,1,t=0,1eas = a; = 1.

é o estado de Fock n na representacdo de momentos e H,(-) é o n—ésimo polinémio de
Hermite [Abr64].

Para qualquer ¢ > 0, a simetria de reflexdo é quebrada, assim, a funcdo de cordas
ndo tem mais uma paridade definida globalmente, o que implica que a parte imaginaria
nao é nula. Como mostrado na Fig. 5.9, a expressio (5.53) descreve adequadamente
o comportamento da func¢édo de cordas para cordas curtas e longas. Claramente (5.24a)
néo é valida quando £ tende a um didmetro da curva classica, porém essa singularidade
é resolvida usando a aproximacéo uniforme (5.43). Podemos reconhecer as partes real
(Fig. 5.9 a) e imaginaria (Fig. 5.9 b) da funcao de cordas por sua paridade, par e impar,



CAPITULO 5. TEORIA SEMICLASSICA NO ESPACO DE FASE 69

respectivamente. Além disso, constatamos a presenca de pontos cegos e singularidades
na fase (Fig. 5.9 d)).

O ponto cego mais proximo da origem, que pode ser aproximadamente especificado
pelos primeiros e segundos momentos estatisticos, Eqs. (4.13) e (4.15), resulta do cruza-
mento da menor das curvas fechadas na Fig. 5.9 com a linha nodal que atravessa a
origem na Fig. 5.9 b. E curioso que as intersec¢ées onde acontecem os outros pontos cegos
parecem sugerir linhas retas radiais, neste exemplo particular.

A comparacao detalhada das intensidades para a nossa aproximacgao semiclassica da
funcéo de cordas (5.53) com o resultado exato é mostrada na Fig. 5.10. Mostra-se um
corte radial da Fig. 5.9, a qual apresenta uma sequéncia de pontos cegos. Observa-se
uma caustica — singularidade de didmetros— na borda esquerda da figura. Ela surge
do fato de que a aproximacéo de fase estacionaria nao descreve essa caustica de cordas

longas, mas esta divergéncia pode ser corrigida pela aproximacio uniforme (5.43).
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Figura 5.10: Comparacao entre as intensidades da funcao de cordas exata e
semiclassica para um estado de Fock evoluido ¢ *//*/"|5). Mostra-se um corte ao
longo da linha &, = 0,8172¢,. Podemos observar uma sequéncia de pontos cegos. Aqui

h=0,1,¢t=0,1.

5.7 Discussao

Mostramos que o comportamento tanto da funcdo de Wigner quanto da fungéo de cordas
perto da singularidade de cordas longas pode ser descrito pela funcéo de Airy e a sua
derivada. Embora, o termo que contém a derivada da funcéo de Airy torna-se desprezivel
em pontos muito proximos da caustica, ele adiciona uma contribui¢do importante na ex-
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panséo das distribuigdes semicldssicas que recupera a regido oscilatoria, coincidindo com
o método de fase estacionaria. A forma da caustica de didmetros no espaco de fase de cen-
tros onde a funcdo de Wigner semicléssica é singular é diferente da caustica no espaco de
cordas. No segundo caso, a caustica esta formada pelo conjunto de todos os didmetros, &p,
isto é as cordas maximais da curva original. Esta ciaustica de didmetros é simétrica com
respeito a origem e é também convexa. Sem assumir que a curva originial seja convexa, a
simetria sera preservada, porque —zip também é um didmetro, porém podem aparecem
caustica mais complexas do que dobras, tal como aquelas que acontecem na caustica de
diametros vistas no espaco de centros xp = z({p). Esta caustica de Wigner tem ctspides
mesmo no caso de curvas convexas [Ber77].

Para estados puros, vamos resumir o comportamento da funcéo de cordas para qual-
quer translacdo: a) um maximo na origem; b) um regime oscilatério, obtido como uma
soma de termos de fase estacionaria para cada realizacdo da corda; c) a regido perto
da corda maximal, ou seja do didmetro £p, que pode ser expressa em termos da funcéo
de Airy e da sua derivada, na qual a amplitude maximal, finalmente, d) uma regido
evanescente para cordas maiores do que o didmetro local, que é descrita pelas formas
evanescentes da funcéo de Airy e sua derivada. Como consideramos unicamente estados
puros, a correlacdo no espaco de fase (2.34) é dada pelo mdédulo quadrado da funcéo de
cordas. Assim, utilizando a forma assintdtica da aproximacdo uniforme para a funcio
de cordas no regime semiclassico, encontramos que a correlagdo no espacgo de fase é de
aproximadamente

h

na regido oscilatéria longe da caustica, ou seja, temos uma soma de dois termos, cada

C(&) = 2nh {1, I} (L I Y w2 Iy 2 {1 Iy ) 2 sin (““2)} . (5.61)

um associado a uma realizacdo da corda mais um termo que representa a interferéncia.
Esta formula fornece uma interpretacdo semiclassica para a invariincia da correlacdo
em relacdo a transformada de Fourier simplética [0zo04]. Um ponto importante é que a
regido proxima ao pico nas correlacoes no espaco de fase, depois do qual as correlagoes de-
caem, é apenas o médulo ao quadrado da forma de transicional da aproximacéo uniforme
(5.43), que esta deduzida no Apéndice B. Mesmo que a Eq. (5.61) admita a possibili-
dade de C(£) = 0, como (5.61) é uma aproximacéo que néo é valida préximo a origem néo
podemos afirmar que concorda com a presenca de pontos cegos no sentido da Eq. (4.13).
Como os estados Bohr-quantizados estdo de acordo com a aproximacéo (4.15), o con-
hecimento de um numero finito de momentos determina a funcio de cordas desses es-
tados perto da origem. No entanto, essa aproximacio é insuficiente para descrever as
oscilacoes complexas, por exemplo um padrdo de pontos cegos. Porém, apresentamos
uma aproximacao semicldssica para a funcdo de cordas de estados Bohr-quantizados e
verificamos sua acuracia, sem incluir a caustica exterior que foi tratada na Secédo 5.5.
Na auséncia de simetria de reflexdo a funcdo da corda é uma funcao totalmente com-
plexa, o que leva a uma estrutura mais rica do que a exibida pela funcdo de Wigner
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correspondente. Como no caso de superposicoes de pacotes de onda Gaussianos [Zam09],
esperamos que pontos cegos ndo sobrevivam para um sistema aberto sob uma evolucéo
Markoviana. No entanto, espera-se que eles desaparecam de C'(¢) antes das regides ne-
gativas da funcdo de Wigner.



Capitulo

Representacao a Valores Iniciais para
o Eco de Loschmidt

“El tiempo es una mentira que han
inventado los viejos”.
Joaquin Sabina

Nos capitulos anteriores, estudamos as correlacées para estados deslocados. Foram
caracterizados os diferentes regimes, dependendo do deslocamento, e da transicdo en-
tre eles (ver Capitulo 5). Analisamos também os zeros desta correlacédo e sua sensibili-
dade quando o estado inicial € mudado e também vimos sua resposta quando o sistema
encontra-se em contato com um ambiente externo (ver Capitulo 4). O préximo passo é es-
tudar a correlacdo no caso das evolugées gerais, ou seja considerar a Eq. (1.1) para uma
evolucdo unitaria do estado inicial p gerada por um Hamiltoniano geral H. Neste caso, a
correlacdo é dada por

t A ~ A
C(t) — :rpﬁgt Onde p/\t — e_ZHt/hpA€ZHt/h. (6.1)

Observe que, para tempos muito pequenos, as exponenciais podem ser substituidas por
uma série de Taylor de primeira ordem em ¢, para obter a forma aproximada

2 tr [ﬁQﬁQ—ﬁﬁﬁﬁ] 2 1A F712
o)1 - L . g LR AR 6.2)
h? tr p2 2h2  trp?
Para um estado misturado p = |¢))(¢|, a correlacédo para tempos pequenos se reduz a
t—0 t2 . N
O(t) =1 = 35 (WA ) — WIH?) . (6.3)

Observe que o dltimo termo contém a variancia do Hamiltoniano H.

A correlacdo C(t) coincide com a probabilidade de sobrevivéncia para o estado inicial
de p [Hel91]. Como na mecanica classica, esperamos que esta correlacio dependa da na-
tureza regular ou caética do Hamiltoniano [Per84, Eme02]. Por exemplo, em trabalhos

72
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anteriores foi analisada a correlacdo (6.1) para H = H, + §H, ou seja, uma perturbacio
sobre o Hamiltoniano H,, e para j sendo um autoestado de H, [Van03a] em sistemas de
uma dimenséo. Devido a separacdo exponencial das 6rbitas classicas na presenca de caos,
a probabilidade de sobrevivéncia de um sistema caético classico deve tender exponencial-
mente para zero. Além disso, este mecanismo de separacio exponencial é fundamental
para entender o surgimento da irreversibilidade temporal a partir das equacgdes de movi-
mento classicas que sdo simétricas com respeito a transformacdo ¢ — —ti. Portanto,
através da combinacgédo de resolugéo finita dos experimentos reais e a separagio exponen-
cial, uma operacio de inversédo temporal parece ser praticamente impossivel de ser real-
izada depois um certo tempo [Per84, Per93]. Este argumento néo é aplicavel as evolugées
quéanticas. Qualquer erro na preparacdo de um estado quantico néo cresce devido ao fato
que a evolucao Hamiltoniana é unitaria: O produto escalar de quaisquer dois estados
é constante no tempo, portanto, dois estados vizinhos sempre permanecerdo a mesma
“distancia”. Assim, a irreversibilidade na mecénica quéntica é comumente tratada us-
ando funcoes de eco [Gor06, Jac09], em vez de correlagées como na Eq. (6.1). Neste ponto
vamos mudar a direcdo do nosso trabalho das correlacoes para estudar a funcdo de eco
mais usual, o eco de Loschmidt (LE).

Neste capitulo abordamos o LE usando métodos semiclassicos. Especificamente obte-
mos uma férmula para avaliar o LE baseada em trajetoérias classicas, na qual a procura de
pontos estacionarios é substituida por uma integracdo sobre as condicdes iniciais dessas
trajetorias. Este tipo de aproximacédo semiclassica é conhecida como um Representacdo
a valores iniciais (IVR) e é apropriado para calculos numéricos [Mil01]. A nossa teoria
é obtida a partir da teoria de evolucdo semiclassica da funcdo de Wigner, juntamente
com a teoria classica de perturbacéo de primeira ordem [Zam11]. No limite de pequenas
acoes, nossa formulacéo se assemelha com a Representacdo de defasagem (DR) para a LE,
introduzido por Vanicek na Ref. [Van04].

Finalmente, lembramos que os sistemas caéticos sdo correspondidos com seus analogos
classicos até um tempo limiar ¢z, conhecido como tempo de Ehrenfest. De fato, um pacote
de ondas inicialmente localizado de largura o se espalha ao longo da variedade classica
instavel, da mesma forma como érbitas classicas. Apés o tempo

tp =A"'ln <L> , (6.4)

g

o pacote de ondas deixa de estar localizado. Na Eq. (6.4), \ é o expoente de Lyapunov
classico e L é o tamanho (ou largura) do sistema. Depois desse tempo, os efeitos quanticos
devem ser tomados em conta e a correspondéncia classica-quantica é quebrada. Assim, as
teorias semiclassicas baseadas em caminhos classicos sdo presumivelmente validas até o
tempo de Ehrenfest.

TEsta discordancia entre a dinaAmica microscépica reversivel e irreversibilidade macroscépica é o chamado
de paradoxo de Loschmidt.
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Figura 6.1: Duas interpretacoes para o eco de Loschmidt: (esquerda) como um eco
e (direita) como uma fidelidade. Aqui U = e~ 11t/ ¢ U5 = cWH+3H)t/h,

6.1 Introducao

Perturbacoes sdo ubiquas em uma ampla variedade de sistemas fisicos, de forma que
o estudo das suas conseqiiéncias sobre a dindmica é essencial tanto no mundo quantico
quanto no classico. Isto esta relacionado com a caracterizacéo do caos no regime quéntico,
uma vez que a nocdo de distancia entre dois estados classicos e, portanto, o expoente de
Lyapunov, ndo pode ser traduzido como a sobreposicdo de estados quanticos puros. Por-
tanto, uma alternativa para a caracterizacdo do caos quantico pode ser estudar a resposta
a perturbacées no Hamiltoniano, em vez de perturbacées sobre o préprio estado [Per84]. A
influéncia dessas perturbacées é medida pelo eco de Loschmidt (LE) ou fidelidade [Per84]:

M(t) =L onde  L(t) = (w|e" Mgty 6.5)
onde AH é pequeno comparado com H. Para estados mistos:
L(t)=trplr(t) onde  Ip(t)=etHTSH)/hfo—tH/h (6.6)

onde I é o operador identidade. I;(¢) é chamado de operador de eco. O LE é rele-
vante na informacdo quantica, descoeréncia [Cuc03] e em outros contextos (para mais
informacao ver cf. [Gor06, Jac09, Cer03]), além de servir como suporte da nocéo de irre-
versibilidade na mecénica quantica [Per84]. Em particular, o LE é experimentalmente
realizavel em experiéncias de RMN [Hah, Rhi70, Usa98, Pas95], cavidades de microondas
[Schd05, Kob11] ondas elasticas [Gor06a, Lob08] entre outra técnicas. A Fig. 6.1 mostra
duas interpretacoes possiveis para a Eq. (6.5): como um eco ou como uma fidelidade.
A primeira corresponde a evoluir um estado |¢) com o Hamiltoniano H e depois disso
evoluir para trds no tempo com o Hamiltoniano perturbado. Agora, se evoluimos duas
copias do mesmo estado |¢)) sob a acdo de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes, H
e H + 6H, respectivamente, M (t) poder ser interpretado como uma fidelidade.

Um aspecto importante é que a decadéncia da LE esta relacionada com a decadéncia
de pureza (ou entropia linear) em sistemas abertos [Per84, Cuc03]. A pureza é definida
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como
p = trp°. (6.7)

Ela quantifica acoplamento via descoeréncia com um ambiente externo: Se o sistema
esta inicialmente em um estado puro, este estado vai perder sua pureza depois de ficar
emaranhado com o ambiente. Na verdade, esta relacdo do LE com descoeréncia foi enun-
ciada pelo proprio Peres no seu trabalho seminal [Per84], pois ele introduz a perturbacéo
0 H na defini¢éo (6.5) como uma contribuicéo efetiva do ambiente.

A teoria semicléassica da LE tem provado ser uma ferramenta poderosa para entender
o seu comportamento em regimes diferentes, dependendo da duragéo da evolucéo e da
intensidade da perturbacéo [Jal01, JacO1, Cer03, Pro02, Cuc02, Wis03].

O LE médio possui diferentes regimes de decaimento que dependem da perturbacéo. A
grosso modo, para perturbacées muito pequenas, de maneira que os elementos da matriz
de 0H < Ap sendo Ag o espacamento médio de niveis de H, o LE se comporta como

/2
<M@»:1—ﬁﬂﬂﬂﬁ, (6.8)
ou seja que esta caracterizado por um decaimento Gaussiano ~ et/ com 7¢ = 1 J(OH?)
[Gor06, Wis03]. Esse comportamento é obtido a partir do mesmo tipo de aproximacgéo que
em Eq. (6.2)

Para tempos maiores, o LE decai exponencialmente se a dindmica classica do sis-
tema for caédtica: Para pequenas perturbacoes, a taxa de decaimento é proporcional ao
quadrado da instensidade da perturbacéo, que é o chamado regime da regra de ouro de
Fermi; para perturbagdes maiores, a taxa de decaimento é o maior expoente de Lyapunov
classico, este é chamado regime de Lyapunov. Um comportamento diferente é esperado
se a dindmica é classica correspondente regular: Para pequenas perturbacoes o decai-
mento é Gaussiano, e para perturbagdes maiores o LE decai como uma lei de poténcia
[Jac09, Pro02, Gor06].

Finalmente, o LE se satura para tempos longos. O tempo de saturacdo é inversa-
mente proporcional ao tamanho do espago de Hilbert eficaz que é necessario para uma
descricdo razoavel da evolucdo temporal do estado inicial [Pet05, Jac09, Guti09]. Na Fig.
6.2 mostra-se um esboco dos regimes temporais para o decaimento do LE. Ressaltamos
que o estado inicial tem uma importincia crucial para esses regimes de decaimento. Es-
tados coerentes sdo normalmente utilizados para estudar o comportamento do LE. Por
exemplo, na Ref. [Wis02] é mostrado que se o estado inicial é uma autofuncdo do Hamil-
toniano ou da pertubacio, a regime de Lyapunov néo acontece.

Na pratica, a abordagem semiclassica para a LE sofre do problema de buscar raizes:
O fato de que a teoria depende das trajetorias classicas definidas por condi¢cées de con-
torno, as quais sdo dificeis de determinar, incluso para sistemas simples. A alterna-
tiva atraente é lidar com representacées a valores iniciais (IVR) [Mil01, Van03b, Tao09].
Brevemente, o método IVR consiste em substituir o problema das condi¢cées de contorno
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Figura 6.2: Regimes temporais do decaimento do LE médio. Comeca com um tran-
siente parabdlico, seguido por um decaimento exponencial e depois por uma saturacio
por tempos longos [Gor06, Jac09].

por uma integracdo sobre todas as condigdes iniciais. Mesmo que seja preciso calcular
muitas trajetorias, elas sédo facilmente especificadas pelas suas condig¢oes iniciais. Isso
explica o interesse que existe pela representacdo de defasagem (DR) proposta por Van
icek [Van04]:

Lpg(t) = / do W (o) exp (; /O t 6H(x(7-;xg))d7-). (6.24)

Aqui x = (p, q) é um ponto no espacgo de fase 2L-dimensional, W (z) é a funcdo de Wigner
do estado p = |1)(1)|, IH é o andlogo classico da perturbacéo 6H e x(¢,z0) é a trajetéria
classica do sistema sem perturbar para a condic¢fo inicial de z5. A DR é um método efi-
ciente para calcular funcgoes de correlacdo quantica, inclusive para sistemas com muitos
graus de liberdade, tais como os estudados na dinamica molecular[Li09, Mol11]. Além
disso, a DR tem sido também utilizada para revelar um comportamento universal do LE
[Wis10]. Né&o obstante sua utilidade pratica, a DR ndo tem uma deducéo rigorosa. Um
argumento sugestivo é proposto na Ref. [Van06], apelando ao teorema de sombreamento
da mecénica classica [Gre90]. Por isso, a precisdo da DR comumente esta associada a
natureza caética do sistema. De fato, seu intervalo de validade é desconhecido, porém
usando a DR obtiveram-se resultados confiaveis em alguns sistemas com dindmica mista
[Wan07, WanO08].

Neste capitulo, deduzimos uma aproximacio para a LE, avaliando a acdo no marco da
teoria semiclassica para a evolugdo da funcédo de Wigner e usando a teoria de perturbagoes
de primeira ordem [0z098, Boh95]. Esta aproximacio se reduz a DR para o Hamiltoni-
ano médio H, quando se despreza a contribuicdo semicldssica nas amplitudes. E im-
portante notar que esta diferenca no Hamiltoniano da DR, mesmo afetando fracamente
a acéo classica, que pode ocasionar a mudancas significativas na fase semiclassica de
cada trajetoria. Além disto, obtemos uma estimativa do intervalo de validade para a
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forma original da DR, onde fica claro que termos sdo desprezados na nossa teoria. Nos
concentramos no caso de Hamiltonianos quadraticos, para os quais o método da fase
estacionaria é exato e mesmo que ndo sendo sistemas caéticos, eles podem apresentar
uma dinamica hiperboélica. Desta forma, mostramos que movimento caético ndo é uma
condicio necessaria para a acuracia da nossa aproximacao.

6.2 Representacao de defasagem

Nesta secdo vamos obter a formula DR para o LE Eq. (6.24), seguindo o trabalho original
de Van i¢ek [Van06]. Comegamos por considerar a Eq. (6.5) escrita em termos das fungées
de onda respectivas

L(t)Z/dqwi(q,t)lb—(q,t% onde ¢(g,t) :/dq/Kj:(Qa ;t)v(d), (6.9
de acordo com a Eq. (2.27) e
Ki(q.qt) = (qle” /') (6.10)

sendo o propagador quintico. Agora vamos substituir o propagador quantico pela repre-
sentac¢do a valores iniciais (IVR) do propagador de van Vleck em L graus de liberdade (ver
Apéndice C)

gt

1
2 1St(a°)/h 7
o e . (C.7)

det

(z°)

dz°
—Ht/h | o
<qt|€ t lq >1VR:/(2mh)L/2

Aqui ¢ corresponde ao tempo de propagacdo, e as 6rbitas sdo denotadas por

' = (p',q") = x(t) = (p(t), q(t)). 6.11)

Particularmente z° é a condicdo inicial. A acdo é dada por
t
S'(2°) = / it i — H(am, 7). 6.12)
0
Assim, o LE é aproximado semiclassicamente por

Loonlt) = [ da [ / dq+K:<q,q+;t>mw*<q+>} [ [ K G tmea)] . 619

Inserindo a Eq. (C.7) temos que

1 1
dx? dzS dp Bqt_ 2 8qt 2 t_ gt .t
Livg(t) = L ldet det —— | W= =S =Pma) /(1)) 49 ) (O 6.14
wr(t) / (2rh)E ‘ o e ", P (lg ) (2 1), (6.14)
onde n, = ¢} — ¢*, e usamos a relagéo
1
(t1g2) = d(ng) = (2rh)L / dp el (6.15)
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Agora, realizamos uma mudanca de variaveis

g Tr T (6.162)
n=x,—T_. (6.16b)

Destacamos que as Eqs. (6.16) definem dois vetores no espaco de fase, explicitamente
n = (np,nq) € X = (P, 7). Dado que o Jacobiano desta transformacéao é igual a 1, temos que

dzx°dn®
Lron(t) = / (2rh)L

Como queremos um aproximacdo semiclassica, buscamos as contribui¢coes dominantes

aq! 3 3

op°.

qu
opS.

det det

G* (@) (g)d(nl) S-S/, (6.17)

desta integral quando 7 tende a zero. Avaliando a variacéo da diferenca de agdes 5% — S*
em termos das variaveis T e 7, encontramos as condi¢ées de fase estacionaria

no =n3 =n,=0. (6.18)

Note também que a funcao ¢ de Dirac na Eq. (6.17) restringe o valor de n}; a zero. Estas
condi¢des estaciondrias sdo trivialmente satisfeitas se as 6rbitas 27, e 27 forem as mes-
mas para qualquer 0 < 7 < ¢. No entanto, se o comportamento classico for caético, mesmo
que essas duas orbitas comecem na mesma condigao inicial, elas vao se separar exponen-
cialmente, pois elas evoluem sob a acdo de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes.
Para contornar com esta dificuldade, o argumento original de Van icek [Van04] usa o
teorema de sombreamento da mecanica classica [Gre90]. Brevemente, o teorema afirma
que, para uma dada trajetoria gerada por um Hamiltoniano cldassico H, existe uma outra
trajetoria gerada pelo Hamiltoniano perturbado, H + §H, que ira acompanhar de perto
(ou fazendo sombra) a érbita ndo perturbada. Além disso, o teorema também garante
que a condigdo inicial para o érbita de sombra é exponencialmente préxima da condicéo
inicial da 6rbita ndo perturbada. Assim, em principio, este teorema garante a existéncia
dos pontos estaciondrias do integrando (6.17), de modo que a diferenca de fase, S — S
ao longo destas 6rbitas é aproximadamente

St — S~ ASH(z°) — p'nl + P, (6.19)

onde .
ASY(z°) = —/ 0H (z",7)dr. (6.20)
0

Aqui AS! é a fase ganha pela perturbacéo § H ao longo da trajetéria néo perturbada a?;
os dois ultimos termos na Eq. (6.19) aparecem devido a pequena diferenca das trajetérias
no tempo t e no tempo 0. Um desenho esquematico desta diferenca de fase é mostrado na
Fig. 6.3. Neste ponto, o produto de Jacobianos é aproximado como

1
1 3

1 1
t |2 t 2 —_nt) |2 ont on},
det 8q; det qu ~ |det (=) det Ta) det 77;1 () (6.21)
op°. o A(=mp) Onp o
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Figura 6.3: Esbog¢o da aproximacéo na fase da DR. A fase de S* — S’ é dada pela drea
sombreada AS' mais as dreas dos dois trapézios de linhas tracejadas. AS! é aproximada
pela perturbacgdo ao longo do caminho ndo perturbado de acordo com a Eq. (6.20).

e depois de fazer a mudanca de variaveis 1y — 77 na Eq. (6.17). Entéo

1 %7 0 (St — St
Luva(t) = gy [ da®dgn " (a2 (a)(ag) S =500

(27h)

1 ~0 7,0 /%[ O 0y (St —St)/n (6.22)
= (@rh)E dz°dng ¢*(q3)¢(g2) "= "7F

nt=0"

onde na tltima linha o integral sobre 7, foi feita. Assim, inserindo a fase (6.19) na Eq.
(6.17) e substituindo ¢% = ¢° + 2, obtém-se

dl’o 0 % —o T]O * -0 770 w°n°/h 7. t 1
ot = [ gy | (043 ) v (7= 5 erse e o

Aqui, o subindice DR indica que estamos usando (6.19) para a aproximar a fase. Aqui re-
conhecemos a funcdo de Wigner no termo dentro dos colchetes na Eq. (6.23). Finalmente,
a DR parao LE é

Log(t) = / d® W (2°) exp <—;1L /O téH(X(T;xo))dT>. (6.24)

Note que aqui trocamos a notacéo das 6rbitas de z! para x(t;2°) para assim explicitar a
condicio inicial z°. Portanto, esta formula avalia o LE como a média da funcdo Wigner
sobre as fases devido a diferencas de acdo. Ressaltamos que esta deducdo néo é for-
mal, especialmente no que diz respeito a aplicabilidade do teorema de sombreamento
da mecanica classica. Da mesma forma, a aproximacao para os Jacobianos, (6.21) néo
é muito rigorosa. No entanto, esta formula inclui os regimes de decaimento de Lya-
punov e da regra de ouro de Fermi [Van04, Gor06]. Ela também funciona para estados
mistos e, em particular, é bastante apropriada para a avaliacdo numérica de fidelidade
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para sistemas com muitos graus de liberdade, proporcionando uma expressio eficiente
em comparacéo com simulagées classicas e quanticas [Li09, Weh11, Mol11]. Ressaltamos
que em sistemas com alta dimensionalidade, os calculos quéntico exatos sdo extrema-
mente dificeis (ou mesmo impossiveis).

6.3 Deducao formal da IVR

Primeiro, observemos que a Eq. (6.5) pode ser escrita como
L(t) = trpI(t) = / dx W ()1 (z,1), (6.25)

onde W(x) é a funcao de Wigner do estado p e I (z,t) é a representacdo de Weyl do

operador eco. Observe que na Eq. (6.5) p = |¢)(¢|. Denotando o simbolo de Weyl de

e—itHe/h por UL (z), o simbolo do eco é dado pela composi¢ao [0z098]:

doeidr_ i
Iz, ) = / % U (z)[UY ()] Fena(moem), (6.26)
onde As(x,+x 2y = —2(xy — ) A (x_x) é a area simplética do tridngulo com pontos de
L)

médios z, x; e z_. A expressdo semiclédssica para o U/ (), conhecida como propagador de
Weyl, é [0z098, Ber89]

Ul (z+)sc = 2l AL exp [;Sﬁc(aci)} , 6.27)

onde S, sdo as a¢des de centro, associadas a evolugdo gerada pelos Hamiltonianos cléssicos
H + ($ ) .

t
Sh(zs) = fpi'dc_& —/ Hy (X4 (T|zy))dr. (6.28)
0

Aqui x4 (7|zy) sdo as trajetorias classicas para os Hamiltonianos H, que estéo, respec-
tivamente, centradas no par de pontos de x+. Em geral, um dado ponto no espago de
fase pode ser o centro de varias trajetoérias; assim a Eq. (6.27) é formalmente uma soma
sobre todas as possiveis trajetérias centradas em x. (7|x), tal como ilustrado na Fig.
6.4. As areas definidas pela primeira integral sdo fechadas pelo par de cordas que se
juntam x4 (0|z4) a x4 (t|x+), como mostrado na Fig. 6.4. As amplitudes em (6.27) séo
[Ber89, 0z098]

1
11 JO?SL |2
= |det [I 2 = — |det [T+ = 6.29
Ax = |det [T+ M| 5z |de [+20$12] (6.29)
onde I é a matriz identidade de dimenséo 2L x2L e M sdo as matrizes para as transformacoes
lineares,
05" 05t
X. (0]zs) = 24 + Jﬁ — Xy (toy) = 2y — ﬁ, (6.30)

de modo que aproximadamente

5xi(t|;vi) = Miéxi(0|xi). (631)
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Figura 6.4: Interpretacao geométrica da fase do propagador de Weyl. Aqui é
mostrado que duas orbitas diferentes pode contribuir para o propagador semicldssico U(x)
porque x é o ponto médio entre os pontos inciais e finais das duas trajetorias.

Esse tipo de matriz é conhecida como matriz de monodromia. Inserindo (6.27) na Eq.
(6.26), obtemos

2L
Ip(z,t)sc = <7T2h> /dw+dx_ A+A_e_%2(”’z*’x), (6.32)
onde ¥ = S% (z4) — S’ (z_) — As(z, x4, z_). Esta formula semicldssica para o LE é dificil
de avaliar, pois é necessario encontrar todas as trajetdorias centradas em cada par de
argumentos 1, mesmo para sistemas simples.

O passo chave na nossa formulagéo consiste em reinterpretar a formula acima para
o LE, tomando uma unica transformacao cléssica, que parte de x_(0) e chega a x,(0) ao
longo da trajetéria x_(7) e que volta por x; (—t), isto é, o caminho vermelho na Fig. 6.5.
Portanto I;, é equivalente a um operador de evolugio associado com esta transformacéo e
o seu simbolo de Weyl deve ter a mesma forma semiclassica da Eq. (6.27), ou seja,

Ir(z,t) = 28 Ap exp (%SL(JJ)) . (6.33)

Aqui Sy (x) é a acdo de centros para a trajetéria vermelha na Fig. 6.5, avaliada de acordo
com (6.28), enquanto que

1
_1 1 2
Ap =|det [T+ Myg]|"2 = oL

(6.34)

J %S,
2 0z?

det [I + =

é a amplitude para a transformacao completa x_(0) — x;(0) a qual é gerada por S;.
Este propagador de Weyl é unico, de forma que a sua aproximacéo semiclassica de-
pende de uma tunica trajetoria classica, se representa um operador unitiario em uma
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x_(0)

Figura 6.5: Interpretacao geométrica do simbolo de eco semiclassico. O caminho
azul (de ida e volta) é o a érbita sem perturbar. O caminho vermelho é a trajetéria pertur-
bada que parte de x_(0) e chega em x_(0), a qual corresponde ao eco cldssico. O triéngulo
preto é As(x,xy,x_).

vizinhanga suficientemente pequena do operador identidade [0z098]. Isso justifica a
forma simples e sem interferéncias de (6.33), ou seja, I1.(z,t) ndo é uma soma de termos.
Em contraste, isto nfdo precisa ser verdade para os propagadores individuais (6.27), que
estritamente sdo uma superposicio de termos oscilatorios [Jal01]. Entédo, a simplificacdo
é que uma unica trajetoria centrada em z_ devera corresponder com uma unica trajetoria
centrada em x,, como é retratado na Fig. 6.5.

Finalmente, podemos considerar a trajetéria vermelha na Fig. 6.5 como a produzida
por um par de perturbacdes de uma trajetoria unica, que é impulsionada pela Hamiltoni-
ano médio

i H_
LS

Isto é, tomar a trajetéria x(7) durante 0 < 7 < ¢ e voltar por ela mesma durante —¢ <

(6.35)

7 < 0. Este caminho é a linha dupla azul na Fig. 6.5 de modo que os ramos da trajetéria
que contribui ao LE é a resultante das perturbacdes +0H /2 sobre o H. Entdo, ja que a
trajetoria ndo perturbada tem acéo nula, Sy (x) = 0, temos que a aproximacéo para S, (z)
a primeira ordem na perturbacéo (ver Apéndice D) para a dita trajetoria é

t
0SL(z) = / 0H (x(1;x))dr. (6.36)
0
Entéo, a formula semiclassica para o simbolo do eco é
1
‘]825‘9[/ 2 —10SL(x)/h
Ip(z,t) = ‘det [I + 55 } e 5L (@)/h, (6.37)
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e, consequentemente, obtemos o LE semiclassico como [Zam11]

1
2

W (z) e 5L @)/h, (6.38)

J 9255
2 Ox2

L(t)sc = /dx det [I+ =

Note que esta integral é realizada ao longo de todas as possiveis condig¢bes iniciais x
para as 6rbitas x(7) do Hamiltoniano médio H, evitando-se assim o problema de root-
search. Assim, obtém-se uma IVR para o LE sem realizar a mudanca de variaveis para
as condigdes iniciais, como é explicado no Apéndice C. Dado que a amplitude A; de-
pende da funcdo escalar 6Sz(z), a qual ndo requer a avaliacdo explicita da matriz de
monodromia, o que é computacionalmente tedioso para sistemas com alta dimensional-
idad [Tao09]. Observamos que, embora a perturbacio seja tomada ao longo da érbita
central para H, §S;(x) gera uma transformacio canénica, que é préxima da identidade.
Para perturbacgdes suficientemente pequenas o determinante na Eq. (6.38) tende a 2-L,
de modo que recuperamos a DR (6.24) para érbitas geradas pelo Hamiltoniano médio.

Para estimar o erro na acdo da DR, dado que ela ndo usa o Hamiltoniano médio, note-
se que a corda, {(z) = x(0) — x_(0) (ver Fig. 6.5), é aproximada por

t
£(z) = JagiL __ / 5% (r: a)dr, (6.39)
0

onde x é a velocidade no espaco de fase para o Hamiltoniano 6 H(x). O erro na agdo a
partir da avaliagao de (6.36) ao longo de x_(7), em vez de x(7), é aproximadamente

t 92 .
51 (x+ €/2) — 65 (x) = —ég [ /O “Hg‘wdf ¢ (6.40)

o que significa um erro até termos de terceira ordem nas componentes de £(z).

6.4 Casos quadraticos

A partir daqui, vamos estudar em detalhe a validade da nossa formula, comparando-a
com o método da fase estacionaria (SP), descrita no capitulo 5, aplicada a Eq. (6.25). Va-
mos nos restringir a Hamiltonianos quadraticos, cuja aproximacdo semiclassica é exata
e gera a versdo quantica das transformacoes canonicas lineares (classicas) [Haa91]. Eles
tém um papel de crucial importéincia para os métodos semiclassicos, de modo que uma
alta precisio de (6.38) permite a aplicacdo de nossa formulacgio para sistemas mais com-
plexos. Lembrando que um Hamiltoniano quadratico genérico é dado por

H(x) = %x%x +aAlz, (2.16)

onde H = 0?H/0xz? é a matriz Hessiana e a é um vetor do espaco de fase. Sua funcéo
geratriz de centros para um tempo fixo ¢ é dada por

St(x) =zB'z +al A x, (2.17)
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onde
JB' = [1— eI+ e/ e o =2JB"(JH) 'a (2.18)

No caso especial quando H = 0, temos que S'(x) = —ta A z. Inserindo os propagadores
quadraticos semiclassicos,

Uy (z) = 28 AL exp <;Si(x)> = 2L AL exp (;[thix +ah A :1:]> , (6.41)

na férmula (6.26), ela permanece exata.
Agora, vamos definir as variaveis Z e 1, de acordo com a Eq. (6.16) de tal maneira que
x4 = T F 1, como mostrado na Fig. 6.6. Também definimos os parAmetros médios B e a e

€I +

Figura 6.6: Avaliacao de LE por SP para o caso quadratico. As flechas vermelhas
correspondem aos mapas ©5. — ', gerados por Si(xy), respectivamente, e a corda azul
corresponde ao mapa médio T = z° — T’ gerado por S(z). Estes mapas tém o mesmo ponto
final ¥’ = 2/ = 2’/_. O ponto médio entre x, e x_ é T e 21 é a corda que os une.

suas perturbacées:
0B=B, —B_ e o= a4 — . (6.42)

Obtém-se entdo as funcées geratrizes como
Si(z) == [B + (523} z+ (a + 62a> AT, (6.43)
e a integral I (z,t) para Hamiltonianos quadraticos toma a forma exata
Ip(z,t) =2F / dzdn Ay A_e™ #®@n) (6.44)

onde
® = 26BZ +ndBn + 4ZBn + da AT +2a An— 4(F — x) A . (6.45)
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O ponto estacionario da integral em relacéo a z, fornece a relacéo:

n:_[JB—I]1< Sa

5 JOBT — 2) ~ O(e), (6.46)
onde ¢ é o tamanho da perturbacdo da e/ou §B. Assim, para um ¢ pequeno podemos
desprezar o termo de terceira ordem n6Bn ~ O(e?) na Eq. (6.44). Esta é a condicdo para
a perturbacio seja suficientemente pequena. Lembramos que esta aproximacédo néo afeta
a condicéo (6.46). A segunda condicdo de fase estacionaria é entéo

~ 7__g o~ R1—1 g
2 [1+JBJz— 5 ouz = [l+JB| (m+ 2). (6.47)

Assim, nesta aproximacio z independe de 1 e pode ser interpretado como o ponto inicial
da transformacio média S(z) = 2BZ+ a /A, como na nossa derivacio de DR generalizada
(ver Fig. 6.6). Combinando as Eqs.(6.47) e (6.46) temos que

4ZBn+2aAn—4(z —x)An=0, (6.48)

portanto, a aproximacio de fase estacionaria para o simbolo do eco, Eq. (6.26), com
Hamiltonianos quadraticos é

I¥(z,t) = 2" Ap exp <—;Sq(:1;, 7])> (6.49)
onde
S9(z,n) = 0BT + da A T, (6.50)

e z(z) é dado por (6.47). No que diz respeito a amplitude na Eq. (6.49), as matrizes de
monodromia séo
My = Mt (6.51)

e estdo relacionadas com as matrizes de B4 por uma parametrizacido de Cayley (ver Eq.
(2.18a)). Entao

Ap = |detl+ M7]|"2  onde M =MiM_. (6.52)

Observemos que no caso quadratico geral a matriz de monodromia M é independente
de z mas M, # 1.

Sem negligenciar o termo néBn na Eq. (6.45), a aproximacdo de fase estacionaria
fornece a Eq. (6.46) e

p__11-1 —1 — R _ 711—1
T = [[JB +1) - JdB[JBl]JaB} <:1: +2- J(SB[JBI]M> (6.53)
4 2 4 2
~ [JB+1 7 (24 5) + 0. (6.54)

Usando a primeira linha da equacédo anterior, podemos mostrar que

4zBn + 2a — 4(x — ) An = —2n5Bn, (6.55)
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e assim, a fase exata (6.45) no ponto estacionario é
®(z,n) = zdBT + da A T — ndBn. (6.56)

Assim, o erro na aproximacao (6.50) é determinado por —nd B e a interpretacio geométrica
de x como o ponto inicial da transformagdo média S é valida até a segunda ordem na in-
tensidade da perturbacéo e.

6.4.1 Perturbacao linear

A aproximacdo para Hamiltonianos quadraticos, Eq. (6.49), tem a mesma forma e am-
plitude que a Eq. (6.38), mas as fases podem ser diferentes. No entanto, podemos
mostrar que eles sdo iguais para o caso simples em que a perturbacdo é uma funcao
linear 6 H = da A .

As trajetorias genéricas de um Hamiltoniano quadratico (2.16) séo

x(7) = /x(0) + [I — /™|[JH]  La, (6.57)
de modo que
6Sp(z) = da A [JH) T (I - e’™)(z — [JH] ' a) — ta) . (6.58)
Por outro lado,
= X(t);X(O) = [+ JB] Y= + JB[JH] 'a) (6.59)
e, portanto,
Si(x) = da A [JH] (I - e’™)(z — [JH] 'a) + 2JB[JH] 'a). (6.60)

Para tempos pequenos B — —tH /2 + O(t3), e assim recuperamos (6.58) . Além disso, o
caso simples com um Hamiltoniano nao perturbado é linear, entdo H = 0, (6.58) é sempre
exato. Explicitamente,

dSL(x) = —tda A <a: — t;) = S(x), (6.61)
porque
_ _ ta
a = —ta, da = —tda e T =x— 5 (6.62)

Finalmente, observamos que 0S5 (xz) é uma funcdo linear, portanto ndo ha nenhuma
correcdo para a amplitude da versao original da DR. Observe também que no caso an-
terior, nd Bn = 0, de modo que a simplificacdo de (6.44) é exata.

6.4.2 ‘Comprimindo’ dois osciladores harmonicos

Outro exemplo simples é o oscilador harmonico simétrico,

H = 25" + ), (6.63)
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para o qual a matriz Hessiana é de H = wl. Note que estamos tomando as mesmas
unidades para a posicdo e o momento. Perturbaremos o sistema por meio de duas com-
pressodes: Uma contracdo na posicdo e uma expansdo no momento e vice-versa, obtendo-
se as duas matrizes Hessianas

1
"Hi:wI:I:ew<0 0)5?-[:l:6;[. (6.64)
Assim, a fase em (6.38) é dada por
0Sp(x) = %(q2 — p?) sin(2wt) + 2epgsin®(wt). (6.65)

O par de matrizes simétricas correspondentes a estes Hamiltonianos H., sdo

wBy = —tan(%t)Hi. (6.66)

B = —tan (Wt) 1 e 6B = —tan <wt> <1 0 ) ) (6.67)
2 2 0 —1

A fase obtida pela aproximacio de fase estacionaria é

Assim

SU(x) = ([T+JB] ") 6B[1+ JB] 'a, (6.68)

que é igual a (6.65).

Note-se que, neste caso, o Hamiltoniano médio tem um espectro discreto, de modo que
a analise semiclassica dos diferentes regimes de decaimento do LE [Gor06, Cer03, Wis10]
também pode ser realizada. No entanto, o intervalo para esta andlise deve ser muito
menor do que o periodo, 7' = 27 /w.

O ultimo exemplo que consideramos é o oscilador harménico invertido, que é in-
tegravel (nfo cadtico), mas tem uma dindmica hiperbélica. A matriz Hessiana é

sz(l 0), (6.69)
0 —1

e a perturbagéo dH = 2ewl. Assim, estamos lidando com duas matrizes Hessianas:
Hi =H Eewl,
de maneira que obtemos
0Sp(x) = —S(q2 + p?) sinh(2wt) — 2epq sinh?(wt). (6.70)

Por outro lado,

t
wB. = —tanh <°‘;> He, 6.71)
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entao
wt

0B = —2etanh (O;t) I e wB=—tanh (2) H. (6.72)

Si(z) é, portanto, igual a (6.70). Assim, a dindmica quadratica gerada pelo oscilador
harmoénico e oscilador invertido, confirma a validade de nossa IVR.

O determinante associado a forma quadratica (6.70) fornece uma estimativa para a
contribuicdo dominante para o LE, quando o estado inicial é um estado coerente. Es-
crevemos a forma quadratica (6.70) em notacdo matricial como

(6.73)

<3 - 2
5S1(z) = _ngG% onde & (blnh(th) 2 sinh (m) |

2sinh?(wt)  sinh(2wt)

Observamos que a funcdo de Wigner de um estado coerente é uma funcdo Gaussiana,
Eq. (2.59). Em seguida, efetuando a integral (6.38) obtemos uma amplitude do LE que é
proporcional a

|det &|72 = | sinh?(2wt) — 4sinh*(wt)| 2. (6.74)

Isto que dizer que independente da perturbacéio, o LE decai como ~ e “!. Este “regime
de Lyapunov” é diferente do encontrado na Ref. [Jal01], onde o mesmo fator regula a
intensidade e ndo a amplitude em (6.25). Devemos ter em conta que o resultado contido
em [Jal01] é obtido realizando uma média sobre um conjunto incoerente de pacotes Gaus-
sianos, além de ser valido para dindmicas caéticas, e ndo regulares, como no caso do nosso
exemplo.

6.5 Discussao

Resumindo, obtivemos uma derivacdo de uma IVR para o LE, que introduz na fase e na
amplitude refinamentos no DR original. Em particular, espera-se que a férmula (6.38)
tenha as mesmas vantagens da Eq. (6.24): A sua versatilidade computacional e que
inclua os regimes de decaimento do LE.

Foi essencial ter a evolucéo para o Hamiltoniano médio [, a fim de obter a fase cor-
reta nos exemplos acima enunciados. Além disso, nestes casos em que a perturbacéo
afeta uma matriz Hessiana constante, a amplitude tem uma correcéo de segunda ordem
da perturbacdo que é constante. Destacamos que nossa teoria é baseada no kernel de
propagacao para o LE, de modo a que as médias de estados iniciais devem ser necessarias
para reconsiderar os varios cenarios do decaimento da fidelidade [Gor06, Cer03, Wis10].

Sem tais médias, a intensidade do eco ndo necessariamente diminui monotonicamente
[Goull]. Na verdade, um segundo parametro na perturbacdo permite a existéncia de
zeros isolados de sobreposicdo, tal como no caso simples de translacoes pequenas no
espaco de fase, pois eles podem ser facilmente calculados dentro da teoria semiclassica
dos Capitulos 4 e 5. Além disso, os exemplos dados acima mostram que a precisdo da
aproximacgdo semiclassica para o LE nao requer que o movimento seja caético, enquanto
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10 Bn for pequeno. Este termo desprezado pode ser avaliado dentro de nossa aproximacéo
para fornecer uma estimativa do erro no L(t)gsc.



Capitulo

Consideracoes Finais

“Y si sofiamos, fue con realidades”

Juan Cunha

O objetivo principal desta tese foi estudar a funcéo de correlacdo de estados quanticos
no espaco de fase, mesmo para sistemas abertos. Para isto o formalismo no espaco de
fase da mecanica quantica foi usado com sucesso. Focou-se em trés assuntos: os zeros de
correlacdo no espaco de fase, a forma semiclassica da correlacdo e a fidelidade quantica.
Os resultados obtidos ao longo desta tese mostram como as caracteristicas dos estados
quanticos se manifestam no espaco de fase, além da sua relacdo com as estruturas sub-
Planckianas, que naturalmente surgem a partir das translacées no espaco de fase.

Caracterizamos pontos cegos para estados puros em termos das linhas nodais das
partes real e imaginaria da funcdo de cordas e mostramos a sua extrema sensibilidade
a descoeréncia no limite Markoviano. As linhas nodais da correlacdo no espaco de fase
sdo propriedade de estados simétricos. Um conjunto de zeros isolados é obtido quando
esta simetria é quebrada. Os pontos cegos para uma superposicéo de estados coerentes
sao robustos a mudancas nas caracteristicas estruturais — amplitudes, fases relativas
e compressdes. Demos especial énfase aos tripletos de estados coerentes, o que revelou
as interessantes propriedades geométricas der seus pontos cegos: Eles encontram-se em
uma rede hexagonal formada por duas sub-redes mutuamente ortogonais.

Desenvolvemos uma teoria para o primeiro ponto cego perto da origem e demonstrou-
se que os pontos cegos aparecem nas escalas sub-Planckianas. Na verdade, essa apro-
ximacdo, Eq. (4.15), corresponde a uma reinterpretacio da relacdo de Zurek, que rela-
ciona as estruturas grandes e pequenas no espaco de fase, Eq. (3.11). Os pontos cegos
aparecem para deslocamentos menores se os numeros quénticos se tornarem maiores.
Enfatizamos que os pontos cegos sdo um fendémeno nio-classico, pois a distinguibilidade
completa entre um par de distribuicGes classicas s6 é possivel para separacgdes que sdo
grandes em comparacio com as suas larguras. Abordamos o problema de encontrar or-
togonalidade completa entre dois estados, em contraste com trabalhos anteriores que es-

90
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tavam preocupados apenas com correlacées relativamente pequenas. Os nossos resulta-
dos séo validos mesmo para um numero arbitrario de graus de liberdade. Note que para
estados mistos a funcdo de cordas pode ter zeros, mas eles ndo sdo zeros de correlacio
espacgo de fase porque o ultimo ndo é mais identificado com a intensidade da fungao da
corda.

Ao nivel semiclassico as correlagées no espaco de fase foram abordadas em termos da
funcao de cordas para funcées de onda tipo WKB. A fim de proporcionar uma representacéo
completa, foram analisadas e resolvidas as causticas da funcéo de cordas semiclassica. O
comportamento da correlacdo no espaco de fase, para estados puros, pode ser resumido
como um maximo inicial na origem seguido por um regime oscilatério; aumentando o
tamanho do deslocamento um maximo na correlacdo é alcancado na caustica de cordas
longas seguido por uma regido de decaimento evanescente. Para estados sem simetria,
pontos cegos aparecem no cruzamento entre o maximo na origem e na regifo oscilatoéria.
Complementarmente, as causticas da funcdo de Wigner foram estudadas e resolvidas;
além disso uma aproximacdo semiclassica para os momentos estatisticos da distribuicédo
de Wigner foi obtida.

Com respeito as causticas da funcdo de cordas, os nossos resultados foram obtidos
assumindo a convexidade da variedade quantizada que suporta o estado WKB. Neste
caso, todas as cordas geométricas ficam no interior da variedade. Esta propriedade global
se perde sob perturbacdes que produzam concavidades na curva classica. E importante
observar que a teoria das catastrofes, apesar de ser muito abrangente, s6 se refere aos
aspectos locais e 0 mesmo vale para seu correspondente quéntico, que lida com catastrofes
de difracdo. Assim, nossos resultados néo séo afetados de forma alguma se a corda ficar
no interior ou no exterior da curva quantizada. Por exemplo, o caso de um toro com forma
de feijdo foi estudada em detalhe na referéncia [ZamO08].

Um dos principais resultados desta tese foi obter uma representacéo a valores iniciais
para a fidelidade. Em trabalhos anteriores [Van04, Van06], foi proposta uma férmula
a valores iniciais, a DR, a qual ndo possui uma deducdo (semiclassica) formal. Pelo
contrario nossa formula foi deduzida formalmente. Ela também contém a DR como um
caso limite, por isso possui as mesmas vantagens: ela deve incluir os regimes de decai-
mento da fidelidade e deve ter uma eficiéncia semelhante para cdlculos numéricos. Além
disso, mostramos que a nossa formula é valida mesmo para sistemas com dindmica reg-
ulares, para os quais espera-se que a DR original nédo seja valida. Estudos numéricos de
nossa IVR ficam para um projeto posterior.

Pode-se estabelecer uma relacéo direta entre a nossa IVR para a fidelidade e a correla-
cdo semiclassica no espaco de fase, reinterpretando a aproximacéo de cordas curtas (5.12).
Uma translacdo no espaco de fase pode ser vista como uma evolucgédo linear gerada pelo
Hamiltoniano H, = a A z, isto é, a corda é de { = —t a. Assim, a funcao de cordas na Eq.
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(5.12) torna-se uma func¢éo dependente do tempo:

Xs(t; o) = /27T d6 e Ha(0.Dt/h, (5.12)
o 2

Esta integral é realizada ao longo do toro classico, parametrizado pelas variaveis de
angulo-acéo (0, I). Assim a férmula acima corresponde a DR no caso de uma perturbacéo
linear H, e para uma funcdo de Wigner inicial aproximada por uma funcgéo ¢ de Dirac so-
bre toro. Fica como um trabalho posterior estudar a presenga de pontos cegos generaliza-
dos, ou seja, os zeros para a correlagao (6.1) e suas implicacdes no regimes de decaimento
previamente estabelecidos na Refs. [Hel91, Van03a]. Isto forneceria uma explicagdo mais
detalhada sobre o decaimento ndo-monotonico do eco de Loschmidt, atualmente estabele-
cido somente para sistemas unidimensionais [Goull, Van03al.

Na verdade, o decaimento da sobreposicdo para uma translacido é a mais simples
instancia da perda geral de fidelidade por um par de estados quanticos, |V (¢)) e |V'(¢)),
quando evoluidos sob a acdo de Hamiltonianos ligeiramente diferentes. A maioria dos
tratamentos anteriores tem sido baseados na evolugéo unitaria de simples estados coer-
entes iniciais [Jal01, Gor06]. Os pontos cegos sdo um exemplo, onde adicionar estrutura
no estado inicial modula o decaimento da sobreposicdo média de uma maneira inesper-
ada. Por exemplo, podemos aproximar a evolugdo geral —para tempos curtos— de um
multipleto de estados coerentes através de uma teoria semiclassica localmente quadratica
[Hel91], de maneira que o estado continue sendo uma superposicdo de estados coerentes
generalizados. Geralmente, a sobreposicao (¢/(¢)|¢’(t)) é uma fun¢do complexa para qual-
quer tempo, portanto, espera-se que esses zeros (para uma evolucdo dependente de dois
parametros) acontecam em pontos isolados. Alguma descoeréncia é necessaria para que
a fidelidade dos estados estruturados decaia suavemente. A indicacdo desta afirmacéo,
que provem da nossa andalise para Hamiltonianos quadraticos no regime Markoviano,
pode ser de certa maneira generalizada usando uma aproximacéo tipo WKB, que ainda
produz evolucgédo das correlagées com a forma de uma convolugdo, embora a janela do

coarsegraining nao seja Gaussiana [Ozo09b].



Apéndice

Fase para cordas cruzadas

“Todas as generalizacdes sdo falsas,
incluindo esta”
Mark Twain

A fase no integrando para a funcdo de Wingner em (5.19), sendo S; = Sy e S; = S_,
avaliada no ponto x = (p,q) é

hF(Q;x) = S+(¢+Q/2,1)—S_(¢g—Q/2) —pQ. (A1)

Sejam ¢y e ¢; os pontos de retorno sobre a curva fechada, ¢y < ¢1. Escolhendo o
eixo g de maneira que ¢y esteja sobre ele, de acordo com a Fig. A.1, entdo nos pontos
estacionarios () = +¢, temos que

Q+§q/2
Si(q+&/2) = / P4+ (Q)dQ = ax, (A.2)

q0

q q—Eq/2
S (g—¢&/2) = / P+ (Q)dQ + / p—(Q)dQ = a1 + az + az + [—a3 + a4]. (A.3)

q0 q1

Assumimos que a corda estacionaria £ é cruzada, i.e. os extremos dela pertencem a
diferentes ramos da acdo. Entao, a fase fica

hE (&q;x) = a1 — [a1 + ag + a4] — p&g = —[ag + as) — p&g = a — j{pdq. (A.4)

Definindo A(z) como a area entre a corda estacionaria e a curva fechada, temos que

hF(&g; 1) = A(z) — 75 pdq = Alz) — 21 <n + ;) . (A.5)

A fase no integrando em (5.38), que define a fungéo de cordas para a mesma geometria

hE(Q,€) = 51(Q +£4/2) = 5-(Q = §/2) — Q. (A.6)
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Figura A.1: Diferenca de fase entre os pontos estacionarios para a funcdo de Wigner,
avaliada no ponto z = (p, q), tal que os extremos da sua corda, £ = (§,,&,), ligam os dois
ramos da funcdo WKB. A area sombreada é a = S (q+&,/2) — S_(q¢ — &;/2) — &,

Os pontos estacionarios sdo coordenadas de posi¢édo ¢, mas sua interpretacdo geométrica
fornece uma coordenada de momento p. Novamente, denotamos por z = (p,q), assim a
fase estaciondria F, depende de x em vez de ¢q. Escolhendo o eixo ¢ da mesma forma que
para a fase de Wigner, obtemos

hE(z,8) = Si(q+&g/2) — S—(q—&;/2) — P&q + PEq — &p4, (A.7)
=S51(q+&/2) —S_(q—&/2) —p&g+x NE (A.8)

Definindo .4, (£) como a area simplética entre a curva e a realizacdo de ¢, centrada em z,
como na Figura A.1, temos que

BE(,€) = Ap(€) + 2 A € — 2 <n + ;) . (A.9)

Para implementar as aproximacéos assintéticas, podemos ignorar o termo adicional § pdg,
pois ele é cortado naturalmente. Devemos reiterar que a condi¢do de quantizacdo do toro
implica que as dreas, A(x) e A;(£) e suas respeitivas areas complementares, A'(z) e A, (&),
satisfazem

Az) + Al(x) = AL (&) + AL(¢) = fpdq = 2mh (n + ;) , n € Z. (A.10)
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Regime Transicional

“La vida no deberia despojar a uno
de la nifiez sin antes darle un buen
puesto en la juventud”

Joaquin Salvador Lavado

A aproximacéo uniforme (5.43) pode ser simplificada em regides préximas da caustica,
mesmo sobre a caustica, onde A2 — 0. A curva classica pode ser aproximada localmente
por parabolas nas vizinhancas dos extremos das realizac¢oes da corda &p. Isso equivale a
dizer que as amplitudes podem ser aproximadas por ©1'2 = 2{I*, I~} e AI'2 — 0. Assim,
o termo da derivada da funcdo Airy na Eq. (5.43) cancela-se perto da caustica.

Para obter uma expressdo explicita da funcdo de cordas neste regime transicional,
comecamos por lembrar que a variavel de acdo I(x) pode ser interpretada como um
Hamiltoniano, de tal forma que a curva classica é uma trajectéria ou a curva de nivel
I(x) =Z. Considerando = como o centro de uma corda 7 que conecta dois pontos da curva,
z, € Tp, obtemos como uma primeira aproximacio que

Tp = Ty + Ty (B.1)

quando z é muito préximo a curva. Entdo, a acdo pode ser expandida como (veja o
Apéndice B da Ref. [0z098])
1

T—1(z)~ §72 &0, &, (B.2)
onde J, é a matriz Hessiana de I no ponto x. Este Hamiltoniano quadratico gera um
movimento linear. Por outro lado, a area entre 5 e a curva (veja Fig. B.1) é dada por
[0z098]. .

Sz(z) ~ 573 T, . (B.3)

Assim, observando que os centros das realizacdes de 7 sdo X+ = 4£/2, a drea simplética
A12 na fig. 5.7 pode ser obtida como

Ai1a(§) = 52(§/2) + Sz(=¢/2) = % (ﬁX*jg)ﬁ +7m3X77 X*) (B.4)

-£
2
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Figura B.1: Estrutura geométrica da funcao de cordas transicional. S7 é a drea
para um ponto muito proximo a curva de nivel I(x) = Z. As pontas da corda 7 evoluem
sob ag¢do do fluxo do Hamiltoniano I(z). Como uma primeira aproximacdo, esta evolu¢do
é linear.

onde 7+ é o ‘tempo de vO0’ entre os extremos de cada realizacio de n, sob a evolucéo gerada
por I(x).

Lembrando que z1 e z2 sdo os pontos centrais das realizac¢oes de &, os colchetes de Pois-
son da acdo nas amplitudes em (5.43) serdo dados pelos seguintes produtos simpléticos

i Angy = {0y~ {5 I} =35 NS (B.5)

Assim, apés definir as aceleragoes de ‘% e Zo’, como [0z098, Ber89] temos que

0
i = <5cj - a) &= 3., (B.6)
X
tal que iy ~ i +743] e i) ~ i, +7_#,. Entéo
1 ) ) ) )
{0} =5 [T+X*J§X+ n T_X+3_§X*.] (B.7)
2 2

Os tempos 7, e 7_ podem ser avaliados usando (B.2), de maneira que (B.4) fica

Z-165): | Z-1C5)
(X+I XA (X0 X

(B.8)

%412(5) =2

N

2

Temos agora todos os ingredientes necessarios para obter a forma transicional da funcéo
de cordas:

G
]

3
o [t g
(XTI XF]2 [XT.cX7]2
2 2

IS A/2h—im /2 (M3 XH3XT + 3 X7,
2

N

X_
x(§) = 2 .

N|=

A T [T X =T X+ 4+ 7 X+7_
2

[S178

(B.9)

Se a curva tem uma simetria local de reflexdo com relacdo a origem, as matrizes
Hessianas serdo iguais, ou seja, J: = J_c e os vetores velocidade X+ = — X . Neste caso,
2 2
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temos de recordar que a origem depende da corda &, pois a origem foi escolhida como o
ponto médio entre os centros das realizaces de £. Assim, a funcédo de cordas transicional

se reduz a
GISA/2htiT _ I(

X(E)ZZW[X_‘_TJgX—"_]_éAi 2 (B.10)
m) 3 3 2

%
[X+3§X+]%
Para um diametro {p, o argumento da funcdo de Airy se cancela, pois I(+£p/2) = Z, e
Y.A/2 é a area semiclassica associada a {p. Assim, a aproximacao transicional permanece
finita, mesmo na cdustica, onde se tem um maximo local na amplitude da ordem de ~ hs.

Podemos seguir um procedimento semelhante para a funcdo de Wigner. Definindo &,
como a média entre as cordas estacionarias &; e & e definindo também o par de pontos no
espaco de fase, y* = x 4+ £/2, obtemos

W) - 4 sin [gjg‘] (P30t — 397 3,-97]
3

1
w3h

N[=| o=

[T*g./Jrjy— yi - T+yijy+y+]
2

WY N 1 (00 LI (0 B NP

e~ . 1 .~ L4
[ 3,492 [97T3,-97]2

Observemos que esta forma transicional escala como h~3. Ao contrario da funcéo de
cordas, no caso particular de que o estado é simétrico com respeito a reflexdo, a forma
transicional (B.11) é singular na caustica, pois a caustica de diAmetros neste caso colapsa
para um ponto, onde a funcio de Wigner tem uma catastrofe de ordem superior.
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Representacao a valores iniciais

“Science may set limits to knowledge,
but should not set limits to
imagination”

Bertrand Russell

Para explicar a idéia basica de uma representacéo a valores iniciais (IVR) [Mil01],
vamos considerar o elemento matricial do operador de evolugédo temporal

Kpm(t) = (ne™ /M) = / dgadas 7 () Y (g) (@o]e ™" qa) (C.1)

que é a amplitude de probabilidade de transi¢do do estado | N) para o estado |m) durante
um tempo ¢. A aproximacdo semiclassica imediata consiste em substituir o propagador
quantico

K (g, av;t) = (asle™"""qa) (C.2)

pela sua forma semiclassica: o propagador de van Vieck [V1e28, Haa91, Gut90]. Esta
substitucéo fornece o propagador em termos da acdo S(q, q,;t) de cada caminho classico
que parte de ¢, e que chegam a ¢q. Explicitamente

=

1
(2mah)L/2

928,

155 (qa,qus5t) /Fi—B;m/2
e inre, (C.3)
aQaa(Ib

(gole™ "M ga)sc =

J
qa~qp

A soma na expressdo acima é realizada sobre todas as possiveis érbitas classicas geradas
pelo fluxo do Hamiltoniano classico H que comecam em (p,, q,) € chegam a (py, ;) depois
de um tempo ¢. Note que o valor dos momentos inicial p, e final p;, ndo estio restringidos,
como mostrado na Fig. C.1. O indice de Maslov ; aparece para corrigir as possiveis
mudancas de ramos da func¢éo S ao longo de cada érbita. Como o movimento classico é
deterministico, procurar essas orbitas é equivalente a encontrar o momento inicial p, de
modo que as condi¢oes de contorno sejam satisfeitas. Inserindo a Eq. (C.3) no elemento
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qu qh EI

Figura C.1: Problema de procura de raizes para o propagador de van Vleck. Con-
tribuem ao propagador semicldssico unicamente as orbitas que partem de g, e chegam a
q¢, sem importar o valor dos momentos iniciais e finais. Nesta figura mostramos duas
orbitas. A agdo é a drea sombreada.

matricial (C.1) temos que

NI

028,

25 (qa,qv;t) /h—Bjm/2
e inrs. (C.4)
8qa8qb

Kn,m (t)SC =

(Wli)/ / dgaday > V(@) tm (40)

roots

Aqui a soma é indicada para ser feita sobre as “raizes”, deste modo se enfatiza que deve-
mos buscar daquelas érbitas.
O truque de uma IVR esta em mudar a integral sobre ¢ por uma integral sobre mo-

fons = o

roots

mento inicial de p,, isto é

OQb paa qa) (C5)

onde o Jacobiano aparece devido 4 mudanca de variaveis na integracdo. Note que esta
aproximacao faz sentido porque uma integral sobre p, é equivalente a uma integracao
em ¢, mais uma soma sobre todas as possives raizes (ou érbitas). Entéo, a IVR para o
propagador 1é-se como

(xa,t)‘ V(e (Tas 1)) o (ga )€ (@ (@) aait) /1. (C.6)

[

Oqy
dp

dx,

Koy m(t)vr :/W

Note que substituimos ¢, por ¢; enfatizar que ¢; é a coordenada de posi¢cdo para uma

trajetoria com condigdo inicial x, = (p4, q,) gerada pelo fluxo classico de H no tempo ¢.
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S(qi(xq,t),qa,t) é a fase ganha ao longo desta trajetéria. Assim, a integral na Eq. (C.6) é
feita sobre todas as condi¢6es iniciais no espaco de fase, trocando o problema de condig¢ées
iniciais. Estas aproximacoes séo apropriadas para sistemas de varios graus de liberdade,
pois uma IVR permite a utilizacdo de métodos de Monte Carlo de integracao.

Particularmente, se os estados |n) e |m) sdo autoestados do operador de posicdo, a
formula (C.6) torna-se uma IVR para o propagador de van Vleck, ou seja,

dz°
(2mah)L/2

qt

1
O (yoy|” st (@)/n c7
o e . (C.7)

K(Q7 qu t)IVR = <qt‘ eiZHt/h ‘qO>IVR = /

()
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Aproximacao a primeira ordem para a
acao

“No cometas el crimen, varén
si no vas a cumplir la condena”.
Andrés Calamaro

A seguinte derivacéo baseia-se na Ref. [Boh95]. Consideremos uma 6rbita v gerada
pelo Hamiltoniano

H=H,+eH (D.1)

onde H; é uma perturbacédo arbitraria e ¢ a sua magnitude. Queremos expressar a acio
S = /(p dqg — Hdt) (D.2)

como uma perturbacéo da agdo S, associada a érbita -, de H, Note-se que a agéo (D.2) é
estacionaria ao longo de v, onde assume o valor,

/

/ (pdg— Hdt) = S, — ET, (D.3)

E sendo a energia e T o tempo necessario para percorrer v entre dois pontos z, 2’ € ~.
Vamos, comparar a ac¢éo (D.3) com a ag¢do do circuito proximo I" ilustrado na Fig. D.1.
Uma viagem ao longo de I'" corresponde a comecar em = € ~ e instantaneamente pular
para um ponto vizinho x, € ,, depois continua-se ao longo de 7, até chegar a um ponto
x! € v, muito perto do ponto final 2’ € v gastando um tempo 7,. Finalmente retorna-se
de volta para 2’ no tempo (7 — 7,). Esse percurso ao longo do circuito I' demora um tempo
7. O principio variacional no espaco de fase implica que, até €, as acdes que se ganham
ao longo de 7 e ao longo I" sdo iguais. Podemos escolher z, tal que H(z,) = H(z) = E,
dado que as orbitas em um sistema Hamiltoniano geralmente aparecem agrupadas em
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Figura D.1: Teoria de perturbacao para a agao. Os caminhos 7, e v sdo gerados pelos
Hamiltonianos H, e H = H, + e¢H1, respectivamente. T" é construido como um pulo inicial
e instantdneo desde x até x,. Depois se segue a evolucdo de H, pela orbita -, até chegar a
x! préximo a ', onde se pula de volta para ~. Este tlltimo pulo demora T — 7,. As acdes de
T" e v sao iguais até segunda ordem em e.

familias de um parametro onde, e dito parametro pode ser a energia [0zo88]. Entéo
S_Br—s,— / " H(xo(t))dt — E(r — 1) + O() (D.4)
0

onde H(z0,t) é o Hamiltoniano total avaliado ao longo da érbita ndo perturbada ~. Final-
mente, temos que

s-s,= | "B~ Hxo(1)] + O()
° (D.5)
:e/ Hi(%,(1)) + O(2).
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