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Resumo

“Na minha opinião, se algo é tão
complicado que não pode ser
explicado em 10 segundos, então
provavelmente não vale mesmo a
pena saber”

Bill Watterson,
The Indispensable Calvin & Hobbes

Usamos o formalismo de Wigner-Weyl da mecânica quântica para estudar as correla-
ções no espaço de fase. Nosso estudo centra-se nas correlações entre um estado e todas as
suas possı́veis translações no espaço de fase, que são tratadas tanto no regime quântico
quanto no regime semiclássico. Definimos o conceito de ponto cego como os pontos no
espaço de fase onde a correlação é zero. Mostramos que, independente da dimensão, os
pontos cegos são uma propriedade dos estados sem uma simetria de reflexão pontual.
Dedicamos especial atenção às superposições de estados coerentes. Neste tipo de estado
os pontos cegos aparecem nas regiões clássicas e são produzidos pela interferência des-
trutiva de ondas planas. Particularmente, para tripletos de estados coerentes os pontos
cegos estão sobre uma rede hexagonal. Esta rede, à sua vez, é formada por duas sub-
redes oblı́quas mutuamente ortogonais. Mostramos que, no limite Markoviano, os pontos
cegos são hipersensı́veis à descoerência induzida pelo contato com um ambiente externo.
Além disso, avaliamos as distribuições semiclássicas tı́picas no espaço de fase (i.e. a
função de Wigner e sua transformada de Fourier) para estados de energia quantizados
tipo Bohr-Sommerfeld. Também resolvemos as cáusticas dessas distribuições para estu-
dar a correlação e os pontos cegos ao nı́vel semiclássico. As cáusticas destas distribuições
são devidas à aproximação de fase estacionária. Obtemos também uma aproximação
semiclássica em termos das médias clássicas para os momentos estatı́sticos daquelas
distribuições. Nossos resultados são ilustrados numericamente para estados de Fock. Fi-
nalmente, na procura por pontos cegos para evoluções além das translações, estudamos
semiclassicamente a fidelidade quântica. Deduzimos uma representação a valor inicial
(IVR) para a fidelidade, que formaliza e generaliza a representação de defase (em inglês:
Dephasing Representation) (ver Ref. [Van04]). Nossa IVR é válida inclusive para sistemas
com dinâmica regular, para os quais os anteriores tratamentos não eram apropriados.
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Abstract

“As far as I’m concerned, if
something is so complicated that you
can’t explain it in 10 seconds, then
it’s probably not worth knowing
anyway”

Bill Watterson,
The Indispensable Calvin & Hobbes

We use the Wigner-Weyl formalism of quantum mechanics to study quantum corre-
lations in phase space. We focus on the correlations between a state and all its possible
translations in phase space. This treatment is done in both the quantum and the semi-
classical regimes. It leads us to define the concept of blind spot: The points where the
correlation is zero. We show that, for any dimension, those points are a characteristic of
states without a definite point-reflection symmetry (also known as inversion symmetry).
Superpositions of coherent states are specially analyzed; blind spots appear in the cla-
ssical regions as the points of complete destructive interference pattern of plane waves.
In fact, for triplets of coherent states they are arranged on an hexagonal lattice, which
consists of two mutually orthogonal sub-lattices. In the Markovian limit, we show their
extreme sensitivity to decoherence induced by an environment. Moreover, we evaluate
the typical semiclassical distributions in phase space (i.e. the Wigner function and its
Fourier transform) for Bohr-quantized energy states and we resolve their corresponding
caustics (arisen by the short-wave approximation), in order to realize the presence of
blind spots at semiclassical level. We also obtain a semiclassical approximation for the
distribution moments in terms of the classical averages. These results are illustrated in a
numerical study of Fock states. Finally, seeking for the blind spots in the case of general
evolution, beyond translations, we study the quantum fidelity or Loschmidt echo semi-
classically. We obtain an Initial-Value Representation for the fidelity, which generalizes
and formalizes the Dephasing Representation (see Ref. [Van04]). Our results hold even
for regular dynamics, for which the previous treatments are not suitable.
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4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Capı́tulo 1
Introdução

“Before I speak, I have something
important to say”

Julius H. Marx

Hoje em dia, com o desenvolvimento de novas tecnologias a promessa de manipular de
mecânica quântica está realizando-se ao poucos: Estamos testemunhando o surgimento
da era quântica na nossa experiência cotidiana. Por exemplo, experimentos com ótica
quântica [Leo97, Sch01, Alm07], armadilhas de átomos [Mir90, Tar93, Gio04], cavidades
de microondas [Bru92, Har06, Köb11] e junções Josephson [Tes86, Hof09, Joh10] con-
seguem lidar com a interferência entre as funções de onda dos átomos individuais ou
entre modos de uma cavidade ótica. Esta interferência pode ser medida e manipulada de
uma maneira controlada. Até agora, estes experimentos têm sido realizados principal-
mente por estados muito simples, mas a teoria pode antecipar um futuro onde os estados
mais delicados, como a superposição∗ de vários estados coerentes ou os estados excitados
de oscilador anarmônico, podem interferir.

Por outro lado, sabe-se que a maior precisão permitida nas estimativas experimen-
tais de parâmetros fı́sicos é limitada pelos recursos energéticos utilizados no processo
de medição [Cra46, Rao45, Gio04, Esc11]. Além disso, a extração de informação de um
sistema quântico pode produzir um efeito de retroalimentação [Brag80, Gio04]: O es-
tado depois da medição do sistema depende do resultado da medição (por exemplo, o
colapso da função de onda [Mes72, Per93] corresponde à destruição completa do estado
inicial). Estes efeitos de retroalimentação são superados (e em alguns casos evitados)
pelas medições quânticas não-demolidoras† [Brag80], embora sua implementação consti-
tua um verdadeiro desafio técnico (por exemplo ver Refs. [Lup07, Joh10] e Refs. conti-
das nelas.). Situações comuns que requerem a estimação de parâmetros muito pequenos
são as medições de fase de alta precisão [Hue97] e a detecção de forças muito fracas
∗Nesta tese o termo ‘superposição’ referi-á-se a superposition em inglês.
†Tradução do termo non-demolition quantum measurements

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

[Brag80, Cav80] (por exemplo, um detector de ondas gravitacionais). Em particular, o
segundo corresponde ao monitoramento de um estado quântico ligeiramente deslocado
em uma determinada direção devido à ação da dita força fraca.

Isso nos leva às perguntas: Como se pode distinguir entre dois estados quânticos
diferentes? Qual é o limite experimental para discernir se dois estados são diferentes? Na
prática, dois estados podem ser distinguidos pela sobreposição‡ entre eles, como proposto
nas Refs. [Bra94, Mar98, Nie00]. Assim que restringiremos nosso estudo ao problema
da distinguibilidade usando a correlação entre dois estados de um sistema quântico§. Se
cada um dos estados é representado pelos operadores de densidade ρ̂A e ρ̂B, a correlação
é definida como [Nie00, Ozo04]:

CAB ≡
tr ρ̂Aρ̂B√
tr ρ̂2

Â tr ρ2
B

, (1.1)

onde tr denota o traço. Pela desigualdade de Schwartz, esta quantidade é sempre menor
do que um e para estados puros essa correlação define uma distância no espaço de Hilbert¶

e se reduz a
CAB = |〈ΨA|ΨB〉|2. (1.2)

Esta abordagem pode ser simplificada se o par de estados é obtido a partir da evolução
unitária de um estado inicial sob a ação de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes.
Particularmente, o comportamento de CAB como uma função do tempo pode refletir a
natureza regular ou caótica do correspondente movimento clássico [Per84, Jal01, Eme02,
Gor06].

Por exemplo, em um experimento de interferência tı́pico de ótica quântica [Leo97,
Alm07] é facil obter uma transformação unitária que corresponde a uma translação (ou
deslocamento) uniforme das variáveis do espaço de fase x = (p, q) pelo vetor ξ = (ξp, ξq).
Este estado transladado pode então interferir com o original. Assim, dada uma superposi-
ção arbitrária (e normalizada) de um estado e sua translação, a|ψ〉+b|ψξ〉, a probabilidade
de obter o estado não transladado após uma medição no sistema é de |a+ b〈ψ|ψξ〉|2.

Medidas de tais probabilidades sobre um conjunto de cópias do mesmo sistema forne-
cem informação quântica detalhada. Assim a Eq. (1.2) para |ΨA〉 = |Ψ〉 e |ΨB〉 = |Ψξ〉
define a correlação no espaço de fase. Esta grandeza será o principal objeto de estudo
‡Ao longo desta tese usaremos o termo ‘sobreposição’ para fazer referência ao termo em inglês overlap.

Note-se que é um conceito diferente de superposição.
§Ressaltamos que a distinguibilidade de estados quânticos corresponde só ao primeiro estágio em uma

montagem experimental construida para estimar um parâmetro. Na metrologia quântica, o processo com-
pleto requer uma escolha da estratégia de medição, a qual definida por um conjunto de estimadores, como
amplamente explicado na Ref. [Esc11]. Esta parte da história da metrologia quântica vai além do objetivo
desta tese.
¶Para estados mistos a noção de distância em termos da correlação CAB não é apropriada. Neste caso, a

fidelidade de Bures [Nie00], definida como FAB =

√
ρ̂
1/2
A ρ̂B ρ̂

1/2
A é usada. Para o escopo desta tese, a definição

(1.1) será suficiente.
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nesta tese. Evidentemente, a abordagem mais adequada para analisar essa correlação
é um formalismo quântico no espaço de fase quântico. Usaremos o espaço de fase de
Wigner-Weyl, porque é definido a partir de translações e reflexões quânticas.

Especificamente, estudaremos a transformada de Fourier simplética da função de
Wigner, conhecida como a função de cordas ou como uma das funções caracterı́sticas
quânticas, a qual será definida no Capı́tulo 2. Além disso, outras representações da
mecânica quântica no espaço de fase serão rapidamente enunciadas. Depois disso, va-
mos descrever brevemente o limite Markoviano dos sistemas abertos, Capı́tulo 3. Ao
mesmo tempo, explicaremos a importância da correlação em um modelo simples de des-
coerência. No capı́tulo 4 procuraremos os zeros dessa correlação, então definiremos o
conceito de ponto cego ao mesmo tempo que testaremos sua resposta à descoerência‖. A
fim de estabelecer a presença de pontos cegos para os estados gerais, vamos estudar o
aparecimento das linhas nodais das partes real e imaginária da função de cordas. Obte-
mos uma teoria onde a ortogonalidade entre os estados transladados é explicada, in-
dependente da dimensionalidade do sistema. Mostraremos que os pontos cegos são uma
caracterı́stica tı́pica de estados não-simétricos e que geralmente aparecem para pequenos
deslocamentos. Analisaremos em detalhe o caso de superposições de estados coerentes,
onde os pontos cegos são devidos à interferência destrutiva de ondas planas associadas
às contribuições individuais na função de cordas. Ao mesmo tempo, obteremos uma
aproximação válida na vizinhança da origem, que permite mostrar a robustez dos pontos
cegos sob squeezing e sob mudanças na amplitude e na fase relativa de cada estado coe-
rente. Mostraremos que, na aproximação Markoviana, os zeros desaparecem muito mais
rápido que o tempo de descoerência usual, e que a ‘velocidade de levantamento’ depende
da área que ocupa o estado no espaço de fase. Depois, no Capı́tulo 5, vamos estender
nossa discussão para o regime semiclássico∗∗ (este regime é definido como o caso quando
as ações tı́picas do sistema são grandes em comparação com ~, a constante de Planck)
para entender o papel da correlação no espaço de fase na transição clássica-quântica. Im-
plementaremos aproximações uniformes com o intuito de resolver as cáusticas (ou singu-
laridades) das distribuições semiclássicas, para assim proporcionar uma descrição com-
pleta da correlação no espaço de fase nas suas diferentes etapas definidas pela magnitude
do deslocamento. Terminaremos estudando um caso com evolução geral, isto é, além de
translações, introduzindo o conceito de fidelidade ou eco de Loschmidt (ver Capı́tulo 6††).
Esta grandeza mede a sensibilidade do sistema às perturbações, e, algumas vezes, pode
ser diretamente associada a uma medida de descoerência. Como o nosso resultado princi-
pal, proporemos uma representação a valores iniciais para esta fidelidade, a qual general-
iza alguns resultados anteriores, e ao mesmo tempo formaliza as teorias semiclássicas de
fidelidade baseadas em trajetórias clássicas. Estabeleceremos o intervalo de validade da

‖A maior parte do capı́tulo 4 foi publicada previamente na Ref. Cite ZO-BS
∗∗Os resultados do Capı́tulo 5 foram publicados previamente nas Refs. [Zam08] e [Zam10].
††Os principais resultados do Capı́tulo 6 estão publicados na Ref. [Zam11].
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nossa teoria semiclássica para o eco e ilustraremos a sua aplicabilidade a sistemas com
dinâmicas regulares, estendendo assim o escopo das abordagens anteriores, cuja aplica-
bilidade era comumente associada aos regimes caóticos. No capı́tulo 7 vamos resumir
nosso trabalho e faremos uma discussão geral.



Capı́tulo 2
Mecânica Quântica no Espaço de Fase

“Habrá siempre un hombre tal que,
aunque su casa se derrumbe, estará
preocupado por el Universo. Habrá
siempre una mujer tal que, aunque el
Universo se derrumbe, estará
preocupada por su casa”

Ernesto Sábato,
Uno y el Universo

O formalismo do espaço de fase permite que a mecânica quântica seja descrita uti-
lizando o máximo possı́vel da linguagem clássica [Wig32, Lee95, Ozo98]. Além disso,
como o princı́pio de incerteza de Heisenberg proı́be o conceito de uma probabilidade
conjunta em um ponto do espaço de fase x = (p, q), essa abordagem fornecerá quasi-
distribuições no espaço de fase, como por exemplo a função de Wigner [Wig32]. Todas
elas têm interpretações fı́sicas bastante sutis, mas devemos nos lembrar que elas são
meras ferramentas matemáticas para facilitar os cálculos.

Por outro lado, a geometria simplética, uma caracterı́stica tı́pica dos sistemas Hamil-
tonianos clássico, estabelece uma relação estreita entre as translações e as reflexões pon-
tuais∗ no espaço de fase. Ela fornece duas possı́veis descrições da dinâmica, que se rela-
cionam através de uma transformação de Legendre [Roy77, Gros78]. Podemos adaptar
essa ideia ao formalismo quântico para obter as representações de Weyl (ou de centros) e
de cordas da mecânica quântica. Enquanto a primeira está relacionada à reflexões pon-
tuais, e inclui a função de Wigner [Wig32], a segunda está relacionada a translações e
define o espaço de Fourier das reflexões pontuais, que inclui a função caracterı́stica da
distribuição de Wigner [Ozo98]. Como já mencionado, ambas são representações com-
pletas da mecânica quântica em termos de quasi-distribuições no espaço de fase, que

∗Esta operação, que corresponde a fazer uma reflexão com respeito a um ponto, é chamada de inversão na
Ref. [Gros78].

5



2.1. CENTROS E CORDAS EM MECÂNICA CLÁSSICA 6

fornecem informação simultânea sobre momento e posição. Elas também são apropriadas
para descrever estados mistos, ao contrário das funções de onda usuais. Nesse capı́tulo,
primeiramente revisitaremos a mecânica clássica em termos das variáveis de centros e
de cordas, para estabelecer a estrutura básica que será utilizada no desenvolvimento
da mecânica quântica no espaço de fase, conhecido como o formalismo de Wigner-Weyl.
Introduziremos em seguida outras representações no espaço de fase.

2.1 Centros e cordas em mecânica clássica

No formalismo Hamiltoniano, um sistema fı́sico clássico é caracterizado pela função real
H(x; t), conhecida como a Hamiltoniana, onde x = (p, q) é um vetor de dimensão 2L,
e q = (q1, . . . , qL) e p = (p1, . . . , pL) são as posições e momentos, respectivamente. L

é o número de graus de liberdade do sistema, que corresponde ao número mı́nimo de
variáveis reais necessárias para descrever a posição do sistema. A evolução no tempo é
dada pelas equações de Hamilton.

ṗ ≡ dp

dt
= −∂H

∂q
, q̇ ≡ dq

dt
=
∂H

∂p
. (2.1)

Essas equações podem ser compactadas em

ẋ = J
∂H

∂x
, (2.2)

onde J é a matriz simplética padrão de dimensão 2L× 2L

J =

(
0 −I

I 0

)
, (2.3)

e I é a matriz identidade L× L. A existência e a unicidade das soluções para as equações
de movimento, (2.2), são garantidas porque elas são equações diferenciais de primeira
ordem. Definimos o produto simplético entre dois vetores no espaço de fase ξ = (ξp, ξq) e
η = (ηp, ηq) como:

ξ ∧ η ≡ ηTJξ =

L∑
k=1

(ξpηq − ξqηp) . (2.4)

Como mostrado na Fig. 2.1, ele corresponde à área do paralelogramo formado pelos ve-
tores ξ e η; esse produto é invariante sob a evolução no tempo gerada pelo fluxo de um
Hamiltoniano quadrático [Ozo88].

Definimos como uma constante de movimento uma função F (x) definida no espaço de
fase que não varia com o tempo, i.e.

dF (x)

dt
=

L∑
k=1

(
∂F

∂qk
q̇k +

∂F

∂pk
ṗk

)
=

L∑
k=1

(
∂F

∂qk

∂H

∂pk
− ∂F

∂pk

∂H

∂qk

)
= {F,H} = 0,

(2.5)
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Figura 2.1: Representação geométrica do produto simplético. Ele é a área de um
paralelogramo definido por ξ e η. . Note que ele é um produto vetorial que segue a regra
da mão esquerda.

onde {·, ·} denota o colchete de Poisson entre duas funções no espaço de fase.
De acordo com o teorema da integrabilidade de Liouville (veja Ref. [Arn79]), um sis-

tema Hamiltoniano com L graus de liberdade é dito integrável se existem L constantes de
movimento independentes, Fk para k = 1, ..., L, que estão em involução. A independência
entre as constantes de movimento significa que os vetores

ẋFk = J
∂Fk
∂x

, (2.6)

definidos pelo fluxo gerado pelas Fk ’s são linearmente independentes. Dizemos que as
constantes de movimento {Fk} estão em involução se

ẋFk ∧ ẋFs = {Fk, Fs} = 0 para k 6= s. (2.7)

Consideremos agora um sistema Hamiltoniano descrito pelas variáveis x− = (p−, q−).
Uma mudança de variáveis

x− = (p−, q−)→ x+ = (p+, q+) = C(x−), (2.8)

tal que as equações de Hamilton se mantenham invariantes é chamada de uma trans-
formação canônica. Usualmente, esse tipo de transformação permite que o sistema seja
reescrito em termos de coordenadas mais adequadas que simplificam a sua descrição
[Arn79, Gol80]. A evolução no tempo é um exemplo trivial de uma transformação canônica,
já que as equações de movimento são satisfeitas para qualquer instante de tempo.

Uma transformação canônica pode ser especificada através de uma função geratriz S,
que transforma o Hamiltoniano de acordo com:

x− = (p−, q−)→ x+ = (p+, q+) = C(x−). (2.9)
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As variáveis são, portanto, determinadas localmente pelas seguintes relações†

q+ =
∂S

∂p+
e p− =

∂S

∂q−
. (2.10)

Aqui, S pode ser uma função multivariada. As interseções entre diferentes ramos de
S são singularidades das relações dadas acima porque p− (ou q−) divergem quando o
cruzamento de ramos é atingido. Estes conjuntos singulares são chamados de cáusticas,
em analogia às cáusticas em ótica [Nye91, Ber76], porque elas são singularidades na
projeção da variedade lagrangiana sobre o plano das posições (ou dos momentos).

Uma descrição alternativa consiste em duplicar a dimensão do espaço de fase; i.e. em
analisar a dinâmica em um espaço de fase duplo, onde a transformação canônica pode ser
interpretada como o mapeamento entre as variáveis velhas x− = (p−, q−) e as variáveis
novas x+ = (p+, q+). A escolha conveniente das variáveis duplas de posição e momento
como Q = (q−, q+) e P = (−p−, p+) permite que relacionemos quaisquer transformações
canônicas no espaço de fase de L dimensões com uma variedade lagrangiana no espaço
de fase duplo, porque ∮

Γ
P · dQ =

∮
γ+

p+ · dp+ −
∮
γ−

p− · dq− = 0, (2.11)

onde Γ = γ− × γ+, γ+ e γ− são circuitos‡ reduzı́veis nos correspondentes espaços de fase.
De fato, a condição (2.11) é a definição de uma variedade lagrangiana.

Para a análise semiclássica, é apropriado a mudar as variáveis cartesianas (Q,P )

para as variáveis de centro-corda (x, ξ). A variável de centro é definida como o ponto
médio entre x− e x+ e a corda é o vetor ligando os dois, explicitamente

x =
x+ + x−

2
(2.12a)

ξ = x+ − x−. (2.12b)

Essas novas variáveis permitem as seguintes reinterpretações de uma transformação
canônica: como uma reflexão pontual com respeito a x ou como uma translação de ξ (veja
Fig. 2.2). Essa intepretação é localmente válida.

Note que o Jacobiano da transformação (2.12) é igual a um. Como esperado, a corda e
o centro são variáveis canonicamente conjugadas, e portanto existe uma função geratriz
S(x) tal que

ξ = −J ∂S
∂x

. (2.13)

A matriz simplética J aparece porque x é estritamente conjugada a −Jξ [Ozo98, Ozo09a],
mas vamos lidar somente com a corda ξ por causa da sua interpretação geométrica. Pode-
mos realizar uma transformação de Legendre em S(x) para obter a função geratriz de
†Na realidade, essa relação é uma de quatro possı́veis escolhas para o argumento da função geratriz. Ela

corresponde a uma função geratriz do tipo 2, F2, no livro texto de H. Goldstein [Gol80].
‡Dizemos que um circuito é reduzı́vel se ele pode ser continuamente deformado para um ponto.
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Figura 2.2: Representação clássica de centros e cordas: Qualquer transformação
canônica x− → x+ pode ser interpretada como uma reflexão com respeito ao centro x ou
como um deslocamento pela corda ξ.

cordas
S(ξ) = S(x) + x · J ∂S

∂x
= S(x)− x ∧ ξ, (2.14)

e, portanto,

x(ξ) = J
∂S

∂ξ
. (2.15)

O caso especial de Hamiltonianos quadráticos será muito importante porque suas aproxi-
mações semiclássicas, que serão discutidas nos Capı́tulos 5 e 6, são exatas. Um Hamilto-
niano quadrático genérico é

H(x) =
1

2
xHx+ a ∧ x, onde H =

∂2H

∂x2
. (2.16)

H é a matriz Hessiana de H e a é um vetor constante. A função geratriz de centros
associada ao fluxo Hamiltoniano de H para um tempo fixo t é dada por

St(x) = xBtx+ αt ∧ x, (2.17)

onde o ı́ndice t enfatiza o fato de que a função geratriz é dependente do tempo. Usando a
representação de Cayley de JBt, temos que

JBt = [I− eJHt][I + eJHt]−1, (2.18a)

αt = 2JBt[JH]−1a. (2.18b)

Note que essa relação entre H e St não é válida quando H = 0, quando ela se reduz a
St(x) = −ta ∧ x.

Para o caso quadrático a variável de corda é dada por

ξ(x, t) = −2JBtx+ αt, (2.19)

e, portanto, o mapa x− → x+, gerado por (2.17) é

x+ = [I + JBt]−1
(
[I− JBt]x− + α

)
= etJHx− + [I− etJH][JH]−1a.

(2.20)
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Essa órbita é a mesma obtida através da integração das equações de movimento com
(2.16) e condição inicial x−.

Assim como para as variáveis usuais de momento e posição, a reciprocidade entre
centros e cordas implica a existência de regiões no espaço de fase onde somente uma
dessas representações é bem definida. Essa situação acontece quando o mapa x → ξ,
definido por S(x), é singular, i.e. o Jacobiano é:∣∣∣∣det

∂ξ

∂x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det
∂2S

∂x2

∣∣∣∣→∞. (2.21)

Essa equação define a cáustica (ou cáustica na representação de centros). A Fig. 2.3
mostra um exemplo genérico de uma cáustica tipo dobra. Fica claro que a cáustica é uma
singularidade que decorre da projeção no plano x. Essas cáusticas ou singularidades

Figura 2.3: Representação geométrica das funções geratrizes de centros e cordas
para uma variedade no espaço de fase duplo. As cáusticas são singularidades das
projeções da variedade definida por S. Elas ocorrem nos pontos de transição entre os
ramos da função geratriz. Aqui mostramos uma cáustica simples tipo dobra.

aparecem porque S(x), em geral, é multivariada. Quando S(x) é a função geratriz que
define as soluções das equações de movimento (2.2), as cáusticas restringem o movimento
no espaço de centros, i.e., o espaço x, e também separa os ramos de S. É simples mostrar
que a transformação inversa ξ → x não é singular na cáustica de centros, já que

det
∂2S

∂ξ2
= 0. (2.22)

Portanto, na cáustica de centros é possı́vel descrever o sistema utilizando a repre-
sentação de cordas e vice-versa. Isso é uma consequência da reciprocidade entre centros
e cordas, dada por uma transformação de Legendre.

Para finalizar essa seção, vamos mostra explicitamente as operações de reflexões pon-
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tuais e translações no espaço de fase:

x+ = Rxx− ≡ −x− + 2x (2.23a)

x+ = Tξx− ≡ x− + ξ, (2.23b)

respectivamente. Além disso, essas operações no espaço de fase formam um grupo com a
seguinte álgebra:

Tξ2 ◦ Tξ1 = Tξ1+ξ2 , Rx2 ◦Rx1 = T2(x2−x1), (2.24a)

Tξ ◦Rx = Rx+ξ/2, Rx ◦ Tξ = Rx−ξ/2. (2.24b)

Elevando ao quadrado o operador de reflexão pontual, obtemos a identidade nesse grupo.

2.2 Cordas e centros em mecânica quântica

No âmbito quântico, os estados de um dado sistema são representados por vetores (ou
kets) no espaço de Hilbert H, em vez de pontos no espaço de fase clássico [Mes72, Per93].
Admitimos que esses vetores, denotados por |ψ〉, são normalizados. Como os autovalores
de operadores Hermitianos são números reais, podemos identifica-los com os resulta-
dos de medidas ideais. Podemos, portanto, relacionar os operadores Hermitianos com
observáveis fı́sicos. Por exemplo, o estado de uma partı́cula localizada em q = q0 é repre-
sentado por |q0〉, onde q̂|q0〉 = q0|q0〉, e q̂ é o operador de posição.

A propriedade de normalização do estado tem importância crucial, porque possibilita
uma interpretação probabilı́stica da teoria quântica. Especificamente, consideremos um
conjunto de autovetores do operador Â no espaço de Hilbert, i.e.

Â|ψk〉 = ak|ψk〉. (2.25)

Admitindo que o conjunto {ψk} forma uma base no espaço de Hilbert, qualquer estado do
sistema quântico pode ser escrito como

|ψ〉 =
∑
k

ck|ϕk〉 onde 〈ψk|ψn〉 = δkn. (2.26)

A probabilidade de obtermos o autovalor ak para esse estado inicial |ψ〉 após uma medida
(de von Neumann) do operador Â é, portanto, |ck|2, de forma que a probabilidade de
obtermos qualquer autovalor ak após a mesma medida será um.

A evolução de todos os estados para tempos finitos, em analogia com a as transforma-
ções canônicas clássicas, resulta da ação de um operador linear unitário Ût:

|ψ(t)〉 = Ût|ψ(0)〉. (2.27)

A unitariedade de Ût é imposta para que a norma do estado e e probabilidade§ seja preser-
vada. No regime não-relativı́stico, a famı́lia de operadores de evolução Ût são as soluções
§Uma discussão mais ampla sobre a interpretação probabilı́stica da mecânica quântica pode ser encon-

trada nas Refs. [Per93, Mes72]
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da equação Schrödinger:

ı~
d

dt
Ût = ĤÛt, (2.28)

onde o operador Hamiltoniano Ĥ é Hermitiano, isto é, Ĥ† = Ĥ. Pode-se escrever a solução
formal da Eq. (2.28) como na equação. (2.27) onde Ût = e−ıĤt/~.

Uma representação mais geral para os estados quânticos é fornecida pelo operador
densidade ρ̂, que inclui a possibilidade de incerteza na preparação dos estados: Quando
só se sabe que o sistema é composto por um conjunto de estados quânticos {|ψk〉} com as
respectivas probabilidades {Pk} com ∑

k

Pk = 1.

Este tipo de estado é conhecido como um estado misto e não é adequadamente descrito
por um simples vector no espaço de Hilbert; por isso, é necessário utilizar o operador
densidade:

ρ̂ =
∑
k

Pk|ψk〉〈ψk|. (2.29)

Este operador é Hermitiano, seus autovalores não são números não-negativos entre 0 e 1.
Se o conjunto de estados {|ψk〉} é ortonormal, então Pk é o autovalor de ρ̂ correspondente
ao autoestado |ψk〉.

Os estados que podem ser representados por kets, cf. |ψ〉, em um espaço de Hilbert
são chamados de estados puros, e seu operador de densidade, de acordo com (2.29), tem
a forma ρ̂ = |ψ〉〈ψ|. Nestes casos ρ̂ é idempotente, ou seja, ρ̂2 = ρ̂, que é uma condição
necessária e suficiente para o estado ser puro.

A equação de Schrödinger para o operador densidade ρ̂ tem a forma

dρ̂

dt
=
ı

~
[ρ̂, Ĥ], (2.30)

onde [ρ̂, Ĥ] = ρ̂Ĥ − Ĥρ̂ é o comutador entre Ĥ e ρ̂.
Agora vamos lembrar que, para sistemas com L graus de liberdade, o correspondente

espaço de fase clássico é um espaço com 2L dimensões, com coordenadas x = (p, q), onde L
coordenadas são momentos e L são posições. As translações uniformes neste espaço, x→
x+ ξ definem o espaço de cordas, {ξ}. O correspondente operador quântico de translação
(ou deslocamento) ¶ é

T̂ξ = exp
(
− ı
~
x̂ ∧ ξ

)
≡ exp

(
− ı
~

[p̂ ξq − q̂ ξp]
)
, (2.31)

transformam os estados de posição |q〉, e momento |p〉, como

|q〉 → T̂ξ|q〉 = eıξp (q+ξq/2)/~|q + ξq〉, (2.32)

|p〉 → T̂ξ|p〉 = e−ıξq (p+ξp/2)/~|p+ ξp〉. (2.33)
¶No contexto ótica T̂ξ é normalmente referido como o operador de deslocamento e é expresso em termos de

operadores de criação e aniquilação do oscilador harmônico. Esta forma para o operador T̂ξ é inconveniente
para a análise semiclássica desenvolvida nos capı́tulos posteriores desta tese.
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Observe que o operador translação não é Hermitiano e que T̂−1
ξ = T̂−ξ = T̂ †ξ . Para um

estado puro, |Ψ〉, temos |Ψ〉 → |Ψξ〉 e, no caso especial do estado fundamental do oscilador
harmônico, isto é transportado para um estado coerente: T̂ξ |0〉 = |ξ〉. Os estados coer-
entes serão definidos na próxima seção.

Dados os correspondentes operadores densidade para os estados puros, ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ|
e ρ̂ξ = |Ψξ〉〈Ψξ| = T̂ξ ρ̂ T̂−ξ, a correlação no espaço de fase quântico é definida como
o valor esperado do operador densidade do estado transladado com respeito ao estado
inicial. Dado que o traço é invariante sob transformações unitárias, em termos do traço
dos operadores densidade essa correlação é

C(ξ) =
tr ρ̂ ρ̂ξ
trρ̂2

=
tr ρ̂ T̂ξ ρ̂ T̂−ξ

trρ̂2
, (2.34)

o que corresponde a tomar (1.1) para ρ̂A = ρ̂ e ρ̂B = ρ̂ξ. O ponto chave é que, para um
estado quântico puro, temos que

C(ξ) = |〈Ψ|Ψξ〉|2 onde |Ψξ〉 ≡ T̂ξ|Ψ〉, (2.35)

então, os zeros desta correlação ocorrem nas interseções das linhas nodais das partes
real e imaginária de 〈Ψ|Ψξ〉, a qual é geralmente uma função complexa das cordas, como
veremos no capı́tulo 4.

No presente contexto, é melhor deixar que os próprios operadores de translação repre-
sentem qualquer operador quântico, ou seja, é conveniente utilizar as translações como
uma base do espaço de operadores. No caso dos operadores de densidade,

χ(ξ) = tr T̂−ξ ρ̂ = 〈T̂−ξ〉ρ̂ (2.36)

define a função de cordas, também conhecida como a função de Weyl [Cho98], ou uma
das funções caracterı́sticas quânticas [Leo97, Car99, Sch01]. Aqui 〈·〉ρ̂ denota o valor
esperado com respeito ao estado ρ̂, assim a função χ(ξ) pode ser interpretada como o valor
esperado do operador translação. Note-se que a função de cordas é uma representação
completa de ρ̂ e está normalizada como

χ(0) = trρ̂ = 1, (2.37)

e que χ(−ξ) = χ∗(ξ), onde o asterisco indica o complexo conjugado. No caso de um estado
puro que se reduz para

χ(ξ) = 〈Ψ|Ψ−ξ〉, (2.38)

ou seja, que é igual à sobreposição da translação [Cho98, Ozo09a, Ozo98]. Em termos da
representação de posição [Cho98, Ozo04]

χ(ξq, ξp) =

∫
dq 〈q + ξq/2|ρ̂|q − ξq/2〉 e−ıξp·q/~. (2.39)
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Este expressão vem da representação de posição do operador translação:

T̂ξ =

∫
dq |q + ξq/2〉 〈q − ξq/2| eıξp·q/~. (2.40)

A transformada de Fourier simplética, define a celebrada função de Wigner [Wig32],

W (x) =
1

(2π~)L
FT{χ(ξ)} ≡ 1

(2π~)2L

∫
dξe−ıx∧ξ/~χ(ξ), (2.41)

que é uma função real, porém pode ter valores negativos. Por isso é geralmente referida
como uma quasi-distribuição. O fator adicional de (2π~)−L é devido à normalização da
função de cordas Eq. (2.37).

O fato de a função de Wigner pode ser escrita como

W (x) =
1

(π~)L
tr R̂x ρ̂, (2.42)

resulta da relação de Fourier entre o operador translação e o operador de reflexão pontual
[Gros76, Roy77, Ozo98]:

2LR̂x =

∫
dξ

(2π~)L
eıx∧ξ/~T̂ξ. (2.43)

Em termos da representação de posição, temos que

W (x) = W (q, p) =
1

2π~

∫
dξq 〈q + ξq/2|ρ̂|q − ξq/2〉 e−ıp·ξq/~. (2.44)

A correlação do espaço de fase coincide com a auto-correlação da função de Wigner [Ozo04,
Ozo09a], isto é,

C(ξ) = 2π~
∫
dx W (x) W (x− ξ) =

1

2π~

∫
dη eıη∧ξ/~ |χ(η)|2, (2.45)

tal como se a função de Wigner fosse uma distribuição de probabilidade (positiva) e χ(ξ)

fosse sua função caracterı́stica. Para estados puros tem-se a surprendente invariância de
Fourier da correlação no espaço de fase [Cho98, Ozo04]

C(ξ) = |χ(ξ)|2 =
1

2π~

∫
dη eıη∧ξ/~ |χ(η)|2. (2.46)

Essa relação terá consequências interessantes nos capı́tulos seguintes.
Os operadores quânticos de deslocamento e de reflexão já definidos obedecem uma

álgebra semelhante aos seus análogos clássicos, com exceção de uma fase complexa:

T̂ξT̂η = eıξ∧η/~T̂ξ+η R̂xR̂y = e−2ıx∧y/~T̂2(x−y) (2.47a)

T̂ξR̂x = e−ıx∧ξ/~R̂x+ξ/2 R̂xT̂ξ = e−ıx∧ξ/~R̂x−ξ/2, (2.47b)

e R̂2
x = 1̂. Para completar, os traços destes operadores são

tr T̂ξ = (2π~)Lδ(ξ) e 2Ltr R̂x = 1. (2.48)
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Como mencionado anteriormente, tanto o operador de reflexão como o de translação
definem representações completas da mecânica quântica: Qualquer operador Â pode ser
expresso como uma combinação linear de T̂ξ ou R̂x; explicitamente

Â =
1

(2π~)L

∫
dξ A(ξ)T̂ξ =

1

(π~)L

∫
dxA(x)R̂x, (2.49)

onde

A(ξ) = tr T̂−ξÂ and A(x) = 2Ltr R̂xÂ (2.50a)

são chamados de sı́mbolos de cordas e de Weyl do operador Â, respectivamente. Estas
equações definem funções no espaço de fase que contêm todas a informação sobre o ope-
rador Â. Elas estão relacionados por meio de uma transformada de Fourier simplética

A(ξ) = FT{A(x)}, (2.51)

como na Eq. (2.41). Especificamente, a função de cordas e a função de Wigner são
representações do operador densidade ρ̂ no espaço de fase.

Dentre outras vantagens, a função de Wigner é normalizada,∫
dxW (x) =

∫
dpdqW (p, q) = 1, (2.52)

e suas distribuições marginais coincidem com as respectivas probabilidades:∫
dqW (x) = |〈p|Ψ〉|2 e

∫
dpW (x) = |〈q|Ψ〉|2. (2.53)

O valor esperado de qualquer observável Â pode ser avaliado como se W (x) e χ(ξ) fossem
distribuições clássicas:

trρ̂Â =

∫
dxA(x)W (x) =

∫
dξ A(ξ)χ(−ξ). (2.54)

Dado um operador densidade ρ̂, um estado deslocado por η, ou seja, ρ̂η = T̂ηρ̂T̂−η tem
as seguintes distribuições

Wη(x) = W (x− η) e χη(ξ) = eıη∧ξ/~χ(ξ), (2.55)

o que significa que a mudança da origem do espaço de fase unicamente altera a fase global
da função de cordas. Estas relações conduzem à Eq. (2.45).

Os operadores de reflexão, R̂x, podem ser considerados como ‘generalizações’ do ope-
rador de paridade, R̂0, que classicamente corresponde ao mapa de espaço de fase: x→ −x.
Como R̂x é Hermitiano (além de ser unitário) e (R̂x)2 = 1̂, este operador possui apenas
dois autovalores, ±1, que definem um par de subespaços ortogonais do espaço de Hilbert,
para cada escolha do centro de reflexão, x. Quando o estado é simétrico em relação a tal
centro x, isto é [ρ̂, R̂x] = 0, se tomarmos x como a origem do espaço, a função de cordas
é real. Neste caso, a função de cordas é proporcional a um re-escalamento da função de
Wigner:

W±(x) = ±2Lχ±(−2x). (2.56)

Aqui + (ou -) indica se o estado é par (ou ı́mpar) com relação a R̂x.
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2.2.1 Alguns exemplos de estados no espaço de fase

A fim de proporcionar uma intuição sobre as quasi-distribuições no espaço de fase, nesta
seção, vamos mostrar alguns exemplos de funções de Wigner e de cordas para estados
quânticos tı́picos.

Estados coerentes

Os pacotes de onda de incerteza mı́nima são chamados de estados coerentes ou quasi-
clássicos. Eles foram introduzidos por Schrödinger [Schr26], mas somente após o trabalho
de Glauber sobre coerência em ótica [Gla63] sua importância e aplicações foram reve-
ladas. Hoje em dia, eles são usados em uma ampla variedade de campos da fı́sica (veja
por exemplo, [Kla85]). Os estados coerentes podem ser definidos como as translações no
espaço de fase do estado fundamental, |0〉, do oscilador harmônico quântico de frequência
ω, ou seja, |η〉 = T̂η|0〉 onde η = (ηp, ηq) é um vetor no espaço de fase. A função de onda
deste estado coerente para um oscilador de frequência ω (e massa igual a um) é

ψ(q) ≡ 〈q|η〉 =
( ω
π~

)1/4
exp

[
− ω

2~
(q − ηq)2 +

ı

~
ηp

(
q − ηq

2

)]
, (2.57)

de modo a que a função de cordas correspondente é

χη(ξ) = exp

(
ı
η ∧ ξ
~

)
exp

[
−ω
~

(
ξq
2

)2

− 1

~ω

(
ξp
2

)2
]
ω=1−→ eıη∧ξ/~e−ξ

2/4~, (2.58)

que é uma Gaussiana complexa na origem, enquanto a sua função de Wigner é

Wη(q, p) =
1

π~
exp

[
−ω
~

(q − ηq)2 − 1

~ω
(p− ηp)2

]
ω=1−→ 1

π~
e−(x−η)2/~, (2.59)

i.e. uma Gaussiana centrada em η. Estas funções são ilustradas na Fig. 2.4. Se η = 0,

Figura 2.4: As funções de cordas (esquerda e centro) e de Wigner (direita) para
um estado coerente localizado em η. A função de cordas é complexa, por isso
mostramos a sua amplitude (esquerda) e sua fase (centro). Note-se que η aponta na direção
em que a fase é constante. Aqui ~ = 1.

obtemos a relação (2.56) para este caso.
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Estado gato de Schrödinger

Agora vamos considerar a superposição de dois estados coerentes: |Ψ2〉 = |η〉 ± | − η〉. As
funções de Wigner e de cordas correspondentes para o estado tipo gato de Schrödinger,
definindo ω = 1, são

W±(x) =
1

2π~(1± e−η2/~)

[
e−|x−η|

2/~ + e−|x+η|2/~ ± 2e−|x|
2/~ cos

(
2x ∧ η

~

)]
, (2.60a)

χ±(ξ) =
1

4π~(1± e−η2/~)

[
e−|ξ/2−η|

2/~ + e−|ξ/2+η|2/~ ± 2e−|x|
2/4~ cos

(
ξ ∧ η
~

)]
, (2.60b)

respectivamente. A primeira consiste de duas distribuições Gaussianas centradas em
±η e um padrão de interferência localizado no meio, entre os dois picos Gaussianos. As
oscilações são perpendiculares a η e a sua frequência aumenta com a separação |2η|. A
segunda tem a mesma imagem, mas com uma interpretação inversa: As contribuições
individuais de cada pacote coerente estão localizadas na origem, formando um padrão de
interferência, enquanto que os termos cruzados são Gaussianas em ±2η. Estas funções
são ilustradas na Fig. 2.5. Note-se que a simetria do estado gera uma função de cordas
real de acordo com (2.56).

Figura 2.5: Funções de cordas (esquerda) e de Wigner (direita) para um estado
gato Schrödinger. A simetria do estado dá uma função de cordas real. Note-se que η é
perpendicular ao padrão oscilatório.

Estados de Fock

Consideremos agora os estados excitados do oscilador harmônico, conhecidos como esta-
dos de Fock, |n〉 para o inteiro n ≥ 0. Eles são simétricos em relação à origem. A forma
exata da função de Wigner, obtida por primeira vez por Grönewold [Grö46], para estes
estados é

Wn(x) =
(−1)n

π~
e−x

2/~Ln

(
2x2

~

)
, (2.61)
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onde Ln(·) é o n−ésimo polinômio de Laguerre. Pela Eq. (2.56), podemos encontrar a
função de cordas [Sch01, Ozo04]

χn(ξ) = e−
ξ2

4~Ln

(
ξ2

2~

)
. (2.62)

Note que estamos tomando as mesmas unidades para as posições e os momentos. Na Fig.
2.6 ilustra-se a função de cordas para |5〉.

Figura 2.6: Função de cordas para o quinto estado de Fock. Tem simetria de reflexão
e suas cinco linhas nodais correspondem a cı́rculos. O painel da direita é um corte radial
do painel da esquerda. Aqui ~ = 0.1

Outra classe importante de estados são os estados quantizados tipo Bohr-Sommerfeld
. Eles vem da quantização superfı́cies clássicas associadas a sistemas integráveis. Eles
serão adequadamente definidos no Capı́tulo 5.

2.3 Outras representações no espaço de fase

A função de Wigner e a sua transformada de Fourier não são as únicas maneiras de
recuperar o conceito de espaço de fase na mecânica quântica. Na verdade, as coordenadas
internas de um plano lagrangiano no espaço de fase duplo podem ser identificadas com
variáveis de momento e de posição [Ozo09a]. Assim, em princı́pio, a dinâmica projetada
em um plano lagrangiano no espaço de fase duplo define uma representação completa no
espaço de fase. Particularmente, os sı́mbolos de Weyl são definidos no plano identidade
x+ = x− e seu plano ortogonal define o espaço das cordas. No entanto, existem alguns
casos em que um plano lagrangiano não define um espaço de fase, por exemplo, o plano
das variáveis de configuração (Q+, Q−).

Uma abordagem diferente para um espaço de fase é obtida usando os estados coer-
entes. Observamos que os estados coerentes formam uma base sobre-completa do espaço
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de Hilbert, ou seja, o operador de identidade, pode ser decomposto como

1̂ =
1

π

∫
d2z|z〉〈z|, (2.63)

onde |z〉 é o estado coerente do oscilador harmônico com frequência ω localizado em (p, q),
com

z =

√
ω

2~

(
q + ı

p

ω

)
e d2z =

dqdp

2π
. (2.64)

Não obstante, mesmo que seja um conjunto de estados sobre-completo, um operador Â
pode ser representado pela forma diagonal:

AH(z) = tr|z〉〈z|Â = 〈z|Â|z〉. (2.65)

Esta função é conhecida como a representação de Husimi do operador Â. Para o operador
densidade obtemos a função de Husimi:

ρH(z) =
1

π
tr|z〉〈z|ρ̂ = 〈z|ρ̂|z〉. (2.66)

Entre as suas propriedades, é uma função normalizada real e não-negativa no espaço de
fase, a saber ∫

ρH(z)d2z = 1. (2.67)

Porém H(z) não fornece as probabilidades marginais. Ela pode ser interpretada como
uma suavização Gaussiana da função de Wigner correspondente, ou seja

ρH(p, q) =

∫
dq′dp′

π~
W (p′, q′) exp

[
−mω

~
(q − q′)2 − 1

mω~
(p− p′)2

]
. (2.68)

Leboeuf e Voros [Leb90, Leb95] verificaram que a natureza da distribuição dos zeros
da função de Husimi de uma autofunção de um Hamiltoniano quântico no plano de fase
está relacionada ao caráter caótico ou regular do corrrespondente movimento clássico.
A caracterı́stica importante é que esses zeros geralmente não se encontram na região
clássica do estado (isto é, perto da variadade clássica), dado que a distribuição de Husimi
tem um máximo suave sobre a região classicamente permitida, o qual expulsa os zeros
nas vizinhanças da região clássica [Tos99].



Capı́tulo 3
Sistemas Quânticos Abertos no Limite
Markoviano

“La memoria del corazón elimina los
malos recuerdos y magnifica los
buenos, y gracias a ese artificio,
logramos sobrellevar el pasado.”

Gabriel Garcı́a Márquez,
El coronel no tiene quien le escriba

A evolução unitária de sistemas quânticos, descrita pela equação de Schrödinger,
assume que o sistema está completamente isolado de qualquer influência externa. Em
geral, esta hipótese não é totalmente válida, já que o (inevitável) contato com sistemas
externos pode afetar a preparação inicial, a evolução e os resultados finais dos experi-
mentos. Os efeitos ambientais em sistemas quânticos são um dos principais desafios a
vencer para implementação e manipulação de estados quânticos de uma forma contro-
lada e, portanto, para o desenvolvimento de tecnologias quânticas, como o computador
quântico.

Um sistema quântico aberto é tipicamente modelado como um sistema acoplado a um
ambiente incontrolável. Este acoplamento pode induzir a dissipação de energia e des-
coerência ∗[Zur91, Giu96, Bra01]. O primeiro é intuitivamente devido aos fenômenos
de atrito e termalização, também presentes no mundo clássico, enquanto o último é um
efeito puramente quântico. A descoerência é considerada a responsável pelo surgimento
de classicalidade nos sistemas quânticos [Zur91, Zur03, Giu96, Hor09]. Resumindo, a
descoerência é o processo que apaga os termos de interferência entre as diferentes com-
ponentes de uma superposição quântica. Isso implica a perda de pureza do estado do

∗Apesar de não termos definido o conceito de descoerência, é bom enfatizar que não estamos estabele-
cendo uma diferença entre dissipação e descoerência. Na verdade, a dissipação pode ser considerada como o
resultado de um processo de descoerência.

20
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sistema através da interação com um ambiente, quando o estado inicial do sistema for
um estado puro.

Um sistema aberto é modelado por um sistema maior composto de dois sub-sistemas:
sistema R e ambiente E (ver Fig. 3.1). Assim temos que lidar com um espaço de Hilbert

Figura 3.1: Modelo do acoplamento entre sistema e ambiente. S é o sistema, E é o
ambiente e as flechas vermelhas representam a interação nos dois sentidos.

composto pelo produto direto de dois espaços: Htot = HS ⊗HE. Neste espaço de Hilbert
total, assumimos que a equação de Schrödinger, Eq. (2.30), é válida para o operador
densidade total de ρ̂tot, cuja evolução é gerada pelo Hamiltoniano total:

Ĥtot = ĤS + ĤE + ĤSE, (3.1)

onde ĤS e ĤE são os Hamiltonianos para S e E, respectivamente, e HSE é a interação entre
o sistema e o ambiente. Uma vez que o ambiente é assumido como sendo incontrolável,
é desejável poder extrair informação sobre o sistema S sem exigir informação detalhada
sobre a evolução do sistema total. Para fazer isso, vamos definir o operador densidade
reduzido do sistema S como

ρ̂S ≡ trE ρ̂tot =
∑
{|k〉E}

E〈k|ρ̂tot|k〉E , (3.2)

onde {|k〉E} é uma base de HE e trE denota a traço sobre os estados do ambiente.
A princı́pio, pode-se assumir qualquer tipo de acoplamento entre o sistema e o ambi-

ente. Para os fins do presente trabalho, vamos restringir nosso estudo ao limite Marko-
viano do acoplamento [Lin76, Giu96, Bra01, Bro04, Car99], isto é, consideraremos um
banho térmico sem memória. Este limite nos conduz a equação mestra de Lindblad, a
qual descreve a evolução do operador densidade reduzido.

3.1 Descoerência

Descoerência refere-se à perda de coerência entre os componentes de uma superposição
quântica, devido á sua interação com um ambiente externo. Por exemplo, vamos consi-
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derar dois estados |ψ1〉 e |ψ2〉. Uma superposição deles é chamada coerente se tem uma
relação de fase bem definida, ou seja, o estado

|Ψσ〉 = |ψ1〉+ eıσ|ψ2〉 (3.3)

é uma superposição coerente se σ for constante ou pelo menos uma função determinı́stica
do tempo. Aqui estamos desconsiderando a constante de normalização. Em termos da
função de onda Ψσ(q) = 〈q|Ψσ〉, a amplitude de probabilidade é

|Ψσ(q)|2 = |ψ1(q)|2 + |ψ2(q)|2 + 2Re {eıσψ1(q)ψ∗2(q)} . (3.4)

Vemos que a contribuição individual de cada função de onda não depende da fase σ e pode
ser identificada como as densidades clássicas de probabilidade [Zur91, Bra01]. Agora, se
o sistema está acoplado a um ambiente, este acoplamento pode produzir, entre outras
possibilidades, flutuações aleatórias na fase† σ. Assim, neste caso a interferência, isto
é o último termo na Eq. (3.4), tenderá a zero depois de um certo tempo. O desapareci-
mento destes termos de interferência, quando induzido pelo contato com um ambiente, é
chamado de descoerência [Zur91, Giu96, Bra01].

Em um modelo simples, a descoerência pode ser interpretada como uma medida so-
bre o sistema S, se o ambiente é considerado como um detector. Para um acoplamento
de defasagem‡, ou seja, quando o Hamiltoniano do sistema comuta com o Hamiltoniano
da interação, os autoestados do Hamiltoniano de interação ĤSE, são os estados de ‘pon-
teiro’§ convenientes para este aparelho de medição, porque eles são estacionários, i.e. não
evoluem no tempo [Lem11, Nie00]. Note que estamos desconsiderando o comportamento
interno de cada subsistema gerado por ĤS e ĤE. Após o processo de medição espera-se
que, sem importar o estado inicial do sistema total, o seu estado final será aproximada-
mente uma mistura exata dos estados de ponteiro. Isto significa que o operador densidade
final será diagonal na base dos autoestados de ĤSE. Então a interação com o ambiente
irá apagando termos de interferência: A interação conduz a regras superseleção induzi-
das pelo ambiente (ou einseleção¶) [Zur91, Zur03]. Este mecanismo é o paradigma aceito
para o surgimento de classicalidade na mecânica quântica.

Para exemplificar como a einseleção aparece, vamos considerar que o sistema S é um
sistema de dois-nı́veis. O espaço de Hilbert correspondente é gerado por {|0〉, |1〉}, ou seja,
o estado fundamental e um nı́vel excitado, respectivamente. Agora, consideramos um
estado genérico inicial

|Ψo〉tot = [c0|0〉+ c1|1〉]⊗ |e〉, com c2
0 + c2

1 = 1, (3.5)

†Este tipo de processo é conhecido como amortecimento da fase [Nie00], ou em inglês conhecido como
phase damping.
‡Tradução do termo dephasing-type coupling.
§Em inglês pointer states
¶Esta palavra é uma tradução libérrima do termo em inglês einselection ou environment-induced selection.
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onde |e〉 é o estado inicial do ambiente. Por causa da interação entre S and E, depois de
algum tempo t esperamos a seguinte evolução do sistema total:

|Ψo〉tot =

[
c0|0〉+ c1|1〉

]
⊗ |e〉 7−→ c0|0〉 ⊗ |ea(t)〉+ c1|1〉 ⊗ |eb(t)〉 = |Ψf 〉tot. (3.6)

Este estado final está emaranhado com os dois estados de ponteiro |ea(t)〉 e |eb(t)〉. Ad-
vertemos que este tipo de evolução ocorre apenas para acoplamento de defasagem [Lem11,
Bre02]. Este processo é chamado de medição “bit por bit” [Zur03] e pode ser gerado por
uma evolução unitária do operador densidade total. Note que os estados de ponteiro
não necessariamente formam uma base para HE. Por exemplo, se o Hamiltoniano de
interação é

Ĥint = g

[
|1〉〈1| − |0〉〈0|

]
S

⊗
[
− η ∧ x̂

]
E
, (3.7)

onde g é o parâmetro real de acoplamento e η é um vetor no espaço de fase. Ĥint gera uma
evolução da forma da Eq. (3.6): para um tempo t, o estado inicial do ambiente se divide
em dois estados:

|ea(t)〉 = T̂−gη t|e〉 e |eb(t)〉 = T̂gη t|e〉. (3.8)

Estes estados correspondem a translações de ±gt η do estado inicial |e〉. Assim, a matriz
densidade reduzida para o sistema S no tempo t é:

ρ̂tS =

(
|c0|2 c1c

∗
0〈eb(t)|ea(t)〉

c0c
∗
1〈ea(t)|eb(t)〉 |c1|2

)
. (3.9)

O desaparecimento dos termos fora da diagonal significa descoerência [Zur01, Giu96].
Então, a eficácia à descoerência pode ser medida por 〈ea(t)|eb(t)〉, isto é, a sobreposição
dos dois estados condicionais do ambiente. No modelo particular (3.7), esta sobreposição
pode ser expressa pela função de cordas |e〉, explicitamente

〈ea(t)|eb(t)〉 = 〈e|T̂2gtη|e〉 = χe (ξ)
∣∣
ξ=2gtη

. (3.10)

Portanto, os zeros desta função de cordas estão relacionados com a descoerência do sis-
tema S. Tenha-se em conta que este modelo de medição tem resurgimentos ou revivals da
coerência.

Por outro lado, o princı́pio da incerteza de Heisenberg ‖ restringe o tamanho do menor
pixel no espaço de fase. Uma olhada rápida nessa desigualdade fundamental pode con-
duzir erroneamente a afirmar que qualquer estrutura do espaço de fase na escala sub-
Planckiana—áreas menores que ~—não tem sentido fı́sico. No entanto, W. H. Zurek
mostrou na Ref. [Zur01] que a função de Wigner possui estruturas de interferência em
áreas sub-Planckinanas, da ordem de

a ≈ ~2

A
, (3.11)

‖Este princı́pio afirma que as incertezas da posição ∆q e do momento ∆p obedecem a desigualdade
∆q∆p ≥ ~.
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onde A é o suporte efetivo do estado no espaço de fase, ou seja, a área onde W (x) é signi-
ficativamente diferente de zero. Usando como base o modelo de medição acima enunciado,
Zurek também provou que estas estruturas determinam a sensibilidade do sistema à des-
coerência, porque elas estão relacionadas com o menor deslocamento para o qual (3.10)
é zero. Estes deslocamentos serão estudados em detalhe, em termos da função de cordas
no Capı́tulo 4. Note-se que (3.11) é consequência de que ~ é finito e que a condição (3.11)
se não aplica para funções de distribuição clássica [Zur01, Ozo04].

Ressaltamos que o modelo acima de uma medição não é independente da base do
espaço de Hilbert, tanto do sistema quanto do detector. Assim, uma mudança da base
{|0〉, |1〉} → |+〉, |−〉} produz um estado emaranhado final com um conjunto diferente de
estados de ponteiro do detector. Por exemplo, se a nova base satisfaz as relações:

|0〉 =
|+〉+ |−〉√

2
e |1〉 =

|+〉 − |−〉√
2

, (3.12)

o membro do lado direito da Eq. (3.6) lê-se como

|Ψf 〉tot = |+〉 ⊗ |e+〉+ |−〉 ⊗ |e−〉 onde |e±〉 =
co|eo〉 ± c1|e1〉√

2
. (3.13)

Para eliminar esta dependência é necessário considerar um modelo que consiste em
três sistemas: o sistema, o detector e outro ambiente externo, como mostrado nas Refs.
[Zur91, Zur03].

Podemos resumir esta seção dizendo que a descoerência ocorre quando um sistema in-
terage de forma termodinamicamente irreversı́vel com o ambiente externo [Zur03, Giu96,
Zur91].

3.2 A equação mestra de Lindblad

Nesta seção vamos deduzir a equação mestra de Lindblad ∗∗ seguindo a derivação con-
tida na Ref. [Fis04]. Como mencionado anteriormente, vamos nos restringir ao caso de
interações Markovianas entre o sistema e o ambiente.

Antes de iniciar com a derivação da equação mestra, vamos introduzir o conceito de
operação quântica. Grosso modo, uma operação quântica é uma transformação linear e
positiva G sobre um operador de densidade ρ̂ tal que a normalização do operador é preser-
vada, isto é, trG(ρ̂) = 1. Advertemos que esta não é uma definição rigorosa, mas será
suficiente para nossos propósitos. Uma discussão mais aprofundada pode ser encontrada
nas Refs. [Nie00, Fis04]. Um fato importante é que qualquer operação quântica pode ser
expressa como

G(ρ̂) =
∑
k

ĝk ρ̂ ĝ
†
k onde

∑
k

ĝ†k ĝk = 1̂. (3.14)

∗∗Também conhecida como a equação mestra de Kossakowski-Lindblad [Kos72, Lin76].
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Esta fórmula é conhecida como a representação de Kraus e os operadores {ĝk} como os
operadores de Kraus [Kra83, Nie00, Pre98, Fis04]. Em particular, a evolução temporal
unitária define uma operação quântica.

Se ρ̂S varia infinitesimamente durante um tempo δt, podemos escrever∑
k

ĝkρ̂S(0)ĝ†k = ρ̂S(δt) = ρ̂S(0) +O(δt), (3.15)

onde o membro esquerdo vem (3.14). Usaremos uma aproximação Markoviana para a
evolução temporal para assim obter uma equação para o operador densidade reduzido ρ̂S.
Agora a pergunta que fica é: quais são os operadores de Kraus no limite Markoviano?

Primeiro, vamos discutir o significado fı́sico da aproximação Markoviana. Espera-se
que a evolução do sistema reduzido dependa do tempo de resposta do acoplamento com o
ambiente. Para levar isso em conta, definimos τS como a escala de tempo caracterı́stica
na qual o operador densidade reduzido do sistema evolui livremente, τE a escala de tempo
na qual as correlações entre o estados reduzidos do sistema e do ambiente são esqueci-
das pelo ambiente e δt como a escala de tempo tı́pica na qual podemos observar e extrair
informação sobre o sistema. Uma hipótese plausı́vel consiste em considerar que δt é muito
menor que τS. Isso nos permite lidar com uma evolução quase contı́nua no tempo para o
sistema reduzido, o que significa que o operador densidade reduzido evolui infinitesima-
mente no intervalo de tempo δt. Outra hipótese conveniente é assumir que δt � τE, pois
no caso contrário a evolução do sistema pode depender das suas configurações para tempo
anteriores. Assim o ambiente evolui suficientemente rápido de modo que esquece todas a
informações sobre os estados anteriores do sistema S. Estas condições sobre δt definem
o limite Markoviano [Lin76, Kos72, Giu96, Car99]. Tendo em conta as suposições acima,
pode-se tomar o primeiro dos operadores de Kraus, denotado por ĝ0, como uma evolução
unitária e infinitésima mais uma evolução geral, isto é

ĝ0 =

[
1̂S −

i

~
Ĥδt

]
+ K̂δt. (3.16)

Aqui K̂ e Ĥ são operadores Hermitianos. Os outros operadores de Kraus podem ser
escritos como

ĝk =
√
δt L̂k, para k ≥ 1. (3.17)

A princı́pio, os operadores L̂k são arbitrários. Eles são conhecidos como operadores de
Lindblad e não precisam ser nem unitários nem Hermitianos. Aplicando a condição de
normalização dos operadores de Kraus (3.14), temos que

1̂S = 1̂S +

(
2K̂ +

∑
k

L̂†kL̂k

)
δt+O(δt2). (3.18)

Segue-se que

K̂ = −1

2

∑
k

L̂†kL̂k, (3.19)
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e portanto

ρ̂S(δt) = ρ̂S(0)−

(
i

~

[
Ĥ, ρ̂S(0)

]
+
∑
k

[
L̂kρ̂S(0)L̂†k −

1

2
{ρ̂S(0), L̂†kL̂k}

])
δt+O(δt2). (3.20)

Finalmente, quando tomamos o limite de δt → 0 obtemos a equação mestra de Lindblad
[Lin76, Kos72]:

∂ρ̂S
∂t

=
i

~
[Ĥ, ρ̂S]− 1

2~
∑
j

(
2L̂j ρ̂SL̂

†
j − L̂

†
jL̂j ρ̂S − ρ̂SL̂

†
jL̂j

)
. (3.21)

Se a representação de Kraus de ρ̂(t) consiste de um só operador como (3.16), então K̂ = 0

e a evolução unitária tipo Schrödinger, Eq. (2.30), é recuperada. Assim, imediatamente
podemos interpretar Ĥ na Eq. (3.21) como o Hamiltoniano do sistema fechado S. No
entanto, podemos obter a mesma equação de Lindblad para um Hamiltoniano diferente
de Ĥ. Para ver isto, é só considerar a transformação

L̂k → L̂k + `k1̂S and Ĥ → Ĥ +
1

2i

∑
k

(
`∗kL̂k − `kL̂

†
k

)
+ b1̂S, (3.22)

onde {`k} e b são escalares arbitrários. Então a equação de movimento para este novo
Hamiltoniano é igual à Eq. (3.21). A equação de Lindblad também é invariante sob
qualquer transformação unitária nos operadores de Lindblad. Para outras propriedades
da equação mestra de Lindblad recomenda-se ver por exemplo as Refs. [Pre98, Car99,
Fis04].

Como exemplos da equação mestra da Lindblad, podemos citar o caso de uma partı́cula
de poeira interagindo com moléculas do ar ou com radiação. Desprezando a força grav-
itacional, o Hamiltoniano da partı́cula de poeira é Ĥ = p2/2m. Sob estas condições, a
interação com o meio dependerá da posição da partı́cula, de modo que o operador de Lind-
blad é dado por L̂ = g q̂, onde g é o parâmetro de acoplamento. Este exemplo encontra-se
mais detalhado na Ref. [Giu96]. Outro exemplo tı́pico na ótica é o caso de um campo
eletromagnético interagindo com um banho térmicos de fótons. O campo é modelado
por um oscilador harmônico Ĥ = ω(p2 + q2)/2, enquanto os operadores de Lindblad são
γ(n̄+ 1)â/2 e γn̄â†/2, onde â† e â são os operadores de criação e aniquilação, N̄ é o número
médio de fótons térmicos na frequência ω do modo da cavidade à temperatura T e γ é a
taxa de amortecimento [Car99].

3.3 Equação de Lindblad no espaço de fase

Como uma primeira aplicação do formalismo do espaço de fase, vamos resolver a equação
mestra de Lindblad analiticamente para o caso particular no qual os operadores de Lind-
blad são proporcionais aos operadores de posição e/ou de momento. O desenvolvimento
desta seção segue o trabalho da Ref. [Bro04].
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Consideremos a Eq. (3.21) assumindo que cada operador L̂j é uma função linear
dos operadores de momento p̂ e/ou de posição q̂ e que o Hamiltoniano Ĥ, é quadrático.
Omitindo o subı́ndice S, a equação mestra no espaço das cordas lê-se como

∂χt(ξ)

∂t
= {H(ξ), χt(ξ)} − α ξ ·

∂χt(ξ)

∂ξ
− 1

2~
∑
j

[(l′j · ξ)2 + (l′′j · ξ)2] χt(ξ), (3.23)

onde
Lj(x) = (l′j + ı l′′j ) · x e H(x) =

1

2
xTHx (3.24)

são as representações de Weyl de L̂j e Ĥ e

α ≡
∑
j

l′′j ∧ l′j (3.25)

é o coeficiente de dissipação. Note que pelo fato de H(x) ser quadrático, a Eq. (3.23) é
uma equação de Fokker-Planck. A solução para esta equação é dada por um produto de
dois fatores: Um deles é a função de cordas evoluida unitariamente pelo Hamiltoniano
Ĥ:

χu(ξ, t) = χ0(ξ(t)), onde ξ(t) = eαtMt ξ, (3.26)

onde χ0 é a distribuição inicial e Mt = eJHt. O coeficiente de dissipação conduz a uma
expansão clássica não-Hamiltoniana (α > 0) ou a uma contração (α < 0) no plano das
cordas. Na ausência de dissipação, isto é, α = 0, χu se propaga classicamente como uma
distribuição de Liouville ††, tal como evolui a função de Wigner. Este fator é multiplicado
por uma função Gaussiana, que depende apenas do Hamiltoniano e dos coeficientes de
Lindblad, mas é independente da função de cordas inicial, assim, a solução da Eq. (3.23)
é [Bro04]

χt(ξ) ∝ χu(ξ, t) exp

(
− 1

2~
ξTΠtξ

)
, (3.27)

onde

Πt =
∑
j

∫ t

0
dt′ e2α(t′−t) MT

t′−t

[
l′jl
′
j
T

+ l′′j l
′′
j
T
]
Mt′−t, (3.28)

Alguns trabalhos anteriores já estudaram o caso especial em que o sistema e o ambiente
consistem em osciladores harmônicos [Aga71, Dod85, San87, Dio02].

Por outro lado, a partir da Eq. (3.27), podemos ver que a função de Wigner reduzida
é dada pela convolução da função de Wigner evoluida unitariamente Wu = FT{χu}, com
uma distribuição Gaussiana, cuja largura aumenta no tempo. Explicitamente

Wt(x) ∝ 1√
detMt

∫
dyWu(e−αty) exp

[
− 1

2π~
(y − x−t)TM̃−1

t (y − x−t),
]
, (3.29)

††A equação de Liouville clássica é
dρ

dt
= {H, ρ},

onde ρ(x, t) é uma distribuição clássica no espaço de fase eH é o Hamiltoniano clássico. Se x(t) são as órbitas
geradas pelo fluxo de H, a solução da equação de Liouville pode ser escrita como ρ(t) = ρo(x(t)) onde ρo é a
distribuição inicial para t = 0.
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onde
xt = e−αtMtx, M = JT Mt J e M̃ = −M−t. (3.30)

Essencialmente, o efeito do acoplamento Markoviano com o ambiente é um cross-graining
da função de Wigner unitariamente evoluida Wu com uma janela Gaussiana que se torna
mais larga a medida que o tempo avança.

Note que o determinante de M̃t aumenta com o tempo, então a função de Wigner se
tornará positiva sobre todo o espaço de fase depois de um certo tempo. Especificamente
a convolução na Eq. (3.29) é precisamente a transformação da função de Wigner Wu

para sua representação de Husimi quando a função Gaussiana atinge a largura ~ (ver
Eq. (2.68)). Denotamos por τp o tempo no qual isso acontece. Como a função de Husimi
é positiva definida, podemos afirmar que Wt ≥ 0 para qualquer t > τp. Após este tempo
de positividade as interferências quânticas da função de Wigner desaparecem. Esta é a
manifestação da descoerência no espaço de fase e τp fornece uma medida do tempo de
descoerência. Na verdade, a função de Wigner nunca pode ser positiva antes do tempo
τp, a menos que o estado inicial seja positivo, como por exemplo, no caso particular de
um estado coerente [Bro04]. A Fig. 3.2 mostra a evolução de um oscilador harmônico

Figura 3.2: Evolução temporal de um oscilador harmônico quântico com
amortecimento. Mostra-se as fotografias em diferentes instantes de tempo para duas
funções de Wigner iniciais diferentes: a) uma função δ de Dirac e b) um gato de
Schrödinger. Após o tempo de positividade τp, ambos esses estados são iguais a uma
função Gaussiana. A órbita clássica (pontos vermelhos) no espaço de fase é também
mostrada. Esta figura é uma cortesia de Olivier Brodier.

amortecido para dois estados iniciais diferentes: a1, uma função δ de Dirac e b1, um gato
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de Schrödinger, e sua órbita no espaço de fase. Depois de um tempo suficientemente
longo, a função de Wigner de ambos os estados convertem-se em funções Gaussianas
(ver painéis a3 e b3), tal como foi anteriormente obtido nas Refs. [Zur93, Paz93]. Uma
configuração intermediária é mostrada nos painéis a2 e b2.



Capı́tulo 4
Pontos Cegos entre Estados Quânticos

“La ceguera es una forma de soledad”

Jorge Luis Borges

Neste capı́tulo estudamos a sobreposição de um estado quântico estendido com a sua
imagem transladada. Verifica-se que esta sobreposição pode oscilar e que pode-se ter or-
togonalidade completa inclusive para pequenos deslocamentos. Isto ocorre genericamente
em pontos isolados. Deste modo, o conceito de ponto cego surge referindo-se a pontos no
espaço de fase onde a sobreposição entre dois estados quânticos é zero. Testa-se a resposta
destes pontos à descoerência —na aproximação Markoviana e para o ambiente de fótons
térmicos— mostrando-se que eles são extremamente sensı́veis: a descoerência levanta
pontos cegos e os transforma em mı́nimos de correlação em vez de zeros. Foca-se no caso
de uma superposição de estados coerentes, onde os pontos cegos dependem fortemente
das localizações e amplitudes dos estados que compoem dita superposição, mas são ape-
nas fracamente afetados por mudanças nas fases relativas e pelas possı́veis compressões
(ou squeezings) dos componentes. Os pontos cegos de um tripleto de estados coerentes
são especiais, eles se localizam perto de uma rede hexagonal formada por duas sub-redes
quasi-ortogonais: O mesmo tripleto quando colocado sobre um nó de uma sub-rede será
quasi-ortogonal ao tripleto original e a qualquer tripleto colocado sobre a outra sub-rede.

4.1 Introdução

A interferência entre estados quânticos não tem equivalência clássica. De fato, é uma
das caracterı́sticas contra-intuitivas da mecânica quântica. A maneira mais simples para
gerar interferência entre estados é superpondo um estado e a sua translação em posição
ou em momento —isto pode ser realizado experimentalmente usando uma fenda dupla,
dentre outras técnicas. Neste caso se produzem franjas mais finas, quanto maior for a
separação entre os estados. Isto é, uma separação maior em posição gera franjas menores

30
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nas intensidades de momento e vice-versa, de acordo com o princı́pio da incerteza de
Heisenberg. Assim, aparecem a oscilações na função de Wigner, que representa o estado
sobreposto no espaço de fase: Se ambos os estados têm funções de Wigner individuais que
são localizadas no espaço de fase, as oscilações entre eles são mais pronunciadas se os
estados individuais forem suficientemente separados. As franjas desaparecem à medida
que os estados aproximam-se mutuamente.

A sobreposição entre um par de estados, tais como aqueles produzidos em um inter-
ferômetro, oscila como uma função do tamanho do deslocamento. Mesmo que geralmente
se esperam grandes sobreposições para translações pequenas, pode-se inclusive obter or-
togonalidade completa com o estado inicial, como veremos nas seções seguintes. Ao au-
mentar a extensão do estado, este efeito é incrementado, assim a ortogonalidade é obtida
para uma translação menor. Os deslocamentos para os quais a sobreposição é zero serão
chamados de pontos cegos quânticos ou simplesmente pontos cegos.

Um deslocamento pode ser gerado continuamente por uma interação com um sis-
tema quântico de dois nı́veis, como foi mostrado no modelo de descoerência da Seção 3.1.
Naquele caso, os pontos cegos estavam relacionadas com a noção de descoerência. Em
geral, a ação de um Hamiltoniano linear fornece esse tipo de translação. As oscilações
na sobreposição de um estado inicial com todas as suas translações pode então ser usado
para medir algum parâmetro embutido no Hamiltoniano linear que gera a dita evolução.
Isto abre uma gama de possı́veis aplicações em metrologia quântica [Cav80, Gio04]. Por
outro lado, sabe-se que a precisão na estimatição de um parâmetro em um sistema
quântico está limitada pelos recursos de energia. Por esemplo, se δγ é a precisão na
estimatição do parâmetro γ e N o número de estados envolvidos no processo de medição, o
limite quântico padrão† impõe que δγ escala como O(N−

1
2 ). Este limite pode ser superado

‡ obtendo o limite máximo, o chamado limite de Heisenberg. Aparentemente, este lim-
ite máximo nas estimações, mesmo para o sistemas abertos, foi obtido na Ref. [Esc11a].
Este limite está relacionado com a desigualdade de Cramér-Rao [Rao45, Cra46]. Mais
detalhes sobre esses limites de medição vão além do escopo desta tese. Para os leitores
interessados recomendamos ver as Refs. [Gio04, Esc11a, Esc11] e Refs. contidas nelas.

Aqui estudaremos a estrutura da sobreposição de estados genéricos estendidos com
todas as suas possı́veis translações. Algumas perguntas são formuladas nesta direção:
A sobreposição é especialmente sensı́vei à descoerência? Quão delicada é a sobreposição
às mudanças entre as amplitudes e as fases relativas de uma superposição de estados
coerentes para que um ponto cego surja ou desapareça? Ao comprimir os estados que
formam dita superposição continuaremos tendo pontos cegos? Outros estados estendidos,
como estados excitados de osciladores anarmônicos, apresentam pontos cegos?

Em resumo, verificamos que os pontos cegos são uma caracterı́stica geral de qualquer

†Tradução libérrima do termo standard quantum limit.
‡Por exemplo, na Ref. [Tos06] isto é feito usando um estado especı́fico inicial: o estado bússola, ou seja,

uma superposição de 4 estados coerentes.
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estado quântico estendido. Se o estado tem uma simetria de paridade generalizada, isto
é, se é invariante sob reflexões com respeito a um ponto no espaço de fase, os zeros da
sobreposição podem ocorrer ao longo de linhas contı́nuas—para um grau de liberdade—
em vez de em pontos isolados. Para estados gerais, estes zeros ocorrem genericamente
em pontos isolados, e tem-se padrões regulares ou irregulares de pontos cegos que ma-
nifestam as delicadas propriedades ondulatórias da mecânica quântica. As estruturas
que emergem lembram as estruturas sub-Planckianas [Zur01]. Como uma consequência
notável da pureza do estado, a invariância das correlações com respeito à transformada
de Fourier simplética [Cho98, Ozo04, Ozo09a] se manifestará em um clara conjugação
entre escalas grandes e pequenas no espaço de fase. Esta invariância será essencial para
a análise a seguir.

Em princı́pio, os zeros apresentados aqui podem ser observados diretamente por meio
da manipulação e interferência de estados quânticos simples, como realizado em ótica
quântica [Leo97, Sch01]. Outro ponto importante é que apesar de serem genericamente
isolados, os pontos cegos não são limitados pela analiticidade da correlação, como acon-
tece com os zeros da função de Bargmann §, e portanto com os zeros da função de Husimi
[Leb90]. Ao contrário daqueles zeros que muitas vezes se encontram em regiões evanes-
centes [Tos99], os pontos cegos aparecem imersos em um fundo de correlações máximas.

Primeiro vamos estudar as linhas nodais das partes real e imaginária da função de
cordas. A interseção entre estas linhas determinará pontos cegos isolados, na ausência
de uma simetria de reflexão. Depois, desenvolveremos uma teoria para os pontos ce-
gos de superposições de estados coerentes ou de estados comprimidos, i.e. estados gato
Schrödinger e suas generalizações. Tais superposições de estados coerentes recentemente
se tornaram experimentalmente acessı́veis [Hof09]. Acontece que no caso de um tripleto
de estados coerentes temos que os pontos cegos formar um padrão regular sobre uma
rede hexagonal, quaisquer que sejam as amplitudes, fases relativas e localizações dos
três estados que compõem a superposição.

Em contraste com a robustez dos pontos cegos de estados puros com respeito a qual-
quer variação estrutural do estado, eles são notavelmente sensı́veis à descoerência. Ob-
servamos isto comparando o tempo de levantamento dos pontos cegos com o tempo em
que as oscilações da função de Wigner desaparecem. Este tempo de desaparecimento é
tomado às vezes como um indicador da perda de coerência quântica. Note-se também que
a desaparição de oscilações finas na função de Wigner corresponde ao decaimento da sua
função caracterı́stica para argumentos grandes, e que a região que vamos analisar é a
de argumentos pequenos. Assim, um operador densidade pode ainda ter regiões negati-
vas em sua função de Wigner, embora qualquer vestı́gio de seus pontos cegos tenha sido
exterminado.

§A função de Bargmann é a parte (inteira) holomorfa da função de Husimi [Vor89]
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4.2 Linhas nodais reais e imaginárias

Dado um estado |ψ〉 (ou ρ̂), definimos um ponto cego como um ponto no espaço de fase ξb
tal que C(ξb) = 0. Nosso objetivo é encontrar a estrutura dos zeros de C(ξ). Note-se que
ela não é obtida diretamente da função de Wigner. Como W (x) é real, seus zeros ficam
ao longo das suas linhas nodais. Esta estrutura nodal da função de Wigner torna-se uma
superfı́cie nodal de codimensão-1 para espaços de fase de L > 1 dimensões.

Por outro lado, note que a simetria de reflexão não é uma condição necessária para a
invariância de Fourier simplética das correlações no espaço de fase. É uma caracterı́stica
de todos os estados puros [Cho98, Ozo04, Ozo09a]:

FT{C(ξ)} = C(ξ) = |χ(ξ)|2, (2.46)

o que significa que os pontos cegos coincidem com os zeros da função de cordas quando o
estado for puro. Assim, daqui em diante, vamos nos restringir aos estados puros, assim,
em princı́pio, não distinguiremos entre a intensidade da função de cordas e a correlação
no espaço de fase C(ξ).

Pela Eq. (2.46), vemos que existe uma conjugação entre as escalas grandes e peque-
nas para estado puros, levando à estruturas sub-Planckianas [Zur01] com correlações
consideráveis sobre uma área maior do que a constante de Planck, ~. As estruturas em
escalas grandes implicam vetores de onda grandes para as oscilações de W (x) e igual-
mente para as oscilações das partes real e a imaginária de χ(ξ). Estas funções, como
mostraremos logo, são reais e tem linhas nodais que se aproximam à origem a medida
que a extensão total do estado é incrementada. Depois disto, faltaria então mostrar que
em geral essas linhas nodais se cruzam transversalmente.

Para a função de cordas, nenhuma restrição obriga às linhas nodais das suas partes
real e imaginárias coincidirem, por isso, normalmente, elas se cruzam em zeros isolados.
No caso geral, estas se tornam superfı́cies de codimensão 2. Mostraremos depois como
as partes real e imaginária da função de cordas estão relacionadas, respectivamente,
com a parte diagonal e não-diagonal do operador densidade em uma decomposição do
operador densidade em subespaços de paridade definida pelo operador R̂0, ou qualquer
outro operador de reflexão, R̂x.

Primeiro, qualquer estado puro |ψ〉 pode ser decomposto em um par de estados com
paridade definida, uma componente ı́mpar |ψi〉 e uma par |ψp〉, onde |ψxi 〉 e |ψxp 〉 são au-
toestados de R̂x, por −1 e 1 , respectivamente. O correspondente operador densidade
para este estado puro pode então ser decomposto em um par de componentes: Uma parte
diagonal ρ̂D e uma não-diagonal ρ̂N com respeito a R̂x, definidas por:

ρ̂ = (|ψxi 〉〈ψxi |+ |ψxe 〉〈ψxp |)︸ ︷︷ ︸
ρ̂D

+ (|ψxi 〉〈ψxp |+ |ψe〉〈ψxi |)︸ ︷︷ ︸
ρ̂N

. (4.1)

Esta decomposição pode ser realizada para estados mistos: As contribuições diagonais,
ou não diagonais de cada estado puro que compõe a mistura são sumadas. De fato, uma



4.2. LINHAS NODAIS REAIS E IMAGINÁRIAS 34

mistura estatı́stica de estados {|ψk〉} é dada por

ρ̂ =
∑
k

Pk |̂ψk〉〈ψk|, onde
∑
k

Pk = 1. (2.29)

e pode ser escrita na forma (4.1).
Sabe-se que o valor da função de Wigner em um ponto x é definido pelos termos diag-

onais na descomposição em relação ao R̂x [Roy77, Ozo09a]:

W (x) =
1

π~
[〈ψxp |ψxp 〉 − 〈ψxi |ψxi 〉]. (4.2)

Esta relação é resultado de inserir (4.1) na definição (2.42). Evidentemente, estes termos
’diagonais’ que compõem ρ̂D têm paridade definida, ou seja

[R̂x, |ψxi 〉〈ψxi |] = [R̂x, |ψxp 〉〈ψxp |] = 0. (4.3)

Logo, tomando x como a origem do espaço e dado que a representação de cordas deste
operador densidade centro-simétrico ρ̂0

D é um mero redimensionamento de sua função de
Wigner (ver Eq. (2.56)), a componente diagonal da função de cordas é uma função real.
Por conveniência o sub-ı́ndice 0 será omitido, e então tem-se que

χD(ξ) = tr ρ̂D T̂−ξ = tr
(

[|ψi〉〈ψi|+ |ψp〉〈ψp|] T̂−ξ
)
. (4.4)

Este fato não implica que a representação de cordas de ρ̂N seja uma função puramente
imaginária, embora isto seja realmente o caso. Para ver isso, primeiro combinam-se as
Eqs. (2.47) para x = 0, para obter

R̂0T̂ξR̂0 = T̂−ξ. (4.5)

Denotamos por χN (ξ) à função de cordas não-diagonal com relação a R̂0, i.e.

χN (ξ) = tr
{
T̂−ξ|ψi〉〈ψp|+ T̂−ξ|ψp〉〈ψi|

}
. (4.6)

Portanto

χN (ξ) = 〈ψi|T̂−ξ|ψp〉+ 〈ψp|T̂−ξ|ψi〉

= 〈ψi|R̂0T̂ξR̂0|ψp〉+ 〈ψp|R̂0T̂ξR̂0|ψi〉

= −χ∗N (ξ),

(4.7)

onde o asterisco indica o complexo conjugado. Então Re{χN} = 0. Resumindo, mostramos
que

Re{χ(ξ)} = χD(ξ) e Im{χ(ξ)} = χN (ξ). (4.8)

Agora, dado que χ(−ξ) = χ∗(ξ), temos finalmente que

χD(−ξ) = χD(ξ) e χN (−ξ) = −χN (ξ), (4.9)
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assim, as partes real e imaginária da função de cordas são funções par e ı́mpar, respec-
tivamente. Isto pode ser observado na Fig. 4.7 para o caso de uma superposição de três
estados coerentes.

Independente do estado, a parte imaginária da sua função de cordas é zero na origem,
porque trρ̂N = 0, por isso a origem sempre está sobre uma linha nodal imaginária. Em
contraste, a parte real da função de cordas atinge lá seu valor máximo, para trρ̂D = 1.
Como será mostrado com uma aproximação ao redor da origem, o cenário genérico dos
zeros da função de cordas provem de uma linha nodal imaginária que atravessa a origem
e que corta transversalmente as linhas nodais reais que evitam a origem. Para estados
centro-simétricos, ou seja, aqueles para os quais o comutador

[ρ̂, R̂x] = 0 para algum centro de reflexão x, (4.10)

a parte imaginária da função de cordas é identicamente zero. Então χ(ξ) é essencialmente
um redimensionamento da função de Wigner (ver Eq. (2.56)), portanto os seus zeros
também se encontram ao longo das linhas nodais, em vez de pontos isolados. Assim, os
estados simétricos são exceções importantes para o quadro genérico de linhas nodais que
se cruzam transversalmente perto da origem. No entanto, qualquer quebra de simetria,
mesmo que pequena, isola os zeros para pontos cegos, embora |χ(ξ)|2 continue sendo
muito pequeno ao longo de suas linhas nodais reais.

Pode-se argumentar que a decomposição em subespaços de paridade definida é total-
mente dependente da escolha do centro de reflexão como a origem; e portanto, as partes
real e imaginária da função de cordas não são invariantes com respeito a um desloca-
mento de origem. Porém, o efeito de tal translação da origem consiste em um fator de
fase de acordo com a Eq. (2.55). No entanto, este fator de fase não altera os pontos cegos,
porque esse fator de fase é global, de modo que podemos ainda decompor a função de cor-
das para o mesmo par de componentes (com o mesmo deslocamento na fase) e suas linhas
nodais ainda se cruzarão nos mesmos pontos cegos (ver e.g. Figs. 4.1, 4.2 e 4.7).

Uma interpretação alternativa é considerar as transformadas cosseno e seno simpléticas,
c(ξ) e s(ξ) da função de Wigner. Elas coincidem com as partes real e imaginária de χ(ξ),
respectivamente. De acordo com a definição (2.38), podemos construir os operadores Her-
mitianos

ĉξ =
T̂ξ + T̂−ξ

2
= cos

(
ξ ∧ x̂
~

)
e ŝξ =

T̂ξ − T̂−ξ
2i

= sin

(
ξ ∧ x̂
~

)
, (4.11)

de maneira que

c(ξ) = tr ρ̂ ĉξ = 〈ĉξ〉ρ̂ e s(ξ) = tr ρ̂ ŝξ = 〈ŝξ〉ρ̂. (4.12)

Estas transformadas podem ser interpretadas como generalizações dos potenciais cos(kq)

e sin(kq), no contexto de átomos frios iluminados por ondas estacionárias de lasers [Harp55,
Aub80], onde k é o vetor de onda do laser e q é a coordenada de posição. Quando o estado



4.2. LINHAS NODAIS REAIS E IMAGINÁRIAS 36

|ψ〉 tem um centro de simetria, então s(ξ) = 0, de modo que χ(ξ) = c(ξ) [Ozo04, Zam09,
Zam10].

Como c(0) = tr ρ̂ t̂0 = χ(0) = 1, a origem está sobre uma linha nodal de s(ξ) . Em uma
vizinhança da origem, a função de cordas pode ser aproximada por

χ(ξ) = 〈T̂−ξ〉ρ̂ '
〈

1− i

~
ξ ∧ x̂− 1

~2
(ξ ∧ x̂)2 + · · ·

〉
ρ̂

= 1− i

~
ξ ∧ 〈x̂〉ρ̂ −

1

~2
〈(ξ ∧ x̂)2〉ρ̂ + · · · . (4.13)

Assim, a linha nodal de s(ξ) que atravessa a origem é localmente paralela à direção de
do vetor 〈x̂〉ρ̂. Por outro lado, como a origem é um máximo local da função de cordas, as
linhas nodais de c(ξ) para cordas pequenas evitam a origem. Segue-se da Eq. (4.13) que a
linha nodal real mais próxima em torno da origem, se negligenciarmos termos de ordem
superior, é dada aproximadamente por

1

~2
〈(ξ ∧ x̂)2〉ρ̂ =

1

~2
〈q̂2〉ρ̂ξ2

p + 〈p̂2〉ρ̂ξ2
q − 〈q̂p̂+ p̂q̂〉ρ̂ ξqξp = 1, (4.14)

que pode ser compactado em notação matricial:

ξTJTKρ̂Jξ = ~2, (4.15)

onde

Kρ̂ ≡

[
〈p̂〉ρ̂ 1

2〈p̂q̂ + q̂p̂〉ρ̂
1
2〈p̂q̂ + q̂p̂〉ρ̂ 〈q̂〉ρ̂

]
. (4.16)

A matriz Kρ̂ é conhecida como matriz de covariância de Schrödinger [Schr26, Ozo09a], e
seu determinante estabelece a extensão do estado no espaço de fase, isto é,

detKρ̂ ≥
~2

4
. (4.17)

Esta desiguladade é a versão simplecticamente invariante do princı́pio da incerteza de
Heisenberg. A linha nodal de c(ξ) é então aproximada por uma elipse (4.15) e o ponto
cego mais próximo está perto do seu ‘diâmetro’ que é paralelo a 〈x̂〉ρ̂. É importante no-
tar que a presente estimativa para o par de pontos cegos mais próximos da origem de-
pende apenas dos primeiros e segundos momentos da distribuição de Wigner, e que é
inútil tentar fazer uma expansão de Taylor (4.13) para encontrar outras ortogonalidades.
Finalmente, destacamos o fato de que a Eq. (4.15) é equivalente à relação das áreas sub-
Planckianas, Eq. (3.11), obtida por Zurek em Ref. [Zur01]: Associamos |ξ|2 com a área de
sub-Planckiana e |detKρ̂| com a área A na Eq. (3.11), i.e. o tamanho do estado no fase de
espaço.

Todas as considerações nesta seção são facilmente adaptadas a sistemas com vários
graus de liberdade: A origem em um espaço de fase de mais dimensões encontra-se sobre
uma superfı́cie nodal imaginária de codimensão-1 e esta superfı́cie genericamente inter-
secta as superfı́cies nodais da parte real da função de cordas ao longo de superfı́cies de



CAPÍTULO 4. PONTOS CEGOS ENTRE ESTADOS QUÂNTICOS 37

codimensão 2. Portanto, os zeros na sobreposição de duas cópias transladadas do mesmo
estado estarão genericamente sobre pontos cegos isolados quando projetados sobre su-
perfı́cies bidimensionais arbitrárias no espaço de fase de muitas dimensões. Assim, a
probabilidade de que um grupo contı́nuo de translações a partir da origem e ao longo de
uma linha reta se aproxime de um ponto de sobreposição zero, não depende do número
de graus de liberdade. Isso certamente vale para sistemas centro-simétricos. Generica-
mente, os pontos cegos se encontram próximos à origem para todos os estados estendi-
dos, pois a invariância das correlações de espaço de fase com respeito a transformada
de Fourier simplética, Eq. (2.46), é válida, independentemente do número de graus de
liberdade.

4.3 Superposições de estados coerentes

Antes de embarcar no estudo de superposições gerais de estados coerentes, é interessante
rever algumas propriedades de casos mais simples. Em primeiro lugar, um único pacote
Gaussiano, como mostrado na Fig. 2.4 no Capı́tulo 2, não tem pontos cegos, porque a
parte real da sua função de cordas nunca é zero. Na verdade, a correlação C(ξ) tende a
zero somente se |ξ| → ∞.

Contrariamente a isto, a simetria do estado gato de Schrödinger (ou 2-gato) |Ψ1
η〉 pro-

duz uma função real de cordas cujas linhas nodais são paralelas a η (veja Fig. 2.5 no
Capı́tulo 2). Este caso é especialmente patológico: Quebrando a simetria dos coeficientes
do par de estados coerentes, geram-se linhas nodais retas na parte imaginária da função
de cordas que são localmente paralelas às linhas reais nodais na vizinhança da origem.
A Fig. 4.1 mostra a intensidade de dois estados 2-gato: (superior) o caso simétrico e
(inferior) um outro formado por dois pacotes Gaussianos com amplitudes diferentes. Ao
contrário do primeiro, a parte imaginária do segundo não é nula em todos os lugares, e os
seus zeros não coincidem com as linhas (verdes) nodais de sua parte real. Aqui as linhas
nodais da função de cordas reduzem-se a pontos isolados a meio caminho entre o padrão
de interferência e os picos de fora. Olhando para as intensidades na Fig. 4.1, é compli-
cado reconhecer qual estado é simétrico e qual não é. No entanto, isso pode ser notado na
diferença na amplitude dos picos de fora.

O estado bússola —quatro gaussianas localizadas nos vértices de um quadrado— foi
utilizado por Zurek em suas trabalho sobre estruturas sub-Planckianas. Como discutimos
na Seção 3.1, a descoerência pode estar relacionada com os pontos de ortogonalidade no
modelo particular estudado. Zurek mostrou essas ortogonalidades em termos de funções
de Wigner. No entanto, a forma mais adequada é usando a representação de cordas. Na
Fig. 4.2 mostram-se os zeros para o estado bússola: Eles determinam uma grade na
vizinhança da origem, cuja célula unitária é menor do que ~; assim os zeros ficam numa
escala sub-Planckiana. Se alteramos a amplitude das componentes Gaussianas, estes
zeros se reduzem a pontos isolados na região intermédia entre a origem e os picos exter-
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Figura 4.1: Intensidade da função de cordas para um estado 2-gato não-simétrico
(Superior). O estado gato simétrico é real de modo que, os zeros da função de cordas se
encontram ao longo das linhas nodais (verdes). (Inferior) O gato não-simétrico tem zeros
em pontos isolados: Aqui um pacote Gaussiano tem duas vezes a amplitude do outro. As
linhas verdes (amarelas) são as linhas nodais da parte real (imaginária) de χ(ξ). Aqui
~ = 0.5.

nos, tal como no caso do estado gato de Schrödinger. Observamos que as grades verdes e
vermelhas ao redor da origem, no painel direito da Fig. 4.2, não se cruzam mutuamente.
Uma ampliação da Fig. 4.2 revela um conjunto de cruzamentos evitados entre as linhas
nodais das partes real e imaginária da função de cordas, conforme mostrado na Fig. 4.3.

Agora, vamos nos concentrar numa superposição genérica de estados coerentes loca-
lizados nos vetores no espaço de fase {ηk}:

|ΨN 〉 = N
N∑
k=0

ak|ηk〉 = N [a0|0〉+ a1|η1〉+ ...+ aN |ηN 〉] , (4.18)

onde a constante de normalização é:

N−2 =

 N∑
k,s=0

aka
∗
s exp

[
−|ηk − ηs|

2

4~
+ ı

ηk ∧ ηs
2~

] . (4.19)

Resonadores supercondutores não-lineares entre outras técnicas [Hof09, Mir90, Tar93,
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Figura 4.2: Intensidade da função de cordas para um estado bússola (esquerda) O
caso simétrico é real. As linhas nodais desenham uma grade nas proximidades da origem
(ver as linhas verdes). (direita) Estado bússola assimétrico: Os dois estados componentes
superiores tem uma amplitude 1.3 vezes maior do que os outros dois. As linhas verdes (ver-
melhas) são as linhas nodais da parte real (imaginária) de χ(ξ). Quebrando a simetria,
os zeros de χ(ξ) são reduzidos a pontos isolados longe da origem. Aqui ~ = 0, 05.

Figura 4.3: Cruzamentos evitados das linhas nodais de um estado bússola. Esta
é a ampliação da figura. 4.2 perto de um cruzamento evitado entre as linhas nodais reais
(verdes) e as imaginárias (vermelhas) da função de cordas. Aqui ~ = 0, 05.

Bru92] podem sintetizar este tipo de superposições. A translação deste estado é então

|ΨN
ξ 〉 ≡ T̂ξ|ΨN 〉 =

N∑
k=0

ak|ηk + ξ〉

= N [a0|ξ〉+ a1e
ıξ∧η1/~|η1 + ξ〉+ ...+ aNe

ıξ∧ηN/~|ηN + ξ〉],

(4.20)

mais uma fase global. Assim, na correlação, C(ξ), é preciso tratar (N + 1)2 termos da
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forma 〈ηn| ηm+ξ〉. Note-se que cada termo diagonal, 〈ηn| ηn+ξ〉, determina as correlações
internas para um único estado coerente |ηn〉.

A função de Wigner e a função de cordas de um multipleto de estados coerentes podem
ser divididas em termos diagonais e não diagonais, como por exemplo a função Wigner é

WN (x) =
N 2

π~

N∑
k,s=0

aka
∗
sWks(x), (4.21)

onde

Wks(x) = exp

[
−
∣∣ηk+ηs

2 − x
∣∣2

~
+
ı

~
(ηk − ηs) ∧ x+

ı

2~
ηs ∧ ηk

]
. (4.22)

Aqui fica claro que os termos ‘individuais’ ¶ Wk(x), são picos Gaussianos localizados no
centro de cada estado coerente ηk, enquanto que os termos Wks(x) estão representados
por franjas de interferência, localizadas a meio caminho entre ηk e ηs. Essencialmente,
temos o mesmo esboço da Fig. 2.5, exceto alterando a origem para o ponto médio entre
ηk e ηs. Este padrão é estruturalmente estável em relação a variações dos coeficientes de
|ΨN 〉.

Por outro lado, para a função de cordas tem-se uma situação semelhante, mas com
uma interpretação totalmente diferente. A função de cordas é dada por

χN (ξ) = N 2
N∑

k,s=0

aka
∗
sχks(ξ), (4.23)

onde

χks(ξ) = exp

[
−|ηk − ηs − ξ|

2

4~
+

ı

2~
[(ηk + ηs) ∧ ξ + ηk ∧ ηs]

]
.

As correlações internas dos estados coerentes individuais se sobrepõem na vizinhança da
origem, enquanto as correlações cruzadas geram Gaussianas complexas centradas nos
vetores ±(ηk − ηs), como mostrado na Fig. 4.4.

Note que esta decomposição para a função de Wigner e de cordas dá a falsa impressão
de que um par de estados coerentes formam os ‘blocos de construção’ fundamentais no
espaço de fase e assim para os pontos cegos. No entanto, mostraremos que a distribuição
de pontos cegos muda drasticamente pela adição de um estado único e coerente no multi-
pleto inicial.

Olhando para cordas curtas, pode-se apreciar a estrutura simples que suporta o padrão
de pontos cegos. Primeiro, considere os termos diagonais da função de Wigner, ou seja,
os picos Gaussianos Wk(x). Mesmo que os estados Gaussianos estejam comprimidos de
diferentes maneiras, como mostrado na Fig. 4.5, a largura de cada contribuição é da or-
dem de O(~

1
2 ), onde se considera ~ como um parâmetro pequeno, isto é, as larguras são

muito menores do que as separações, |ηn − ηm|, que são da ordem de O(~0). Em conjunto,

¶Para simplificar a notação usamos Wk(x) em vez de Wkk(x).
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Figura 4.4: Função de cordas para um par de estados Gaussianos em ηk e ηs. A
intensidade (fase) é mostrada no painel esquerdo (direito). Observe que as oscilações de
fase são perpendiculares aos vetores ηk e ηk + ηs respectivamente. A intensidade não está
normalizada porque este esboço é meramente ilustrativo.

Figura 4.5: Pontos cegos para um tripleto de Gaussianas comprimidas. Intensi-
dade logarı́tmica de um tripleto de estados Gaussianos. O painel da direita é uma am-
pliação do da esquerda. No painel à direita, podemos observar um conjunto de pontos
cegos, i.e. os pequenos pontos verdes que formam uma grade hexagonal.

esta parte positiva da função total WN (x) pode ser identificada com a função de Wigner
para o estado

ρ̂mixed ∝ N 2
N∑
k=0

|ak|2|ηk〉〈ηk|, (4.24)
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i.e. o estado misto obtido a partir do mesmo conjunto de estados coerentes generalizados.
Explicitamente

WN
mixed(x) ∝ |a0|2W0(x) + |a1|2W1(x− η1) + ...+ |aN |2WN (x− ηN ), (4.25)

onde escolheu-se η0 = 0. Assim, a função de cordas correspondente ao estado misto,
resulta de uma transformada de Fourier simplética:

χNmixed(ξ) ∝
N∑
k=0

|ak|2 χk(ξ) exp
( ı
~
ηn ∧ ξ

)
. (4.26)

Assim como para Wk(x), cada uma das funções de cordas de cada estado coerente, χk(ξ),
tem uma larguraO(~

1
2 ), porém está centrada na origem. Então, dentro de uma vizinhança

Figura 4.6: Função de cordas para um tripleto de estados coerentes: Fase a)
e b) intensidade As correlações para escalas grandes aparecem como um hexágono de
Gaussianas (pontos azuis grandes em b)), enquanto que os termos diagonais produzem
um padrão ao redor da origem. Os pontos pretos (singularidades da fase) em a), ou os
máximos em b), são os pontos cegos, formando uma rede hexagonal perto da origem. As
flechas indicam onde os estados que formam o tripleto estão localizados.

da origem de escala pequena O(~), podemos aproximá-las por larguras infinitas, levando
para a função de cordas aproximada:

χN (ξ) ≈
N∑
k=0

|ak|2 exp
( ı
~
ηk ∧ ξ

)
, (4.27)

que é independente das fases relativas na superposição. De fato, estas fases relativas
estão contidas nos números complexos {ak} e assim a Eq. (4.27) só depende das in-
tensidades |ak|2. Esta expressão é análoga à amplitude de um padrão de difração de
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espalhadores pontuais com pesos |ak|2, colocados em ηk(exceto por uma rotação de π/2,
por causa do produto simplético). Elevando ao quadrado estas intensidades de difração,
obtemos a aproximação de cordas pequenas para a correlação,

C(ξ)→ |χN (ξ)|2, para ξ → 0. (4.28)

Os zeros aproximados podem ser então lidos diretamente de χN (ξ). Por outro lado, note
que cada zero corresponde a uma singularidade da fase da função de cordas e, portanto, é
um deslocamento de onda [Nye74]. A fase para a função de cordas de um tripleto de esta-
dos coerentes (com ~ = 0, 075), com os mesmos pesos e cujos vértices estão localizados em
(0, 0), (1, 5,−0, 1) e (0.2, 1.5) é mostrado na Fig. 4.6a. As singularidades nos pontos cegos
são apresentadas como pontos pretos na Fig. 4.6a: A vizinhança contém todos os possı́veis
valores para a fase. O gráfico correspondente das intensidades logarı́tmicas é apresen-
tado na Fig. 4.6b. A Fig. 4.7 mostra as partes real e imaginária do mesmo estado na Fig.
4.6. Isso não seria estranho se (4.27) realmente representasse um padrão de difração.

Figura 4.7: As partes real (esquerda) e imaginária (direita) da função de cor-
das para um tripleto de estados coerentes. Note-se a paridade definida par (ı́mpar)
da parte real (imaginária). Os pontos cegos estão localizados na intersecção das linhas
contı́nuas nodais (linhas pretas) ambas as figuras.

Porém é a interpretação alternativa como um campo de correlações para a mesma fonte,
que assume um sentido paradoxal: Os zeros deste padrão indicam a presença de pontos
cegos na sobreposição do multipleto original com as suas translações. A relevância do
‘padrão de difração ’ para a correlação reside na invariância à transformada de Fourier
simplética que este apresenta.

Para uma mistura estatı́stica de estados coerentes, a correlação é exclusivamente a
transformada de Fourier simplética da intensidade da função de cordas (diferente da Eq.
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(4.27)), o que faz que os zeros desapareçam.
Na verdade, (4.26) não tem os termos cruzados χks, então, a transformada de Fourier

simplética desta intensidade gera um conjunto de picos Gaussianos longe da origem que,
da mesma forma que acontece para a função de Wigner em (4.25), não tem franjas de
interferência em torno da origem. Em outras palavras, a aproximação ao redor da origem
consiste em negligenciada a parte exterior da função de cordas do estado puro completo,
mostrado na Fig. 4.6. Esta parate exterior garante a invariância de Fourier de C(ξ),
apesar de que seu efeito direto sobre o padrão de difração é insignificante. Na verdade,
cada termo não-diagonal χks(ξ), que contribui na função de cordas é uma Gaussiana (com-
plexa), com largura O(~

1
2 ), e centrada em ηk−ηs. Assim, os picos longe da origem formam

o hexágono exterior da Fig. 4.6 b, correspondentes às oscilações externas na Fig. 4.6a.
Como a separação entre os pares de estados coerentes no multipleto é deO(~0), temos que
os máximos exterioroes (longe da origem) perturbam, de forma levemente exponencial, o
padrão de difração central.

4.4 Rede hexagonal de pontos cegos de um tripleto de esta-
dos coerentes

Vimos que o caso comumente escolhido N = 1 é não-genérico, ou seja, o estado gato de
Schrödinger†, nas vizinhanças da origem, tem um contı́nuo de pontos cegos ou nenhum.
Geralmente, os zeros da correlação são isolados, mas são aparecem num padrão periódico
para N = 2. Para ver isto, considere cada termo da Eq. (4.27) como um vetor de compri-
mento |ak|2 no plano complexo. Então a condição para que uma dada corda, ξ0, especifique
um ponto cego é que os N + 1 vetores formem um polı́gono fechado, como mostrado na
Fig. 4.8. No entanto, um triângulo é o único polı́gono que é completamente determinado
(dentro de simetrias discretas) pelos comprimentos respectivos dos seus lados. Para N

suficientemente grande, as distribuição de zeros pode ser aproximada pela distribuição
de zeros de ondas aleatórias complexas, de modo que os pontos cegos são as interseções
linhas nodais aleatórias [Lon57].

Para N = 2, i.e. um tripleto de estados coerentes, as três intensidades |an|2 deter-
minam um único triângulo no plano complexo. Escolhendo o primeiro vetor na direção
horizontal, θ0 = 0, os outros ângulos são dados pela lei dos cossenos, ou seja,

θ1 = π ± arccos
[
|a0|2 + |a1|2 − |a2|2

2|a0a1|

]
, (4.29a)

θ2 = π ± arccos
[
|a0|2 + |a2|2 − |a1|2

2|a0a2|

]
, (4.29b)

para valores permitidos da função arcocosseno, como mostrado na Fig. 4.8. Para cada

†É importante ressaltar que o ı́ndice de k na Eq. (4.18) começa do 0.
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Figura 4.8: Polı́gono que especifica os pontos cegos de um multipleto de N + 1

estados coerentes na aproximação ao redor da origem. Os pontos cegos ocorrem
quando os vetores {~v(ξ)} formam um polı́gono fechado. (Esquerda) Para um tripleto cor-
responde a um triângulo. Isso nos permite ‘pavimentar’ o plano das cordas produzindo
uma rede regular de pontos cegos.

escolha de sinal nas Eqs. (4.29), temos que a solução do par de equações lineares,

θ1 + 2πk1 =
η1 ∧ ξ0

~
para k1 inteiro, (4.30a)

θ2 + 2πk2 =
η2 ∧ ξ0

~
para k2 inteiro, (4.30b)

determina duas sub-redes oblı́quas de pontos cegos, ξ0(k1, k2): Os pontos verdes e amare-
los na Fig. 4.9b. Estas duas formam um reticulado hexagonal, mostrado na Fig. 4.9. É
claro que um tripleto localizado sobre uma das sub-redes é quasi-ortogonal a qualquer
tripleto será ortogonal localizado na outra sub-rede. A estrela de Davi inscrita dentro do
hexágono de picos fora da origem Fig. 4.9, por sua vez define um hexágono interior, que é
apenas um re-escalamento dos hexágonos que formam a rede de pontos cegos na Fig. 4.9
b. Se a0 = a1 = a2, estes hexágonos, mostrados na Fig. 4.10 estão relacionados pelo fator
de escala:

Λ =
2|η ∧ ζ|
π~

. (4.31)

Este é um exemplo da conjugação entre as escalas grandes e pequenas gerada pela in-
variância de Fourier das correlações. Para estados coerentes bem separados, i.e. os com-
ponentes de ηk − ηs são de ordem O(~0), os desvios de C(ξ) da rede são pequenos, como
mostrado na Fig. 4.9b. Isto é, cada pequeno ponto verde ou amarelo ‘contém’ um zero.

É importante ressaltar que os coeficientes de uma superposição de estados permanecem
invariantes durante uma evolução unitária, enquanto que, por exemplo, as posições dos
estados coerentes generalizados podem estar se movendo. Assim, uma medição experi-
mental de um par de zeros de correlação, ξ0(t), em qualquer momento, pode em princı́pio
ser introduzido no par de Eqs. (4.30) para resolver o problema inverso, isto é, para obter
as posições dos estados coerentes: ηk(t).



4.5. PONTOS CEGOS E DESCOERÊNCIA 46

Figura 4.9: Sub-redes quasi-ortogonais. a) Intensidade linear da função de cordas
e b) uma ampliação de a) na vizinhança da origem. A rede hexagonal de pontos cegos
é formada por duas sub-redes oblı́quas (pontos verdes e amarelos, respectivamente). O
hexágono preto em a) é um re-escalamento dos hexágonos da rede de pontos cegos. Aqui
os estados estão localizados em (0, 0), (−4, 0.3) e (0.2, 3), ~ = 0, 075 e as amplitudes na
superposição são iguais.

Figura 4.10: Esqueleto geométrico da rede hexagonal de pontos cegos para um
tripleto de estados coerentes. Os pontos ~vk são paralelos aos termos de interfêrencia
da função de cordas. O hexágono interior é um re-escalamento da célula unitária da rede
de pontos cegos.

4.5 Pontos cegos e descoerência

A interação com um ambiente externo aleatório evolui um estado puro em um estado
misto. Como foi mencionado no capı́tulo 3, a função de Wigner de um estado estendido
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gradualmente perde suas franjas de interferência e torna-se positiva em todos os lugares,
sem importar o estado inicial [Bro04, Dio02], seja um multipleto de estados coerentes ou
autoestados excitados de um oscilador anarmônico. Este processo, visto na representação
de cordas, é traduzidos como uma queda na amplitude de χ(ξ) para todas as cordas fora de
uma vizinhança de área ~ em torno da origem. No entanto, os pontos cegos são estruturas
que se encontram dentro desta suposta região clássica. Não é a priori claro como pontos
cegos e as oscilações perto da origem são afetados pela descoerência. O ponto crucial
é que, neste caso, já não é possı́vel identificar o quadrado da função de cordas com as
correlações no espaço de fase, ou seja, devemos usar

C(ξ) ∝ FT{|χ(ξ)|2} (2.45)

para estados mistos. Mesmo assim, a teoria quântica dos sistemas abertos não é, de forma
alguma, completa como é a descrição da evolução quântica unitária de sistemas fechados.
Mostratemos que as correlações observáveis, C(ξ), são excepcionalmente sensı́veis à de-
scoerência, mesmo que χ(ξ) preserve sua estrutura oscilatória e seus zeros.

A possibilidade de deduzir a estrutura local e completa das correlações, C(ξ, t), di-
retamente a partir da função de cordas existe para a classe especial e importante das
evoluções quânticas Markovianas. Usamos a solução explı́cita para a equação mestra
de Lindblad da função de cordas, Eq. (3.27). Portanto, |χ(ξ, t)|2 também fatora de tal
maneira que a solução é |χu(ξ, t)|2 multiplicado pelo quadrado de uma função Gaussiana.
A transformada de Fourier simplética fornece a correlação evoluida como a convolução,

C(ξ, t) = |χu(ξ, t)|2 ∗ exp

[
−1

~
ξTΠtξ

]
, (4.32)

porque χu(ξ) ainda representa um estado puro e, portanto,

FT{|χu(ξ, t)|2} = |χu(ξ, t)|2. (4.33)

Como um resultado deste ‘coarsegraining’ da função positiva |χu(ξ, t)|2, os zeros de
correlação são levantados no tempo. A Fig. 4.11 ilustra vários retratos instantâneos do
perfil da função de correlação para diferentes tempos quando o Hamiltoniano interno é
igual a zero. Então χu(ξ, t) é constante no tempo. No entanto, os pontos cegos podem ser
detectados como mı́nimos locais, permanecendo até um tempo de levantamento τl, o qual
depende da disposição dos estados coerentes, como mostrado na Fig. 4.11b. Este tempo é
atingido quando a correlação C(ξ, t) se aproxima de seu envelope Gaussiano. A definição

τl =
~
A
τp, (4.34)

onde A é a área do tripleto e τp é o tempo positividade da função de Wigner [Dio02, Bro04]
fornece uma boa estimativa do tempo de levantamento. De fato. os pontos pretos na Fig.
(4.11) b foram calculados usando a expressão acima.
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Figura 4.11: Efeito da descoerência nos zeros da correlação. Evolução Markoviana
da correlação no espaço de fase para um tripleto localizado em (0, 0), (0, d) e (d, 0), ao
longo da linha ξp = −ξq/2. Neste caso χu(ξ, t) = χ(ξ, 0) e os operadores de Lindblad são p̂
e q̂, respectivamente. Em a) os zeros são levantados a medida que o tempo transcrre. Eles
viram mı́nimos locais e são distinguı́veis somente até o tempo de levantamento τl. Aqui,
d = 5, assim que a área do tripleto é A = 12, 5 e ~ = 0, 075. b) Mostra a diferença ∆ entre
a correlação no espaço de fase e seu ‘envelope’ Gaussiano como uma função do tempo para
o primeiro zero. O estado tem a mesma configuração que a usada em a), mas varia-sa a
área, A = d2/2, do tripleto.

Temos aqui um exemplo escolhido muito especial, onde H = 0, ou seja, χu(ξ, t) não
evolui no tempo e no ambiente formado por fótons térmicos, assim como mantém os
mı́nimos de correlação encima dos pontos cegos. No entanto, a relação entre os tem-
pos de descoerência (4.34) se mantém mesmo se a área A(t) do estado de não seja con-
stante no tempo. Lembrando que τp mede o tempo de sobrevivência das franjas de inter-
ferência na função de Wigner, encontramos que o tempo de sobrevivência para os mı́nimos
de correlação que indica pseudo-pontos cegos para sistemas abertos, é muito menor se
A� ~. Assim, a estrutura oscilatória que dá origem a pontos cegos para pequenos deslo-
camentos é muito mais sensı́vel a descoerência que as franjas da função de Wigner.

4.6 Discussão

A quase-ortogonalidade entre um estado e as suas imagens evoluı́das é uma propriedade
quântica notável com aplicações na teoria da descoerência [Alo04] e metrologia quântica
[Tos06, Gio04, Esc11]. No entanto, o métodos em estudos anteriores não resolveram a
questão de saber se ortogonalidade completa também é acessı́vel.

Neste capı́tulo mostrado que os pontos cegos, que denotam que a sobreposição é nula,
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surgem dentro de uma vizinhança da origem. Esta propriedade depende basicamente da
matriz de covariância Schrödinger: Quanto maior determinante desta matriz os pontos
cegos ficam mais próximos da origem.

A função de cordas retrata um estado puro, exibindo sua sobreposição com todas
as suas translações possı́veis. Contrário a considerações ingênuas, em nenhum caso, o
decaimento no módulo quadrado da sobreposição é suave dentro de uma área ~ ao re-
dor da origem. De fato, os pontos cegos correspondem aos ‘entalhes’ sobre um fundo
de correlações máximas. Isto os torna detectáveis. Eles funcionam como indicadores
muito sensı́veis da coerência quântica, igualmente que os zeros da função de Husimi
[Leb90, Tos99]. Esta última tem os seus zeros em regiões evanescentes [Tos99], onde são
difı́ceis de distinguir.

Mostramos como a interação entre a função de cordas, as simetrias reflexão e a in-
variância Fourier da correlações no espaço de fase determinar estruturas gerais que são
válidas para qualquer exemplo especı́fico. Estudamos com detalhe os tripletos de esta-
dos coerentes. Estes estados encontram-se na classe genérica onde os pontos cegos são
pontos isolados. Porém são os únicos estados que possuem pontos cegos ordenados so-
bre uma rede periódica, na vizinhança da origem. Também usamos estes estados para
mostrar o contraste entre a robustez da rede de pontos cegos sob evoluções unitárias e a
sua extrema sensibilidade à descoerência.



Capı́tulo 5
Teoria Semiclássica no Espaço de Fase

“Acredito que errado é aquele que
fala correto e não vive o que diz”

Fernando Anitelli

A transição entre a descrição clássica e quântica dos sistemas fı́sicos é abordada neste
capı́tulo. Para esse fim, estudamos o limite assintótico ~ → 0, conhecido como regime
semiclássico; este limite deve ser interpretado como o regime onde as ações tı́picas de um
sistema fı́sico são muito maiores do que ~. Avaliaremos as funções de Wigner e de cordas
para um estado quantizado tipo Bohr-Sommerfeld usando aproximações de comprimento
de onda curta [Mas65, Din73]. Este tipo de aproximação fornece um elo entre os ossos
clássicos (órbitas, ação, estabilidade, etc) e os tecidos quânticos (amplitude de transição,
interferência, descoerência, escalas quântica, etc) do sistema.

As aproximações semiclássicas têm tipicamente cáusticas, isto é conjuntos singulares
onde a aproximação não é válida. Assim como nas cáusticas encontradas na ótica, es-
tas cáusticas têm importância crucial, pois em suas vizinhanças as amplitudes geral-
mente atingem os valores máximos. Então, vamos refinar as expressões semiclássicas
simples, a fim de descrever as vizinhanças das cáusticas. Embora, a função de Wigner
semiclássica para um auto-estado de energia tipo Bohr-quantizado tem uma cáustica ao
longo da curva clássica correspondente, no caso de um único grau de liberdade, a função
de cordas semiclássica tenha uma cáustica ao longo da curva conjugada definida como
o conjunto dos diâmetros, isto é, as cordas máximas da curva original. Se a curva for
convexa, sua curva conjugada também é convexa, e como resultado teremos uma cáustica
tipo dobra. A aproximação uniforme através desta cáustica descreve a transição sofrida
pela sobreposição do estado com a sua translação, desde um regime oscilatório para pe-
quenas cordas até um regime evanescente, passando por um máximo próximo à cáustica.
Outras cáusticas da função de Wigner e função de corda também serão estudadas.

A origem é uma singularidade não genérica para a função de cordas, a qual será
tratada de maneira diferente. Essa aproximação será importante para dar conta da

50
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presença de pontos cegos na teoria semiclássica. Ao mesmo tempo, obteremos uma aproximação
semiclássica para os momentos estatı́sticos da função de Wigner em termos das médias
sobre a curva clássica.

5.1 Introdução

O ponto de partida é a expressão geral Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB) para a função
de onda [Vle28, Mas65, Ozo88, Gut90]〈

q
∣∣ψI〉 = N

∑
k

∣∣∣∣det
∂2Sk(q, I)

∂q∂I

∣∣∣∣
1
2

exp
[ ı
~
Sk(q, I) + ıβk

]
. (5.1)

Em toda esta seção, assumiremos que os caminhos clássicos são definidos como as curvas
de nı́vel da variável ação I(x), tal que Sk(q, I) corresponde aos k-ésimo ramo da função de
geratriz da transformação canônica (p, q) 7→ (I, θ), onde (I, θ) são as variáveis de ângulo-
ação. N é a constante de normalização global. A fase adicional βk é a correção Maslov
[Mas65], introduzida para explicar a mudança de fase ganha quando um ponto de re-
torno clássico é cruzado [Ozo88, Lit95, Haa91]. Os pontos de retorno coincidem com as
cáusticas da função de onda WKB (5.1). A Fig. 5.1 ilustra a estrutura do espaço de fase
da função de onda WKB: A ação Sk como a área simplética delimitada pela curva clássica.
A escolha do ponto inicial q0 é arbitrária, e a ação associada ao ramo k é definida como

Figura 5.1: Interpretação geométrica da função geratriz Sk(q, I) para o k-ésimo
ramo. A ação é mostrada para uma variedade aberta (à esquerda) e uma fechada (à
direita). Em ambos os casos q0 é a posição inicial usada para definir Sk. A cáustica da
função WKB está no ponto de retorno clássico qr, que separa os ramos k (linha preta) e j
(linha azul).

Sk(q, I) =

∫ q

q0

pk(Q, I) dQ,
∂Sk
∂I

= θk,
∂Sk
∂q

= pk, (5.2)

de modo que a amplitude na Eq. (5.1) pode ser reescrita como

∂2Sk(q, I)

∂q∂I
=
∂pk
∂I

(q) =

[
∂I

∂p
(pk(q), q)

]−1

. (5.3)
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A princı́pio, assumiremos que a curva clássica é fechada e convexa, de modo que
haverá sempre um único par de ramos para a função de ação. Esta caracterı́stica será
invariante sob de qualquer transformação linear canônica, dado que tanto a função de
cordas quanto a função de Wigner são covariantes com respeito a esse tipo de mudanças
de coordenadas no espaço de fase. Também é importante lembrar que a curva fechada
deve satisfazer a condição de quantização de Bohr-Sommerfeld:∮

p dq = 2π~
(
n+

1

2

)
, para n inteiro. (5.4)

Por isso, os estados (5.1) geralmente são chamados de estados quantizados tipo Bohr-
Sommerfeld. Uma primeira abordagem para a função de Wigner desses estados é con-
siderar que ela é igual a uma função δ de Dirac sobre a curva clássica correspondente
no espaço de fase [Ber77]. Na verdade, esta simples aproximação reproduz os valores
esperados para observáveis clássicos que se comportam suavemente. No entanto, esta
aproximação é absolutamente insuficiente para a descrição de efeitos de interferência
delicados. Então, neste caso, é necessário recorrer a aproximações semiclássicas mais
refinadas no espaço de fase, tais como na Ref. [Ber77].

Vamos tratar a correlação de estados WKB, cuja função de cordas pode ser aproximada
semiclassicamente por [Ozo04, Ozo09a]

χ(ξ) =
∑
k

χk(ξ) = N2
∑
k

αk(ξ) e
ıσk(ξ)/~, (5.5)

onde k enumera os pontos estacionários da função de cordas e as amplitudes e as fases na
soma acima estão determinadas por uma curva clássica, tal como será descrito nas seções
seguintes. O mesmo acontece para a aproximação semiclássica da função de Wigner
[Ber77]

W (x) =
∑
k

Wk(x) =
1√
2π~

Re

{∑
k

ak(x) eıAk(x)/~

}
. (5.6)

A soma acima é realizada sobre os pontos estacionários da função de Wigner e o sı́mbolo
Re{·} denota a parte real ∗. Além disso, a relação de Fourier entre este par de representações
é refletida na reciprocidade semiclássica entre os centros e as cordas. Ou seja, os pontos
estacionários da função de cordas definem os centros

xk(ξ) = J
∂σk
∂ξ

(5.7)

enquanto os pontos estacionários da função Wigner definem as cordas

ξk(x) = −J ∂Ak
∂x

. (5.8)

∗De fato, não é necessário colocar explicitamente a parte real em (5.6), mas aqui queremos enfatizar que
W (x) é real.
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Destacamos que a reciprocidade entre as relações (5.7) e (5.8) corresponde a versão semiclássica
da reciprocidade entre as equações clássicas (2.14) e (2.13). Tipicamente, para os autoes-
tados de energia, a curva clássica associada é uma curva de nı́vel para o correspondente
Hamiltoniano clássico, dado pela quantização de Bohr-Sommerfeld [Vle28, Mas65, Ozo88,
Gut90]. Desta forma, as Eqs. (5.5) e (5.6) são representações alternativas das funções de
onda WKB.

No entanto, as distrubuições de Wigner e de cordas na região clássica na vizinhança
da curva quantizada possuem cáusticas, onde a teoria semiclássica mais simples perde
sua validade. No caso da função de Wigner, esta cáustica é o conjunto de todos os centros
de reflexão sobre a curva quantizada, isto é, assim que o centro x aproxima-se da curva,
as duas interseções da curva refletida com a curva clássica coalescem. Este cáustica é
genérica e já foi resolvida no tratamento original de Berry [Ber77].

Em contraste, a região clássica no espaço de cordas é a vizinhança da origem, indepen-
dente da forma da curva quantizada. A origem é uma cáustica altamente não-genérica,
pois todos os pontos da curva quantizada intersectam-se com a curva deslocada no lim-
ite em que ξ → 0, ou seja, ambas as curvas coincidem. Agora, para deslocamente su-
ficientemente grandes, de maneira que a translação da curva clássica não intersecte a
curva original, as correlações no espaço de fase são desprezı́veis. A transição entre estes
dois regimes: um oscilatório e um evanescente ocorre ao longo de uma cáustica (não-
clássica) onde a função de cordas atinge amplitudes máximas locais e a aproximação
semiclássica 5.5 não é válida. Para estabelecer a descrição completa da transição do
regime oscilatório para a região onde a sobreposição é desprezı́vel é necessário refinar a
aproximação semiclássica simples através de uma uniformização [Zam08]. Assim, iremos
desenvolver uma teoria para unir a região de cordas curtas com a região oscilatória para
ter uma descrição geral para a função de cordas de um estado tipo Bohr-Sommerfeld para
um grau de liberdade.

Não obstante, é difı́cil incluir as vizinhanças da origem no espaço de cordas em uma
teoria semiclássica, dado que esta região contem informação importante sobre o estado
quântico: As derivadas da função de cordas, avaliadas na origem, especificam todos os
momentos estatı́sticos de posição e momento e seus produtos.

Para um estado de Bohr-quantizado, os momentos estatı́sticos podem ser identificados
com médias clássicas sobre a curva clássica correspondente, o que é uma justificativa para
considerar uma área de tamanho ~ ao redor da origem do espaço de cordas como uma
região clássica. Em contrapartida, alguns pontos de ortogonalidade entre o estado e sua
translação ficam na mesma vizinhança, o que mostra que a correspondência clássico não
pode ser feita diretamente. No caso geral, onde o estado não tem simetria de reflexão, a
ortogonalidade ocorre para pontos isolados, como foi estudado no Capı́tulo 4. No presente
capı́tulo estendemos esta análise para estados Bohr-quantizados.

No limite de pequenos deslocamentos, ξ → 0, as correlações no espaço de fase atingem
seu valor máximo, C(0) = 1. Conforme a translações aumentam, um regime oscilatório
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é alcançado. Finalmente, uma cáustica é encontrada entre a transição deste regime os-
cilatório e uma região de decaimento evanescente na correlação.

5.2 Cordas curtas e momentos estatı́sticos

Consideremos um estado semiclássico WKB (5.1). A função de cordas para um estado
WKB, obtido transladando este estado, e tendo em conta (2.38), é dada pela soma

χW(ξ) =
∑
jk

χjk(ξ), (5.9)

onde os termos χjk são dados por

χjk(ξ) = N2

∫
dQ

∣∣∣∣det

[
∂2Sj
∂q∂I

(Q+)
∂2Sk
∂q∂I

(Q−)

]∣∣∣∣−
1
2

e
ı
~ [Sj(Q+)−Sk(Q−)−ξpQ]+(βj−βk), (5.10)

com Q± ≡ Q ± ξq
2 . Assim, a forma oscilatória semiclássica para cada termo em (5.9)

resulta da avaliação das integrais (5.10) por fase estacionária. Este tipo de aproximação
será explicada na seção 5.3. Por enquanto estamos preocupados com o limite em que a
translação é tão pequena que a fase entre os pontos estacionários não é maior do que a
constante de Planck.

Pela invariância simplética da função de cordas [Ozo98], sem perda de generalidade
podemos escolher ξ paralelo ao eixo vertical. Neste caso, Q+ = Q− = Q na Eq. (5.10).
Então, a diferença de fase entre os ramos superior e inferior da curva clássica é apenas a
área da curva como uma função de Q, que será grande mas não será estacionária. Assim,
podemos desprezar esses termos cruzados ficando apenas com os termos ‘diagonais’ na
Eq. (5.9), obtendo∑

k

χkk(ξ) = N2
∑
k

∫
dQ

∣∣∣∣det
∂θk
∂q

∣∣∣∣ e ı~ ξpQ = N2

∫ 2π

0
dθ e−ıξpQ(θ)/~. (5.11)

Mais uma vez, utilizando a invariância simplética, o lado direito da equação acima pode
ser identificado com a aproximação semiclássica da função de cordas para cordas curtas,
introduzida na Ref. [Ozo04]:

χS(ξ) '
∫ 2π

0

dθ

2π
eıx(θ)∧ξ/~ =

∫ 2π

0

dθ

2π
eı[p(θ)ξq−q(θ)ξp]/~. (5.12)

Esta aproximação assume que a curva clássica é especificada pelas variáveis de ângulo-
ação, isto é, I(p, q) = I ou equivalentemente x(θ) ≡ (p(θ), q(θ)).

A fórmula (5.12) é válida para qualquer escolha da direção da corda pequena ξ [Ozo04].
Ela descreve as caracterı́sticas puramente clássicas do estado, na medida em que é a
transformada simplética de Fourier exata da ‘aproximação clássica’ da função de Wigner,

2πW (x) = δ
(
I(p, q) = I

)
, (5.13)
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proposta por Berry na Ref. [Ber77]. Aqui δ denota a função δ de Dirac, enquanto I(x) são
as L variáveis de ação para um sistema integrável de L graus de liberadade e I é o con-
junto de valores de ação quantizados de acordo com a condição (5.4). No entanto, é mais
preciso considerar esta forma da função de Wigner como uma extrapolação da forma co-
rreta da aproximação da função de cordas para deslocamentos arbitrariamente grandes.
De fato, mostraremos que a versão de cordas pequenas codifica alguma informações sobre
a ortogonalidade quântica, bem como os momentos estatı́sticos clássicos.

Sabemos que as funções caracterı́sticas contém informações completas sobre todos
os momentos estatı́sticos de uma distribuição clássica [Luk60] e o mesmo vale para a
transformada de Fourier simplética da função de Wigner. Assim, a definição da função de
cordas (2.36) permite calcular os momentos estatı́sticos de p̂ e q̂, na forma de derivadas
da função de cordas, a saber

〈p̂n〉 = tr p̂nρ̂ = (−ı~)n
∂nχ

∂ξnq

∣∣∣∣
ξ=0

e 〈q̂n〉 = tr q̂nρ̂ = (ı~)n
∂nχ

∂ξnp

∣∣∣∣
ξ=0

. (5.14)

Por outro lado, se soubermos todos os momentos estatı́sticos, então conheceremos a função
de cordas, porque a expansão em série de Taylor da função de cordas é dada por

χ(ξ) =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(−1)k

(i~)n

(
n

n− k

)〈
M
(
q̂n−kp̂k

)〉
ξkq ξ

n−k
p , (5.15)

onde,
M
(
q̂np̂k

)
=

1

n+ k

∑
Pnk

q̂np̂k (5.16)

e Pnk denota todas as permutações possı́veis de produtos de q̂n e p̂k. A Eq. (5.16) co-
rresponde à simetrização do produto q̂np̂k, sendo a caracterı́stica mais importante dos
sı́mbolos Weyl [Car99, Lee95], o que garante a invariância simplética da função de cordas
[Ozo88, Ozo98].

De acordo com a Eq. (5.14) e (5.12), para uma dada parametrização do toro clássico,
os momentos estatı́sticos são obtidos por meio da avaliação de integrais da forma

〈qn〉 ∼
∫ 2π

0

dθ

2π
[q(θ)]n e 〈pn〉 ∼

∫ 2π

0

dθ

2π
[p(θ)]n. (5.17)

Estas fórmulas correspondem aos valores clássicos esperados de potências da posição e
do momento. Assim, os momentos estatı́sticos podem também ser obtidos diretamente a
partir da aproximação clássica da função de Wigner, mesmo que esta não seja apropriada
para outros cálculos mais refinados.

5.3 Fase estacionária para as quasi-distribuições

A expressão WKB (5.1) pode ser inserida nas Eqs. (2.39) e (2.44), de modo que, em cada
caso, obtemos uma soma de integrais da forma (5.9) e (5.10). No limite semiclássico, estas
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integrais são dominadas pelos seus pontos de fase estacionária ou pontos estacionários.
Independentemente da necessidade que que estes pontos estejam suficientemente iso-
lados, de modo a permitir a avaliação das integrais pelo método de fase estacionária,
precisamos entender a construção geométrica que os define.

Em ambos os casos, na função de Wigner e na de cordas, cada ponto estacionário
define um par de valores q±, que são as q-coordenadas de um par de pontos x± sobre a
curva clássica. No caso da função de cordas, cada x− é a intersecção da curva clássica
com a sua translação uniforme pelo vetor −ξ, enquanto x+ = x− + ξ. Esta geometria é
exibida na Fig. 5.2a, que mostra que cada cordas tem duas realizações sobre uma curva
convexa fechada. Assim, esta construção para uma curva convexa sempre especifica um
par de centros x1(ξ) e x2(ξ) para cada corda ξ cujos extremos podem ser colocados sobre a
curva.

Figura 5.2: Translação clássica a) e reflexão b) de uma curva de Bohr-
quantizada. Semiclassicamente, a intersecção entre a curva original e a curva transfor-
mada determina os pontos estacionários e a fase semiclássica é dada pela área delimitada
pelas duas curvas (a área sombreada em ambos os casos).

No caso da função de Wigner, em vez de uma translação, a curva clássica é refletida
com respeito a um ponto x. Isso define um par de interseções, x+ e x−, e duas cordas
estacionárias ξ = ±(x+ − x−) para os quais x é o centro. Então, os pontos estacionários
são as coordenadas de posição para este par de cordas. Esta geometria é mostrada na
Fig. 5.2b. Por conseguinte, haverá, pelo menos, um par de cordas ±ξ(x), para cada centro
de reflexão de uma curva fechada.

Ao inserir a função de onda WKB (5.1) na Eq. (2.44), obtemos

W (x) =
∑
jk

Wjk (5.18)

onde

Wjk(x) =
N2

2π~

∫
dξq

∣∣∣∣det

[
∂I

∂p
(pj(q

+), q+)
∂I

∂p
(pk(q

−), q−)

]∣∣∣∣ 12 eı[Sj(q+, I)−Sk(q−, I)−p ξq+βj−βk]/~.(5.19)

A avaliação da integral em (5.19) por fase estacionária pode geralmente ser obtida a
partir de um único ramo da ação da função geratriz para uma curva fechada, isto é,
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j = k. A fase estacionária é metade da área entre a curva e a sua reflexão, A1 ou A2

na Fig. 5.2b, exceto por uma correção de Maslov. Denotamos a fase como Aj(x) para a
j−ésima corda estacionária, ξj . Isto é válido mesmo para mais de um grau de liberdade,
onde o estado WKB é suportado por uma variedade lagrangiana em vez de uma curva
[Lit95].

No caso da função de cordas, cada fase estacionária é dada pela construção ilustrada
na Fig. 5.3. Ao contrário da função de Wigner, a função de cordas depende explicitamente

Figura 5.3: Algumas interpretações geométricas para a fase semiclássica de
função de cordas. Consideramos um único ramo da função WKB. A fase estacionária em
si é determinada pela área sombreada, nos três casos. (Figura tomada da Ref. [Ozo04]).

da escolha da origem do espaço de fase, e portanto uma translação x 7→ x+ η produz uma
mudança de acordo com a fórmula exata (2.55). Porem a construção geométrica da Fig.
5.3 é covariante com respeito a transformações canônicas lineares homogêneas.

As amplitudes das aproximações semiclássicas anteriores são melhor expressas em
termos da variável de ação, I(x), que define a curva fechada e que é a variável conjugada
ao ângulo θ(x) ao longo da curva. Se definimos a variável de ação transportada como

I± = I(x± ξ/2), (5.20)

então, em geral, o colchete de Poisson

{I+, I−} =
∂I+

∂x
∧ ∂I−
∂x
6= 0, (5.21)

resulta ser igual às expressões nas amplitudes em (5.5) e (5.6), a saber

a(x) = |{I+, I−}|−
1
2 = α(ξ). (5.22)

A diferença entre considerar a amplitude como uma função de x ou de ξ depende de qual
variável é fixada em (5.22). Isso muda apenas o sinal do colchete de Poisson. Aqui, a
Eq. (5.22) tem o mesmo valor para as duas representações, cordas e centros, se o par
especı́fico de pontos de (x−, x+) for o mesmo sobre a curva fechada.

Podemos interpretar estas amplitudes de outra maneira se identificarmos da variável
de ação I(x) com um Hamiltoniano clássico, como em (2.2). Então, a curva fechada torna-
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se uma trajetória, tangente ao vetor velocidade no espaço de fase, ẋ, e

{I−, I+} = ẋ− ∧ ẋ+, (5.23)

como é mostrado na Fig. 5.4. Daqui temos que as amplitudes αj(ξ) (ou aj(x)), dependem

Figura 5.4: Interpretação geométrica para as amplitudes semiclássicas tanto da
Wigner função quanto da função da cordas. Estas amplitudes são dadas em termos
do colchete de Poisson entre os vetores tangentes nas intersecções da curva original e sua
reflexão (Wigner) ou sua translação (cordas).

do grau de transversalidade da intersecção entre a curva e sua translação, ou sua reflexão
[Ber77, Ozo04] e assim elas divergem nas cáusticas, onde ẋ+ e ẋ− são vetores paralelos.
Assim, as aproximações de fase estacionária para a função de cordas e a função de Wigner
são:

χ(ξ) =
√

2π~
∑
j

|{I+
j (ξ), I−j (ξ)}|−

1
2 eı(Aj+xj∧ξ)/~+ıβj , (5.24a)

W (x) =
1√
2π~

Re
∑
j

|{I+
j (x), I−j (x)}|−

1
2 eıAj/~+ıβj (5.24b)

onde Aj e Aj são as áreas ilustradas na Fig. 5.2, respectivamente. As somas acima
são feitas sobre todos os pontos estacionários. Observamos que a função de Wigner é de
ordem ∼ ~−

1
2 , enquanto que a função de cordas é de ∼ ~

1
2 .

5.4 Aproximações uniformes para a função de Wigner

A curva clássica é em si é uma singularidade da função de Wigner semiclássica (5.24b),
pois os dois pontos estacionários na Fig. 5.5 colaescem, esta é a cáustica de corda curta.
Além disso, a medida que a função de Wigner é avaliada em um ponto x que se encontra
cada vez mais dentro da curva fechada convexa clássica, uma cáustica é atingida, tipica-
mente tem-se um ‘triângulo’ cujos vértices são cúspides [Ber77]. Dentro desse trângulo
existem três cordas para cada centro, como mostrado na Fig. 5.5. No contexto do teorema
de classificação de Thom, estes conjuntos singulares são conhecidos como catástrofes
[Tho75]. Qualquer caminho dirigido ao interior da curva entra no triângulo através de
um de cáustica tipo dobra que une dois pontos de cúspide. Os pontos que definem a
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Figura 5.5: Catástrofes da função de Wigner para uma curva fechada. A curva
clássica é por si só uma dobra (a catástrofe de cordas curtas). Outra curva singular fica
no interior da curva e é composta de dobras e cúspides (a catástrofe de cordas longas). Os
pontos sobre a catástrofe correspondem aos centros dos diâmetros da curva clássica.

cáustica {xi} são os centros dos diâmetros locais da curva, como mostrado na Fig. 5.5.
Esta é a cáustica de cordas longas da Eq. (5.24b).

5.4.1 Catástrofe de cordas curtas da função de Wigner

Para uma curva convexa, a soma em (5.24b) tem apenas dois termos e suas respectivas
fases estacionárias são de A1 = −A2. Ao utilizar o método de aproximação uniforme
proposto por Chester, Friedman e Ursell [Che57] para avaliar a integral (5.19), obtemos
uma expressão que permanece válida e finita, mesmo para um valor de x sobre a curva
clássica [Ber77]:

W (x) =
N2
√

8[3
2A1(x)]

1
6

~
2
3 |{I+, I−}|

1
2

Ai

(
−
[

3

2

A1(x)

~

])
, (5.25)

onde Ai(·) é a função de Airy [Abr64]. Note-se que esta expressão é de ordem ~−
2
3 , isto

quer dizer que é maior do que (5.24b) quando ~ → 0. Assim a função de Wigner tem
um máximo local sobre a cáustica, como é esperado. Na verdade, inserindo a expansão
assintótica da função de Airy [Abr64]:

Ai(z) −→
|z|→∞

π−
1
2 (−z)−

1
4 cos

(
2

3
(−z)

3
2 − π

4

)
, (5.26)

na expressão (5.25), recuperamos a aproximação de fase estacionária, dado que Aξ(x) �
~:

W (x)→
√

2N2 cos(A1(x)/~− π/4)
√
π~|{I+, I−}|

1
2

. (5.27)

Esta é a fórmula original obtida por Berry, mencionada na Seção 5.1. O método de
aproximação uniforme será explicado na seguinte subsecção.
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5.4.2 Catástrofe de cordas longas da função de Wigner

Até agora, assumimos que a contribuição de cada ponto de fase estacionária para as
integrais que definem as funções de Wigner ou de cordas, pode ser obtida considerando
um único ramo da função de onda WKB. Assim, j = k em (5.19) e esse ramo único sempre
pode ser obtido através de uma rotação no espaço de fase.

No entanto, esta simplificação de considerar um único ramo não é possı́vel para a
cáustica a cordas máximas, onde (5.22) também diverge para ambas as representações,
pois as pontas da corda fixa se tornam pontos de retorno para a função WKB neste limite.
Assim, é necessário estudar este limite escolhendo apropriadamente os eixos de coorde-
nadas do espaço de fase, de tal maneira que é os termos cruzados da função de ação sejam
estacionários para a fase (5.19). Por causa disso, será importante levar em conta a relação
entre as fases dos dois ramos quando um ponto de retorno é cruzado [Ozo88, Haa91]:

〈
q
∣∣ψI〉 = N

[∣∣∣∣det
∂S+(q, I)

∂q∂I

∣∣∣∣ 12 eıS+(q,I)/~ + eıπ/2
∣∣∣∣det

∂S−(q, I)

∂q∂I

∣∣∣∣ 12 eıS−(q,I)/~

]
, (5.28)

onde π/2 é a fase de Maslov e N é a constante de normalização. A avaliação das áreas das
funções de cordas e de Wigner para esta geometria encontra-se explicada no Apêndice A.

A aproximação uniforme da função de Wigner que derivaremos está associada à coa-
lescência do par de cordas, ξ1 e ξ2 na Fig. 5.6, as quais aparecem quando x está dentro do
interior do ‘triângulo ’ de cáusticas da Fig. 5.5. Vamos nos referir a esta catástrofe como
a cáustica de diâmetros, pois ξ1 e ξ2 coalescem quando elas forem diâmetros locais da
curva clássica. Longe dos pontos de cúspides, a contribuição de uma terceira corda ξ3 na
Fig. 5.6, ainda pode ser avaliada pelo método de fase estacionária, obtendo-se a simples
contribuição semiclássica:

W3(x) =
2
√

2N2

√
π~

cos
(
A3
~ −

π
4

)
|{I(x+ ξ3/2), I(x− ξ3/2)}|−

1
2

. (5.29)

Esta expressão é obtida a partir de um único ramo WKB, isto é tomando j = k na Eq.
(5.19). Isso também pode ser derivado a partir de dois ramos diferentes j 6= k (girando as
coordenadas do espaço de fase) na mesma integral que envolve a contribuição conjunta
do par de cordas ξ1 e ξ2, que coalescem no diâmetro ξD.

Esta imagem de cordas cruzadas é essencial para a aproximação uniforme que vamos
a implementar. Agora faremos um mapeamento da integral na região correspondente às
cordas ξ1 e ξ2 para a forma normal da integral de difração tipo dobra [Din73, Ber76]:∫ ∞

−∞
dz g(z;x) e

ı
[
z3

3
−ζz

]
. (5.30)

Assim

W (x) = W3(x) + 2Re

{
N2

2iπ~
exp

(
ı
ΣA

2~

)∫ ∞
−∞

dz g(z;x) e
ı
[
z3

3
−ζz

]}
. (5.31)
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Figura 5.6: Cordas estacionárias perto da catástrofe de cordas longas da função
de Wigner. As área estacionárias Aj para cada corda estacionária são exibidas. A
diferença de fase para as cordas coalescentes ξ1 e ξ2 é a área simplética A12 limitadas
entre os extremos das cordas.

Os parâmetros desta transformação são dados por

ΣA = A1(x) +A2(x),
2

3
ζ

3
2 (x) =

A12(x)

2~
=
A1(x)−A2(x)

2~
, (5.32)

onde A12 é a área simplética delimitada pela curva fechada e a sua reflexão entre as
extremidades das cordas ξ1 e ξ2, como mostra a Fig. 5.6. Lembrando que

I±j (x) = I

(
x± ξj

2

)
,

podemos definir

∆I12 ≡
∣∣{I+

1 , I
−
1 }
∣∣− 1

2 −
∣∣{I+

2 , I
−
2 }
∣∣− 1

2 e ΣI12 ≡
∣∣{I+

1 , I
−
1 }
∣∣− 1

2 +
∣∣{I+

2 , I
−
2 }
∣∣− 1

2 . (5.33)

Assim, após de uma aproximação linear para a amplitude em (5.31), temos que

g(z, x) =
√

2~

(
ζ

1
4 ΣI12 +

z

ζ
1
4

∆I12

)
, (5.34)

de modo que, a função de Wigner é dada por [Zam08]

W (x) = W3(x) + 2
√

2N2

[3
4A12

] 1
6 ΣI12 sin

(
ΣA
2~
)

~
2
3

Ai

(
−
[

3A12

4~

] 2
3

)

−
∆I12 cos

(
ΣA
2~
)

~
1
3

[
3
4A12

] 1
6

Ai′

(
−
[

3A12

4~

] 2
3

) . (5.35)
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O comportamento perto da cáustica é descrito corretamente em termos da função de
Airy e sua derivada, Ai′(·). Este termo é uma caracterı́stica nova em comparação com
a aproximação uniforme para a função de Wigner para cordas curtas (5.25), onde não
aparece a causa da simetria de reflexão. Lembremos que a função de Wigner também
tem cúspides, que são catástrofes de ordem superior, porém essa aproximação vai além
de nossa presente abordagem.

Atravesando a cáustica tipo dobra de maneira que o centro x fique fora do triângulo
de cáusticas, as cordas coalescentes desaparecem e apenas fica o termo W3, coincidindo
com a aproximação de fase estacionária mais simples [Ber77]

Para as regiões onde A12 � ~, podemos substituir a função de Airy e sua derivada
pelas suas formas assintóticas para argumentos negativos grandes [Abr64], ou seja, pela
Eq. (5.26) e

Ai′(−x)→ x
1
4

√
π

sin

(
2

3
x

3
2 − π

4

)
, (5.36)

obtendo

W (x) =
4N2

√
2π~

[
sin
(
A1
~ −

π
4

)
|{I+

1 , I
−
1 }|

1
2

+
sin
(
A2
~ + π

4

)
|{I+

2 , I
−
2 }|

1
2

+
cos
(
A3
~ −

π
4

)
|{I+

3 , I
−
3 }|

1
2

]
(5.37)

que é uma soma de termos oscilatórios, cada um com uma fase diferente, como na Eq.
(5.6). Esta forma assintótica é uma superposição de cada uma das aproximações por fase
estacionária para cada corda estacionária.

5.5 Aproximação uniforme para a função de cordas

Colocando a função de onda (5.28) em (2.39), obtemos quatro integrais para avaliar.
Uma escolha apropriada da orientação dos eixos de coordenadas, de maneira que am-
bas realizações das cordas sejam cruzadas, reduz a função de cordas (5.28) a uma única
integral

χ(ξ) = N2

∫
dq

∣∣∣∣det

[
∂I

∂p
(p+(q+), q+)

∂I

∂p
(p−(q−), q−)

]∣∣∣∣ 12eı[S+(q+, I)−S−(q−, I)−ξp·q]~+ıπ/2. (5.38)

Aqui q±q = ±ξq/2. Como dito anteriormente, esta geometria pode ser obtida por uma
rotação no espaço de fase. O cálculo das áreas respectivas para cada corda encontra-se
no Apêndice A.

Já construimos a aproximação de fase estacionária para a função de cordas, Eq.
(5.24a), a qual possui duas cordas estacionárias. Vamos permitir que este par de pontos
estacionários de (5.38) coalesçam em uma única corda ξD, que corresponde a um diâmetro
da curva fechada, isto é, uma corda máxima, para a qual a amplitude semiclássica (5.22)
diverge. No caso de uma curva convexa, o conjunto formado por estes diâmetros forma
a cáustica e não temos singularidade de ordem maior. Assim esta cáustica possui uma
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geometria mais simples do que a correspondente no caso da função de Wigner, que foi
estudada na Seção anterior.

Podemos também simplificar o cálculo escolhendo apropriadamente a origem. Temos
essa liberadade devido à Eq. (2.55). A origem mais apropriada é o ponto médio entre os
centros das duas realizações corda sobre o toro, como mostrado na Fig. 5.7.

Figura 5.7: Fase para a aproximação uniforme da função de cordas. A diferença
nas áreas, A12, coincide com a área entre a curva fechada e sua translação. Essa área é
zero quando ξ torna-se um diâmetro e sua corda conjugada η ≡ x1 − x2 → 0. A escolha
mais simples para a origem do espaço de fase é no ponto médio entre x1 e x2.

Ao invés de avaliar (5.38) por fase estacionária, esta integral é mapeada para a forma
normal de uma catástrofe de difração tipo dobra (5.30), assim

χ(ξ) = N2 exp

(
ı
ΣA
2~

+ ı
π

2

)∫ ∞
−∞

du g(u; ξ) e
ı
[
u3

3
−ζ u

]
, (5.39)

onde definimos

ΣA = A1 +A2,
2

3
ζ(ξ)

3
2 =
A12

2~
=
A1 −A2 + η ∧ ξ

2~
. (5.40)

A fase A12 é o principal ingrediente na presente aplicação do método de aproximação uni-
forme. Geometricamente é definida como a área entre a curva fechada e sua translação,
como mostrado na Fig. 5.7. Na cáustica, a corda ξ = ξD é máxima e sua corda conjugada
[Ozo04]: η = x1x2− → 0, conforme ilustrado na Figura. 5.7.

Assim, recordando a definição da ação transportada (5.20) para cada realização da
corda, definimos

∆I12 ≡
∣∣{I+

1 , I
−
1 }
∣∣− 1

2 −
∣∣{I+

2 , I
−
2 }
∣∣− 1

2 e ΣI12 ≡
∣∣{I+

1 , I
−
1 }
∣∣− 1

2 +
∣∣{I+

2 , I
−
2 }
∣∣− 1

2 , (5.41)
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de modo que obtemos

g(u; ξ) '

√
~
2

(
ζ

1
4 ΣI12 +

u

ζ
1
4

∆I12

)
. (5.42)

Finalmente, lembrando a definição da variável intermediária ζ em termos das áreas in-
dicadas na Eq. (5.40), temos que a aproximação para a função de cordas é

χ(ξ) =
√

2πN2eiΣA/2~

[3
4A12

] 1
6 ΣI12

ı~−
1
3

Ai

−[3A12

4~

] 2
3

− [3
4A12

]− 1
6 ∆I12

~−
2
3

Ai′
−[3A12

4~

] 2
3


 .

(5.43)
A função de Airy Ai (−ζ) oscila com amplitude cada vez maior à medida que au-

menta seu argumento e depois decai exponencialmente para valores positivos de −ζ.
Por outro lado, o máximo na amplitude obtido quando ζ → 0, indica a presença de
uma singularidade da amplitude semiclássica. Nesta região o segundo termo, o que de-
pende de Ai′ (−ζ) pode ser desprezado (ver Apêndice B). Uma nova caracterı́stica desta
aproximação uniforme é que a fase ΣA/~ ao longo da cáustica, que será importante para
separar a contribuição de cada realização no regime oscilatório. De fato, no caso em que as
fases semiclássicas de cada corda sejam significativamente maiores do que a constante
de Planck, as funções em (5.43) podem ser substituı́das pelas suas formas assintóticas
para argumentos negativos grandes [Abr64] (ver Eqs. (5.26) e (5.36)) a fim de recuperar
a função de cordas no regime oscilatório (5.5):

χ(ξ)→
√

2π~N2eıπ/2

[
exp

(
ı
[A1

~ −
π
4

])
|{I+

1 , I
−
1 }|

1
2

+
exp

(
ı
[A2

~ + π
4

])
|{I+

2 , I
−
2 }|

1
2

]
. (5.44)

Este resultado corresponde à soma das contribuições de cada realização da corda na
aproximação de fase estacionária da função de cordas em (5.24a), onde considerou-se
que cada realização da corda encontra-se em um único ramo da função de onda WKB.

5.5.1 Regime de cordas longas para estados de Fock

Como exemplo ilustrativo da teoria desenvolvida na seção anterior, consideremos os es-
tados de Fock definidos na Seção 2.2.1. Sua variedade clássica é uma circunferência
centrada na origem, i.e. o estado tem simetria de reflexão. A condição de quantização
(5.4) para esses cı́rculos define

π(p2 + q2) = 2π~
(
n+

1

2

)
. (5.45)

A função exata da corda é dada por (2.62). Agora, por cordas curtas, ξ � ~,

χI(ξ) ' J0

(√
2I|ξ|
~

)
, (5.46)
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fornece uma boa aproximação para a função de cordas [Ozo04], onde J0, é a função de
Bessel de ordem zero [Abr64]. A forma assintótica da função de Bessel para grandes
valores [Abr64] conduz a

χI(ξ) '
√
~√

2πI|ξ|
cos

(√
2I|ξ|
~

− 3π

4

)
. (5.47)

Podemos comparar este resultado com o regime oscilatório (5.44). Em primeiro lugar,
devido à simetria, a área de uma realização da corda é complementar à área da outra
realização, e fazendo uma integral simples temos que a fase semiclássica é dada por

A(ξ) = 2πI − |ξ|

√
2I −

(
|ξ|
2

)2

− 4I arcsin

(
|ξ|/2√

2I

)
. (5.48)

Esta geometria é ilustrada na Fig. 5.8. Além disso, a simetria iguala o colchete de Poisson

Figura 5.8: Cálculo de A(ξ) para um estado de Fock. O toro clássico corresponde a
um cı́rculo de raio

√
2I, de acordo com a Eq. (5.45) .

para cada realização da corda, de modo que o termo que contém a derivada da função de
Airy é zero. Os colchetes de Poisson são avaliados como

{I+, I−} = |ξ|

√
2I −

(
|ξ|
2

)2

, (5.49)

de modo que, a aproximação uniforme para a função de cordas torna-se

χI(ξ) = (−1)n
√

2πN2
[

3
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] 1
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Daqui vemos que o comportamento assintótico da função de Airy, extrapolado para cordas
curtas é

χI(ξ) = (−1)n
√

2π~N2√
2I|ξ|

cos

(
A
2~
− π

4

)
. (5.51)
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Note que para cordas muito pequenas, o argumento na função de Bessel (5.46)
√

2I|ξ|
é aproximadamente metade da área complementar da intersecção entre o cı́rculo e sua
translação.

Assim, o limite assintótico de função de cordas para a cáustica de cordas longas repro-
duz a função de cordas perto da origem no caso de estados de Fock, em uma região inter-
mediária. Além disso, imediatamente obtemos a constante de normalização N2 = 1/2π.
Podemos substituir este valor em (5.37) fora da cáustica, onde as duas cordas coales-
centes desaparecem, assim recuperamos a aproximação de fase estacionária para uma
única corda único que permanece na função de Wigner [Ber77] fora do triângulo na Fig.
5.5.

5.6 Transição entre os regimes de cordas curtas e longas

Na seção 5.2 derivamos a aproximação “clássica”(5.12), que funciona dentro de uma vizi-
nhança da origem, mas não é válida na região entre a origem e as cáusticas de diâmetros.
Por outro lado, o regime de cordas longas é descrito em termos de funções de Airy, Eq.
(5.43), onde se tem um comportamento oscilatório perto da origem até atingir a cáustica
de diâmetros, a qual é seguida por um regime assintótico evanescente quando |ξ| → ∞.
Porém esta aproximação uniforme não dá conta da cáustica na origem.

Existem duas razões pelas quais a técnica da aproximação uniforme padrão, envol-
vendo uma transformação da integral (5.12) para uma integral mais simples (cf. [Ber76,
Din73]), não pode ser usada para a cáustica na origem. Primeiro, está o fato de ter um
número infinito de pontos estacionários do expoente (5.10) quando ξ = 0. Por esta razão
dizemos que a origem é uma cáustica não genérica (no sentido do teorema de classificação
de Thom [Ber76, Tho75]). Além disso, a condição de que o parâmetro ~−1 seja grande,
essencial para expansões assintóticas de integrais [Din73], não é satisfeita para o caso de
valores pequenos |ξ|, onde o comportamento da integral é dado por (5.12), porque

|ξ|
~
∼ 1. (5.52)

Para descrever o regime de transição (entre cordas curtas e longas), propomos então
a seguinte expressão (semiclássica) para a função de cordas:

χsc(ξ) = χs(ξ)− SP [χs](ξ) + SP [χW](ξ). (5.53)

Aqui χs é a integral (5.12), χW é dado pelas Eqs. (5.9) e (5.10) e SP [·] denota a aproximação
de fase estacionária. Observe que χs(ξ) foi derivada a partir de uma aproximação de corda
curta para χw(ξ), mas, devido ao fato de que ξ ∧ x(θ) é uma função não linear da variável
de integração θ, a integral (5.12) também pode ser avaliada por fase estacionária.

Na verdade, as duas integrais em (5.53) que são avaliadas pelo método de fase esta-
cionária devem se cancelar na vizinhança da origem. Por outro lado, o termo médio SP [χs]
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cancela χs para valores grandes de |ξ|, isto é, na região onde a avaliação fase estacionária
é válida. A aproximação de fase estacionária para χW é (5.24a). Por outro lado, para χs

temos que

SP [χs](ξ) =
1

2π

∑
`

[x′′(θ`(ξ)) ∧ ξ]−
1
2

√
2π~

exp
[ ı
~
x(θ`(ξ)) ∧ ξ + ı

π

4
sign (x′′(θ`(ξ)) ∧ ξ)

]
, (5.54)

onde ` enumera os pontos fixos de χs, que geometricamente podem ser vistos como os
pontos onde o vetor ξ é tangente à curva clássica. Assim, inserindo as aproximações de
fase estacionária (5.24a) e (5.54) na Eq. (5.53), chegamos a uma aproximação geral que é
válida sobre todo o espaço de fase.

5.6.1 Evolução não-linear de um estado de Fock

A fim de testar a aproximação geral (5.53), estudaremos a função de cordas de um con-
junto de estados, evoluindo sob a ação de um Hamiltoniano cúbico:

H(p) = α3p
3 + α2p

2 + α1p+ α0. (5.55)

A evolução clássica é então determinada por

p(t) = p(0) e q(t) = q(0) + (3α3p
2 + α2p+ α1)t. (5.56)

Para um tempo fixo t ≥ 0, a função de ação é

I(p, q, t) = (q − [3α3p
2 + 2α2p+ α1]t)2 + p2, (5.57)

de modo que a curva clássica que suporta o estado evoluido corresponde à curva de nı́vel

I(p, q, t) = I. (5.58)

Para t = 0, escolhemos um estado de Fock, |n〉 (ver (2.62)). Dado que χn é real, esta
função terá linhas nodais circulares, cujos raios são de tamanho ~ vezes as raı́zes do
n−ésimo polinômio de Laguerre, como mostrado na Fig. 2.6. A evolução clássica gerada
pelo Hamiltoniano (5.55) quebra a simetria do estado de Fock original, por causa do termo
cúbico. Para estes estados, a aproximação para a primeira linha nodal Eq. (4.15), fornece
um cı́rculo de raio

√
~/(n+ 1

2). Este resultado difere da linha nodal exata em ∼ 18%

de precisão. Portanto, como mencionado anteriormente, a aproximação (4.15) dá apenas
uma estimativa qualitativa para a primeira linha nodal.

A função de cordas exata para t > 0 é obtida a partir de (2.38):

χ(ξ, t) = 〈ψ(t)|T̂−ξ|ψ(t)〉 =

∫
dpψ∗n(p+)e−

ı
~ (t[H(p+)−H(p−)]−pξq)ψn(p−), (5.59)

onde p± ≡ p± ξp/2,

ψn(p) =
(−ı)n√
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1
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2~ (5.60)
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Figura 5.9: A função de cordas para o estado de Fock deformado e−iĤt/~|5〉. Na
resolução desta figura, a diferença entre a aproximação semiclássica e a função exata é
indiscernı́vel. As linhas pretas são as curvas de nı́vel para as partes real a) e imaginária
b) para χ(ξ) = 0. c) É a intensidade logarı́tmica e d) é a fase. Os pontos em a) mostram a
localização dos pontos cegos. Aqui ~ = 0, 1, t = 0, 1 e α2 = α1 = 1.

é o estado de Fock n na representação de momentos e Hn(·) é o n−ésimo polinômio de
Hermite [Abr64].

Para qualquer t > 0, a simetria de reflexão é quebrada, assim, a função de cordas
não tem mais uma paridade definida globalmente, o que implica que a parte imaginária
não é nula. Como mostrado na Fig. 5.9, a expressão (5.53) descreve adequadamente
o comportamento da função de cordas para cordas curtas e longas. Claramente (5.24a)
não é válida quando ξ tende a um diâmetro da curva clássica, porém essa singularidade
é resolvida usando a aproximação uniforme (5.43). Podemos reconhecer as partes real
(Fig. 5.9 a) e imaginária (Fig. 5.9 b) da função de cordas por sua paridade, par e ı́mpar,
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respectivamente. Além disso, constatamos a presença de pontos cegos e singularidades
na fase (Fig. 5.9 d)).

O ponto cego mais próximo da origem, que pode ser aproximadamente especificado
pelos primeiros e segundos momentos estatı́sticos, Eqs. (4.13) e (4.15), resulta do cruza-
mento da menor das curvas fechadas na Fig. 5.9 com a linha nodal que atravessa a
origem na Fig. 5.9 b. É curioso que as interseções onde acontecem os outros pontos cegos
parecem sugerir linhas retas radiais, neste exemplo particular.

A comparação detalhada das intensidades para a nossa aproximação semiclássica da
função de cordas (5.53) com o resultado exato é mostrada na Fig. 5.10. Mostra-se um
corte radial da Fig. 5.9, a qual apresenta uma sequência de pontos cegos. Observa-se
uma cáustica — singularidade de diâmetros— na borda esquerda da figura. Ela surge
do fato de que a aproximação de fase estacionária não descreve essa cáustica de cordas
longas, mas esta divergência pode ser corrigida pela aproximação uniforme (5.43).

Figura 5.10: Comparação entre as intensidades da função de cordas exata e
semiclássica para um estado de Fock evoluı́do e−iĤt/~|5〉. Mostra-se um corte ao
longo da linha ξp = 0, 8172ξq. Podemos observar uma sequência de pontos cegos. Aqui
~ = 0, 1, t = 0, 1.

5.7 Discussão

Mostramos que o comportamento tanto da função de Wigner quanto da função de cordas
perto da singularidade de cordas longas pode ser descrito pela função de Airy e a sua
derivada. Embora, o termo que contém a derivada da função de Airy torna-se desprezı́vel
em pontos muito próximos da cáustica, ele adiciona uma contribuição importante na ex-
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pansão das distribuições semiclássicas que recupera a região oscilatória, coincidindo com
o método de fase estacionária. A forma da cáustica de diâmetros no espaço de fase de cen-
tros onde a função de Wigner semiclássica é singular é diferente da cáustica no espaço de
cordas. No segundo caso, a cáustica está formada pelo conjunto de todos os diâmetros, ξD,
isto é as cordas máximais da curva original. Esta cáustica de diâmetros é simétrica com
respeito à origem e é também convexa. Sem assumir que a curva originial seja convexa, a
simetria será preservada, porque −xiD também é um diâmetro, porém podem aparecem
cáustica mais complexas do que dobras, tal como aquelas que acontecem na cáustica de
diâmetros vistas no espaço de centros xD = x(ξD). Esta cáustica de Wigner tem cúspides
mesmo no caso de curvas convexas [Ber77].

Para estados puros, vamos resumir o comportamento da função de cordas para qual-
quer translação: a) um máximo na origem; b) um regime oscilatório, obtido como uma
soma de termos de fase estacionária para cada realização da corda; c) a região perto
da corda maximal, ou seja do diâmetro ξD, que pode ser expressa em termos da função
de Airy e da sua derivada, na qual a amplitude maximal, finalmente, d) uma região
evanescente para cordas maiores do que o diâmetro local, que é descrita pelas formas
evanescentes da função de Airy e sua derivada. Como consideramos unicamente estados
puros, a correlação no espaço de fase (2.34) é dada pelo módulo quadrado da função de
cordas. Assim, utilizando a forma assintótica da aproximação uniforme para a função
de cordas no regime semiclássico, encontramos que a correlação no espaço de fase é de
aproximadamente

C(ξ) = 2π~
[
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1 , I
−
1 }
−1 + {I+

2 , I
−
2 }
−1 + 2{I+
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− 1

2 {I+
2 , I

−
2 }
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2 sin

(
A12

~

)]
, (5.61)

na região oscilatória longe da cáustica, ou seja, temos uma soma de dois termos, cada
um associado a uma realização da corda mais um termo que representa a interferência.
Esta fórmula fornece uma interpretação semiclássica para a invariância da correlação
em relação à transformada de Fourier simplética [Ozo04]. Um ponto importante é que a
região próxima ao pico nas correlações no espaço de fase, depois do qual as correlações de-
caem, é apenas o módulo ao quadrado da forma de transicional da aproximação uniforme
(5.43), que está deduzida no Apêndice B. Mesmo que a Eq. (5.61) admita a possibili-
dade de C(ξ) = 0, como (5.61) é uma aproximação que não é válida próximo à origem não
podemos afirmar que concorda com a presença de pontos cegos no sentido da Eq. (4.13).

Como os estados Bohr-quantizados estão de acordo com a aproximação (4.15), o con-
hecimento de um número finito de momentos determina a função de cordas desses es-
tados perto da origem. No entanto, essa aproximação é insuficiente para descrever as
oscilações complexas, por exemplo um padrão de pontos cegos. Porém, apresentamos
uma aproximação semiclássica para a função de cordas de estados Bohr-quantizados e
verificamos sua acurácia, sem incluir a cáustica exterior que foi tratada na Seção 5.5.
Na ausência de simetria de reflexão a função da corda é uma função totalmente com-
plexa, o que leva a uma estrutura mais rica do que a exibida pela função de Wigner
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correspondente. Como no caso de superposições de pacotes de onda Gaussianos [Zam09],
esperamos que pontos cegos não sobrevivam para um sistema aberto sob uma evolução
Markoviana. No entanto, espera-se que eles desapareçam de C(ξ) antes das regiões ne-
gativas da função de Wigner.



Capı́tulo 6
Representação a Valores Iniciais para
o Eco de Loschmidt

“El tiempo es una mentira que han
inventado los viejos”.

Joaquı́n Sabina

Nos capı́tulos anteriores, estudamos as correlações para estados deslocados. Foram
caracterizados os diferentes regimes, dependendo do deslocamento, e da transição en-
tre eles (ver Capı́tulo 5). Analisamos também os zeros desta correlação e sua sensibili-
dade quando o estado inicial é mudado e também vimos sua resposta quando o sistema
encontra-se em contato com um ambiente externo (ver Capı́tulo 4). O próximo passo é es-
tudar a correlação no caso das evoluções gerais, ou seja considerar a Eq. (1.1) para uma
evolução unitária do estado inicial ρ̂ gerada por um Hamiltoniano geral Ĥ. Neste caso, a
correlação é dada por

C(t) =
tr ρ̂ ρ̂t
tr ρ̂2

onde ρ̂t = e−ıĤt/~ρ̂eıĤt/~. (6.1)

Observe que, para tempos muito pequenos, as exponenciais podem ser substituı́das por
uma série de Taylor de primeira ordem em t, para obter a forma aproximada

C(t)
t→0
≈ 1− t2

~2

tr
[
ρ̂2Ĥ2 − ρ̂Ĥρ̂Ĥ

]
tr ρ̂2

= 1 +
t2

2~2

tr[ρ̂, Ĥ]2

tr ρ̂2
≤ 1. (6.2)

Para um estado misturado ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, a correlação para tempos pequenos se reduz a

C(t)
t→0
≈ 1− t2

2~2

(
〈ψ|Ĥ2|ψ〉 − 〈ψ|Ĥ|ψ〉2

)
. (6.3)

Observe que o último termo contém a variância do Hamiltoniano Ĥ.
A correlação C(t) coincide com a probabilidade de sobrevivência para o estado inicial

de ρ̂ [Hel91]. Como na mecânica clássica, esperamos que esta correlação dependa da na-
tureza regular ou caótica do Hamiltoniano [Per84, Eme02]. Por exemplo, em trabalhos

72
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anteriores foi analisada a correlação (6.1) para Ĥ = Ĥo + δH, ou seja, uma perturbação
sobre o Hamiltoniano Ĥo, e para ρ̂ sendo um autoestado de Ĥo [Van03a] em sistemas de
uma dimensão. Devido à separação exponencial das órbitas clássicas na presença de caos,
a probabilidade de sobrevivência de um sistema caótico clássico deve tender exponencial-
mente para zero. Além disso, este mecanismo de separação exponencial é fundamental
para entender o surgimento da irreversibilidade temporal a partir das equações de movi-
mento clássicas que são simétricas com respeito à transformação t → −t†. Portanto,
através da combinação de resolução finita dos experimentos reais e a separação exponen-
cial, uma operação de inversão temporal parece ser praticamente impossı́vel de ser real-
izada depois um certo tempo [Per84, Per93]. Este argumento não é aplicável às evoluções
quânticas. Qualquer erro na preparação de um estado quântico não cresce devido ao fato
que a evolução Hamiltoniana é unitária: O produto escalar de quaisquer dois estados
é constante no tempo, portanto, dois estados vizinhos sempre permanecerão à mesma
“distância”. Assim, a irreversibilidade na mecânica quântica é comumente tratada us-
ando funções de eco [Gor06, Jac09], em vez de correlações como na Eq. (6.1). Neste ponto
vamos mudar a direção do nosso trabalho das correlações para estudar a função de eco
mais usual, o eco de Loschmidt (LE).

Neste capı́tulo abordamos o LE usando métodos semiclássicos. Especificamente obte-
mos uma fórmula para avaliar o LE baseada em trajetórias clássicas, na qual a procura de
pontos estacionários é substituı́da por uma integração sobre as condições iniciais dessas
trajetórias. Este tipo de aproximação semiclássica é conhecida como um Representação
a valores iniciais (IVR) e é apropriado para cálculos numéricos [Mil01]. A nossa teoria
é obtida a partir da teoria de evolução semiclássica da função de Wigner, juntamente
com a teoria clássica de perturbação de primeira ordem [Zam11]. No limite de pequenas
ações, nossa formulação se assemelha com a Representação de defasagem (DR) para a LE,
introduzido por Vanı́ček na Ref. [Van04].

Finalmente, lembramos que os sistemas caóticos são correspondidos com seus análogos
clássicos até um tempo limiar tE , conhecido como tempo de Ehrenfest. De fato, um pacote
de ondas inicialmente localizado de largura σ se espalha ao longo da variedade clássica
instável, da mesma forma como órbitas clássicas. Após o tempo

tE = λ−1 ln

(
L

σ

)
, (6.4)

o pacote de ondas deixa de estar localizado. Na Eq. (6.4), λ é o expoente de Lyapunov
clássico e L é o tamanho (ou largura) do sistema. Depois desse tempo, os efeitos quânticos
devem ser tomados em conta e a correspondência clássica-quântica é quebrada. Assim, as
teorias semiclássicas baseadas em caminhos clássicos são presumivelmente válidas até o
tempo de Ehrenfest.

†Esta discordância entre a dinâmica microscópica reversı́vel e irreversibilidade macroscópica é o chamado
de paradoxo de Loschmidt.
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Figura 6.1: Duas interpretações para o eco de Loschmidt: (esquerda) como um eco
e (direita) como uma fidelidade. Aqui Û = e−ıHt/~ e Ûδ = eı(H+δH)t/~.

6.1 Introdução

Perturbações são ubı́quas em uma ampla variedade de sistemas fı́sicos, de forma que
o estudo das suas conseqüências sobre a dinâmica é essencial tanto no mundo quântico
quanto no clássico. Isto está relacionado com a caracterização do caos no regime quântico,
uma vez que a noção de distância entre dois estados clássicos e, portanto, o expoente de
Lyapunov, não pode ser traduzido como a sobreposição de estados quânticos puros. Por-
tanto, uma alternativa para a caracterização do caos quântico pode ser estudar a resposta
à perturbações no Hamiltoniano, em vez de perturbações sobre o próprio estado [Per84]. A
influência dessas perturbações é medida pelo eco de Loschmidt (LE) ou fidelidade [Per84]:

M(t) = |L(t)|2 onde L(t) = 〈ψ|eıt(Ĥ+δĤ)/~e−ıtĤ/~|ψ〉, (6.5)

onde ∆Ĥ é pequeno comparado com Ĥ. Para estados mistos:

L(t) = tr ρ̂ ÎL(t) onde ÎL(t) = eıt(Ĥ+δĤ)/~Îe−ıtĤ/~, (6.6)

onde Î é o operador identidade. ÎL(t) é chamado de operador de eco. O LE é rele-
vante na informação quântica, descoerência [Cuc03] e em outros contextos (para mais
informação ver cf. [Gor06, Jac09, Cer03]), além de servir como suporte da noção de irre-
versibilidade na mecânica quântica [Per84]. Em particular, o LE é experimentalmente
realizável em experiências de RMN [Hah, Rhi70, Usa98, Pas95], cavidades de microondas
[Schä05, Köb11] ondas elásticas [Gor06a, Lob08] entre outra técnicas. A Fig. 6.1 mostra
duas interpretações possı́veis para a Eq. (6.5): como um eco ou como uma fidelidade.
A primeira corresponde a evoluir um estado |ψ〉 com o Hamiltoniano Ĥ e depois disso
evoluir para trás no tempo com o Hamiltoniano perturbado. Agora, se evoluimos duas
cópias do mesmo estado |ψ〉 sob a ação de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes, Ĥ
e Ĥ + δĤ, respectivamente, M(t) poder ser interpretado como uma fidelidade.

Um aspecto importante é que a decadência da LE está relacionada com a decadência
de pureza (ou entropia linear) em sistemas abertos [Per84, Cuc03]. A pureza é definida
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como
p = tr ρ̂2. (6.7)

Ela quantifica acoplamento via descoerência com um ambiente externo: Se o sistema
está inicialmente em um estado puro, este estado vai perder sua pureza depois de ficar
emaranhado com o ambiente. Na verdade, esta relação do LE com descoerência foi enun-
ciada pelo próprio Peres no seu trabalho seminal [Per84], pois ele introduz a perturbação
δ H na definição (6.5) como uma contribuição efetiva do ambiente.

A teoria semiclássica da LE tem provado ser uma ferramenta poderosa para entender
o seu comportamento em regimes diferentes, dependendo da duração da evolução e da
intensidade da perturbação [Jal01, Jac01, Cer03, Pro02, Cuc02, Wis03].

O LE médio possui diferentes regimes de decaimento que dependem da perturbação. A
grosso modo, para perturbações muito pequenas, de maneira que os elementos da matriz
de δH � ∆E sendo ∆E o espaçamento médio de nı́veis de Ĥ, o LE se comporta como

〈M(t)〉 ' 1− t2

~2
〈δH2〉2, (6.8)

ou seja que está caracterizado por um decaimento Gaussiano ∼ e−t2/τ2G com τG = 1/〈δH2〉
[Gor06, Wis03]. Esse comportamento é obtido a partir do mesmo tipo de aproximação que
em Eq. (6.2)

Para tempos maiores, o LE decai exponencialmente se a dinâmica clássica do sis-
tema for caótica: Para pequenas perturbações, a taxa de decaimento é proporcional ao
quadrado da instensidade da perturbação, que é o chamado regime da regra de ouro de
Fermi; para perturbações maiores, a taxa de decaimento é o maior expoente de Lyapunov
clássico, este é chamado regime de Lyapunov. Um comportamento diferente é esperado
se a dinâmica é clássica correspondente regular: Para pequenas perturbações o decai-
mento é Gaussiano, e para perturbações maiores o LE decai como uma lei de potência
[Jac09, Pro02, Gor06].

Finalmente, o LE se satura para tempos longos. O tempo de saturação é inversa-
mente proporcional ao tamanho do espaço de Hilbert eficaz que é necessário para uma
descrição razoável da evolução temporal do estado inicial [Pet05, Jac09, Guti09]. Na Fig.
6.2 mostra-se um esboço dos regimes temporais para o decaimento do LE. Ressaltamos
que o estado inicial tem uma importância crucial para esses regimes de decaimento. Es-
tados coerentes são normalmente utilizados para estudar o comportamento do LE. Por
exemplo, na Ref. [Wis02] é mostrado que se o estado inicial é uma autofunção do Hamil-
toniano ou da pertubação, a regime de Lyapunov não acontece.

Na prática, a abordagem semiclássica para a LE sofre do problema de buscar raı́zes:
O fato de que a teoria depende das trajetórias clássicas definidas por condições de con-
torno, as quais são difı́ceis de determinar, incluso para sistemas simples. A alterna-
tiva atraente é lidar com representações a valores iniciais (IVR) [Mil01, Van03b, Tao09].
Brevemente, o método IVR consiste em substituir o problema das condições de contorno
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Figura 6.2: Regimes temporais do decaimento do LE médio. Começa com um tran-
siente parabólico, seguido por um decaimento exponencial e depois por uma saturação
por tempos longos [Gor06, Jac09].

por uma integração sobre todas as condições iniciais. Mesmo que seja preciso calcular
muitas trajetórias, elas são facilmente especificadas pelas suas condições iniciais. Isso
explica o interesse que existe pela representação de defasagem (DR) proposta por Van
ı́ček [Van04]:

LDR(t) =

∫
dx0W (x0) exp

(
− ı
~

∫ t

0
δH(x(τ ;x0))dτ

)
. (6.24)

Aqui x = (p, q) é um ponto no espaço de fase 2L-dimensional, W (x) é a função de Wigner
do estado ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, δH é o análogo clássico da perturbação δĤ e x(t, x0) é a trajetória
clássica do sistema sem perturbar para a condição inicial de x0. A DR é um método efi-
ciente para calcular funções de correlação quântica, inclusive para sistemas com muitos
graus de liberdade, tais como os estudados na dinâmica molecular[Li09, Mol11]. Além
disso, a DR tem sido também utilizada para revelar um comportamento universal do LE
[Wis10]. Não obstante sua utilidade prática, a DR não tem uma dedução rigorosa. Um
argumento sugestivo é proposto na Ref. [Van06], apelando ao teorema de sombreamento
da mecânica clássica [Gre90]. Por isso, a precisão da DR comumente está associada à
natureza caótica do sistema. De fato, seu intervalo de validade é desconhecido, porém
usando a DR obtiveram-se resultados confiáveis em alguns sistemas com dinâmica mista
[Wan07, Wan08].

Neste capı́tulo, deduzimos uma aproximação para a LE, avaliando a ação no marco da
teoria semiclássica para a evolução da função de Wigner e usando a teoria de perturbações
de primeira ordem [Ozo98, Boh95]. Esta aproximação se reduz à DR para o Hamiltoni-
ano médio H̄, quando se despreza a contribuição semiclássica nas amplitudes. É im-
portante notar que esta diferença no Hamiltoniano da DR, mesmo afetando fracamente
a ação clássica, que pode ocasionar a mudanças significativas na fase semiclássica de
cada trajetória. Além disto, obtemos uma estimativa do intervalo de validade para a
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forma original da DR, onde fica claro que termos são desprezados na nossa teoria. Nos
concentramos no caso de Hamiltonianos quadráticos, para os quais o método da fase
estacionária é exato e mesmo que não sendo sistemas caóticos, eles podem apresentar
uma dinâmica hiperbólica. Desta forma, mostramos que movimento caótico não é uma
condição necessária para a acurácia da nossa aproximação.

6.2 Representação de defasagem

Nesta seção vamos obter a fórmula DR para o LE Eq. (6.24), seguindo o trabalho original
de Van ı́ček [Van06]. Começamos por considerar a Eq. (6.5) escrita em termos das funções
de onda respectivas

L(t) =

∫
dq ψ∗+(q, t)ψ−(q, t), onde ψ±(q, t) =

∫
dq′K±(q, q′; t)ψ(q′), (6.9)

de acordo com a Eq. (2.27) e

K±(q, q′; t) ≡ 〈q|e−ıtĤ±/~|q′〉 (6.10)

sendo o propagador quântico. Agora vamos substituir o propagador quântico pela repre-
sentação a valores iniciais (IVR) do propagador de van Vleck em L graus de liberdade (ver
Apêndice C)

〈
qt
∣∣ e−ıHt/~ |qo〉IVR =

∫
dxo

(2πı~)L/2

∣∣∣∣det
∂qt

∂po
(xo)

∣∣∣∣ 12 eıSt(xo)/~. (C.7)

Aqui t corresponde ao tempo de propagação, e as órbitas são denotadas por

xt = (pt, qt) = x(t) = (p(t), q(t)). (6.11)

Particularmente xo é a condição inicial. A ação é dada por

St(xo) =

∫ t

0
dt′ [pτ q̇τ −H(xτ , τ)] . (6.12)

Assim, o LE é aproximado semiclassicamente por

LIVR(t) =

∫
dq

[∫
dq+K

∗
+(q, q+; t)IVRψ

∗(q+)

] [∫
dq−K−(q, q−; t)IVRψ(q−)

]
. (6.13)

Inserindo a Eq. (C.7) temos que

LIVR(t) =

∫
dxo−dx

o
+dp

(2π~)L

∣∣∣∣det
∂qt−
∂po−

∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣det

∂qt+
∂po+

∣∣∣∣
1
2
ı(St−−St+−p ηtq)/~〈ψ|qo+〉〈qo−|ψ〉, (6.14)

onde ηtq = qt+ − qt−, e usamos a relação

〈qo+|qo−〉 = δ(ηtq) =
1

(2π~)L

∫
dp eıp η

t
q/~. (6.15)
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Agora, realizamos uma mudança de variáveis

x̄ =
x+ + x−

2
, (6.16a)

η = x+ − x−. (6.16b)

Destacamos que as Eqs. (6.16) definem dois vetores no espaço de fase, explicitamente
η = (ηp, ηq) e x̄ = (p̄, q̄). Dado que o Jacobiano desta transformação é igual a 1, temos que

LIVR(t) =

∫
dx̄odηo

(2π~)L

∣∣∣∣det
∂qt−
∂po−

∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣det

∂qt+
∂po+

∣∣∣∣
1
2

ψ∗(qo+)ψ(q0
−)δ(ηtq) e

ı(St−−St+)/~. (6.17)

Como queremos um aproximação semiclássica, buscamos as contribuições dominantes
desta integral quando ~ tende a zero. Avaliando a variação da diferença de ações St+−St−
em termos das variáveis x̄ e η, encontramos as condições de fase estacionária

ηoq = ηop = ηtp = 0. (6.18)

Note também que a função δ de Dirac na Eq. (6.17) restringe o valor de ηtq a zero. Estas
condições estacionárias são trivialmente satisfeitas se as órbitas xτ+ e xτ− forem as mes-
mas para qualquer 0 ≤ τ ≤ t. No entanto, se o comportamento clássico for caótico, mesmo
que essas duas órbitas comecem na mesma condição inicial, elas vão se separar exponen-
cialmente, pois elas evoluem sob a ação de dois Hamiltonianos ligeiramente diferentes.
Para contornar com esta dificuldade, o argumento original de Van ı́ček [Van04] usa o
teorema de sombreamento da mecânica clássica [Gre90]. Brevemente, o teorema afirma
que, para uma dada trajetória gerada por um Hamiltoniano clássico H, existe uma outra
trajetória gerada pelo Hamiltoniano perturbado, H + δH, que irá acompanhar de perto
(ou fazendo sombra) a órbita não perturbada. Além disso, o teorema também garante
que a condição inicial para o órbita de sombra é exponencialmente próxima da condição
inicial da órbita não perturbada. Assim, em princı́pio, este teorema garante a existência
dos pontos estacionárias do integrando (6.17), de modo que a diferença de fase, St− − St+
ao longo destas órbitas é aproximadamente

St− − St+ ' ∆St(x̄o)− p̄tηtq + p̄oηoq , (6.19)

onde

∆St(x̄o) = −
∫ t

0
δH(xτ , τ) dτ. (6.20)

Aqui ∆St é a fase ganha pela perturbação δ H ao longo da trajetória não perturbada xt;
os dois últimos termos na Eq. (6.19) aparecem devido à pequena diferença das trajetórias
no tempo t e no tempo 0. Um desenho esquemático desta diferença de fase é mostrado na
Fig. 6.3. Neste ponto, o produto de Jacobianos é aproximado como∣∣∣∣det

∂qt−
∂po−

∣∣∣∣
1
2
∣∣∣∣det

∂qt+
∂po+

∣∣∣∣
1
2

≈
∣∣∣∣det

∂(−ηt)
∂(−ηop)

∣∣∣∣ 12
∣∣∣∣∣det

∂ηtq
∂ηop

∣∣∣∣∣
1
2

=

∣∣∣∣∣det
∂ηtq
∂po+

∣∣∣∣∣ (xo) (6.21)
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Figura 6.3: Esboço da aproximação na fase da DR. A fase de St−−St+ é dada pela área
sombreada ∆St mais as áreas dos dois trapézios de linhas tracejadas. ∆St é aproximada
pela perturbação ao longo do caminho não perturbado de acordo com a Eq. (6.20).

e depois de fazer a mudança de variáveis ηop → ηoq na Eq. (6.17). Então

LIVR(t) =
1

(2π~)L

∫
dx̄odηoqdη

t
q ψ
∗(qo+)ψ(q0

−)δ(ηtq) e
ı(St−−St+)/~

=
1

(2π~)L

∫
dx̄odηoq ψ

∗(qo+)ψ(q0
−) eı(S

t
−−St+)/~

∣∣∣
ηt=0

,

(6.22)

onde na última linha o integral sobre ηtq foi feita. Assim, inserindo a fase (6.19) na Eq.
(6.17) e substituindo q0

± = q̄o ± ηoq , obtém-se

LDR(t) =

∫
dxo

(2π~)L

[∫
dηoq ψ

∗
(
q̄o +

ηoq
2

)
ψ∗
(
q̄o −

ηoq
2

)
eıp̄

o ηoq/~
]
eı∆S

t/~. (6.23)

Aqui, o subı́ndice DR indica que estamos usando (6.19) para a aproximar a fase. Aqui re-
conhecemos a função de Wigner no termo dentro dos colchetes na Eq. (6.23). Finalmente,
a DR para o LE é

LDR(t) =

∫
dxoW (xo) exp

(
− ı
~

∫ t

0
δH(x(τ ;xo))dτ

)
. (6.24)

Note que aqui trocamos a notação das órbitas de xt para x(t;xo) para assim explicitar a
condição inicial xo. Portanto, esta fórmula avalia o LE como a média da função Wigner
sobre as fases devido a diferenças de ação. Ressaltamos que esta dedução não é for-
mal, especialmente no que diz respeito à aplicabilidade do teorema de sombreamento
da mecânica clássica. Da mesma forma, a aproximação para os Jacobianos, (6.21) não
é muito rigorosa. No entanto, esta fórmula inclui os regimes de decaimento de Lya-
punov e da regra de ouro de Fermi [Van04, Gor06]. Ela também funciona para estados
mistos e, em particular, é bastante apropriada para a avaliação numérica de fidelidade
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para sistemas com muitos graus de liberdade, proporcionando uma expressão eficiente
em comparação com simulações clássicas e quânticas [Li09, Weh11, Mol11]. Ressaltamos
que em sistemas com alta dimensionalidade, os cálculos quântico exatos são extrema-
mente difı́ceis (ou mesmo impossı́veis).

6.3 Dedução formal da IVR

Primeiro, observemos que a Eq. (6.5) pode ser escrita como

L(t) = tr ρ̂ ÎL(t) =

∫
dxW (x)IL(x, t), (6.25)

onde W (x) é a função de Wigner do estado ρ̂ e IL(x, t) é a representação de Weyl do
operador eco. Observe que na Eq. (6.5) ρ̂ = |ψ〉〈ψ|. Denotando o sı́mbolo de Weyl de
e−itĤ±/~ por U t±(x), o sı́mbolo do eco é dado pela composição [Ozo98]:

IL(x, t) =

∫
dx+dx−
(π~)2L

U t−(x−)[U t+(x+)]∗e
i
h

∆3(x,x+,x−), (6.26)

onde ∆3(x,+x,x) = −2(x+ − x) ∧ (x−x) é a área simplética do triângulo com pontos de
médios x, x+ e x−. A expressão semiclássica para o U t±(x), conhecida como propagador de
Weyl, é [Ozo98, Ber89]

U t±(x±)SC = 2LA± exp

[
i

~
St±(x±)

]
, (6.27)

onde St± são as ações de centro, associadas à evolução gerada pelos Hamiltonianos clássicos
H±(x):

St±(x±) =

∮
p± · dq± −

∫ t

0
H±(x±(τ |x±))dτ. (6.28)

Aqui x±(τ |x±) são as trajetórias clássicas para os Hamiltonianos H±, que estão, respec-
tivamente, centradas no par de pontos de x±. Em geral, um dado ponto no espaço de
fase pode ser o centro de várias trajetórias; assim a Eq. (6.27) é formalmente uma soma
sobre todas as possı́veis trajetórias centradas em x±(τ |x±), tal como ilustrado na Fig.
6.4. As áreas definidas pela primeira integral são fechadas pelo par de cordas que se
juntam x±(0|x±) a x±(t|x±), como mostrado na Fig. 6.4. As amplitudes em (6.27) são
[Ber89, Ozo98]

A± = |det [I +M±]|−
1
2 =

1

2L

∣∣∣∣det

[
I +

J

2

∂2St±
∂x±2

]∣∣∣∣
1
2

, (6.29)

onde I é a matriz identidade de dimensão 2L×2L eM± são as matrizes para as transformações
lineares,

x±(0|x±) = x± + J
∂St±
∂x±

→ x±(t|x±) = x± − J
∂St±
∂x±

, (6.30)

de modo que aproximadamente

δx±(t|x±) =M±δx±(0|x±). (6.31)
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Figura 6.4: Interpretação geométrica da fase do propagador de Weyl. Aqui é
mostrado que duas órbitas diferentes pode contribuir para o propagador semiclássico U(x)

porque x é o ponto médio entre os pontos inciais e finais das duas trajetórias.

Esse tipo de matriz é conhecida como matriz de monodromia. Inserindo (6.27) na Eq.
(6.26), obtemos

IL(x, t)SC =

(
2

π~

)2L ∫
dx+dx−A+A−e−

i
~Σ(x+,x−,x), (6.32)

onde Σ = St+(x+)− St−(x−)−∆3(x, x+, x−). Esta fórmula semiclássica para o LE é difı́cil
de avaliar, pois é necessário encontrar todas as trajetórias centradas em cada par de
argumentos x±, mesmo para sistemas simples.

O passo chave na nossa formulação consiste em reinterpretar a fórmula acima para
o LE, tomando uma única transformação clássica, que parte de x−(0) e chega a x+(0) ao
longo da trajetória x−(τ) e que volta por x+(−t), isto é, o caminho vermelho na Fig. 6.5.
Portanto ÎL é equivalente a um operador de evolução associado com esta transformação e
o seu sı́mbolo de Weyl deve ter a mesma forma semiclássica da Eq. (6.27), ou seja,

IL(x, t) = 2LAL exp
( ı
~
SL(x)

)
. (6.33)

Aqui SL(x) é a ação de centros para a trajetória vermelha na Fig. 6.5, avaliada de acordo
com (6.28), enquanto que

AL = |det [I +ML]|−
1
2 =

1

2L

∣∣∣∣det

[
I +

J

2

∂2SL
∂x2

]∣∣∣∣
1
2

(6.34)

é a amplitude para a transformação completa x−(0)→ x+(0) a qual é gerada por SL.
Este propagador de Weyl é único, de forma que a sua aproximação semiclássica de-

pende de uma única trajetória clássica, se representa um operador unitário em uma
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Figura 6.5: Interpretação geométrica do sı́mbolo de eco semiclássico. O caminho
azul (de ida e volta) é o a órbita sem perturbar. O caminho vermelho é a trajetória pertur-
bada que parte de x−(0) e chega em x−(0), a qual corresponde ao eco clássico. O triângulo
preto é ∆3(x, x+, x−).

vizinhança suficientemente pequena do operador identidade [Ozo98]. Isso justifica a
forma simples e sem interferências de (6.33), ou seja, IL(x, t) não é uma soma de termos.
Em contraste, isto não precisa ser verdade para os propagadores individuais (6.27), que
estritamente são uma superposição de termos oscilatórios [Jal01]. Então, a simplificação
é que uma única trajetória centrada em x− deverá corresponder com uma única trajetória
centrada em x+, como é retratado na Fig. 6.5.

Finalmente, podemos considerar a trajetória vermelha na Fig. 6.5 como a produzida
por um par de perturbações de uma trajetória única, que é impulsionada pela Hamiltoni-
ano médio

H̄ =
H+ +H−

2
. (6.35)

Isto é, tomar a trajetória x(τ) durante 0 < τ < t e voltar por ela mesma durante −t <
τ < 0. Este caminho é a linha dupla azul na Fig. 6.5 de modo que os ramos da trajetória
que contribui ao LE é a resultante das perturbações ±δH/2 sobre o H̄. Então, já que a
trajetória não perturbada tem ação nula, S̄L(x) = 0, temos que a aproximação para SL(x)

à primeira ordem na perturbação (ver Apêndice D) para a dita trajetória é

δSL(x) =

∫ t

0
δH(x(τ ;x))dτ. (6.36)

Então, a fórmula semiclássica para o sı́mbolo do eco é

IL(x, t) =

∣∣∣∣det

[
I +

J

2

∂2δSL
∂x2

]∣∣∣∣
1
2

e−ıδSL(x)/~, (6.37)
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e, consequentemente, obtemos o LE semiclássico como [Zam11]

L(t)SC =

∫
dx

∣∣∣∣det

[
I +

J

2

∂2δSL
∂x2

]∣∣∣∣
1
2

W (x) e−ıδSL(x)/~. (6.38)

Note que esta integral é realizada ao longo de todas as possı́veis condições iniciais x

para as órbitas x(τ) do Hamiltoniano médio H̄, evitando-se assim o problema de root-
search. Assim, obtém-se uma IVR para o LE sem realizar a mudança de variáveis para
as condições iniciais, como é explicado no Apêndice C. Dado que a amplitude AL de-
pende da função escalar δSL(x), a qual não requer a avaliação explı́cita da matriz de
monodromia, o que é computacionalmente tedioso para sistemas com alta dimensional-
idad [Tao09]. Observamos que, embora a perturbação seja tomada ao longo da órbita
central para H̄, δSL(x) gera uma transformação canônica, que é próxima da identidade.
Para perturbações suficientemente pequenas o determinante na Eq. (6.38) tende a 2-L,
de modo que recuperamos a DR (6.24) para órbitas geradas pelo Hamiltoniano médio.

Para estimar o erro na ação da DR, dado que ela não usa o Hamiltoniano médio, note-
se que a corda, ξ(x) ≡ x+(0)− x−(0) (ver Fig. 6.5), é aproximada por

ξ(x) = J
∂δSL
∂x

= −
∫ t

0
δẋ(τ ;x)dτ, (6.39)

onde δẋ é a velocidade no espaço de fase para o Hamiltoniano δH(x). O erro na ação a
partir da avaliação de (6.36) ao longo de x−(τ), em vez de x(τ), é aproximadamente

δSL(x+ ξ/2)− δSL(x) = −1

8
ξ

[∫ t

0

∂2δH(x(τ ;x))

∂x2
dτ

]
ξ, (6.40)

o que significa um erro até termos de terceira ordem nas componentes de ξ(x).

6.4 Casos quadráticos

A partir daqui, vamos estudar em detalhe a validade da nossa fórmula, comparando-a
com o método da fase estacionária (SP), descrita no capı́tulo 5, aplicada à Eq. (6.25). Va-
mos nos restringir a Hamiltonianos quadráticos, cuja aproximação semiclássica é exata
e gera a versão quântica das transformações canônicas lineares (clássicas) [Haa91]. Eles
têm um papel de crucial importância para os métodos semiclássicos, de modo que uma
alta precisão de (6.38) permite a aplicação de nossa formulação para sistemas mais com-
plexos. Lembrando que um Hamiltoniano quadrático genérico é dado por

H(x) =
1

2
xHx+ a ∧ x, (2.16)

onde H = ∂2H/∂x2 é a matriz Hessiana e a é um vetor do espaço de fase. Sua função
geratriz de centros para um tempo fixo t é dada por

St(x) = xBtx+ αt ∧ x, (2.17)
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onde
JBt = [I− eJHt][I + eJHt]−1 e αt = 2JBt(JH)−1a. (2.18)

No caso especial quando H = 0, temos que St(x) = −ta ∧ x. Inserindo os propagadores
quadráticos semiclássicos,

U±(x) = 2LA± exp

(
i

~
S±(x)

)
= 2LA± exp

(
i

~
[xBt

±x+ αt± ∧ x]

)
, (6.41)

na fórmula (6.26), ela permanece exata.
Agora, vamos definir as variáveis x̄ e η, de acordo com a Eq. (6.16) de tal maneira que

x± = x̄∓ η, como mostrado na Fig. 6.6. Também definimos os parâmetros médios B̄ e ᾱ e

Figura 6.6: Avaliação de LE por SP para o caso quadrático. As flechas vermelhas
correspondem aos mapas xo± → x′±, gerados por S±(x±), respectivamente, e a corda azul
corresponde ao mapa médio x̄ = xo → x̄′ gerado por S̄(x̄). Estes mapas têm o mesmo ponto
final x̄′ = x′+ = x′−. O ponto médio entre x+ e x− é x̄ e 2η é a corda que os une.

suas perturbações:
δB = B+ −B− e δα = α+ − α−. (6.42)

Obtém-se então as funções geratrizes como

S±(x) = x

[
B̄ ± δB

2

]
x+

(
ᾱ± δα

2

)
∧ x, (6.43)

e a integral IL(x, t) para Hamiltonianos quadráticos toma a forma exata

IL(x, t) = 2L
∫
dx̄dηA+A−e−

i
~Φ(x̄,η) (6.44)

onde
Φ = x̄δBx̄+ ηδBη + 4x̄B̄η + δα ∧ x̄+ 2ᾱ ∧ η − 4(x̄− x) ∧ η. (6.45)
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O ponto estacionário da integral em relação a x̄, fornece a relação:

η = −
[
JB̄ − I

]−1

2

(
JδBx̄− δα

2

)
∼ O(ε), (6.46)

onde ε é o tamanho da perturbação δα e/ou δB. Assim, para um ε pequeno podemos
desprezar o termo de terceira ordem ηδBη ∼ O(ε3) na Eq. (6.44). Esta é a condição para
a perturbação seja suficientemente pequena. Lembramos que esta aproximação não afeta
a condição (6.46). A segunda condição de fase estacionária é então

x ' [I + JB̄]x̄− ᾱ

2
ou x̄ ' [I + JB̄]−1

(
x+

ᾱ

2

)
. (6.47)

Assim, nesta aproximação x independe de η e pode ser interpretado como o ponto inicial
da transformação média S̄(x̄) = x̄B̄x̄+ ᾱ∧ x̄, como na nossa derivação de DR generalizada
(ver Fig. 6.6). Combinando as Eqs.(6.47) e (6.46) temos que

4x̄B̄η + 2ᾱ ∧ η − 4(x̄− x) ∧ η = 0, (6.48)

portanto, a aproximação de fase estacionária para o sı́mbolo do eco, Eq. (6.26), com
Hamiltonianos quadráticos é

IqL(x, t) = 2LAL exp

(
− i
~
Sq(x̄, η)

)
(6.49)

onde
Sq(x̄, η) = x̄δBx̄+ δα ∧ x̄, (6.50)

e x̄(x) é dado por (6.47). No que diz respeito à amplitude na Eq. (6.49), as matrizes de
monodromia são

M± = eJH±t (6.51)

e estão relacionadas com as matrizes de B± por uma parametrização de Cayley (ver Eq.
(2.18a)). Então

AL = | det[I +ML]|−
1
2 onde ML =M+M−. (6.52)

Observemos que no caso quadrático geral a matriz de monodromia ML é independente
de x masML 6= I.

Sem negligenciar o termo ηδBη na Eq. (6.45), a aproximação de fase estacionária
fornece a Eq. (6.46) e

x̄ =

[
[JB̄ + I]− JδB [JB̄ − I]−1

4
JδB

]−1(
x+

ᾱ

2
− JδB [JB̄ − I]−1

4

δα

2

)
(6.53)

'
[
JB̄ + I

]−1
(
x+

ᾱ

2

)
+O(ε2). (6.54)

Usando a primeira linha da equação anterior, podemos mostrar que

4x̄B̄η + 2ᾱ− 4(x̄− x) ∧ η = −2ηδBη, (6.55)
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e assim, a fase exata (6.45) no ponto estacionário é

Φ(x̄, η) = x̄δBx̄+ δα ∧ x̄− ηδBη. (6.56)

Assim, o erro na aproximação (6.50) é determinado por−ηδBη e a interpretação geométrica
de x como o ponto inicial da transformação média S̄ é válida até a segunda ordem na in-
tensidade da perturbação ε.

6.4.1 Perturbação linear

A aproximação para Hamiltonianos quadráticos, Eq. (6.49), tem a mesma forma e am-
plitude que a Eq. (6.38), mas as fases podem ser diferentes. No entanto, podemos
mostrar que eles são iguais para o caso simples em que a perturbação é uma função
linear δH = δa ∧ x.

As trajetórias genéricas de um Hamiltoniano quadrático (2.16) são

x(τ) = eJHtx(0) + [I− eJHt][JH]−1a, (6.57)

de modo que
δSL(x) = δa ∧ [JH]−1

(
[I− eJHt](x− [JH]−1a)− ta

)
. (6.58)

Por outro lado,

x̄ =
x(t)− x(0)

2
= [I + JB]−1(x+ JB[JH]−1a) (6.59)

e, portanto,

Sq(x) = δa ∧ [JH]−1
(
[I− eJHt](x− [JH]−1a) + 2JB[JH]−1a

)
. (6.60)

Para tempos pequenos B → −tH/2 + O(t3), e assim recuperamos (6.58) . Além disso, o
caso simples com um Hamiltoniano não perturbado é linear, então H = 0, (6.58) é sempre
exato. Explicitamente,

δSL(x) = −tδa ∧
(
x− ta

2

)
= Sq(x), (6.61)

porque
ᾱ = −ta, δα = −tδa e x̄ = x− ta

2
. (6.62)

Finalmente, observamos que δSL(x) é uma função linear, portanto não há nenhuma
correção para a amplitude da versão original da DR. Observe também que no caso an-
terior, ηδBη = 0, de modo que a simplificação de (6.44) é exata.

6.4.2 ‘Comprimindo’ dois osciladores harmônicos

Outro exemplo simples é o oscilador harmônico simétrico,

Ĥ =
ω

2
(p̂2 + q̂2), (6.63)
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para o qual a matriz Hessiana é de H = ωI. Note que estamos tomando as mesmas
unidades para a posição e o momento. Perturbaremos o sistema por meio de duas com-
pressoões: Uma contração na posição e uma expansão no momento e vice-versa, obtendo-
se as duas matrizes Hessianas

H± = ωI± εω

(
1 0

0 −1

)
≡ H± δH

2
. (6.64)

Assim, a fase em (6.38) é dada por

δSL(x) =
ε

2
(q2 − p2) sin(2ωt) + 2εpq sin2(ωt). (6.65)

O par de matrizes simétricas correspondentes a estes Hamiltonianos H±, são

ωB± = − tan(
ωt

2
)H±. (6.66)

Assim

B̄ = − tan

(
ωt

2

)
I e δB = − tan

(
ωt

2

)(
1 0

0 −1

)
. (6.67)

A fase obtida pela aproximação de fase estacionária é

Sq(x) = x
(
[I + JB̄]−1

)T
δB[I + JB̄]−1x, (6.68)

que é igual a (6.65).
Note-se que, neste caso, o Hamiltoniano médio tem um espectro discreto, de modo que

a análise semiclássica dos diferentes regimes de decaimento do LE [Gor06, Cer03, Wis10]
também pode ser realizada. No entanto, o intervalo para esta análise deve ser muito
menor do que o perı́odo, T = 2π/ω.

O último exemplo que consideramos é o oscilador harmônico invertido, que é in-
tegrável (não caótico), mas tem uma dinâmica hiperbólica. A matriz Hessiana é

H = ω

(
1 0

0 −1

)
, (6.69)

e a perturbação δH = 2εωI. Assim, estamos lidando com duas matrizes Hessianas:

H± = H± εωI,

de maneira que obtemos

δSL(x) = − ε
2

(q2 + p2) sinh(2ωt)− 2εpq sinh2(ωt). (6.70)

Por outro lado,

ωB± = − tanh

(
ωt

2

)
H±, (6.71)
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então
δB = −2ε tanh

(
ωt

2

)
I e ωB̄ = − tanh

(
ωt

2

)
H. (6.72)

Sq(x) é, portanto, igual a (6.70). Assim, a dinâmica quadrática gerada pelo oscilador
harmônico e oscilador invertido, confirma a validade de nossa IVR.

O determinante associado à forma quadrática (6.70) fornece uma estimativa para a
contribuição dominante para o LE, quando o estado inicial é um estado coerente. Es-
crevemos a forma quadrática (6.70) em notação matricial como

δSL(x) = − ε
2
xT Sx, onde S =

(
sinh(2ωt) 2 sinh2(ωt)

2 sinh2(ωt) sinh(2ωt)

)
. (6.73)

Observamos que a função de Wigner de um estado coerente é uma função Gaussiana,
Eq. (2.59). Em seguida, efetuando a integral (6.38) obtemos uma amplitude do LE que é
proporcional a

|detS|−
1
2 = | sinh2(2ωt)− 4 sinh4(ωt)|−

1
2 . (6.74)

Isto que dizer que independente da perturbação, o LE decai como ∼ e−ωt. Este “regime
de Lyapunov” é diferente do encontrado na Ref. [Jal01], onde o mesmo fator regula a
intensidade e não a amplitude em (6.25). Devemos ter em conta que o resultado contido
em [Jal01] é obtido realizando uma média sobre um conjunto incoerente de pacotes Gaus-
sianos, além de ser válido para dinâmicas caóticas, e não regulares, como no caso do nosso
exemplo.

6.5 Discussão

Resumindo, obtivemos uma derivação de uma IVR para o LE, que introduz na fase e na
amplitude refinamentos no DR original. Em particular, espera-se que a fórmula (6.38)
tenha as mesmas vantagens da Eq. (6.24): A sua versatilidade computacional e que
inclua os regimes de decaimento do LE.

Foi essencial ter a evolução para o Hamiltoniano médio H̄, a fim de obter a fase cor-
reta nos exemplos acima enunciados. Além disso, nestes casos em que a perturbação
afeta uma matriz Hessiana constante, a amplitude tem uma correção de segunda ordem
da perturbação que é constante. Destacamos que nossa teoria é baseada no kernel de
propagação para o LE, de modo a que as médias de estados iniciais devem ser necessárias
para reconsiderar os vários cenários do decaimento da fidelidade [Gor06, Cer03, Wis10].

Sem tais médias, a intensidade do eco não necessariamente diminui monotonicamente
[Gou11]. Na verdade, um segundo parâmetro na perturbação permite a existência de
zeros isolados de sobreposição, tal como no caso simples de translações pequenas no
espaço de fase, pois eles podem ser facilmente calculados dentro da teoria semiclássica
dos Capı́tulos 4 e 5. Além disso, os exemplos dados acima mostram que a precisão da
aproximação semiclássica para o LE não requer que o movimento seja caótico, enquanto



CAPÍTULO 6. REPRESENTAÇÃO A VALORES INICIAIS PARA O ECO DE LOSCHMIDT 89

ηδBη for pequeno. Este termo desprezado pode ser avaliado dentro de nossa aproximação
para fornecer uma estimativa do erro no L(t)SC .



Capı́tulo 7
Considerações Finais

“Y si soñamos, fue con realidades”

Juan Cunha

O objetivo principal desta tese foi estudar a função de correlação de estados quânticos
no espaço de fase, mesmo para sistemas abertos. Para isto o formalismo no espaço de
fase da mecânica quântica foi usado com sucesso. Focou-se em três assuntos: os zeros de
correlação no espaço de fase, a forma semiclássica da correlação e a fidelidade quântica.
Os resultados obtidos ao longo desta tese mostram como as caracterı́sticas dos estados
quânticos se manifestam no espaço de fase, além da sua relação com as estruturas sub-
Planckianas, que naturalmente surgem a partir das translações no espaço de fase.

Caracterizamos pontos cegos para estados puros em termos das linhas nodais das
partes real e imaginária da função de cordas e mostramos a sua extrema sensibilidade
à descoerência no limite Markoviano. As linhas nodais da correlação no espaço de fase
são propriedade de estados simétricos. Um conjunto de zeros isolados é obtido quando
esta simetria é quebrada. Os pontos cegos para uma superposição de estados coerentes
são robustos a mudanças nas caracterı́sticas estruturais — amplitudes, fases relativas
e compressões. Demos especial ênfase aos tripletos de estados coerentes, o que revelou
as interessantes propriedades geométricas der seus pontos cegos: Eles encontram-se em
uma rede hexagonal formada por duas sub-redes mutuamente ortogonais.

Desenvolvemos uma teoria para o primeiro ponto cego perto da origem e demonstrou-
se que os pontos cegos aparecem nas escalas sub-Planckianas. Na verdade, essa apro-
ximação, Eq. (4.15), corresponde a uma reinterpretação da relação de Zurek, que rela-
ciona as estruturas grandes e pequenas no espaço de fase, Eq. (3.11). Os pontos cegos
aparecem para deslocamentos menores se os números quânticos se tornarem maiores.
Enfatizamos que os pontos cegos são um fenômeno não-clássico, pois a distinguibilidade
completa entre um par de distribuições clássicas só é possı́vel para separações que são
grandes em comparação com as suas larguras. Abordamos o problema de encontrar or-
togonalidade completa entre dois estados, em contraste com trabalhos anteriores que es-
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tavam preocupados apenas com correlações relativamente pequenas. Os nossos resulta-
dos são válidos mesmo para um número arbitrário de graus de liberdade. Note que para
estados mistos a função de cordas pode ter zeros, mas eles não são zeros de correlação
espaço de fase porque o último não é mais identificado com a intensidade da função da
corda.

Ao nı́vel semiclássico as correlações no espaço de fase foram abordadas em termos da
função de cordas para funções de onda tipo WKB. A fim de proporcionar uma representação
completa, foram analisadas e resolvidas as cáusticas da função de cordas semiclássica. O
comportamento da correlação no espaço de fase, para estados puros, pode ser resumido
como um máximo inicial na origem seguido por um regime oscilatório; aumentando o
tamanho do deslocamento um máximo na correlação é alcançado na cáustica de cordas
longas seguido por uma região de decaimento evanescente. Para estados sem simetria,
pontos cegos aparecem no cruzamento entre o máximo na origem e na região oscilatória.
Complementarmente, as cáusticas da função de Wigner foram estudadas e resolvidas;
além disso uma aproximação semiclássica para os momentos estatı́sticos da distribuição
de Wigner foi obtida.

Com respeito as cáusticas da função de cordas, os nossos resultados foram obtidos
assumindo a convexidade da variedade quantizada que suporta o estado WKB. Neste
caso, todas as cordas geométricas ficam no interior da variedade. Esta propriedade global
se perde sob perturbações que produzam concavidades na curva clássica. É importante
observar que a teoria das catástrofes, apesar de ser muito abrangente, só se refere aos
aspectos locais e o mesmo vale para seu correspondente quântico, que lida com catástrofes
de difração. Assim, nossos resultados não são afetados de forma alguma se a corda ficar
no interior ou no exterior da curva quantizada. Por exemplo, o caso de um toro com forma
de feijão foi estudada em detalhe na referência [Zam08].

Um dos principais resultados desta tese foi obter uma representação a valores iniciais
para a fidelidade. Em trabalhos anteriores [Van04, Van06], foi proposta uma fórmula
a valores iniciais, a DR, a qual não possui uma dedução (semiclássica) formal. Pelo
contrário nossa fórmula foi deduzida formalmente. Ela também contém a DR como um
caso limite, por isso possui as mesmas vantagens: ela deve incluir os regimes de decai-
mento da fidelidade e deve ter uma eficiência semelhante para cálculos numéricos. Além
disso, mostramos que a nossa fórmula é válida mesmo para sistemas com dinâmica reg-
ulares, para os quais espera-se que a DR original não seja válida. Estudos numéricos de
nossa IVR ficam para um projeto posterior.

Pode-se estabelecer uma relação direta entre a nossa IVR para a fidelidade e a correla-
ção semiclássica no espaço de fase, reinterpretando a aproximação de cordas curtas (5.12).
Uma translação no espaço de fase pode ser vista como uma evolução linear gerada pelo
Hamiltoniano Hα = α ∧ x, isto é, a corda é de ξ = −t α. Assim, a função de cordas na Eq.
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(5.12) torna-se uma função dependente do tempo:

χs(t;α) =

∫ 2π

0

dθ

2π
e−ıHα(θ,I) t/~. (5.12)

Esta integral é realizada ao longo do toro clássico, parametrizado pelas variáveis de
ângulo-ação (θ, I). Assim a fórmula acima corresponde à DR no caso de uma perturbação
linear Hα e para uma função de Wigner inicial aproximada por uma função δ de Dirac so-
bre toro. Fica como um trabalho posterior estudar a presença de pontos cegos generaliza-
dos, ou seja, os zeros para a correlação (6.1) e suas implicações no regimes de decaimento
previamente estabelecidos na Refs. [Hel91, Van03a]. Isto forneceria uma explicação mais
detalhada sobre o decaimento não-monotônico do eco de Loschmidt, atualmente estabele-
cido somente para sistemas unidimensionais [Gou11, Van03a].

Na verdade, o decaimento da sobreposição para uma translação é a mais simples
instância da perda geral de fidelidade por um par de estados quânticos, |Ψ(t)〉 e |Ψ′(t)〉,
quando evoluidos sob a ação de Hamiltonianos ligeiramente diferentes. A maioria dos
tratamentos anteriores tem sido baseados na evolução unitária de simples estados coer-
entes iniciais [Jal01, Gor06]. Os pontos cegos são um exemplo, onde adicionar estrutura
no estado inicial modula o decaimento da sobreposição média de uma maneira inesper-
ada. Por exemplo, podemos aproximar a evolução geral —para tempos curtos— de um
multipleto de estados coerentes através de uma teoria semiclássica localmente quadrática
[Hel91], de maneira que o estado continue sendo uma superposição de estados coerentes
generalizados. Geralmente, a sobreposição 〈ψ(t)|ψ′(t)〉 é uma função complexa para qual-
quer tempo, portanto, espera-se que esses zeros (para uma evolução dependente de dois
parâmetros) aconteçam em pontos isolados. Alguma descoerência é necessária para que
a fidelidade dos estados estruturados decaia suavemente. A indicação desta afirmação,
que provem da nossa análise para Hamiltonianos quadráticos no regime Markoviano,
pode ser de certa maneira generalizada usando uma aproximação tipo WKB, que ainda
produz evolução das correlações com a forma de uma convolução, embora a janela do
coarsegraining não seja Gaussiana [Ozo09b].



Apêndice A
Fase para cordas cruzadas

“Todas as generalizações são falsas,
incluindo esta”

Mark Twain

A fase no integrando para a função de Wingner em (5.19), sendo Si = S+ e Sj = S−,
avaliada no ponto x = (p, q) é

~F (Q;x) = S+(q +Q/2, I)− S−(q −Q/2)− pQ. (A.1)

Sejam q0 e q1 os pontos de retorno sobre a curva fechada, q0 < q1. Escolhendo o
eixo q de maneira que q0 esteja sobre ele, de acordo com a Fig. A.1, então nos pontos
estacionários Q = ±ξq temos que

S+(q + ξq/2) =

∫ q+ξq/2

q0

p+(Q)dQ = a1, (A.2)

S−(q − ξq/2) =

∫ q1

q0

p+(Q)dQ+

∫ q−ξq/2

q1

p−(Q)dQ = a1 + a2 + a3 + [−a3 + a4]. (A.3)

Assumimos que a corda estacionária ξ é cruzada, i.e. os extremos dela pertencem a
diferentes ramos da ação. Então, a fase fica

~F (ξq;x) = a1 − [a1 + a2 + a4]− pξq = −[a2 + a4]− pξq = a−
∮
pdq. (A.4)

Definindo A(x) como a área entre a corda estacionária e a curva fechada, temos que

~F (ξq;x) = A(x)−
∮
pdq = A(x)− 2π

(
n+

1

2

)
. (A.5)

A fase no integrando em (5.38), que define a função de cordas para a mesma geometria

~Fχ(Q, ξ) = S+(Q+ ξq/2)− S−(Q− ξq/2)− ξpQ. (A.6)

93
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Figura A.1: Diferença de fase entre os pontos estacionários para a função de Wigner,
avaliada no ponto x = (p, q), tal que os extremos da sua corda, ξ = (ξp, ξq), ligam os dois
ramos da função WKB. A área sombreada é a = S+(q + ξq/2)− S−(q − ξq/2)− pξq,

Os pontos estacionários são coordenadas de posição q, mas sua interpretação geométrica
fornece uma coordenada de momento p. Novamente, denotamos por x = (p, q), assim a
fase estacionária Fχ depende de x em vez de q. Escolhendo o eixo q da mesma forma que
para a fase de Wigner, obtemos

~Fχ(x, ξ) = S+(q + ξq/2)− S−(q − ξq/2)− pξq + pξq − ξpq, (A.7)

= S+(q + ξq/2)− S−(q − ξq/2)− pξq + x ∧ ξ (A.8)

Definindo Ax(ξ) como a área simplética entre a curva e a realização de ξ, centrada em x,
como na Figura A.1, temos que

~Fχ(x, ξ) = Ax(ξ) + x ∧ ξ − 2π

(
n+

1

2

)
. (A.9)

Para implementar as aproximaçãos assintóticas, podemos ignorar o termo adicional
∮
pdq,

pois ele é cortado naturalmente. Devemos reiterar que a condição de quantização do toro
implica que as áreas, A(x) eAx(ξ) e suas respeitivas áreas complementares, A′(x) eA′x(ξ),
satisfazem

A(x) +A′(x) = Ax(ξ) +A′x(ξ) =

∮
p dq = 2π~

(
n+

1

2

)
, n ∈ Z. (A.10)



Apêndice B
Regime Transicional

“La vida no deberı́a despojar a uno
de la niñez sin antes darle un buen
puesto en la juventud”

Joaquı́n Salvador Lavado

A aproximação uniforme (5.43) pode ser simplificada em regiões próximas da cáustica,
mesmo sobre a cáustica, onde A12 → 0. A curva clássica pode ser aproximada localmente
por parábolas nas vizinhanças dos extremos das realizações da corda ξD. Isso equivale a
dizer que as amplitudes podem ser aproximadas por ΣI12 = 2{I+, I−} e ∆I12 → 0. Assim,
o termo da derivada da função Airy na Eq. (5.43) cancela-se perto da cáustica.

Para obter uma expressão explı́cita da função de cordas neste regime transicional,
começamos por lembrar que a variável de ação I(x) pode ser interpretada como um
Hamiltoniano, de tal forma que a curva clássica é uma trajectória ou a curva de nı́vel
I(x) = I. Considerando x como o centro de uma corda η que conecta dois pontos da curva,
xa e xb, obtemos como uma primeira aproximação que

xb ' xa + τ ẋa (B.1)

quando x é muito próximo à curva. Então, a ação pode ser expandida como (veja o
Apêndice B da Ref. [Ozo98])

I − I(x) ' 1

8
τ2 ẋ Ix ẋ, (B.2)

onde Ix é a matriz Hessiana de I no ponto x. Este Hamiltoniano quadrático gera um
movimento linear. Por outro lado, a área entre η e a curva (veja Fig. B.1) é dada por
[Ozo98].

SI(x) ' 1

12
τ3 ẋ Ix ẋ. (B.3)

Assim, observando que os centros das realizações de η são X± ≡ ±ξ/2, a área simplética
A12 na fig. 5.7 pode ser obtida como

A12(ξ) = SI(ξ/2) + SI(−ξ/2) =
1

12

(
τ3

+Ẋ
+I ξ

2
Ẋ+ + τ3

−Ẋ
−I- ξ

2
Ẋ−
)

(B.4)
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Figura B.1: Estrutura geométrica da função de cordas transicional. SI é a área
para um ponto muito próximo à curva de nı́vel I(x) = I. As pontas da corda η evoluem
sob ação do fluxo do Hamiltoniano I(x). Como uma primeira aproximação, esta evolução
é linear.

onde τ± é o ‘tempo de vôo’ entre os extremos de cada realização de η, sob a evolução gerada
por I(x).

Lembrando que x1 e x2 são os pontos centrais das realizações de ξ, os colchetes de Pois-
son da ação nas amplitudes em (5.43) serão dados pelos seguintes produtos simpléticos

ẋ+
1 ∧ ẋ

−
1 = {I+

1 , I
−
1 } ' −{I

+
2 , I

−
2 } = ẋ−2 ∧ ẋ

+
2 . (B.5)

Assim, após definir as acelerações de ‘ẍ1 e ẍ2’, como [Ozo98, Ber89] temos que

ẍj =

(
ẋj ·

∂

∂x

)
ẋ = JIxẋ, (B.6)

tal que ẋ+
2 ' ẋ

+
1 + τ+ẍ

+
1 e ẋ−1 ' ẋ

−
2 + τ−ẍ

−
2 . Então

{I+
1 , I

−
1 } =

1

2

[
τ+Ẋ

−I ξ
2
Ẋ+ + τ−Ẋ

+I- ξ
2
Ẋ−.

]
(B.7)

Os tempos τ+ e τ− podem ser avaliados usando (B.2), de maneira que (B.4) fica

3

4
A12(ξ) =

√
2

 [I − I( ξ2)]
3
2

[Ẋ+I ξ
2
Ẋ+]

1
2

+
[I − I(- ξ2)]

3
2

[Ẋ−I- ξ
2
Ẋ−]

1
2

 . (B.8)

Temos agora todos os ingredientes necessários para obter a forma transicional da função
de cordas:

χ(ξ) = 2
eiΣA/2~−iπ/2

π−
2
3h−

1
3

[τ3
+Ẋ

+I ξ
2
Ẋ+ + τ3

−Ẋ
−I- ξ

2
Ẋ−]

1
6

[τ+Ẋ−I ξ
2
Ẋ+ + τ−Ẋ+I- ξ

2
Ẋ−]

1
2

×Ai

−2
1
3

 [I − I( ξ2)]
3
2

[Ẋ+I ξ
2
Ẋ+]

1
2

+
[I − I(- ξ2)]

3
2

[Ẋ−I- ξ
2
Ẋ−]

1
2

 2
3

 . (B.9)

Se a curva tem uma simetria local de reflexão com relação à origem, as matrizes
Hessianas serão iguais, ou seja, I ξ

2
= I- ξ

2
e os vetores velocidade Ẋ+ = −Ẋ−. Neste caso,
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temos de recordar que a origem depende da corda ξ, pois a origem foi escolhida como o
ponto médio entre os centros das realizações de ξ. Assim, a função de cordas transicional
se reduz a

χ(ξ) = 2
eiΣA/2~+iπ

(2π)−
2
3~−

1
3

[Ẋ+I ξ
2
Ẋ+]−

1
3 Ai

2
I( ξ2)− I

[Ẋ+I ξ
2
Ẋ+]

1
3

 . (B.10)

Para um diâmetro ξD, o argumento da função de Airy se cancela, pois I(±ξD/2) = I, e
ΣA/2 é a área semiclássica associada a ξD. Assim, a aproximação transicional permanece
finita, mesmo na cáustica, onde se tem um máximo local na amplitude da ordem de ∼ ~

1
3 .

Podemos seguir um procedimento semelhante para a função de Wigner. Definindo ξ̄,
como a média entre as cordas estacionárias ξ1 e ξ2 e definindo também o par de pontos no
espaço de fase, y± = x± ξ̄/2, obtemos

W (x) =
4 sin

[
ΣA
2~
]

π
1
3h

2
3

[τ3
+ẏ

+Iy+ ẏ
+ − τ3

−ẏ
−Iy− ẏ

−]
1
6

[τ−ẏ+Iy− ẏ
− − τ+ẏ−Iy+ ẏ

+]
1
2

×Ai

−2
1
3

[
[I − I(y+)]

3
2

[ẏ+Iy+ ẏ
+]

1
2

− [I − I(y−)]
3
2

[ẏ−Iy− ẏ
−]

1
2

] 2
3

 . (B.11)

Observemos que esta forma transicional escala como ~−
2
3 . Ao contrário da função de

cordas, no caso particular de que o estado é simétrico com respeito à reflexão, a forma
transicional (B.11) é singular na cáustica, pois a cáustica de diâmetros neste caso colapsa
para um ponto, onde a função de Wigner tem uma catástrofe de ordem superior.



Apêndice C
Representação a valores iniciais

“Science may set limits to knowledge,
but should not set limits to
imagination”

Bertrand Russell

Para explicar a idéia básica de uma representação a valores iniciais (IVR) [Mil01],
vamos considerar o elemento matricial do operador de evolução temporal

Kn,m(t) ≡ 〈n|e−ıĤt/~|m〉 =

∫
dqadqb ψ

∗
n(qb)ψm(qb)〈qb|e−ıĤt~|qa〉 (C.1)

que é a amplitude de probabilidade de transição do estado |N〉 para o estado |m〉 durante
um tempo t. A aproximação semiclássica imediata consiste em substituir o propagador
quântico

K(qa, qb; t) ≡ 〈qb|e−ıĤt~|qa〉 (C.2)

pela sua forma semiclássica: o propagador de van Vleck [Vle28, Haa91, Gut90]. Esta
substitução fornece o propagador em termos da ação S(q, qo; t) de cada caminho clássico
que parte de qo e que chegam a q. Explicitamente

〈qb|e−ıĤt~|qa〉SC =
∑
qa

j
 qb

1

(2πı~)L/2

∣∣∣∣ ∂2Sj
∂qa∂qb

∣∣∣∣−
1
2

eıSj(qa,qb;t)/~−βjπ/2. (C.3)

A soma na expressão acima é realizada sobre todas as possı́veis órbitas clássicas geradas
pelo fluxo do Hamiltoniano clássico H que começam em (pa, qa) e chegam a (pb, qb) depois
de um tempo t. Note que o valor dos momentos inicial pa e final pb não estão restringidos,
como mostrado na Fig. C.1. O ı́ndice de Maslov βj aparece para corrigir as possı́veis
mudanças de ramos da função S ao longo de cada órbita. Como o movimento clássico é
determinı́stico, procurar essas órbitas é equivalente a encontrar o momento inicial pa de
modo que as condições de contorno sejam satisfeitas. Inserindo a Eq. (C.3) no elemento
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Figura C.1: Problema de procura de raı́zes para o propagador de van Vleck. Con-
tribuem ao propagador semiclássico unicamente as órbitas que partem de qo e chegam a
qf , sem importar o valor dos momentos iniciais e finais. Nesta figura mostramos duas
órbitas. A ação é a área sombreada.

matricial (C.1) temos que

Kn,m(t)SC =
1

(2πı~)L/2

∫
dqadqb

∑
roots

ψ∗n(qb)ψm(qa)

∣∣∣∣ ∂2Sj
∂qa∂qb

∣∣∣∣−
1
2

eıSj(qa,qb;t)/~−βjπ/2. (C.4)

Aqui a soma é indicada para ser feita sobre as “raı́zes”, deste modo se enfatiza que deve-
mos buscar daquelas órbitas.

O truque de uma IVR está em mudar a integral sobre q por uma integral sobre mo-
mento inicial de po, isto é ∫

dqb
∑
roots

≈
∫
dpa

∣∣∣∣∂qb(pa, qa)∂pa

∣∣∣∣ , (C.5)

onde o Jacobiano aparece devido à mudança de variáveis na integração. Note que esta
aproximação faz sentido porque uma integral sobre pa é equivalente a uma integração
em qb mais uma soma sobre todas as possı́ves raı́zes (ou órbitas). Então, a IVR para o
propagador lê-se como

Kn,m(t)IVR =

∫
dxa

(2πı~)L/2

∣∣∣∣ ∂qt∂pa
(xa, t)

∣∣∣∣− 1
2

ψ∗n(qt(xa, t))ψm(qa)e
ıSt(qt(xa,t),qa;t)/~. (C.6)

Note que substituimos qb por qt enfatizar que qt é a coordenada de posição para uma
trajetória com condição inicial xa = (pa, qa) gerada pelo fluxo clássico de H no tempo t.
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St(qt(xa, t), qa, t) é a fase ganha ao longo desta trajetória. Assim, a integral na Eq. (C.6) é
feita sobre todas as condições iniciais no espaço de fase, trocando o problema de condições
iniciais. Estas aproximações são apropriadas para sistemas de vários graus de liberdade,
pois uma IVR permite a utilização de métodos de Monte Carlo de integração.

Particularmente, se os estados |n〉 e |m〉 são autoestados do operador de posição, a
fórmula (C.6) torna-se uma IVR para o propagador de van Vleck, ou seja,

K(q, q′, t)IVR ≡
〈
qt
∣∣ e−ıHt/~ |qo〉IVR =

∫
dxo

(2πı~)L/2

∣∣∣∣ ∂qt∂po
(xo)

∣∣∣∣ 12 eıSt(xo)/~. (C.7)



Apêndice D
Aproximação à primeira ordem para a
ação

“No cometas el crimen, varón
si no vas a cumplir la condena”.

Andrés Calamaro

A seguinte derivação baseia-se na Ref. [Boh95]. Consideremos uma órbita γ gerada
pelo Hamiltoniano

H = Ho + εH1 (D.1)

onde H1 é uma perturbação arbitrária e ε a sua magnitude. Queremos expressar a ação

S =

∫
(p dq −Hdt) (D.2)

como uma perturbação da ação So associada à órbita γo de Ho Note-se que a ação (D.2) é
estacionária ao longo de γ, onde assume o valor,∫ x′

x
(p dq −Hdt) = Sγ − Eτ, (D.3)

E sendo a energia e τ o tempo necessário para percorrer γ entre dois pontos x, x′ ∈ γ.
Vamos, comparar a ação (D.3) com a ação do circuito próximo Γ ilustrado na Fig. D.1.
Uma viagem ao longo de Γ corresponde a começar em x ∈ γ e instantaneamente pular
para um ponto vizinho xo ∈ γo, depois continua-se ao longo de γo até chegar a um ponto
x′o ∈ γo muito perto do ponto final x′ ∈ γ gastando um tempo τo. Finalmente retorna-se
de volta para x′ no tempo (τ − τo). Esse percurso ao longo do circuito Γ demora um tempo
τ . O princı́pio variacional no espaço de fase implica que, até ε2, as ações que se ganham
ao longo de γ e ao longo Γ são iguais. Podemos escolher xo tal que H(xo) = H(x) = E,
dado que as órbitas em um sistema Hamiltoniano geralmente aparecem agrupadas em
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Figura D.1: Teoria de perturbação para a ação. Os caminhos γo e γ são gerados pelos
Hamiltonianos Ho e H = Ho + εH1, respectivamente. Γ é construı́do como um pulo inicial
e instantâneo desde x até xo. Depois se segue a evolução de Ho pela órbita γo até chegar a
x′o próximo a x′, onde se pula de volta para γ. Este último pulo demora τ − τo. As ações de
Γ e γ são iguais até segunda ordem em ε.

famı́lias de um parâmetro onde, e dito parâmetro pode ser a energia [Ozo88]. Então

S − Eτ = So −
∫ τo

0
H(xo(t))dt− E(τ − τo) +O(ε2) (D.4)

onde H(x0, t) é o Hamiltoniano total avaliado ao longo da órbita não perturbada γ. Final-
mente, temos que

S − So =

∫ τo

o
[E −H(xo(t))] +O(ε2)

= ε

∫ τo

o
H1(xo(t)) +O(ε2).

(D.5)
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 108
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