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Abstract

Neste relatorio apresentamos uma técnica, rapida e eficaz, de segmentagao de imagens
e realce de bordas com objetivo de aplica-la em imagens de ultra-som e tomografia com-
putadorizada da mama. Serao apresentados os conceitos desta técnica de segmentagao por
difuséo inversa (SIDE, do inglés Stabilized Inverse Diffusion Equation), suas propriedades
e os resultados obtidos na segmentacao das imagens propostas.

1 Introducao

A andlise de um algoritmo robusto e eficiente para segmentacao de imagens e realce de
bordas é o escopo deste trabalho. Um estudo inicial da técnica SIDE é apresentado em ([1]).

1.1 Descricao do problema e motivacao

Segmentar um sinal 1-D ou 2-D significa dividi-lo em diversas regioes de modo que o sinal
seja homogéneo dentro de cada regiao e mude abruptamente entre regioces. O significado
exato da palavra "homogéneo” depende da aplicacao: usualmente significa variagoes suaves,
intensidades constantes ou textura uniforme.

O objetivo deste trabalho é desenvolver e analisar um algoritmo de segmentacao de im-
agens rapido e robusto. Ele deve ser robusto para ruidos de alta amplitude, os quais nao
sdo caracterizados em termos de distribuigoes probabilisticas. As aplicagoes de interesse ex-
emplificadas neste relatério sao imagens de ultra-som e tomografia da mama de pacientes
com tumor. O método deve ser robusto também ao efeito de blur (borrar), porque a seg-
mentagao destas imagens visa a localizacdo do tumor para possiveis analises futuras, como,
por exemplo, calculo de seu perimetro, area, centro de massa e etc.

As equacgoes de difusao inversa estabilizada (SIDEs) sdo motivadas pela utilizagao das
evolugoes especificadas pelas equagoes diferenciais parciais. O paradigma por tras das SIDEs,
levantados por [2, 3, 4, 7], é tratar a imagem de entrada como dados iniciais para as equagoes
diferenciais de difusao. Estas normalmente sao fungoes de trés variaveis: duas espaciais (uma
para cada dimensao da imagem) e uma de escala, também chamada de tempo devido a sua
semelhanca com as equacoes de evolucao encontradas na fisica.



CBPF-NT-013/04 2

O ponto de partida para o estudo das SIDEs sao as difusoes anisotrdpicas introduzidas
por Perona e Malik [4, 5]. Estas evolugbes possuem descontinuidades na lateral direita e
funcionam como difusoes inversas em quase toda parte com estabilizacao resultante da pre-
senca de descontinuidades na lateral direita. Como serd apresentado, o espaco escala de tais
equacgoes ¢ a familia de segmentagbes da imagem original, com resolucao das evolugoes de
segmentacao dependentes dos valores do parametro de escala t.

1.2 Organizagao do relatério

Iniciamos a préxima secao apresentando a notacao utilizada para representagao das imagens
e das fungoes de evolucao. Em seguida, na secao 4 apresentaremos a definicao das equacoes
de difusao inversa estabilizada e um algoritmo recursivo de segmentacao ou agrupamento
de regides e, na seqiiéncia suas propriedades para sinais 2-D. Na secao 6, utilizaremos o
algoritmo descrito na implementacao da segmentacao de imagens de ultra-som e tomografia
computadorizada. Por fim, apresentaremos as conclusoes e perspectivas de implementacoes
futuras.

2 Notacao

Nesta secao iremos descrever a notacao utilizada neste relatério. Um sinal 2-D a ser
processado é simbolizado por u’(z,%). O indice 0 denota que o sinal serd processado por
meio de equagdes diferenciais parciais (PDE) da seguinte forma:

ug = F(u, Ug, Uy, Uz, Uyy, uxy)

0 (1)
u(0,z,y) = u’(z,y),

onde a varidvel ¢t chamada de escala ou tempo, e a solugao u(t,z,y) para (1), em 0 < ¢ < inf,

sao chamadas de espaco escala. As derivadas parciais com relagao a t, x e y sdo simbolizadas

pelos indices sub-escritos, e F é o operador. O espago escala é chamado linear (nao linear)

se F for um operador linear (nao linear).

Iremos considerar uma versao semi-discreta da equagao (1), obtida pela discretizacao das
variaveis espaciais e deixando ¢ continuo. Uma imagem de tamanho N x N a ser processada
é simbolizada por u’; sendo uma matriz N2-dimensional no espaco RV ?. Tremos utilizar
negrito para simbolizar sinais e imagens discretos. A matriz u’ é a condicdo inicial para a
seguinte equagao diferencial ordinaria:

u(t) = F(u)(d),
u(0) = uy,

(2)

onde u(t) corresponde ao espaco escala, e u(t) é a sua derivada com relagao a ¢. As imagens
u’ e u(t) sdo matrizes cujas entradas na i-éssima linha e j-éssima coluna sdo os pixels u? ;e
2

u; ;(t), respectivamente.

O operador F de interesse realiza diferencas da forma w,4+1 —u,, para simplificar os célculos
definiremos amostras nao existentes no sinal, como wug € uny1, atribuindo os valores ug = u;
€ UN+1 = UN.
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O operador F serd tipicamente o negativo do gradiente de alguma energia funcional, de-
nominada por £(u). Esta energia dependera das primeiras diferengas de u da seguinte forma:

)= Y E(usu,), (3)

(s,r)eN

onde
e E é uma fun¢ao impar;
e s e r sao indices singulares se u for uma imagem 2-D;

e N ¢ a lista de todos os pares de pixels vizinhos: s e r sao vizinhos se e somente se

(s,r) eN

Um pixel (7, j) em uma imagem possui quatro vizinhos: (i—1,7), (i+1,7), (4,5—1) e (¢,7+1).

3 SIDE: A Definicao

Como apresentamos na secao anterior, utilizaremos espaco discreto e tempo continuo para
as evolugoes representando como em (2), onde u é o sinal discreto, i.e., uma imagem de N x N
pontos u; ; (u € RN 2). A condicao inicial ugy corresponde ao sinal original a ser processado,
e u(t) representa a evolucao deste sinal no tempo (t), resultando em uma familia de sinais
tempo-espaco de 0 <t < 0.

O operador nao linear F de interesse pode ser visualizado através de um modelo mecanico
simples [12, 1]. Vamos interpretar u(¢) como uma matriz de posicdes das N? particulas de
massa My, ..., My, descrito na Figura 1. As particulas sao forgadas a se mover sobre as
N linhas verticais e sobre as N linhas horizontais. Uma particula (i, j) estd conectada com
molas a seus vizinhos: (i — 1,7), (¢ +1,7), (3,7 — 1) e (4,5 + 1), exceto as particulas das
quatro quinas (possuindo dois vizinhos) e as de borda (que possuem trés vizinhos). Cada
mola possui extensao vertical v e horizontal h, com energia E(v) (E(h)), i.e., a energia da
mola entre as particulas n e (n + 1) é dada por E(u,41 — uy,). As fungoes de energia E(v)
(E(h)) devem ser sempre positiva, par, ter condigao inicial nula e possuir derivada positiva

em todo seu intervalo.

Figure 1: Modelo massa mola.

m
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Partindo das condigoes impostas para as funcgoes energia podemos atribuir a sua derivada
o nome de funcao forga F(v) (F(h)). As fungoes F(v), F(h) devem ser positiva para todo
intervalo, possuir condicao inicial nula e ser impar. Partindo do pressuposto que o movimento
das particulas sao nao conservativos, i.e., 0 movimento ird cessar apds um pequeno intervalo
de tempo e recomegar com velocidade zero. A variagdo no movimento da particula (i,7) é
dado por:

1
Pypap— Flui: —w ) — Fw o — w1 .
i,] m”( ( i+1,5 w) ( i,] ( LJ) (4)
+ Fuijer — uig) — Fuij — uij-1)),
com i = 1,2,...,N, j = 1,2,...,N, e convencionando que ug; = uij, uUnt1; = UN;,

U0 = U1 € Ui N+1 = u; N devido a falta de molaem 1 <¢ < N el < j<N. Nés também
iremos nos referir m; ; como sendo a "massa da (i, j)-ésima particula”.

F(v) (F(h)) é chamada de ”forca de difusao”. Quando esta for monotonicamente crescente,
como ilustrado na Figura 2(a). A energia associada a F(v) (F(h)) é chamada de ”energia
de difusao” e a evolucao expressa em (4) de ”difusao”. A Figura 2(b) representa a ”forga de
difusdo inversa”, pois F(v) = —F(v). A evolucao associada a esta for¢a é chamada de ”difusao
inversa”. As difusoes inversas possuem a caracteristica de realcar diferengas abruptas em u,
correspondentes as "bordas”. No entanto, as difusoes inversas puras ocasionam evolucoes
instéveis (pois os pequenos ruidos arbitrarios também sao amplificados).

AN
A

(a) (b) (¢)

Figure 2: Fungdes forca: (a)difusdo, (b) difusio inversa, e (c) Perona-Malik.

4 Equagoes de Difusao Inversa Estaveis (SIDEs): Definigao

Nesta secao, nés introduziremos uma funcao forca descontinua, que sera utilizada no sis-
tema da Equagao (4), mas que possui descontinuidades na lateral direita (RHS). O tipo de
funcao forga que nos interessa esta representado na Figura 3. Esta fungao F(u) deve satisfazer
as seguintes propriedades:

F'(v) <0 parav #0,
F(OT) >0
f(’l)l) = f(’UQ) < U1 = V2
onde F(h) satisfaz as mesmas propriedades.
Comparando este tipo de forga com a fungao forca de Perona-Malik, representada na Figura

2(c), podemos notar que este é um caso particular para K = 0 e para a funcao linear. No
entanto, por causa da descontinuidade na origem da Figura 3, temos que redefinir as solugoes
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de (4) para esta funcdo. Realmente, se (4) envolve pontos de descontinuidade na lateral
direita (RHS), o valor de (4) no ponto de descontinuidade depende aparentemente da diregao
de aproximagao a zero (porque F(07) # F(07)). Deste modo, nés precisamos de uma
definicao especial da trajetéria de evolucdo nestes pontos de descontinuidade. A evolucao
resultante deve existir e ter solugao estavel e inica conforme os dados iniciais.

Iremos descrever como definir solugdes para (4) e para fungoes forca (5). Assumindo que
os resultados das evolucoes estarao bem posicionados, nds demostraremos que eles tém as
propriedades qualitativas que desejamos, ou seja, que eles sao estaveis e agem como difusoes
inversas e por conseguinte realcam as bordas.

Considere a evolugao (4) com o F(v) da Figura 3, com as condicoes iniciais de (5) e com
todas as massas m; ; iguais a 1. Note que a RHS de (4) possui descontinuidade em um ponto
de u se e somente se Uj,j = Ui41,5 OU U5 = Ui j41 OU Uj; = Ui—1,5 OU Uiy = U1 para
qualquer (i,j) entre 1 e N — 1. Neste momento quando a trajetéria atinge tal ponto em
u, precisaremos da seguinte definicao: Em termos de nosso modelo massa-mola ilustrado na
Figura 1, uma vez que as posigoes verticais ou horizontais de duas particulas vizinhas u; ; e
(Wit1,5, Wi j+1, Ui—1,j OU U; ;1) SO iguais, a mola que conecta ambas ¢é transformada em um
elo rigido. Em outras palavras, as duas particulas sao simplesmente unidas formando uma
unica particula com o dobro da massa (Figura 4)

As equagées diferenciais para as outras particulas nao sao alteradas. Similarmente, se m
particulas consecutivas atingirem a mesma posicao vertical, elas serao unidas em uma tnica
particula de massa m (1 < m < N). Desta forma, teremos:

’L'Ln - ... :’L'LTH,m,l

1
= E(F(un-‘f-m - un—l—m—l) - f(un — un_l))

ifup—1 # Up = Upgy1 = ...
= Un+m—2 = Un+m—1 7£ Un+m

Note que este sistema é o mesmo que (4), mas com possibilidades de massas diferentes. E
conveniente reescrever esta equacao de modo a indicar explicitamente a reducao do nimero
de variaveis de estado:

1
Up; = —— Z F(un; — tn,), (5)

My,
i TLjG.Ani

F(d)

Figure 3: Fungao forca para equagdo de difusdo inversa. F(v) = sgn(v) — 2, sendo L > max(u®)

>
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onde my, é a massa da particula n; (= o nimero de pixels na regido n;). A,, é o conjunto
de indices de todos os vizinhos de n;, i.e., de todas as particulas que estao conectadas a n;
por molas.

A particula composta descrita pela posigao vertical u,, e massa m,,, consiste da uniao de
my, Massas unitarias das particulas, como ilustra a Figura 4. A evolucao pode ser pensada
naturalmente como uma seqiiéncia de estagios. Durante cada estdgio, o lado direito de (5)
é continuo. Quando a solugdo atinge uma descontinuidade do lado direito, hd uma redugao
de estagios e um agrupamento de m,,’s. A solugao prossegue de acordo com a equagao
modificada até que outro ponto de descontinuidade seja atingido.

Podemos notar que esta evolugao produz automaticamente uma segmentacao multiescala
do sinal original (se nds vermos cada particula composta como uma regiao do sinal). A
evolucao descrita pode ser resumida no seguinte algoritmo:

i. Inicializagao: cada amostra é uma regiao distinta;

ii. Desenvolva a equacao (5) até que os valores em duas ou mais vizinhangas se tornem
iguais;

iii. Agrupe as regides que possuam vizinhos iguais;

iv. Retorne ao passo 2.

5 Propriedades da SIDE 2D

As SIDEs descritas nas segoes anteriores reinem um conjunto de propriedades interessantes,
que validam e explicam sua aplicabilidade em problemas de segmentagao.

i. (Principio do méximo). Todo maximo local é decrescido e todo minimo local é
aumentado pela SIDE. Deste modo,

u-i(t) < maxu-n(0) para t >0 (6)
n

Utilizando este resultado, podemos provar:

ii. (evolugao em tempo finito). A SIDE, iniciada em u = (uf,...,u%)

equilibrio em tempo finito. Prova em [8].

T atinge o

Link
Rigido

F igure 4: Representacao da unido de duas particulas.
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6 Implementacao das equagoes SIDE e Resultados obtidos

Caracterizamos imagens de ultra-som e tomografia da mama como imagens iniciais (u®)
da evolucao. Desejamos obter a segmentacao das imagens em duas regioes.

Utilizaremos o algoritmo descrito na se¢ao 4 na implementagao da evolucao SIDE. A escolha
da funcao forca que melhor se adapta a esta situacao é uma questao em aberto. Utilizaremos
a funcao forca linear F(v) = sign(v) — %, ilustrada na Figura 3. A implementagao requer
que L seja sempre maior que o intervalo dinamico do sinal a ser processado.

O programa que implementa a evolugao SIDE é descrito como:
begin
Leitura da imagem u
Inicializacao das variaveis:
K = 0,04 (constante que determina se dois vizinhos sdo iguais caso | a — b |< K — a = b)

0

A=0,01 (passo de escala t ou iteracao (atualizacao))
Mass = ones(N x M) (matriz de inicializacio das massas com tamanho igual a u'.)
Comega com a segmentacao mais fina cada amostra é uma regiao distinta de massa 1.
Regions = N x M (nimero inicial de regides (niimero de pixels em u®).)
L = max(diff u,;) Vn; € A,,
F(v) = sign(v) —v/L (defini¢ao da funcao forca F.)
u, =u’
while Regions > 2 do

uy_, = diff(u,) (calcula a diferenga nas colunas da imagem)

for col =1 to M do
Procura por vizinhos nas colunas com valores menores que K
Agrupa regides em uy, caso a condicao anterior seja satisfeita
Atualiza matriz Mass e nimero Regions

od

Uy, = diff(u,) (calcula a diferenga nas colunas da imagem)

for row =1 to N do
Procura por vizinhos nas linhas com valores menores que K
Agrupa regides em uy, caso a condicdo anterior seja satisfeita
Atualiza matriz Mass e nimero Regions

od

U = F(uy) (aplicagao da funcao forga.)

u, = U, + A * gy, /Mass

Imagem da evolucao na préxima iteracgao.

od
end

O programa que implementa a SIDE executa n iteragoes para atingir o nimero de regices
igual a 2. Este ntmero varia conforme a complexidade da imagem inicial, das constantes
K e X e da fungao forga (F). E importante destacar que estas constantes influenciam na
convergéncia das imagens, e que sua determinacao baseia-se em uma andlise subjetiva das
imagens durante a evolugao.
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As figuras 5 e 6 ilustram o processo de evolugao obtido na segmentagao de imagens de
ultra-som e tomografia computadorizada.

© (d

Figure 5: Resultado obtido na evolugao de uma imagem de ultra-som.(a)imagem original, (b) imagem com 1000
regides, (c) imagem com 4 regides e (d) imagem com duas regides.

O numero de iteragoes necessario para a convergéncia foi distinto para as duas imagens
ilustradas nas Figuras 5 e 6. Este ntiimero para as imagens de ultra-som foi aproximadamente
o dobro que para imagem de tomografia. Visualmente podemos notar que as imagens de
ultra-som sao originalmente mais ruidosas que as de tomografia.

7 Conclusoes e Perspectivas

Neste relatorio apresentamos uma nova abordagem de realce de bordas e segmentagao de
imagens de ultra-som e tomografia. Nossa abordagem foi baseada em uma série de equagoes
de evolucao que utiliza equagoes de difusao inversa estabilizada ou SIDEs. Esta evolucao,
que é descontinua na lateral direita, possui alguns conceitos iguais aos de outros métodos
evolutivos. Observamos sucesso na segmentagao das imagens escolhidas.

Utilizamos como funcgao forca uma fungao linear, e os ajustes dos pardmetros passo de escala
(M) e regides homogéneas (K) foram feitos de forma subjetiva. Observamos que o algoritmo
possui convergéncia lenta quando o passo A e K sao pequenos e convergéncia rapida para A
e K altos. Quando A e K sao altos, no entanto, nem sempre ha convergéncia para as duas
regioes desejadas.

A proposicao de estudos futuros desta técnica de evolucao vem da necessidade de ajustes
menos subjetivos para as condicoes de convergéncia e a utilizacao de funcoes forga nao lineares.



CBPF-NT-013/04 9

References

1]

Gesualdi, A. and Campos, M., Segmentacao de Imagens e Realce de Bordas utilizando
Equagoes de Difusao Inversa Estabilizada (SIDE), 1° relatério da disciplina de Processa-
mento de Sinais Aleatérios, nov., 2001.

Alvarez, L., Lions, P.L. and Morel, J.M., Image selective smoothing and edge detection by
nonlinear diffusion, II. SITAM J. Numer. Anal, 29(3), 1992.

Koenderink, J., The structure of images, Biological Cybernetics, 50, 1984.

Perona, P. and Malik, J., Scale-space and edge detection using anisotropic diffusion, IEEE
Trans. on PAMI, 12(7), 1990

Perona, P., Shiota, T. and Malik, J., Anisotropic diffusion. In [6].

B.M. ter Harr Romeny, editor, Geometry-Driven Diffusion in Computer Vision, Kluwer
Academic Publishers, 1994.

Witkin, A., Scale-space filtering, In Int. Joint Conf. on Al, pages 1019-1022, Karlsruhe,
1983.

Pollak, 1., Nonlinear Scale Space Analysis in Image Processing, PhD Thesis, Mas-
sachusetts Institute of Technology, 1995.

Perona, P. and Malik, J, Scale-space and edge detection using anisotropic diffusion, IEEE
Trans. Pattern Anal. Machine Intell., vol. 12, no. 7, 1990.

[10] Perona, P., Shiota, T. and Malik, J, Anisotropic diffusion, in Geometry-Driven Diffusion

in Computer Vision, B. M. ter Haar Romeny, Ed. Norwell, MA: Kluwer, 1994.

[11] Brice, C. and Fennema, C., Scene analysis using regions, Artif. Intell., vol. 1, 1970.

[12] Pollak, I., Willsky, S. and Krim, H., Image segmentation and edge enhancement with

stabilized inverse diffusion equations, IEEE Trans. on Image Processing, vol. 9, no. 2,
2000.

[13] Geman, D. and Reynolds, G., Constrained restoration and the recovery of discontinuities,

IEEE Trans. Pattern Anal. Machine Intell, vol. 14, no. 3, 1992.

[14] Mumford, D. and Shah, J., Boundary detection by minimizing functionals, I, inProc.

CVPR, San Francisco, CA, 1985.



CBPF-NT-013/04 10

u u
(a) (b)
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Figure 6: Resultado obtido na evolucdo de uma imagem de tomografia computadorizada. (a)imagem original, (b)
imagem com 500 regides, (¢) imagem com 5 regides e (d) imagem com duas regides.



