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��� ��	��������� ������������ �� ��� �������� ����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
��� ��	��������� ������������ �� �� ��"�� ����� ��	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
�� #�"��� ����� ��	� "	 ��"���	 ������	"���	 ����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
��$ #�"��� ��� ���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !
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�� %����	 �� &��"�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�� %����	� ���������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� %����	� ���������	� "�� '	���� �	����(� � ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�$ %����	� ���������	� ")	*��"����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�� +�����,-�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$
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+ ������,)	 �� �������� �������	� "	 ����	 y[n] =
∑∞

k=−∞ x[k]h[n − k] �(������ .�� � n*/����
��	���� �� ����� / � �	�� �� �	"�	��,)	 �"��� � �"����� � � ����	��� �	 ������	 �	 ������� � /
� �����������,)	 '�"����"��� �� ����	� �������� 012� + �	�� �� �	"�	��,)	
 �� ���"����	
 �	�� ���
��������� ���� �������"��� ����	� �������� �	� ����	��� �	 ������	 �	"3������
 � ��� �������"��,)	
�"�	��� 	����,-�� ������� �	�	 ���,)	
 ����������,)	 � �����	� ���� �������� 012 �	� ����	��� �	
������	 �� �	������"�	 �"�"��	 ���� ��	������ ")	 / �������� 4	 �"��"�	
 ���� ����	� ��������
012 �	� ����	���� � ������	� �"�"��� 52267 �������� �	� ��� �.��,)	 ��'���"���� �� �	�����"���
�	"���"���


y[n] = −
N∑

k=1

dk

d0
y[n − k] +

M∑

k=0

pk

d0
x[n − k] 5�7

� ���� ����	� 012 �������� �	� ����	��� �	 ������	 �� �	������"�	 �"��	 �������� ���� �.��,)	

y[n] =

N2∑

k=N1

h[k]x[n − k] 5�7

� ����,)	 �"����� ����� �"�	��� ��� �	�� �"��� �� ��	���	�
 � ��� ������,)	 ������ �������� "�����
�.��,-�� / �����"�� ��������
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8 ���	����	 �	�������	"�� �� �� ����	 ������� 012 �	�� ��� �	"��"��"����"�� �������"���	 �	�
��������� �� ��	�	�� �(����� �������� ��"����"� "� �������"��,)	 �� ����	� �������� �� ���������
�� ��	�	�
 .�� �)	9

• / '���� �������� ���	����	� �	�������	"��� �	� �"���,)	:

• / '���� �"������ �� �������� �� ��	�	� � �������"�� � ����,)	 �(������� �"��� �"����� � �����:

• / '���� ��"������ �� �������� �� ��	�	� � ������� 	���	 �.������"�� �������"�	 � �������"*
��,)	 �� ��'���"��� ���	����	� �	�������	"���:

• / '���� �������"�� �� �	"��,-�� 	������ ���� �� 3���;���:

• / '���� ����"�	���� �������"��,-�� �� ��������� �� ��	�	� ��������"�� � ������ �� '�",-�� ��
���"�'��<"��� ��	�����"�	 ��� ��������� �� �������"��,-�� �.������"����

���������
���  ���������! �� ���
��

�� �� ��"�� =���������>
 �� ��������� ����"��"��� � �"����"��"��� �)	 �������"����� �	� " � vk

�".��"�	 �� �"������ �� ����������,)	 � �����	 �)	 �������"����� �	� �������,-�� �������� 4	
?����	 ���	
 � �������,)	 ������ �	���� �� ����	�	 �"�(��	 ���"����"�	 	 ��"3	 �	 ���	 	�
���"�����)	
 .�� ���� �� ���	 �����������	� / 	 ���	� �	 �	�����"�� �� ����������,)	 � ���� 	
�����	 / ���������"�� z−1� %��.@�"����"��
 ��� �������,)	 ������ �"����"�	 "	 " v1 � �����"�"�	
"	 " v2 / �������"���� ���	 ����	�	 (v1, v2)� + ����� ����(	 �(�������� 	� �����"�	� �����	� ��
�������"��,)	 �� �� ����	 ������� 012�



�����������	�
 $

�	���	� "	��� "� ����� .�� �(���� ��������"�� ��<� ���	� �� " �� 8 " v4 5�7 �3����	 �� " ��
�������"�	 �	���� �	��"�� ���	� �� �3�����
 	 " v1 5�7 �3����	 " '	"�� �	���� ���"�� " � ��
������ 4	 �"��"�	
 �� �����
 �� " �"���"	 ���� ��� �	���"�,)	 �� ���	� �� �"����� � �����
 �	�	
��������	 �� 5�7� A� " �	� ���"�� ��� ����� � ��� �"����� / �3����	 �� " �� �	���"���

4	 ��	����	 �� �"�����
 �������"��
 " � ���	���	� ����"� ���	� � " � �� �� ���	 =���������>�
+ �������"��,)	 �������� / �3����� �� ���*�����	�

"�����
 �#���
 �� � $���� �%� ��	��
�

A� ����	 %26 �� �	������"�	 M / ������������	 �	� M �	�����"��� �
 �� �����
 ��� �������"��,)	
��.��� M �����������	��� � M − 1 ���,-�� �� ���� �"������� ���������� "�� .���� 	� �	�����"��� ��
����������,)	 �)	 �(�����"�� 	� �	�����"��� �� '�",)	 �� ���"�'��<"��� �)	 �3������ �� ������
�

�� ����
 �����
� + �������,)	 ������ �� �� ����	 %26 �	�� ��� ��������"�� ����"�	����� ����
�.��,)	

y[n] =

M−1∑

k=0

h[k]x[n − k] 57

�	�	 ������� � ����� ����(	 ���� BC��

+"�����"�	 � ��������� '	�"���

y[n] = h[0]x[0] + h[1]x[n − 1] + h[2]x[n − 2] + h[3]x[n − 3] + h[4]x[n − 4] 5$7

"�����
 �#���
 �� $����� %%�

8� ����	� �������� ������� 226 �)	 ������������	� �	� ��� '�",)	 �� ���"�'��<"��� �� '	���

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

p0 + p1z
−1 + p2z

−2 + . . . + pMz−M

d0 + d1z−1 + d2z−2 + . . . + dNz−N
. 5�7
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y[n] = −
N∑

k=1

dk

d0
y[n − k] +

∑
k = 0M

pk

d0
x[n − k] 5D7

+ ������ �� �������"��,)	 �	� �.��,-�� � ��'���",�� �	���	� 	������� .�� ���� 	 ������	 �� n*/����
��	���� �� ����� / "��������	 	 �	"3�����"�	 ��� ��	����� �������� �� ��.@<"��� �� ������ ��
	����� ��������
 � �������,)	 �� �� ����	 ������ 226 ��.��� ������ '	��� �� �������"��,)	�

+ '�",)	 �� ���"�'��<"��� �� �� ����	 226 ������� �� 	���� N / ������������� �	� 2N + 1
�	�����"��� �
 �� �����
 ��.��� �� ��� �������"��,)	 2N + 1 ����������,-�� � 2N ���,-�� �� ����
�"������� +���� �	�	 "	� ����	� %26
 "�� ���������� �	� ����	� 226 	� �	�����"��� �	� �����������	���
�)	 �(�����"�� 	� �	�����"��� �� '�",)	 �� ���"�'��<"���� ����� ���������� �)	 �3������ �� 	��
�

������
8� ����	� �������� 226 ����/� �	��� ��� �������"���	� �� �������"��,-�� �� �������
 ��������

� �� ����,	 �� �����	��

������� �
��
 ���

8 ����	 ����� ���	 / ��� �������,)	 �������� �	 ����	 226� 8� ����	� 226 �	����� '�",)	 �� ���"�'��<"*
��� �	� ���"����� �"������ ���� �	��� �� '��.@<"����� 8 ����	 ����� ���	 / '��.@�"����"�� ��������	
�	�	 �.�������	� �� �����	
 �������"��,)	 ������E"�� �� ����	� �� �������� 	���� �����*����� �
�����*���(�� '��.@<"���� � � �������"��,)	 ������E"�� �� ����	� �� ����"�� 	���� �����*'��(� �
�������*'��(�� + �	"����,)	 �� ����	� ����� ���	 �	�� ��� ��������� �� ���� '	����
 .�� �)	9 ���*
����,)	 ������� "� ��	������ �� �(���,)	 �� �����������	��� � �������,)	 ������� "� �(���,)	 ��
�	�� ������

��� ����	�� �	 
����� �����

A� ����	 ���	���"�� "	 ����"�	�����"�	 �� ����	� �������� / � �������"�,)	 �� ��� '�",)	 ��
���"�'��<"��� G(z) ���������� ���	(���"�	 �� ���������,-�� �� ����	��� �� '��.@<"���� #� ��������	�
�	"������ �� ����	 226 / "��������	 ���������� ����/� �� G(z) / �������� 8 ��	����	 �� 	���",)	
�� '�",)	 �� ���"�'��<"��� G(z) / ��"	��"��	 ������ � ������ ��������� ���	�� �� 	���� G(z)
 	
�� (��	 ����	 / 	���� ��� ��������� ���	������ ���� 	 ����	�

&�������
�'�� ��������
���

+"��� �� ����"�	�����	� � '�",)	 �� ���"�'��<"��� G(z) �����	� ���������� ��� ����	��� �� '��.@<"*
��� � �������"�� �� 	 ��	���	 / �� �� ����	 %26 	� 226�

"�����$�
��� �� $����� ��	��
��� +���� �	�	 "	� ����	� �"�� ���	�
 "� ���	��� ��� ������,-��
/ "��������	 ���������� � ����	��� �� ���"����� � �� '��� �	� ����	� ��������� �(����� .����	 ���	�
�����	� �� ����	�
 �	�	 ������� � ����� ����(	�



�����������	�
 D

F	�	 � ����	��� �	 ������	 �	�����	"��"��� � ���� �� ������ ����	� / ")	*������ � �� �	������"�	
�"�"��	
 ����� ����	� ")	 �)	 ������������ A�� ��"���� �� ����"�	���� ��� ���	(���,)	 ���������� �
����� ����	� / ���"��� � ����	��� �	 ������	�

�	���"�	
 �	�	 "	 ���	 �� ��	���	 �� ����	� �"�� ���	�
 	 ��	����� �� ���������,)	 �� ����	���
�� ���"����� �� �� ����	 ������� "� ��"�� �� �������� � "� ��"�� �� �����,)	 �)	 ���	� �	�
������� �	���E"���� ����������� �� ���,)	
 ��� ��"�� �� ���"��,)	 / ������������ �"��� � ��"�� ��
�������� � � �� �����,)	 ���� �������� .�� � ���"����� ������ �������"��
 �	�	 ������� � �����
����(	�

4� ��"�� �� ��������
 ���"��� �	� 0 ≤ ω ≤ ωp
 ��������	� �� ���"����� �� (���� �� � �	�
���	 �� ±δp� 4� ��"�� �� �����,)	
 ���"��� �	� ωs ≤ ω ≤ π
 ��������	� .�� � ���"����� ����
���	(�������"�� ���	
 �	� �� ���	 �� ±δ� +� '��.@<"���� ωs � ωp �)	 �3������
 ������������"��

�� 	�������� � ����� ����������� � 	�������� � ����� ������������ 8� ������� ��� �	���E"����
"�� ��"��� �� �������� � ��"�� �� �����,)	 �)	 �3����	� ������ � ���� � ��������� 4	�� .�� �
����	��� �� '��.@<"��� �� �� ����	 ������� / ��� '�",)	 ���� ���� �� ω
 � � ����	��� �� ���"�����
�� �� �	�����"�� ���� �	 ����	 / ��� '�",)	 ����� �� ω� F	�	 ��������	
 �� ���������,-�� �� ��
����	 ������� �)	 ����� "� '��(� 0 ≤ ω ≤ π�

������� �� ���� �� $����� + ����"�� ��	������ �� �"������� / � ����,)	 �	 ���	 �� ����	

����
 �� ����	� �������� �� ����	 %26 	� 226� �(����� ������ ��"����"� "� �������,)	 �� �� ����	
%26
 ��� ��� .�� ���� �	�� ��� ��	�����	 �	� '��� ��"��� � � ��������� �	 ����	 / ������ �������
�	� �	�����"��� �� ����	 .��"�����	�� 4	 �"��"�	
 "� ���	��� �	� ���	�
 � 	���� NFIR �	 ����	



�����������	�
 G

%26 / �	"�����������"�� ���� ���� .�� � 	���� NIIR �� �� ����	 226 �.������"�� � �	� �� ������
���������,-�� �� ���"������

�� �����
 � �������"��,)	 �� ����	� %26 ��.��� ���	(�������"�� NFIR ����������,-�� �	�
��	���� �� �����
 �".��"�	 .�� �� ����	 226 ��.��� 2NIIR + 1 ����������,-�� �	� ��	���� �� ������
#� 	 ����	 %26 '	� ��	�����	 �	� '��� ��"���
 �"�)	 	 "?���	 �� ����������,-�� �	� ��	���� �� �����
����� ���� ���	(�������"�� (NFIR + 1)/2� �	 ����	 �	�	
 � ���	��� �	� ��	���	� �� ����	� 226
������� �� '�",-�� �� ���"�'��<"��� �	� ���	� "	 ������	 �"�����	 �
 � �������,)	 �� ������� �� ��
����	 �� 	���� NIIR �	� ���	� "	 ������	 �"�����	 ��.��� (3NIIR + 3)/2 ����������,-�� �	� ��	����
�� ������ 4� ������� � ����,)	 �"��� NFIR/NIIR / �� 	���� �� �� 	� ���� �
 �	�	 ��������	
 	�
����	� 226 �)	 �	�������	"����"�� ���� �����"���� 4	 �"��"�	
 �� 	 �����	 �� ����	 �� �� ����	 226
'	� �.�������	 ��������"�	 	 ����	 �	� �� �.�������	� ����� ���	
 �"�)	 � ��"����� �	�������	"��
")	 ���� ���� �)	 ���"��������� �� ������ ������,-��
 � ��"�������� �� ����	��� �� '��� �� �� ����	
������� ")	 / ������"��
 �	�"�"�	 	 ����	 226 ���'������ �	� ����� �	 ���(	 ����	 �	�������	"���

(����
	�� �#���
 �� ���)��� �� $����� ��	��
��� 4	 ���	 �	 ��	���	 �� ����	� 226
 �
������� ���� �	��� / �	"������ �� ���������,-�� �	 ����	 ������� �� ���������,-�� �� �� ��	� ���	
�����*���(�� �"�� ���	
 �������"�� � '�",)	 �� ���"�'��<"��� �	 ����	 �����*���(�� �"�� ���	 � ���	��
���"�'	���� "� '�",)	 �� ���"�'��<"��� ������� ��������� ���� �/�	�	 ��� ���	 �������"�� ��������	
����� �����"��� ���-��9

• 1/�"���� �"�� ����� �� ���	(���,-�� �)	 ������"�� ���",�����

• ���� "	������"�� �������� �	��,-�� �� '	��� '��3����

• 1������ �(��"����� ���)	 ����	"����� ���� 	 ��	���	 �� ����	� �"�� ���	��

• B����� ������,-�� ��.����� � ������,)	 ������� �� ����	� �"�� ���	��

���� ��	�����"� �)	 ���������� ���� 	 ��	���	 �� ����	� 226
 .�� �)	9 	 �������"�	 �� �"����E"���
�	 ������	 � � ���"�'	���,)	 ����"����

8� ����	� %26 �	� ��� ��� ")	 �	����� �� ��� ��	���	 "�"3��� �	"�()	 �	� 	 ��	���	 �� ����	�
�"�� ���	�� 8 ��	���	 �� ����	� �������� %26 ���� ������	 "� ���	(���,)	 ������ �� ����	��� ��
���"����� ������������ ���� ��	�����"� ������� "	 ��	���	 �� ����	� %26 �	��� ��� ����������
 .��
�)	9 � '	��� ���"���� �� �/��� �� %	����� � � ��	������ �� ��	������� �� '��.@<"����

� ������ ����������

8� ��"��� �������	� "	 ����	 �	��� ��� �"�����"�� �������"��	� �	� �� ��	����	 ��� ���"��	
�	�	
 �	� �(����	
 ��� �(�����)	 ����������� ����� ��"��� �)	 �3����	� �������"�����	�
 ��� ���
.�� �	�	� 	� ���	��� ��� ��	����� �� ��.@<"��� �)	 ��� ���"��	� "	 �"���� �� ����	�

#�"��� .�� �	����� 	� ���	��� ��� ��	����� �����	� �� '	��� ����� ��� ")	 �	��� ��� �������	 "	
����	� ����� ��"��� �)	 ��"	��"��	� ��"��� ����� ��	� 	� ��"��� ���	������	�� �	���	� ����� ����"�
�(����	� �� ��"��� ����� ��	�
 .�� �)	9 ��"��� �� �	�
 �?����
 ���� 8���	 �(����	 / 	 ��"�� �� ���	
'	����	 ���� ��'���",� �"��� � ����)	 ��	������ ����� � � ����)	 .��"������
 ������ "� ������� �	�
�� �	"����	� �"�� ���	 ��������

#�"��� 	� ��	����	� ����� ��	� �� ����	 �������	 �	"����� �� �� �	"��"�	 �� ��.@<"���� ���������
"	 ����	� A�� ���� ��.@<"��� ����� �	"��"�	 / �3����� �������,)	 �	 ��	����	 ����� ��	� �� ��
�������"��	 �"���� �� ����	 n
 	 ���	� �� ��	���� 	�������� x[n] / 	 ���	� �� �������� ����� ���
X[n]� �	���"�	
 �� ��	����	 ����� ��	 / �	��	��	 �	� ��� '������ �� ��������� ����� �����
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��� �����	���	� 	���������� �	 ��� �����	� ��	�����

+ ��	�������� ����������� �� ��� �������� ����� ��� ����"�� �� ��� '�",)	 �� ���������,)	 �� ��	*
����������
 	� '�",)	 �� ��"������ �� ��	����������� ���� '�",)	 �������"�� � ��	���������� .�� �
�������� ����� ��� X �	�� ������� "��� �������"��� '��(� �� ���	��� �� ∞ � α�

+� ��<� ��	��������� ������������ ���� �	��"� .�� ������������ ��� �������� ����� ��� �)	9 �/���
	� ���	� �������	 mx
 � �/��� �	 ���	� .������	 �� �������� E(X2)
 � � ����E"��� σ2

X � + ����
.������� �� ����E"��� / ��"	��"��	 �����	 ����)	 σX �

4	 ���	 �� ���� ��������� ����� ���� X � Y �� ��	��������� ������������ �	"��"��� � �"���������
�)	 �� �"������� ������	� + ��	���������� .�� X ������ �� ���	� �"��� � '��(� −∞ � α � .�� Y
������ �� ���	� ��"��	 �� '��(� �� −∞ � β / �3����� 	����� � ������������ �������� 	� 	�����

� ������� � ������������ ��������� +� ��	��������� ������������ �	"��"�� �"��� ���� ���������
����� ���� �)	 ��������� ���� �	�����,)	 ������� � ���� �	����E"��� ��������

���� ��������� ����� ���� �)	 �������������"�� �"����"��"��� �� � ��	���������� �	"��"�� '	� �����
H ����������,)	 ��� ��	����������� �"����"��"���� � �� ��������� �	"��"��� �)	 ����	�������	"���� 	�
��"�����"�� �"����"��"��� �� � �/��� �	"��"�� '	� ����� H ����������,)	 ��� �/���� �"����"��"����

��� �����	���	� 	���������� �	 �� ���� ��	�����

+� ��	��������� ������������ �� �� ��"�� ����� ��	 / ���� ����� ��	��������� ������������ ��� ���������
����� ���� �	"����� "	 ����	� �� ����� � �/���
 	 ���	� �/��	 .��������	 � � ����E"��� �� ��
��"�� ����� ��	 �������	 "	 ����	 �)	 '�",-�� �	 �"���� �� ����	 n � �	��� ��� �	"��������� �	�	
��.@<"�����

%��.@�"����"�� �������	� 	���� � ����,)	 ����������� �"��� �� ��	����� �� �� ��"�� ����� ��	 ��
����	� �������	� ��'���"���� ���� ����,)	 / ��"	��"��� �������������� 8���� ����,)	 ���	���"��
�"��� �� ��	����� �� �� ��"�� ����� ��	 / �3����� ����������������

��� ���� ��	������ �� �	���� 	��������� �����

�� ����� �� ��	��������� ������������ �� �� ��"�� ����� ��	 �������	 "	 ����	
 �	�	 �� '�",-�� �/���

����E"���
 ���	�	�����,)	 � ���	�	����E"���
 �)	 '�",-�� .�� ������ �	 �	"�	 �	 ����	� + ������ ��
��"��� ����� ��	� �������"�� �"�	"������ �� ������,-�� �� ��	�������"�	 ������� �� ��"��� / �3�����
�� ������	"���� "	 ��"���	 ����	 5&##7
 .�� ����������� ��	����	� ����� ��	� .�� �)	 �"����"��"���
"	 ����	 	� �"����"��"��� �� 	������ A� ��	����	 &## �	���� �/��� ����� ���� �	�	� 	� �"�����
�� ����	 � �� '�",-�� �� ���	�	�����,)	 � ���	�	����E"��� ����"��� �	��"�� �� ��'���",� �"��� 	�
�"����� �� ����	�

��� ���� 	������

�� ������ �����,-�� �������� 	� ��"��� ����� ��	� �� �"������� ")	 �	��� ��� �������	� �� ����	�
�� �(�����-�� �"�������� �������� ����� '	���
 	 ������	 �� ���� ��	��������� ������������ �"�	��� �
���	��,)	 �� �"������� ���"���� � �	��� ��	�� 4	������"�� �	��"�� ��� �	�,)	 �"��� �� �������,)	
�	 ��"�� / ����	"����
 � ������ �� .��� ���	� .�� ������� �� ��	��������� �������������

A� ��"�� ����� ��	 ������	"���	 / ������������	 �	�	 ��� ���	 �� �	��� �� ��	��������� ������������
�� ��� ?"��� �������,)	 �)	 ������"��� ���� ������������ 	 ��	����	 ����� ��	� + �/��� �� �� ��"��
��� ���	 / 	����� ���	 	�����	� ������",� "	 ������ .�� �� �������,-�� ��"��� � �"�"��	� 4� �������
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 �

� 	����,)	 �� ������ ")	 �	�� ��� �������� �
 �	���"�	 � �/��� / ��������� ���	 �	��� ��	 ���
��	������

� �������� ����������

8 ��	����� �� �������� ��"��� �������"�	 ��	��������� ������������ �� ����	� ���E����	� ����	"�����
�	 ��"�� �� �"����� � �	 ����	 ������	
 ")	 �������	
 / �3����	 �������� ����������� 8 	������	 ��
�������� ���������� / ��	����� ����	� � ������ �� ���	� ����	�	� �� �"�����
 � ��"������ 	� �'���	�
�	 ����	 �� ��	��	 �	� ����� ����/��	 ����������	� �� �� ���"�	
 �	���	� �������� �� ����	 ����
�(������ ��<� ����'�� ������� �� ��	�������"�	 �� �"'	���,)	
 .�� �)	9

�� %��������9 .�� ���"���� � �(���,)	 �� �"'	���,)	 �	��� ��� .��"������ �� �"������� "	 ����	
t �������"�	 ���	� �����	� ��/ 	 �"���"�� t�

�� #������,)	9 .�� ��'���"��� �� �������� "	 ��"���	 .�� � �"'	���,)	 �� .��"������ �� �"�������
")	 ������� ����� ����	"���� "	 ����	 t
 � 	� ���	� �����	� �� � 	 ����	 t �	��� ��� ��������	�
���� 	���� � �"'	���,)	� 2��	 ���"���� .�� "� �������,)	 3� �� �����	 "� ��	��,)	 �	 ��������	
�� �"��������

� �����,)	9 .�� / 	 ���	 �� ������)	 �	 ��	�������"�	 �� �"'	���,)	� 8 	������	 �.�� / �������
� �"'	���,)	 �	��� .��� .��"������ �� �"������� ���� 	����� "	 ����	 '����	 t+ τ 
 ���� τ > 0

�������"�	 ���	� �����	� ��/ 	 ����	 t�

�	���	� ���������� ����	� �	�	 ��"����� � ")	*��"������ A� ����	 / ���	 �	�	 ��"��� �� � ��������

�������,)	 	� �����,)	 �� .��"������ "� ����� �	 ����	�����	 '	� ��� '�",)	 ��"��� ��� 	������,-��
��������� "� �"����� �	 ����	� F��	 �	"�����	 	 ����	 / ")	*��"����

4� �	��,)	 �	 ��	����� �� �������� ��"��� �	� ��	������ ����������� �������	� � �������,)	 ��
����"� ���E����	� ����������	� 5����
 �/��� � '�",-�� �� �	�����,)	7 �	 ��"�� ?��� � �	 ����	 ������	�
+ �	"��,)	 �	 ��	���	 �� ����	� ��"����� �	� �"������ ����	��� / ��"������ 	� �'���	� �	 ����	 "�
����� �	 ����	 �� ��	��	 �	� ����"� ����/��	� ����������	�� A�� ��	������ ?��� ���� 	 ��	�����
�� 	������,)	 �	 ����	 / ��"������ 	 ���	� �/��	 .��������	 �	 ��"�� �� ���	 .�� / ���"��	 ����
��'���",� �� ����	��� �������� �	� � ����� ����� �	 ����	� ���� �"������ ������	"�����
 � �	��,)	
�������"�� / �	����"�� �	"3����� �	�	 ����	 �� &��"��
 .�� / ���	 �	�	 ��"�	  ���	 "	 ��"���	
�/��	 .��������	� 8 �����	 �	 ���	� �/��	 .��������	 �	 ��"�� �� ���	 ���	� ���E����	� ����������
�	 ����	 ��"��� / ��'���"����	 �	�	 �����'���� �� ���'	���"�� �� ���	� 8� �	"�	� ��"��	� �����
�����	 �������"��� �� �	��,-�� �� &��"���

8 ����	 �� &��"�� / �"���.���	 ���� ����� �	� �����,-�� �� ")	*������	"�������� �	 ��"�� �I	�
����	 �"���"����� �	 ��	������ 4����� �����,-�� 	 ����	  ���	 ��� .�� ������� � '	��� �� �����,)	
"	 ����	� A�� �	��,)	 ������"�� ���	��"����� � ���� ��	����� ���� ��'���� / 	 ����	 �� J����"�

��� ����� �	 �	�	�

F	"������ 	 �������� �� ��	�	� �� %����� �� .�� �������"�� �� ����	 ��"��� �� ����	 �������	�
+� �"������ �	"������ �� �/��� ����	��� u(0), u(1), u(2), . . .
 � 	 ����	 / ������������	 ���� ����	���
�	 ������	 ω0, ω1, ω2, . . .� �� �� ����	 �������	 n
 	 ����	 ��	��� � ����� ��"	��"��� y(n)� ����
����� / ��������� ���� '	�"���� ��� ������,)	 �� ����	��� �������� d(n)� F	� � �"����� �	 ����	 � �
����	��� �������� �������"���� �	� �������,-�� ?"���� �	 ���������	 ��	����	 ����������	
 � ������,)	



�����������	�
 ��

/ ��	���"3��� �	� �� ���	 �	� ��������������� ������������ �� ������ �� ����������
 	 ���	 ��
������,)	
 e(n)
 / ���"��	 ���� ��'���",� �"��� � ����	��� �������� d(n) � � ����� �	 ����	 y(n)�

Filtro Linear 
Discreto no Tempo

(w0, w1, ...)
Σ

Entrada 
u(0), u(1), ...

Saída
y(n)

Saída desejada
d(n)

Erro de  
estimação

e(n)

Condições no tempo nAmostras e coeficientes de dados

+ ���	�3� �	� �� ����	 �� ����,)	 �"��� �	 ������	 5%267 	� �	� �� �� ����,)	 �"�"��� 52267 /
�����	 �	� �	"������,-�� ��������� ���� 	 �"���	 �	 ����"�	�����"�	 �� ��	��� �� �������� �� &��"��

���������	� ����	� 226� 8� ����	� %26 �)	 �	"�������	� �	�	 ���	� ����������

8���� ���	�3� � ��� '���� / �	��� 	 ����/��	 �� 	������,)	 ����������� � ��� ���	�3��	� ���������*
��"�� �����	� �	"������� 	 ��	���	 �� 	������,)	 �� ����	� ���� 
���
� ���� �� 	����� �����
 	�
�"���� �� ���'	���"��
 ������	"�"�	 � �����"�� ����� �� �	������������9

�� K��	� �/��	 .��������	 �	 ���	 �� ������,)	�

�� ������",� �	 ���	� ���	���	 �	 ���	 �� ������,)	�

� ������",� �� �������� 	� ���� ���� �	�<"��� �	 ���	� ���	���	 �	 ���	 �� ������,)	�

* �����+��� �
 ����	��
���
��

6������"�� �� �	� ��	����� ���� �����"��� "	 ����"�	 �� �������� ��"���  ���� � ����/� '	�"���
���� ���������� �� �������,)	 �� �� ����	 ��"��� ���� 	����"�	 �� �	"��,-��  ������

+ �	"��,)	 "��������� � ������"�� ���� � ��"�����,)	 �� '�",)	 ����	 / .�� 	 ���	 �� ������,)	
���� 	��	�	"�� � ���� ��	���� �� �"����� "� ������,)	 �� ����	��� �������� "	 ����	 n�

e0

y0

d

E[u(n − k)e∗0(n)] = 0 5G7

E[y0(n)e∗0(n)] = 0 5!7

d̂(n, un) = y0(n) 5�7
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8 ���	 �/��	 .��������	 "	��������	 / �������"���	 ���� �.��,)	 ��

ε = 1 − σ2
d̂

σ2
d

0 ≤ ε ≤ 1 5��7

#� ε '	� ���	 	 ����	  ���	 	���� ���'������"��
 � ��	� �����,)	 �	������ / .��"�	 ε = 1�

"-
��� .�����/0���

8 ���"����	 �� 	��	�	"������� �������	 �� G ��������� �� �	"��,-�� "���������� � ������"��� ����
	����,)	  ���� �� �� ����	� ����� '	���
 �	���	� ��'	������ �� �	"��,-�� �� �� ����	  ���	 ����9

y(n) =

∞∑

k=0

ω∗
ku(n − k) n = 0, 1, 2, . . . 5��7

e(n) = d(n) − y(n) 5��7

#��������"�	 �� � �� �� G ���	�

∞∑

i=0

ω0ir(i − k) = p(−k) k = 0, 1, 2, . . . 5�7

	"�� r / � '�",)	 �� ���	�	�����,)	 � p / � '�",)	 �� �	�����,)	 ������� �������� �	�9

r(i − k) = E[u(n − k)u∗(n − i)] 5�$7

p(−k) = E[u(n − k)d∗(n)] 5��7

8 ������� �� �.��,-�� �
 �$ � �� �)	 �3������ �.��,-�� �� &��"��*L	�'
 � / �������"���� �	�9

R = E[u(n)uH(n)] 5�D7

p = E[u(n)d∗(n)] 5�G7

ω0 = R−1p 5�!7

+ �������"��,)	 �� '	��� ��"M"��� �	���� .�� R �	�� ��� �(������ �� ����	� �	� ���	���	���
� ���	���	����

R = QΛQH 5��7

	"�� Λ / � ������ ����	"�� �� ���	���	��� λ1, λ2, . . . , λM �� ������ �� �	�����,)	
 � � ������ N �	����

�� ���� �	��"�� 	� ���	���	��� q1, q2, . . . , qM � + ����)	 ���"�'	����� �	 ���	� ω / ���� �	�9

v = QH(ω − ω0) 5��7
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J = Jmin +

M∑

k=1

λk|vk|2 5��7

��� ������ ����������

8 ��	���	 �� ����	� �� &��"�� ��.��� �"'	���,)	 � ������ �	��� � ����������� �	� ���	� � �����
��	������	�� 8 ����	 /  ���	 �	��"�� .��"�	 ��������������� ������������ �	� ���	� �� �"�����
�	�"����� �	� �� �"'	���,-�� � ������ �� .���� 	 ����	 '	�� ��	�����	� N��"�	 ���� �"'	���,)	 ")	
/ �	"3����� �	��������"��
 "	 �"��"�	
 �	�� ")	 ��� �	������ 	 ��	���	 �	 ����	 �� &��"�� 	� �"�)	
	 ��	���	 �	�� ")	 ��� ����  ���	� A�� ��	������ ������ .�� ��������	� �� ���� 	����,-�� / 	
��	������"�	 =������,)	 � �	"�()	>� ���� / �� ��	����	 �� �	�� ������	� �����/� �	 .��� 	 ����	
������ 	� ���E����	� ����������	� �	� ��"��� ������"��� �	"���� 	� ��������	� 	����	� �� ��� ' �����
")	*��������� ���� 	 ������	 �	� ���E����	� �	 ����	� �� 	����,-�� �� ����	 ����
 ���� ��	������"�	
�	���� � �����"����� �� �������� �� ����	�����	� �� 3���;��� �(���������"�� ����	���	� � ���	�� A�
�/�	�	 ���� �����"�� / � �������,)	 �� ����	� ���������	�O�P�

8 ����	 ���������	 �	"�� �	� ���	����	� ��������	� �� ��� 	����,)	
 	 .�� �	�"� �	������ ���� 	
����	 	����� �� '	��� �����'�� ��� �� �� �����"�� 	"�� 	 �	"3�����"�	 �	�����	 ��� ���������������
�	 ��"�� ")	 �)	 ����	"������ 8 ���	����	 �	��,� � ������ �� �� �	"��"�	 ����������"��	 ��
�	"��,-�� �"������
 �������"��"�	 	 .�� �	"3����	� �	 �����"��� +����� ����	
 �� �� �����"��
������	"���	
 �� � �����,-�� ���������� �	 ���	����	 ��������	� .�� ��� �	"����� ���� � �	��,)	  ����
�� &��"�� �� ����� ��"���	 ����������	� �� �� �����"�� ")	*������	"���	
 	 ���	����	 	'����� ���
���������� �� ���������"�	
 � .��� ������� �������� �����,-�� ����	���� "� ����������� �	� ���	� ��
�"�����
 ����� .�� �� �����,-�� ����� ������"����"�� ���(���

F	�	 �	"��.@<"��� ������ �� ������,)	 �� �� ���	����	 ��������	 �����/� �	 .��� 	� ���E����	�
�� �� ����	 ���������	 �)	 ���������	� �� ��� �����,)	 ���� � �� (���
 	� ���E����	� �	�"��*��
����"��"��� �	� ���	�� 2��	
 �"�)	 ���"���� .�� �� ����	 ���������	 / "� ��������� �� ����	 ")	*
��"���
 "	 ��"���	 .�� ��� ")	 	������ �	 ���"����	 �� ������	��,)	� +����� ����	 � ��	��������

����	� ���������	� �)	 �	����"�� ����������	� �	�	 ��"����� � ")	*��"������

A�� ��������� �� ���	����	� ��������	� '	��� ����"�	����	� "� ���������� ���� � 	����,)	 ��
�������� ���������� ��"���� + ���	�3� �� �� ���	����	 �	��� 	 	���	 / �������"��� �	� �� 	� ����
�	� �����"��� '��	���9

• ��(� �� �	"����<"���

• '���� �� ��������"�	

• ���������"�	

• �	������

• �	"��,)	 �	�������	"��

• ���������

• ��	��������� "��/�����
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 ����/� �"���� "	 ��	���	 �� ����	� ")	*��"����� ���������	��
������������"��
 '����	� �� ���	����	� �� �������� ")	*��"��� .�� �	"������ �� �� ��"��	 �	���

	� � �� ��"��	 ��	��� �� �����'���� �� ���'	���"�� �� ���	�

��� ������ ���������� ��� ������ �����	 � 	 �	��

4	 ����"�	�����"�	 �� ����	� ���������	�
 / �	��� ��������	� .�� 	� ���	� �� �"����� ���)	 �	�
� '	��� �� ��"�� ����� �� ������� ������,-�� �	�	 �����
 �	"��
 � �	��	"�"�� �� �"'	���,)	 �	
��"�� ��������"�� �	"����� "�� ��"�� ��"����� �	������ "� 	"�� �	����	��� + ������� �� ��"��
�	 ��"�� ��"����� / �������"�� ��.��"� �	������� �	� � '��.@<"��� �� �	����	��� �� ����� �
��"�� ���� �	 ��"�� / �	����(��

�� ��	��	 �	� � ��	��� �	� ����	� ���������	� 	� ��"��� �)	 �������	� �	�	 �	����(	� � 	�
���	����	� �� �������� ���������� �)	 ����"�	����	� "� '	��� �	����(��

��� ������ ���������� �!�"��	��	�

+ ��	��� �	� ����	� ��"�����  ���	� ���� ������� "	 ����/��	 �	 ���	 �/��	 .��������	� 8 ����	 ��
&��"�� .�� ������� �� ��"�����,)	 ��� ����/��	
 � .�� �������"�� 	 	������	 �� ����	� ��"����� "��
�����"�� ������	"���	
 �	�� ����� ������	"��	 �	��"�� �	� ����������� �� ����"�� 	���� �� �"������
���� ������,)	 ������ � 3��������� �� �� ����	 ���������	 ��"��� �(����� �"'	���,-�� �� �"������ .��
")	 �)	 �������"��� ���� ������,)	 / ��"���� �"�	��	��"�	 ������� ")	*��"��������� "� ��������� ��
����	� ���������	� �� '	��� � ����� �� �	"������,)	 ������������ �� ���� 	����� %�"����"�����"��
�(����� �	�� ���	� �� ����	� ���������	� ")	*��"�����
 .�� �)	9

• %����	� ���������	� ")	*��"����� ������	� �� K	������

• 6���� "���	"��� �����������
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+� '�",-�� ������� ��� .����	 ������� ������� �� ����	� ���������	� �)	9

• ���"�����,)	
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