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Abstract

Image analysis usually refers to processing of images with the goal of finding objects in
the image. Image segmentation is one of the most critical tasks in automatic image analysis.
The non-extensive entropy is a recent development in statistical mechanics and has been
considered as a useful measure in describing termostatistical properties of physical systems.
In this formalism a real quantity q was introduced as parameter for physical systems that
presents long range interactions, long time memories and fractal-type structures. In image
processing, one of the most efficient techniques for image segmentation is entropy-based
thresholding. This approach uses relative entropy from the information theory considering the
gray level image histogram and a theoretical one as probabilities distributions. In this work,
we applied non-extensive entropy as formalism for information theory. It was proposed an
image thresholding method using relative entropy basis. Some typical results using this

method are presented and illustrate the influence of the q in the thresholding process.
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|. INTRODUCAO

Segmentar uma imagem significa separar suas partes constituintes que se
diferenciam entre si. Diversas técnicas de segmentacdo de imagens que utilizam um
ponto de corte global (threshold) tém sido propostas na literatura, com aplicacdes
variadas que vado desde a separacdo da informacdo relevante a problemas de
reconhecimento e classificacdo de formas [1, 2, 3, 4 e 5]. A principal consideracdo no
uso de um unico nivel de decisdo capaz de classificar as regibes da imagem esta
baseada na condicdo que as regibes “objeto” e “fundo da imagem” podem ser
distinguidas usando apenas a informacao dos niveis de cinza da imagem.

Os desenvolvimentos recentes da fisica estatistica, por meio da proposta da
entropia ndo extensiva por Tsallis [6], se intensificaram devido as possiveis extensfes
desta entropia na Teoria da Informacdo. A entropia ndo extensiva é uma tentativa de
generalizar a entropia tradicional de Boltzmann/Gibbs para sistemas fisicos. Nesta
teoria, um pardmetro de nao extensividade g esta associado ao grau de nao
extensividade do sistema e é dependente do sistema estudado.

Neste trabalho propomos uma técnica de segmentacdo utilizando a entropia
relativa generalizada (i.e. entropia ndo extensiva). Diversos sistemas fisicos em que o
formalismo proposto por Tsallis foi aplicado com sucesso apresentam caracteristicas
de ndo extensividade, como, por exemplo, interagdes de longo alcance, memdéria de
longo tempo e estrutura fractal. Tal formalismo tem se mostrado mais adequado na
medida da entropia destes sistemas, demonstrando se ajustar de forma mais coerente
com os modelos tedricos. De um modo geral, os resultados obtidos para q # 1
apresentam um diferencial qualitativo, se comparados com aos resultados obtidos pela
teoria tradicional, onde g = 1.

A utilizacdo deste novo conceito de entropia generalizada, que surgiu na Fisica
Estatistica, tem se estendido para outras areas da ciéncia, dentre elas a Teoria da
Informacao [7 e 8]. Neste contexto, surge a hipotese de que imagens complexas
podem apresentar caracteristicas ndo extensivas. A formacdo da imagem digital é um
processo fisico em que a incidéncia de fétons em uma matriz CCD (ou em um outro
dispositivo de aquisicdo) determina a intensidade da luminédncia em cada célula do
sensor ou do pixel da imagem, depois que estas quantidades analégicas sao
devidamente digitalizadas. De forma andloga, a formacdo da imagem pode ainda se

dar por processos nao 6ticos, como em microscopios eletrénicos, magnéticos, de forca



atdbmica etc. Nestes casos, a interacdo de forgas entre o material analisado e uma
ponta de prova produz sinais elétricos que vao equivaler a valores de luminéncia para
os pixels da imagem. A formacao de objetos em uma imagem €, portanto um processo
complexo, que sugere a existéncia de correlagbes espaciais e correlacbes de
luminancia entre os pixels que os formam.

Nos casos da segmentacdo por similaridade, um objeto €& definido por um
agrupamento de pixels que possuem valores de luminancia correlacionados, tanto
agueles que compdem sua estrutura quanto aqueles que delimitam suas fronteiras. E
razoavel considerar, portanto, que em algumas classes de imagens, estas correlagbes
espaciais e de luminancia podem ser caracterizados como de longo alcance e
consequentemente de sistemas ndo extensivos.

Esta nota técnica € uma continuacdo do trabalho publicado pelos autores em [9],
gue teve como objetivo a aplicacdo do conceito de entropia generalizada de Tsallis em
segmentacdo de imagens. Este primeiro trabalho introduziu uma metodologia de
avaliagdo baseado em quatro casos de estudos (Posicdo do pico, Largura do pico,
Altura do pico e Picos muito proximos - objeto imerso no ruido) a fim de caracterizar
diferentes tipos de imagens, através de seus histogramas. Os quatro casos seriam
mais representativos da atuacdo do algoritmo ao invés da sua aplicacdo em algumas
poucas imagens escolhidas como exemplo.

Esta Nota Técnica esta organizada da seguinte maneira. Na secao 2 apresentamos
alguns fundamentos sobre a entropia Tsallis (entropia ndo extensiva ou generalizada) e
a entropia relativa generalizada. Na secéo 3 apresentamos 0s aspectos mateméticos
gue descrevem a técnica de segmentacdo baseada na entropia relativa generalizada.
Na secdo 4 discutimos a aplicacdo do método e a influencia do parametro de nédo
extensividade para o caso de imagens que ndo apresentam uma distribuicao estatistica
especifica. Na secdo 5 sdo apresentadas as conclusfes e discussbes sobre o método

e propostas de expanséao.

[I. ENTROPIA TSALLIS E ENTROPIA RELATIVA NAO EXTENSIVA

Do ponto de vista da fisica a entropia esta associada a quantidade de desordem em
um sistema fisico. Shannon redefiniu 0 conceito de entropia como uma medida de
incerteza em um sistema de informacdo. Para isso ele definiu uma expresséo
matematica para medir quantitativamente a quantidade de informacéo produzida em
um processo. A entropia de uma fonte discreta é obtida a partir de sua distribuicdo de

probabilidades, onde p = p; é a probabilidade de encontrar o sistema em cada um de



k
seus possiveis estados i. Desta forma, 0 < p;<le z p, =1, sendo k o nimero de
i=1

estados possiveis do sistema. A entropia de Shannon é descrita pela seguinte
k

expressdo: S=->_ pInp
i=1

Este formalismo é o mais apropriado dentro do dominio de validade da estatistica
de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS). Esta estatistica aparentemente descreve melhor
os fendmenos com interacBes de curto alcance, chamados geralmente de sistemas
extensivos. Entretanto para algumas classes de sistemas fisicos que apresentam
comportamento fractais e memdérias de longo alcance € necessaria uma extensao
deste formalismo.

Esta foi a proposta de Tsallis para generalizacdo da estatistica BGS. A estatistica
proposta por Tsallis é hoje Gtil para descrever propriedades de sistemas ndo extensivos

e est4 baseada na seguinte expressao matematica para a Entropia:

2.(p)"
S — =l

q

(1)
g-1
onde k se refere ao nimero total de possibilidades do Sistema e um ndmero real q

€ 0 indice entropico que define o grau de ndo extensividade do sistema. Esta

expressédo reencontra a expressédo de BGS para o caso limite em que g - 1.

Considerando I; uma medida de quantidade de informacao prépria de cada evento,
I = -log(p;)), e tomando p; e py como probabilidades para dois conjuntos de eventos
distintos, podemos afirmar que a diferenca de informacdo obtida através destas duas

medidas é

Al; =—(log p; —log p,) (2)

A taxa média da informacdo modificada pode ser obtida através da expressao a

seguir

C A = — P
D(p:p)=> pBl =3p Tog @
i i i
Esta é a equacao (3) do ganho de informacéo Kullback-Leibler, também conhecido
como entropia relativa. Borland e colaboradores, em [8], generalizaram o ganho de

informacd@o Kullback-Leibler para a estatistica ndo extensiva. Uma medida Kullback-



Leibler generalizada se deriva naturalmente da aplicagdo do formalismo da entropia
Tsallis no lugar da entropia convencional de Shannon. A partir da equacédo (1) é

possivel definir a informacao propria ndo extensiva de cada evento, ou seja,

|_q - _(pi_q _1)
| 1_ q
Considerando ainda p; e p; como as probabilidades para dois conjuntos de eventos

medidos, a diferen¢a de informacao entre as medidas é

Al :[qu)}—(l— P9 - - i)

A taxa média da informacdo modificada pode ser obtida através da expressao a

seguir

o =N P e
Dy (P: p)—ZﬁEﬁpﬁ‘*— p9)
que representa a entropia relativa generalizada. Esta expressao pode ser escrita de

outra forma, considerando a funcéo g-logaritmica, logq(p) = (p(l'q)-l)/(l-q), resultando

em

DKLq(p: p) :Z B D]qu%

e é vélido ressaltar que log;(p) retorna a expressao convencional log(p).

Ill. SEGMENTACAO POR ENTROPIA RELATIVA NAO EXTENSIVA

O método apresentado em [9] ndo resolve satisfatoriamente o processo de
binarizacdo para uma série de classes de imagens. A principal dificuldade vem do fato
de que, ao buscarmos maximizar a soma das entropias para as duas regibes da
imagem segmentada, estamos procurando por histogramas planos e que na pratica

representam regides ruidosas ou dispersas na imagem, com entropia maxima.

O método apresentado neste trabalho ird trabalhar com o conceito de entropia
relativa tentando aproximar um jogo de probabilidade teérico aquele encontrado na
propria imagem para objeto e fundo. Neste trabalho € utilizado uma distribuicéo

gaussiana para aproximar os dois jogos de probabilidades (objeto e fundo), onde os



parametros da funcdo obtidos no préprio histograma da imagem, utilizando como

funcdo de aproximacao a entropia relativa generalizada.

A Entropia Relativa ou Divergéncia Direta € utilizada em métodos de segmentacao
de imagem que envolve a medida de distancia entre duas distribuicdes estatisticas. Em
geral, uma funcgéo critério é definida para a obteng¢édo do ponto 6timo de segmentacao,
através da comparacdo entre a imagem original e a imagem segmentada. As
distribuicdes estatisticas séo freqlentemente obtidas através do histograma de
luminancia da imagem original e do histograma da imagem segmentada ou de modelos

tedricos para histogramas sintetizados.

O método proposto é baseado na binarizacdo de imagens utilizando a Entropia
Relativa Generalizada (ERG) através da Distancia Kullback-Leibler Generalizada entre

dois jogos de probabilidade p e p', apresentado na secado anterior.

A versdo simétrica da divergéncia Kullback-Leibler pode ser escrita da seguinte
forma:
D,(p: p) =Y p, Tog, 2 + 3 pl tlog, 2
q p p - pi gq i pi gq
i P B
Esta versdo simétrica sera utilizada para o céalculo da distancia estatistica entre os

dois jogos de probabilidades.

Neste método, o jogo de probabilidades p € obtido através do histograma de
luminancia da imagem original. O segundo jogo de probabilidades p' sera obtido
através de um modelo gaussiano obtido no histograma, que serd definido levando se

em consideracdo alguma informacéo a priori sobre a imagem.

Como o objetivo deste método é segmentar a imagem em duas regifes (objeto e
fundo), consideramos um valor t de luminéncia que teoricamente separa o0s pixels da
imagem nestas duas regifes. Deste modo, podemos considerar que os pixels do
intervalo [0,t] pertencem ao objeto e os pixels do intervalo [(t+1),k] pertencem ao fundo

da imagem. O jogo de probabilidades p fica dividido em dois jogos de probabilidades,
sendo p, para o objeto e pg para o fundo, definidos como p, ={p1A, Ps, Pa e, ptA} 0
jogo de probabilidades dos pixels pertencentes ao objeto e pg :{pt‘il’ piz, pﬁs,..., pkB} 0

jogo de probabilidades dos pixels pertencentes ao fundo da imagem, e considerando

que:



piA :%' i :]_,2,3,...t R :ih

p’ :1hp , i=t+Lt+2.k
N

em que k € o numero maximo de niveis de cinza da imagem e h € o histograma de

ocorréncias de niveis de cinza. A normalizacdo por P, é importante porque torna piA e

B

p~ jogos de probabilidades fechados, i.e.:

Um segundo ponto importante nesta técnica, € a definicAho do jogo de
probabilidades p'. Este jogo de probabilidades é normalmente baseado em algum
modelo tedrico (ou alguma informacdo a priori que se possa ter da imagem). Pal [3]
propde que o jogo de probabilidades que melhor aproxima o histograma de uma
imagem esta baseado em uma distribuicdo de Poisson. Ele assume que os niveis de
cinza de uma regiao da imagem seguem uma distribuicdo de Poisson como parametros
Aa € Ag, equivalente aos valores médios das regiées segmentadas para objeto e fundo.

Neste método, assumimos o jogo de probabilidade:

o, ={p, B e 1)
como a distribuicdo de probabilidades modelo para o objeto e

P, :{pt'fl, P, P pl'(B} para o fundo da imagem.

A especificacdo da funcdo modelo para o jogo de probabilidades do objeto e do

fundo, p, e pg serd baseada em nas seguintes distribuicdes gaussianas:

(X=Xap)?
1 o0 .
rA 20
pA = ——exp a 1 =1,2,3,...t
N2mo,
1 _(><—xbz)2
p° = exp *%,  i=t+lt+2.k

N 2o,

Xa € X, S80 obtidos pela posicdo onde se encontram os valores maximos A, e A, de
cada lado do histograma e g, e g, correspondem ao valor a meia largura a meia altura

(HWHH). A funcéo de densidade de probabilidade normal tem seu valor maximo em
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0.3989/0 e sua meia largura a meia altura a 0.242/0. O valor estimado o, € obtido pela
razéo entre esses dois valores: o,= 0.606604 obtidos varrendo o proprio histograma de

lumin&ncia da regido (esquerda e direita), definido pelas seguintes formulas:

x, =argmax (h) i
X, =argmax (h) i

123,..t;
t+1t+2....k

O
o,=ag(p"=o0) e
O
o, =ag(p® =0)
onde g, =0.606.

O limiar de definicdo dos dois jogos sera definido no ponto t onde é encontrada a
menor distancia estatistica entre os dois jogos de probabilidades, definida pela

seguinte soma:

Dy (t) = Dy, (Pa: Pa) + Dy, (P52 P5)

Ao encontrar os jogos de probabilidade p, e pg, que estdo mais préximos dos
jogos de probabilidades do objeto e do fundo (p,e Pg), temos na realidade uma
representacdo estatistica do conjunto de pixels que compBem as duas regides.
Podemos assumir como ponto de corte 6timo 7, o ponto onde as gaussianas p, € Pg
se encontram, Figura 1. Isto pode ser feito igualando-se as equacdes pi'Ae pi'B. Duas

solucdes séo encontradas e dadas pela seguinte equacdo’™:

Figura 1 - Ponto de segmentacéo 6timo é definido no ponto de encontro entre as duas
gaussianas, a e b.

_ %07 = X,08 70,044 (%, = %,)” ~2log(A, /A (0% +07)
) (02 -07)

12

. Outras solugdes também existem quando as gaussianas tendem a zero, porém sé@o desprezadas neste caso.
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Como duas gaussianas sao sempre estimadas pelo algoritmo, aquela mais a direita
sera sempre a gaussiana b e a mais a esquerda a gaussiana a. Dessa forma, a
solugéo que nos interessa € sempre 14, Pois esta raiz tera sempre seu valor entre as

duas gaussianas.

Desta forma, a aproximagdo dos jogos de probabilidade € feita através da técnica
da entropia relativa generalizada e o ponto de corte é definido na juncdo das duas

gaussianas.

IV. APLICACOES DO METODO E DISCUSSAO DE RESULTADOS

Realizamos os estudos apresentados em [9] para os casos: Posicdo do pico (1),
Largura do pico (2), Altura do pico (3) e Picos muito proximos - objeto imerso no ruido
secdo anterior (4). Todos os casos ndo apresentam variacdes do ponto de corte em
funcdo do pardmetro de ndo extensividade . Os resultados da trajetéria de T sdo
apresentados na figura 2. Para todos os casos 0 processo de encontro do ponto de
corte € achado diretamente através das gaussianas resultantes da menor distancia
estatistica entre os dois jogos de probabilidade. O processo entrdpico neste caso foi
utilizado para fins de comparagdo entre os dois jogos. Durante todo o processo, 0
para@metro q ndo ir4 influenciar diretamente na escolha do ponto de corte 1, pois 0
objetivo é escolher dois jogos de probabilidades que melhor se aproximem dos jogos
de probabilidade que representem o objeto e o fundo. No processo de busca da melhor
distribuicdo gaussiana, modifica-se a todo instante sua posi¢cao, largura e altura para
que esta se aproxime ao maximo da regido do histograma que esta sendo
segmentada. No entanto, o parametro q ira influenciar diretamente no processo de
comparacdo das distribui¢cdes. No limite, a eficiéncia do método serd dependente desta

comparagao.
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Figura 2 - Resultado da segmentacédo por entropia relativa para os casos 1, 2, 3 e 4 definidos em
M.P. de Albuquerque et al [9].

Resultados na Imagem

O processo de calculo da distancia estatistica serd fundamental para a
determinacéo do ponto de corte 1. Em situacbes em que a formacgéo da imagem pode
ser modelizada por distribuicdes gaussianas (ou de Poisson) 0 processo encontrard
sempre um jogo de probabilidade que melhor satisfaca o critério de aproximacao e
encontrara as duas gaussianas em Dg(t)minimo e, conseqiientemente, o ponto de
threshold na intersecao entre elas. Porém, quando a imagem tiver uma distribuicdo que
ndo possa ser aproximada por uma distribuicdo gaussiana o ponto de corte podera

oscilar em funcao de uma melhor sintonia no parametro de ndo extensividade.

7

Na pratica é muito dificil encontrar imagens com distribuicbes estatisticas
especificas. Porém, podemos encontrar algumas imagens em que o histograma nao
segue, a priori, nenhuma distribuicdo especifica e avaliar o comportamento deste
método nesta situacdo. A imagem apresentada na figura 3 corresponde a uma

paisagem onde a presenc¢a de uma regido de brilho intenso altera sensivelmente seu
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histograma. Neste caso existird uma regido onde o parametro de ndo extensividade ira4

alterar a distancia minima e ira permitir uma segmentacédo melhor da imagem.

Imagem Criginal e ¥ 10 Histograma

05

o

0 100 200 300

Figura 3 - Imagem de uma paisagem. O histograma n&o segue a priori nenhuma distribuicéo
especifica. Neste caso, o parametro de ndo extensividade q ira alterar a distancia estatistica de
Kullback-Leibler e modificara o ponto T.

Nesta imagem, a presenca de varios picos no histograma ira certamente complicar
0 encontro do ponto 6timo de corte pelo método da aproximagéo estatistica. O fato de
g-1 (ou mesmo g > 1) faz com que a distancia Kullback-Leibler generalizada, D(t)
seja amplificada. Esta caracteristica é importante em todo o processo, porém estamos
caminhando em uma regido de grande sensibilidade no célculo. Na pratica, durante a
implementacdo dos algoritmos, precisamos ter um controle detalhado do calculo
numeérico quando q assume valores maiores que 1, pois a equagdo se torna instavel
devido a regides de zeros no histograma. Na imagem da figura 4 o nivel de
segmentacgédo definido pelo método foi T =132 para q < 1. Ao levarmos q para a regido

acima de 1 (g=1.1), conseguimos ajustar o ponto de escolha das gaussianas p, € P,

para uma outra regido de minimo na curva Dq(t), permitindo a escolha de outro ponto
de corte T =34, figura 4. Esta amplificacdo diferenciada para os dois vales se deve as
diferencas encontradas nas suas redondezas, pois estes irdo definir as gaussianas

representativas de suas regioes.

A figura 5 apresenta em detalhes este comportamento, através de uma simulagéo
do calculo de Dq(t) para duas gaussianas conhecidas. O grafico apresenta a evolugéao
da distancia estatistica para varios tipos de gaussianas, para diferentes valores de g. A
medida que g aumenta, o ponto de minimo da curva tende a ser uma curva pontual,
com os jogos de probabilidades tendo sempre distancia zero exceto para o Unico caso
em que as distribuicdes sdo efetivamente iguais. Cabe ressaltar entdo que a escolha

do parametro de ndo extensividade q significa definir um valor de q tal que as variacdes
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de distadncia sejam interessantes para fazer variar o ponto de corte. No entanto,
podemos supor que adotar valores de g préximos a 0.9 ou 1.0 deve ser a escolha mais
apropriada, pois seria esta a regido com o melhor compromisso entre proximidade e
distancia entre os jogos de probabilidade, ao comparamos jogos de probabilidade p e
p'. Na imagem da figura 4, existe uma competi¢céo clara para decidir entre dois vales. A
ampliacdo da distancia para os dois casos sera diferente fazendo com que o primeiro

caso seja menor que o segundo, a partir de um determinado valor de g.

Imagem Original 2 10 Histograma

i

Segmentacdo “Entrépica Nao Extensiva” Dq (Min=54)

(t=54) (q=1.10)
: S
18

"

50 100 150
Segmentacao “Two Peaks” Segmentagao “Iterative Selection”
(t=218) (t=132)

oy

Figura 4 - Resultado da segmentacédo para a imagem com uma distribuicdo desconhecida. O
parametro g permite um ajuste fino da posicdo de corte (g=1.1).
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35

Figura 5 - Grafico do comportamento da distancia Kullback-Leibler generalizada entre gaussianas,
para varios valores de q.

V. CONCLUSOES

O funcionamento ideal de um sistema de segmentacdo € agir precisamente para
gualquer tipo de imagem e em perfeita harmonia com os processos de tratamento da
informacdo posteriores. Na prética, a idealizacdo de tal sistema € ainda uma tarefa
muito distante para a maior parte dos sistemas de segmentacdo disponiveis na
literatura. No entanto, podemos dizer que o processo de segmentacdo entropica,
baseado no modelo apresentado nesta secdo, € robusto e pode funcionar para uma

variedade muito grande de imagens com 6timo resultado final.

A robustez do método é devido principalmente ao fato de podermos aproximar a
distribuicdo gaussiana, para os histogramas obtidos em diversos tipos de imagens.
Porem, ndo existe para estes casos uma dependéncia direta do parametro de nédo
extensividade. O parametro q ird influenciar principalmente, no processo de escolha da
proximidade entre os jogos envolvidos no célculo da distancia estatistica. Nas
situagbes onde o histograma das imagens ndo possam ser modelizados por uma
distribuicdo gaussiana, o parametro q podera ser um importante ponto de sintonia do
processo, permitindo ajustes finos de onde se quer realizar o corte nas imagens. No
entanto, uma precaucdo adicional deve ser tomada, pois nestes casos estaremos
trabalhando em regifes instdveis da equacdo de distancia Kullback-Leibler

generalizada.

Uma proposta de ampliacdo deste método é de utilizarmos o conjunto p'= p,+ pg

ao invés de utilizarmos as distancias separadamente, para assim compara-lo
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diretamente com p (o histograma original da imagem). Este método poderia trazer mais
novidades no calculo de Dgminimo- E também interessante notar que este método nos
fornece os dois jogos de probabilidade que melhor representam a regido
correspondente ao objeto e ao fundo da imagem. Isto nos permite estimar o erro de
classificacdo das duas regibes. Nas situagbes em que as gaussianas estao
superpostas, € praticamente inevitavel classificar erroneamente as regifes da imagem
(i.e. pixels correspondentes aos objetos sédo classificados como de fundo e pixels
correspondentes ao fundo séo classificados como de objetos). Este erro poderia ser
um interessante ponto de apoio para as etapas posteriores ao processamento da

informacéo.
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