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Resumo

Mostra-se que as expressoes matematicas das transformacgoes lineares de Galileu podem
ser deduzidas a partir do pressuposto que tal transformacao exista e da imposicao do principio
da invariancia de Galileu as leis de Newton, sem necessariamente considerar as hipoteses de
homogeneidade e isotropia do espago, e da homogeneidade do tempo.
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Abstract

It is shown that the mathematical expressions of Galileo’s linear transformations can be
deduced based on the assumption that such a transformation exists and the imposition of Ga-
lileo’s principle of invariance to Newton’s laws, without necessarily considering the hypotheses
of homogeneity and isotropy of space, and of the homogeneity of time.
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Recentemente, foi publicado um artigo [1], no qual se mostra que a equagao de d’Alembert
é covariante tanto sob as transformagcoes de Galileu (no caso dos fendmenos acusticos) quanto
sob as de Lorentz (para os fenomenos eletromagnéticos no vacuo). Nao ha contradigao nisso.
Os fendmenos descritos por ondas mecanicas em uma ou trés dimensoes espaciais sao descritos
por essa equagao, sem a necessidade de abandonar a hipétese de que o tempo é absoluto na
Mecéanica Cléssica. Isto, no entanto, como foi mostrado, s6 é verdade se a velocidade de fase
do som depender da velocidade do observador.

Por outro lado, mostra-se também que a mesma equagao de d’Alembert é covariante sob
as transformagoes de Lorentz se a velocidade de fase da luz (no vécuo) nao depender do
observador. Esse é um exemplo didatico que evidencia o quanto, dada uma equagao bésica
da Fisica, pode-se aprender sobre as particularidades das transformacgoes que mantém a sua
forma invariante.

Nos dois casos aqui citados, tanto as transformacoes de coordenadas de Galileu quanto
de Lorentz sao lineares e formam grupos matematicos. O que as difere entre si é a estrutura
bésica do espaco-tempo, com reflexos nas relagoes entre as coordenadas para dois referenciais
inerciais observando o mesmo fendmeno. No caso classico, admite-se um espaco euclideano
e um tempo absolutos, a la Newton; no caso relativistico, Einstein introduziu a relatividade
entre o espaco e o tempo, que passam a nao ser independentes, integrando, entao, um espago-
tempo quadridimensional.

E claro que ao se considerar uma descricdo dinamica a partir de uma equagao diferencial
(ou um conjunto delas) como ponto de partida de qualquer anélise sobre sua estrutura, se
estd desconsiderando a histéria de sua construcao. Entretanto, por construcgao, se ela descreve
corretamente os fendomenos fisicos aos quais se aplica, tal equacao basica deve ser compativel
com os conceitos de espago e tempo vigentes a época. Isso é particularmente verdade para
o conjunto das leis de Newton, que pressupoem que tanto o espaco quanto o tempo sejam
absolutos. Mas isso, em um primeiro momento, nao é verdadeiro para o sistema de equagoes
de Maxwell. Por exemplo, refletindo sobre o significado da teoria de Maxwell, Heinrich Hertz
afirma que: A teoria de Mazwell é o sistema de equacdes de Mazwell. Isso quer dizer que
esse sistema de equagoes diferenciais para os campos elétricos e magnéticos, estabelecidas a
partir de uma visao mecanicista de cunho newtoniano, constitui a base da explicacao causal
dos fenémenos eletromagnéticos, independentemente de como foram obtidas. Esses campos
adquirem um novo significado fisico, nao obstante o fato de as suas equagoes terem sido
determinadas com base em uma visao mecanicista do Eletromagnetismo, que se demonstrou
ser incorreta. Mas foi exatamente esta incongruéncia que levou Einstein a reconsiderar a
estrutura do Eletromagnetismo a luz dos conceitos cldssicos de espago e tempo.

Por outro lado, costuma-se dizer que a Teoria da Relatividade de Einstein, embora tendo
sido elaborada tendo a covariancia do Eletromagnetismo como paradigma, acabou se transfor-
mando em uma teoria para o espago-tempo. Em especial, Max Born [2], cita o seguinte trecho
de uma carta de Einstein:
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A nova caracteristica [da teoria da relatividade de 1905] foi a compreensao do facto de
que as transformacoes de Lorentz transcendem suas conexdes com as equagoes de Mazwell
e, em geral, dizem respeito a natureza do espaco e do tempo. Um novo resultado é que a
“invariancia de Lorentz” € uma condicdo geral para qualquer teoria fisica. Isso foi para
mim de particular importancia porque eu jd tinha descoberto anteriormente que a teoria
de Maxwell nao levava em conta a microestrutura da radiacdo e, portanto, nao poderia
ter validade geral.

Nas palavras de Arthur I. Miller [3],

Enquanto Lorentz e Poincaré consideraram as transformacgoes de Lorentz como um postu-
lado separado necessdrio para derivar a covaridncia da teoria eletromagnética, [...| Eins-
tein deduziu estas transformacoes a partir de dois axiomas que diziam respeito a “natureza
do espago e do tempo em geral”.

Dito isso, apenas o caso da Mecanica, associado as transformacoes de Galileu, sera tratado
aqui. Em contrapartida ao que foi dito anteriormente, pode-se inverter o enfoque, admitindo
vélidas as leis de Newton e o Principio da Relatividade (contido na 12 lei) e as expressoes
matematicas dessas transformacoes desconhecidas; a partir dai, buscam-se restrigbes sobre
essas. Assim, nesta nota didatica, mostra-se que os resultados conhecidos sobre as trans-
formacoes de Galileu, baseados no requerimento que as transformagoes entre as coordenadas
cartesianas associadas a dois referenciais inerciais tém a estrutura de grupo, e na hipdtese
de homogeneidade espago-temporal, estao implicitos na prépria estrutura matematica da se-
gunda lei de Newton e podem ser reveladas de uma maneira simples e intuitiva. Para isso,
a equacao dinamica da Mecéanica newtoniana é admitida como verdadeira e se indaga o que
sua estrutura matematica pode dizer sobre as transformacoes de Galileu. Seriam elas tnicas,
por exemplo? Que expressoes matematicas podem assumir?

Em particular, o objetivo aqui é mostrar que, formalmente, as expressoes matematicas das
transformacoes lineares de Galileu podem ser deduzidas a partir da imposicao do principio
da invariancia de Galileu as leis de Newton, sem necessariamente considerar as hipéteses de
homogeneidade e isotropia do espaco, e da homogeneidade do tempo. A prépria linearidade
das transformacgoes, é bom insistir, é deduzida a partir das leis de Newton.

Sem perda de generalidade, o texto limita-se a andlise em uma dimensao espacial, e para
transformagoes homogéneas, uma vez que qualquer transformacao entre sistemas de coordena-
das em referenciais inerciais sempre pode ser reduzida a uma transformagao homogénea entre
sistemas cartesianos de coordenadas, por meio de uma adequada translacao espago-temporal,
juntamente com rotacoes apropriadas dos eixos espaciais, tal que a velocidade relativa dos
referenciais seja ao longo de um dos eixos de coordenadas espaciais.

Considere, para tal, as seguintes transformacoes gerais entre as coordenadas de um ponto
em um sistema cartesiano de referéncia S(z, t) e outro S’(z/,t'), de eixos paralelos cujas origens
coincidem em ¢ =t = 0, e S’ se desloca em movimento de translagao uniforme com relagao
a S, com velocidade V', na diregao e sentido positivo do eixo z (Figura 1),

r — 2= f(xt)

t — t'=g(x,t)
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Figure 1: Sistemas de coordenadas S e S’, de eixos paralelos, em dois referenciais distintos

Neste caso, tem-se

, (Of of _|[/of\ dx f
do = <8x> da+ <6t> di = [(m) @ 875] dt

dg Jg dg\ dx 0Og
/ — <
= (w) do -+ (m) dt = [(m) a " 875} dt

Se essas sao as coordenadas de uma particula em movimento, a relacao entre as velocidades

em S e S’ é dada por
of\ dx n g
da’ gz ) dt = ot _u @)
¥ (0g) de 0y
Oxr /) dt Ot
A relacao entre a aceleracoes pode ser determinada por
d*z’  d [da d [u
—=—|— == (- 3
de’2  dt (dt’) dt/ (w) (3)

Segundo a equagao (1), dt’ = wdt, entdo pode-se escrever equacgao (3) como
d /u 1d /u 1 du dw
(@) = s @) = Sl (@) (%)

_ L jdu wfde

Cow? | dt w \ dt

Levando em conta que

;- 3059 - OF ()

d¢ ox
N CIAVE A O%f \ dz  [Of)\ d%x O%f \ dz  9%f
B () () " <8t8m) a <6x> az <8x6t> a o

0z2 dt
0%g \ dx og\ A%z 0%
2<8t8:c)dt+<8x)dt2+8t2

e, analogamente,

do _ (0% (do)’
dt  \ 9x2 dt
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resulta que, coletando os termos similares na equagao (3),
B 1 [0f u (00)] L () [(0) w (]
dr2  w? | dt? |ox oz dt otox w \ OtOx
dz\* [ [ 9*f &g O’ f
() G -2 Gl 5 -2 GA)lY @

Como, de acordo com a 12 lei de Newton e o principio da invariancia, para uma particula
livre a aceleracao deve ser nula em qualquer referencial inercial, a condicao

—+

, . d2z d2a’
particula livte — — =0

at2 = gz

implica que os trés ultimos termos da equagao (4) devam ser nulos e, portanto, que as fungoes
f(z,t) e g(z,t) sejam lineares em x e t, ou seja, suas respectivas derivadas parciais de segunda
ordem sejam nulas, e as derivadas parciais de primeira ordem sejam constantes,

of of
9l _ 4 B
ox ot
dg dg
—_— = _— = D
oz ¢ ot

Assim, as relacbes entre as coordenadas podem ser escritas como
flz,t) =2’ =Ax+ Bt
g(z,t) =t/ =Cx+ Dt
em que A, B, C e D sao constantes a determinar.

A relacao entre as velocidades é dada por

dz’  wu 1 dz

— =—=—-(A—+1B

d¢’ woow ( de + > (5)
e, entre a aceleracoes, por

42’ 1 U d%x

ar (gt ) ar

de’'2 w2 ( wC dt2 (6)

A imposicao do principio da invariancia & 22 lei de Newton, implica que a equagao de mo-
vimento para uma particula deve ser covariante com relacgao as transformagcoes de coordenadas
entre referenciais inerciais,

2 2,
F<x,dx,t>:md$ = F( dz’ t) L (7)

dt dt Tdt dv

sendo F' a forga sobre a particula segundo o referencial S, e F’ a forga sobre a particula,
segundo o referencial S’.
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Ao se escrever a equagdo (7), admitiu-se, por um momento, que mesmo a massa (m)
da particula sendo constante durante o movimento percebido por um observador em S, em
principio, ela poderia parecer ter outro valor (m’), ainda constante, para um observador em
S’. Ou seja, supos-se que a massa pudesse nao ser um invariante de Galileu, com o objetivo de
verificar se essa hipotese 16gica é compativel ou nao com o principio da invariancia de Galileu.

No entanto, a Mecanica de Newton impoe um outro vinculo as forcas de interacdo sobre
uma particula. Mesmo que a dependéncia funcional de uma forga dependa do referencial ou
do sistema de coordenadas, sua magnitude é a mesma para qualquer referencial inercial, ou
seja, no sentido newtoniano, a magnitude da forca é um invariante com relacao as mudancas
de referenciais inerciais. Nessas condi¢Oes pode-se escrever:

d%z %2’ , d%z <m’> d?z’

F=m—=m—7>=F = — (8)

de2 dt2 a2~ \m ) dr?

Uma maneira de compatibilizar as equacoes (6) e (8) sao as hipdteses

m=m
C=0

dx
=C —+D=1 = D=1
w dt+
A=1

ou seja, que a massa e a aceleracao sao invariantes em mudancas de referenciais.

Para uma particula em repouso em S’, sua velocidade segundo S é igual a velocidade de
S’ em relagao a S, ou seja,
da’ dw

— =0 == —=V = B=-V
dt/ dt

Assim, obtém-se as chamadas transformacoes de Galileu
¥=x-Vt

9)

t'=t

Tal denominacao foi cunhada pelo fisico austriaco Philipp Frank, em 1908, para diferencia-las
das transformagoes de Lorentz [4].

Desse modo, a linearidade das transformacdes de Galileu tem a ver, em tultima andlise,
com a homogeneidade e isotropia do espaco.

Se a 22 lei é interpretada como uma definicdo de forga, a invariancia da aceleragao e
da massa implica a invaridncia da forca e, portanto, da prépria equacao de movimento que
expressa esta lei.
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No entanto, se a 22 lei nao é considerada meramente uma prescri¢gao para se determinar a
forga sobre uma particula, com base na observacao de seu movimento, a invariancia da forca
deve ser estabelecida de modo independente; pela andlise de seu comportamento quando as
grandezas envolvidas em sua definicdo variam em mudancas de referenciais. De fato, se a
forca depende de combinacoes invariantes da posicao ou da velocidade da particula, ou de
intervalos temporais também invariantes, como é o caso de todas as forcas conhecidas a época
de Newton que satisfazem & 32 lei de Newton! a invariancia da 22 lei estd assegurada, assim
como sua covariancia segundo as transformacoes de Galileu.

Referéncias bibliograficas

[1] F. Caruso; V. Oguri, Sobre a covariancia da equagao de d’Alembert: os casos do som e
da luz. Revista Brasileira de Ensino de Fisica 46, €20240200 (2024).

[2] M. Born, Physics in my generation (Springer-Verlag, New York, 1969).

[3] A.L. Miller, Albert Einstein’s Special Theory of Relativity: Emergence (1905) and Early
Interpretation (1905-1911) (Addison-Wesley, Reading, 1981).

[4] P. Franck. Das Relativitatsprinzip der Mechanik und die Gleichungen fiir die elektro-
magnetischen Vorgange in bewegten Korpern (O principio da Relatividade em Mecanica
e as equagoes dos processos eletromagnéticos em corpos em movimento.) Annalen der
Physik 332 (14), p. 897-902.
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