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Usando o teorema espectral no contexto das funcoes de Green, no espaco dos momen-
tos, deduzimos as autofungoes e o espectro de energia dos estados ligados de um neutron
no campo magnético de um condutor linear com corrente. Mostramos também que este
sistema apresenta um novo cenario de funcoes de Green em mecanica quantica nao rela-

tivistica.

Abstract. Using the spectral theorema in context of Green’s function in momentum
space of neutrons in the magnetic field of a linear conductor with current the bound state
energy spectrum and eigenfunctions are deduced. It’s also pointed out that this problem

present a new scenary of Green’s function in non-relativistic quantum mechanics.
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I. INTRODUCAO

Um neutron, num campo magnético externo bidimensional, é um dos poucos sis-
tema fisicodescrito por funcdo de onda de duas componenstesem mecanica quantica
nao-relativistica que pode ser resolvido exatamente. Nada obstante, o neutron ser uma
particula neutra, o momento magnético do seu spin pode interagir com o campo magnético
de um condutor linear com corrente. Os estados quanticos ligados desse sistema, o qual de-
nominamos de neutron Ligado Magneticamente (NLM), foram investigados pela primeira
vez, hé cerca de vinte e quatro anos, por Pron’ko e Stroganov [1]. Eles resolveram a
equagao de Schrédinger independente do tempo no espago de momentos e encontraram um
espectro de energia degenerado, semelhante aos niveis de energia do atomo de hidrogénio
em duas dimensées. Na Ref. [1] foi mostrado também que a degenerescéncia acidental
do NLM estd associada ao grupo de simetria dindmica 0(3), enquanto que, como é bem
conhecido, Fock [2] mostrou que a degenerescéncia acidental dos estados ligados do dtomo
de hidrogénio tridimensional pode ser descrita pelo grupo de simetria dindmica O(4). O
problema espectral do NLM em mecanica quantica nao-relativistica foi também resolvido
recentemente através de trés métodos. O primeiro método foi baseado na supersimetria em
mecanica quantica proposta por Witten [3], o qual tem sido bastante usado como técnica
de resolugao espectral [4]. Especificamente, na representacdo de momento, Voronin [5]
mostrou que o sistema do NLM torna-se um caso particular do potencial supersimétrico
de Poschl-Teller e construiu os estados ligados via o método surpersimétrico de Genden-
shtein, baseado no conceito de potenciais invariante de forma [4]. O segundo método foi
aplicado por R. Bliimel e K. Dietrich [6], convertendo a equagao de Schrédinger do NLM
no espago de configuracoes em uma equacao de quarta ordem de Hamburger, a qual foi
resolvida exatamente. O terceiro método foi baseado em um superpotencial matricial 2x2
deduzido por Rafael, Valdir e Vaidya [8].

Neste trabalho, construimos os estados ligados magneticamente via o teorema espec-
tral, no contexto das funcoes de Green e recentemente deduzimos uma representacao

integral para as respectivas fungoes de Green [7].
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A. FORMULACAO DO PROBLEMA: UMA PARTICULA NEUTRA
NAO-RELATIVISTICA DE SPIN 1/2 NUM CAMPO MAGNETICO EXTERNO

O nosso problema basicamente serd a construcao das funcoes de Green, no espago de
momentos bidimensional, para a equacao de Schrodinger com o potencial de interacao
entre o momento magnético do spin de um neutron com massa M e o campo magnético B
de um condutor linear com corrente. Admitindo que tal condutor seja um fio muito fino
e de tamanho infinito com corrente I, iniciamos com a funcao de Green para o operador
de Schrodinger no espaco de configuracao bidimensional, com o potencial de interagao
definido no plano perpendicular ao fio. Por todo esse trabalho, usamos o sistema de
unidades em que a constante (h) de Planck é igual a 27 e a velocidade (c) da luz no vécuo
é igual a unidade, isto é, h = h/2m = ¢ = 1, 0 qual é denominado de sistema de unidades
natural.

2 2
{—ﬁ (%+§—y2> +%(qy—azx) —E} Gg(F, ) = 6(F —r'), (1)
onde o;(i = 1,2) sdo as matrizes de Pauli. Considerando o plano desta pagina descrito
pelas coordenadas x e y, a corrente I estara na direcao perpendicular e saindo da pagina.
O campo magnético externo B , 0 operador de momento magnético do spin do neutron /i
e o potencial

de interacao V(7), respectivamente, sdo dados por
B =2I(—y,z,0)/(2* +¢°), ji=pd, V(7)=—j.B. (2)

A equacao (1) descreve a mecanica quantica nao-relativistica de qualquer particula neutra
de spin 1/2, interagindo com um campo externo B. No caso do néutron, além do spin
ser 1/2 ele possui momento magnético negativo, cujo valor é dado por y = —1.95, nas
unidades do magneton nuclear. Em vez de considerarmos uma transformada de Fourier
para se construir o potencial de interacao correspondente no espago de momentos, como
foi usada no caso Coulombiano, usamos um artificio baseado na funcao delta de Dirac

d(p — I ), que satisfaz as seguintes propriedades:
Go) = [ G0 -, Vil F-F ) = 2w )

Logo, na representacao de momento com a posicao realizada pelo operador diferencial

7 — iV, ™ = 1%+ y* — —Vf,, e, assim, no espaco de momentos, temos:
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- L V Y .
72GE(7“,7~’) — _szGE( :——/GEP —p %dz ) (4)

de modo que a fungao de Green no espaco de momentos 2D, G(p, p ) = Gr(p— P ) =<7p|

e | p’ > satisfaz a seguinte equagao integral

NI R p") 5 . 5
(o +29)G (B, ') — /dzp"gG(p”,p’) = 2Ms(p - p'), (5)
m [P —p" |?
onde 01 e 0, sao as bem conhecidas matrizes de Pauli, pjf = v—2ME, e v = —2ulM
R(p,p') = 02(5 — )1 — 01(F — )2- (6)

Il. ESTADOS LIGADOS: FUNQ(’BES DE GREEN, AUTOFUN(;(SES EO
ESPECTRO DE ENERGIA

Para resolvermos a equacao integral (5), introduzimos coordenada pg, em termos da
energia, o que possibilita a construgao de um espago de momentos como uma projecao es-
tereografica de uma esfera tridimensional, cujas variaveis sao denominadas de coordenadas
de Fock-Schwinger (CFS) [2]. Nesse sentido, assumimos que a coordenada py seja positiva,

o = vV—2MEFE > 0, onde o autovalor de energia ”E” é real e negativo para os estados
ligados. As CFS serao representadas pelo vetor unitdrio tridimensional 7 = (ng, na, no),

o qual é definido em termos do momento linear bidimensional 7 = (p1, p2) e de po,

pi—9" 2popi 0

ng = . M= , (i=1,2), A*=ni+ni4+ni=1 (7)
PG+ pg+ 1 oo

que caracteriza a projecao dos pontos do plano (pi,pz) sobre a superficie de uma es-
fera 3D, ou seja, o espago transformado continua efetivamente sendo bidimensional. As
coordenadas estereograficas em (7) foram usadas pela

primeira vez, no problema do néutron ligado magneticamente, por Pron’ko e Stroganov
[1]. Eles usaram estas coordenadas para resolverem uma equacao integral associada as
fungdes de onda. A esfera 3D de raio py é varrida por © e ¢, de modo que tg(¢) =
‘p| .| P'|= potg(©/2). Nesta representacao geométrica da projecao estereografica, podemos
fazer uma correspondéncia de cada ponto do plano sobre a superficie da esfera 3D, com

excecao apenas do ponto de singularidade.
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O elemento de drea (d2) no espago 2-dimensional definido em termos das CFS, nos
permite escolher convenientemente uma relagao assimétrica entre as respectivas fungoes

delta de Dirac, a saber:

d’n 4p? - 200
A= — = o md’p, §(F—p :(
nog  (p§+1?)? ( ) p§ + p?

)2 5(Q — ). (8)

Esta relacao nos levard para uma equagao integral, cujo Kernel se tornara invariante
sob as rotagoes 3D, representada por O(3). Agora, implementaremos uma transformagao
unitaria U(7) sobre a equacao integral para colocarmos o Kernel muma forma adequada.
O kernel transformado K (7, n), [2 = (6.L)(¢.L + 1), J%I + &.L sdo diagonalizados si-
multaneamente numa mesma base. Aqui, Léo operador de momento angular orbital, S
o operador de spin eJ=L+5o operador de momento angular total. Definindo uma

nova funcao de Green,

S o P —1(N\ (o N = o

tal que a transformagao unitaria satisfaca a seguinte condicao

. N - 1/2
S i 2i0.(iT A n') | 7 —n' |?
UNR)R(p,p)U(n) = —= <1 — = 10
€
=2 =2 .
|ﬁ_]7’ |2: (pO +p )(po +p ) |7_i—n’ |2, (11)

4p3

a equacao integral (5) torna-se:

5(Q— Q) —T(Q,Q) = L /dQ” {— - —”} Q" Q). (12)

Assim, obtemos um Kernel K (7, 7) manifestamente invariante O(3) e comutante,

— — —

(K (7,n), [%]_ = [K(@,n'), J?_ = [K(7,n),J.)- = [K(@,n),T+dLl_-=0 (13)

onde J, é a componente do momento angular na diregao z e

o1 dd.(inn)

7 N — - -~ @007
K(n,n)—47r TS (14)

Obviamente vemos que este fato nos assegura a diagonalizacao simultanea desses oper-
adores e, portanto, podemos expandir o novo Kernel K (7, n') numa base cujos elementos

sa0 os espinores harmonicos esféricos-spin
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@)

D Y )
v (7) = { oy ¢”}, i=1,2. (15)
Y-0.0)
1 l+m+1/2 \1/2 2 {Frm+1/2 \1/2
yi)(@, d)) = ( zg-:-l/ ))\Q,mil/z ) y(i)(@, d)) =+ ( :FZZ-:-l/ )Aé,mil/z ) (16)

onde ¢ é o momento angular orbital e m = m; = m,+1/2 é o numéro quantico magnético
total, de modo que my, = —/,...,¢. As equacoes de autovalor para o operador comutante

(T + #.L) sdo dadas por:

1+6.0)¥) = (G +1/205), j=r+1/2
_l’_

1+6.0)TD = —(j+1/282 j=(+1)-1. (17)

jmo

Com estas equagdes de autovalor encontraremos a expansao de K (7i,n') em termos dos

. 7 . ~ o .
espinores \IIS%, e demonstraremos que o novo Kernel resolve a seguinte equacao matricial:

(14 G.L)K(it,n') = §(ii —n'), (18)
onde a relacao de completeza para a funcao delta de Dirac é representada em termos dos

dois espinores \Ifg ) o p?

jm
@ t &) t
62— ) =3 (TRQTD] (@) + ¥ (@) (19)
7,m
Pois, a base formada somente por espinores do tipo \Il(l) ou \If( ) ndo gera um
espaco completo. Substituindo esta representacao para a funcao delta de Dirac em
(18) e usando as equagoes de autovalor (7), obtemos a expansao desejada:

(i) = 3 gy (Ve o) — v e ). (20)

j+1/2

Para completar a nossa demonstracao, o proximo passo serd mostrar que a funcao de
Green dada por (20) é exatamente o novo Kernel definido em (14), ou seja, devemos provar
que (14) também resolve (18). Ora, como o Kernel transformado é uma matriz 2x2, entao
uma solucio possivel mais geral para K (7, n/) de (18) pode ser escrita, expandindo-o na

base 1, 01,07, 03, ou seja:

onde Ko é uma constante e K1(i, n') é um vetor 3D. Inserindo (21) em (18), encontramos:
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LK) = —Kol+6(ii —n'). (22)
Expandindo K; (7, n') na base
n, n', "nAW, (7, n) =i A KT

omitindo os termos proporcionais a {7, n'}, que contribuem somente para as solugoes da

equagao homogeénea, e lembrando-se que Lit=Lmn = 0, obtemos:
Ki(7i,n') = ifi A (7T — ) Kif = —ift AV, K¢ (23)

onde Ki- é uma funcio que depende somente do médulo | 7@ —n' | | Ki- = Y(| @ —n' |).

De (23) em (22), vemos que
2Y(| i —n'|) = —Ko + 6(7 — n). (24)

Os vetores unitarios 3D, 7 = (ng,ny, no), que representam as coordenadas estereograficas
de Fock e Schwinger [2], podem ser escritos em termos das coordenadas polares, 1 =

(sen® cos ¢, sen®seng, cos ©), assim, a equagao (24) nos fornece:

(|7 —n'|) = —koln(l — cos¥) (25)
1
cos(¥) = cos(0O) cos(O') + sen(O)sen(0’) cos(¢p — ¢'), ko = o
T
Usando | i+ n' || @ —n' | ¢* = —(7@ A n/), onde ¢* = —sen(¢)ey + cos(¢)e, é o vetor
unitario na direcao de ¢, assim obtemos a seguinte identidade:
1 i0.(1 A T;’) 1 o) (1)T @ (g @T /.7
— N 7 o (U (7) Y — v ")) . 2

Esta identidade foi usada pela primeira vez por Pron’ko e Stroganov, no calculo das
autofuncgoes e o espectro de energia [1]. Agora, podemos resolver a equagao integral (14)

fazendo uma expanssao da matriz I'(7, n/) em termos dos espinores \11521

Jm ]m
7]7

Substituindo (29) em (14), obtemos:

&)
e 1= CL (1 + 2(j+iy/2)p0 ) ) (28)

S )
2(j+1/2)po
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e, por sua vez, a fun¢ao de Green transformada I'(7i, n’) torna-se

1) @, W ) UV
_ O () oD () o,
(i)=Y L T " . U= ——. (29)
jm (1- J'+1/2) I+ j+1/2 2po

Como as constantes vy >0 e po > 0, logo é 6bvio que a constante v é menor do que

zero. Neste caso, vemos que a fungao de Green deduzida acima tém pdlos quando
v=j+1/2, j=1/2,3/2,.... (30)

Portanto, obtemos os seguintes autovalores de energia para os estados ligados:

2 2,2

Po I*p

Bj=—20 — _ M. 31
J oM 2(j + 3)? (31)

De acordo com o teorema espectral no contexto das fungoes de Green, as autofuncoes de

energia dos estados ligados sao exatamente os residuos nos pélos. Por conseguinte, é ficil

@ _ 1

im = WU *1ijn(0, ¢) é o auto-espinor associado ao autovalor E;. Vale

ver que W
a pena salientar que se a corrente I percorresse o condutor em sentido contrario o auto-

. . 2
espinor seria ¢

im» mas os autovalores de energia nao mudariam, pois ambos hamiltoniano

estao relacionados pela transformagao unitaria os.

111. CONCLUSAO

Em nossa abordagem puramente tedrica, a partir da equacao integral das funcoes
de Green para o Néutron Ligado Magneticamente (NLM) no espago de momentos 2D,
introduzimos as coordenadas de Fock-Schwinger (CFS) [2] e uma transformacao unitaria
que possibilitaram uma solugao exata da equacao integral transformada. Com as CFS
o espago de momentos 2D é entendido como sendo uma projegao estereografica de uma
esfera num espaco tridimensional. Neste espago, construimos as autofuncoes e o espectro
de energia dos estados quanticos do NLM, via o teorema espectral no contexto das funcoes
de Green para energia negativa. Um trabalho mais detalhado e contendo a forma explicita
da transformacao unitaria e uma representagao integral das funcoes de Green deduzidas
acima estd na Ref. [7].

Finalizando gostariamos de enfatizar que, em geral, a funcao de Green de sistemas
quanticos é representada com os autovalores de energia sendo os polos e sem parte reg-

ular. Entretanto, neste trabalho, vimos que a funcao de Green para o néutron ligado
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magneticamente proporciona um novo cenario em mecancia quantica nao relativistica.

Ela tem uma parte regular e outra parte com polos.
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