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Usando o teorema espectral no contexto das funç�oes de Green, no espaço dos momen-

tos, deduzimos as autofunç�oes e o espectro de energia dos estados ligados de um neutron

no campo magnético de um condutor linear com corrente. Mostramos também que este

sistema apresenta um novo cenário de funç�oes de Green em mec�anica qu�antica n�ao rela-

tiv́õstica.

Abstract. Using the spectral theorema in context of Green�s function in momentum

space of neutrons in the magnetic Þeld of a linear conductor with current the bound state

energy spectrum and eigenfunctions are deduced. It�s also pointed out that this problem

present a new scenary of Green�s function in non-relativistic quantum mechanics.
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I. INTRODUÇÃO

Um neutron, num campo magnético externo bidimensional, é um dos poucos sis-

tema f́õsicodescrito por funç�ao de onda de duas componenstesem mec�anica qu�antica

n�ao-relativ́õstica que pode ser resolvido exatamente. Nada obstante, o neutron ser uma

part́õcula neutra, o momento magnético do seu spin pode interagir com o campo magnético

de um condutor linear com corrente. Os estados qu�anticos ligados desse sistema, o qual de-

nominamos de neutron Ligado Magneticamente (NLM), foram investigados pela primeira

vez, há cerca de vinte e quatro anos, por Pron�ko e Stroganov [1]. Eles resolveram a

equaç�ao de Schrödinger independente do tempo no espaço de momentos e encontraram um

espectro de energia degenerado, semelhante aos ńõveis de energia do átomo de hidrog�enio

em duas dimens�oes. Na Ref. [1] foi mostrado também que a degeneresc�encia acidental

do NLM está associada ao grupo de simetria din�amica 0(3), enquanto que, como é bem

conhecido, Fock [2] mostrou que a degeneresc�encia acidental dos estados ligados do átomo

de hidrog�enio tridimensional pode ser descrita pelo grupo de simetria din�amica O(4). O

problema espectral do NLM em mec�anica qu�antica n�ao-relativ́õstica foi também resolvido

recentemente através de tr�es métodos. O primeiro método foi baseado na supersimetria em

mec�anica qu�antica proposta por Witten [3], o qual tem sido bastante usado como técnica

de resoluç�ao espectral [4]. EspeciÞcamente, na representaç�ao de momento, Voronin [5]

mostrou que o sistema do NLM torna-se um caso particular do potencial supersimétrico

de Pöschl-Teller e construiu os estados ligados via o método surpersimétrico de Genden-

shte�in, baseado no conceito de potenciais invariante de forma [4]. O segundo método foi

aplicado por R. Blümel e K. Dietrich [6], convertendo a equaç�ao de Schrödinger do NLM

no espaço de conÞguraç�oes em uma equaç�ao de quarta ordem de Hamburger, a qual foi

resolvida exatamente. O terceiro método foi baseado em um superpotencial matricial 2x2

deduzido por Rafael, Valdir e Vaidya [8].

Neste trabalho, construimos os estados ligados magneticamente via o teorema espec-

tral, no contexto das funç�oes de Green e recentemente deduzimos uma representaç�ao

integral para as respectivas funç�oes de Green [7].
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A. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA: UMA PARTÍCULA NEUTRA

NÃO-RELATIVÍSTICA DE SPIN 1/2 NUM CAMPO MAGNÉTICO EXTERNO

O nosso problema basicamente será a construç�ao das funç�oes de Green, no espaço de

momentos bidimensional, para a equaç�ao de Schrödinger com o potencial de interaç�ao

entre o momento magnético do spin de um neutron com massa M e o campo magnético !B

de um condutor linear com corrente. Admitindo que tal condutor seja um Þo muito Þno

e de tamanho inÞnito com corrente I, iniciamos com a funç�ao de Green para o operador

de Schrödinger no espaço de conÞguraç�ao bidimensional, com o potencial de interaç�ao

deÞnido no plano perpendicular ao Þo. Por todo esse trabalho, usamos o sistema de

unidades em que a constante (h) de Planck é igual a 2π e a velocidade (c) da luz no vácuo

é igual a unidade, isto é, h̄ = h/2π = c = 1, o qual é denominado de sistema de unidades

natural.!
− 1

2M

"
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2

#
+

2µI

x2 + y2
(σ1y − σ2x)− E

$
GE(!r, !r") = δ(!r − !r"), (1)

onde σi(i = 1, 2) s�ao as matrizes de Pauli. Considerando o plano desta página descrito

pelas coordenadas x e y, a corrente I estará na direç�ao perpendicular e saindo da página.

O campo magnético externo !B, o operador de momento magnético do spin do neutron !µ

e o potencial

de interaç�ao V (!r), respectivamente, s�ao dados por

!B = 2I(−y, x, 0)/(x2 + y2), !µ = µ!σ, V (!r) = −!µ. !B. (2)

A equaç�ao (1) descreve a mec�anica qu�antica n�ao-relativ́õstica de qualquer part́õcula neutra

de spin 1/2, interagindo com um campo externo !B. No caso do n�eutron, além do spin

ser 1/2 ele possui momento magnético negativo, cujo valor é dado por µ = −1.95, nas
unidades do magneton nuclear. Em vez de considerarmos uma transformada de Fourier

para se construir o potencial de interaç�ao correspondente no espaço de momentos, como

foi usada no caso Coulombiano, usamos um artif́õcio baseado na funç�ao delta de Dirac

δ(!p− !p"), que satisfaz as seguintes propriedades:

G(!p, !p") =
%
G(!p"", !p")δ(!p"" − !p)d2p"", ∇2

p&n(| !p− !p" |) = 2πδ(!p− !p"). (3)

Logo, na representaç�ao de momento com a posiç�ao realizada pelo operador diferencial

!r → i∇p,!r
2 = x2 + y2 → −∇2

p, e, assim, no espaço de momentos, temos:
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!r

x2 + y2
GE(!r, !r")→ i∇p

−i∇2
p

GE(!p− !p") = − i

2π

%
GE(!p"" − !p") (!p−

!p"")

| !p− !p"" |2d
2p"", (4)

de modo que a funç�ao de Green no espaço de momentos 2D,G(!p, !p") ≡ GE(!p− !p") =< !p |
�GE | !p" >, satisfaz a seguinte equaç�ao integral

(p2
0 + !p

2)G(!p, !p")− iγ
π

%
d2p""

R(!p, !p"")

| !p− !p"" |2G(
!p"", !p") = 2Mδ(!p− !p"), (5)

onde σ1 e σ2 s�ao as bem conhecidas matrizes de Pauli, p2
0 ≡

√−2ME, e γ = −2µIM .

R(!p, p") = σ2(!p− !p")1 − σ1(!p− !p,)2. (6)

II. ESTADOS LIGADOS: FUNÇÕES DE GREEN, AUTOFUNÇÕES E O

ESPECTRO DE ENERGIA

Para resolvermos a equaç�ao integral (5), introduzimos coordenada p0, em termos da

energia, o que possibilita a construç�ao de um espaço de momentos como uma projeç�ao es-

tereográÞca de uma esfera tridimensional, cujas variáveis s�ao denominadas de coordenadas

de Fock-Schwinger (CFS) [2]. Nesse sentido, assumimos que a coordenada p0 seja positiva,

p0 ≡
√−2ME > 0, onde o autovalor de energia �E� é real e negativo para os estados

ligados. As CFS ser�ao representadas pelo vetor unitário tridimensional !n = (n1, n2, n0),

o qual é deÞnido em termos do momento linear bidimensional !p = (p1, p2) e de p0,

n0 =
p2

0 − !p2

p2
0 + !p

2
, ni =

2p0pi
p2

0 + !p
2
, (i = 1, 2), !n2 = n2

0 + n
2
1 + n

2
2 = 1 (7)

que caracteriza a projeç�ao dos pontos do plano (p1, p2) sobre a superf́õcie de uma es-

fera 3D, ou seja, o espaço transformado continua efetivamente sendo bidimensional. As

coordenadas estereográÞcas em (7) foram usadas pela

primeira vez, no problema do n�eutron ligado magneticamente, por Pron�ko e Stroganov

[1]. Eles usaram estas coordenadas para resolverem uma equaç�ao integral associada as

funç�oes de onda. A esfera 3D de raio p0 é varrida por Θ e φ, de modo que tg(φ) =

p2

|p| , | !p |= p0tg(Θ/2). Nesta representaç�ao geométrica da projeç�ao estereográÞca, podemos

fazer uma correspond�encia de cada ponto do plano sobre a superf́õcie da esfera 3D, com

exceç�ao apenas do ponto de singularidade.
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O elemento de área (dΩ) no espaço 2-dimensional deÞnido em termos das CFS, nos

permite escolher convenientemente uma relaç�ao assimétrica entre as respectivas funç�oes

delta de Dirac, a saber:

dΩ ≡ d2n

n0
=

4p2
0

(p2
0 + !p

2)2
d2p, δ(!p− !p") =

"
2p0

p2
0 + !p

2

#2

δ(Ω− Ω"). (8)

Esta relaç�ao nos levará para uma equaç�ao integral, cujo Kernel se tornará invariante

sob as rotaç�oes 3D, representada por O(3). Agora, implementaremos uma transformaç�ao

unitária U(!n) sobre a equaç�ao integral para colocarmos o Kernel muma forma adequada.

O kernel transformado K(!n, !n"), !L2 = (!σ.!L)(!σ.!L + !1), !J2e!1 + !σ.!L s�ao diagonalizados si-

multaneamente numa mesma base. Aqui, !L é o operador de momento angular orbital, !S

o operador de spin e !J = !L + !S o operador de momento angular total. DeÞnindo uma

nova funç�ao de Green,

Γ(!n, !n") ≡ p2
0

M [(1 + n0)(1 + n"0)]3/2
U−1(!n)G(!p, !p")U(!n") = Γ�(!n",!n), (9)

tal que a transformaç�ao unitária satisfaça a seguinte condiç�ao

U �(!n)R(!p, !p")U(!n") = − i
2

&
1− 2iσ.(!n ∧

!n")

| !n− !n" |

2
'
p0

| !n− !n" |2
(1 + n0)(1 + n"0)

1/2

(10)

e

| !p− !p, |2= (p0 + !p
2)(p0 + !p

,2)

4p2
0

| !n− !n" |2, (11)

a equaç�ao integral (5) torna-se:

δ(Ω− Ω")− Γ(Ω,Ω") = γ

2p0

%
dΩ""

&
1

4π
− i!σ.(!n ∧ !n")
2π | !n− !n" |2

'
Γ(Ω"",Ω"). (12)

Assim, obtemos um Kernel K(!n,!n") manifestamente invariante O(3) e comutante,

[K(!n, !n"), !L2]− = [K(!n, !n"), !J2]− = [K(!n, !n"), Jz]− = [K(!n, !n"),!1 + !σ.!L]− = 0, (13)

onde Jz é a componente do momento angular na direç�ao z e

K(!n, !n") =
1

4π
− i!σ.(!n ∧ !n")
2π | !n− !n" |2 . (14)

Obviamente vemos que este fato nos assegura a diagonalizaç�ao simult�anea desses oper-

adores e, portanto, podemos expandir o novo Kernel K(!n, !n") numa base cujos elementos

s�ao os espinores harm�onicos esféricos-spin
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Ψ
(i)
!m(!n) =

!
y

(i)
+(θ,φ)

y
(c)
−(θ,φ)

$
, i = 1, 2. (15)

y
(1)
± (Θ,φ) = (

!±m+1/2
2!+1

)
1/2
λ!,m±1/2 , y

(2)
± (Θ,φ) = ∓ ( !∓m+1/2

2!+1
)

1/2
λ!,m±1/2 , (16)

onde & é o momento angular orbital e m ≡ mj = m!±1/2 é o numéro qu�antico magnético
total, de modo que m! = −&, . . . , &. As equaç�oes de autovalor para o operador comutante
(!1 + !σ.!L) s�ao dadas por:

(1 + !σ.!L)Ψ
(1)
jm = (j + 1/2)Ψ

(1)
jm, j = &+ 1/2

(1 + !σ.!L)Ψ
(2)
jm = −(j + 1/2)Ψ(2)

jm, j = (&+ 1)− 1. (17)

Com estas equaç�oes de autovalor encontraremos a expans�ao de K(!n, !n") em termos dos

espinores Ψ
(i)
jm, e demonstraremos que o novo Kernel resolve a seguinte equaç�ao matricial:

(1 + !σ.!L)K(!n, !n") = δ(!n− !n"), (18)

onde a relaç�ao de completeza para a funç�ao delta de Dirac é representada em termos dos

dois espinores Ψ
(1)
jm e Ψ

(2)
jm,

δ(Ω− Ω") =
(
j,m

)
Ψ

(1)
jm(Ω)Ψ

(1)�
jm(Ω

") +Ψ(2)
jm(Ω)Ψ

(2)�
jm(Ω

")
*
. (19)

Pois, a base formada somente por espinores do tipo Ψ
(1)
jm ou Ψ

(2)
jm n�ao gera um

espaço completo. Substituindo esta representaç�ao para a funç�ao delta de Dirac em

(18) e usando as equaç�oes de autovalor (7), obtemos a expans�ao desejada:

K(!n, !n") =
(
j,m

1

(j + 1/2)

)
Ψ

(1)
jm(!n)Ψ

(1)†
jm (!n

")− Ψ(2)
jm(!n)Ψ

(2)†
jm (!n

")
*
. (20)

Para completar a nossa demonstraç�ao, o próximo passo será mostrar que a funç�ao de

Green dada por (20) é exatamente o novo Kernel deÞnido em (14), ou seja, devemos provar

que (14) também resolve (18). Ora, como o Kernel transformado é uma matriz 2x2, ent�ao

uma soluç�ao posśõvel mais geral para K(!n, !n") de (18) pode ser escrita, expandindo-o na

base 1, σ1, σ2, σ3, ou seja:

K(!n, !n") = K01+ !σ. !K1(!n, !n"), (21)

onde K0 é uma constante e !K1(!n, !n") é um vetor 3D. Inserindo (21) em (18), encontramos:
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!L. !K1 = −K01+ δ(!n− !n"). (22)

Expandindo !K1(!n, !n") na base

!n, !n", !n ∧ !n", !K1(!n, !n") = i!n ∧ !n"K⊥
1

omitindo os termos proporcionais a {!n, !n"}, que contribuem somente para as soluç�oes da

equaç�ao homog�enea, e lembrando-se que !L.!n = !L.!n" = 0, obtemos:

!K1(!n, !n") = i!n ∧ (!n− !n")K⊥
1 = −i!n ∧ !∇nK

⊥
1 (23)

onde K⊥
1 é uma funç�ao que depende somente do módulo | !n− !n" | , K⊥

1 = Υ(| !n − !n" |).
De (23) em (22), vemos que

L2Υ(| !n− !n" |) = −K0 + δ(!n− !n"). (24)

Os vetores unitários 3D,!n = (n1, n2, n0), que representam as coordenadas estereográÞcas

de Fock e Schwinger [2], podem ser escritos em termos das coordenadas polares, !n =

(senΘ cosφ, senΘsenφ, cosΘ), assim, a equaç�ao (24) nos fornece:

Υ(| !n− !n" |) = −k0 ln(1− cosϑ) (25)

cos(ϑ) = cos(Θ) cos(Θ") + sen(Θ)sen(Θ") cos(φ− φ"), k0 =
1

4π
.

Usando | !n + !n" || !n − !n" | φ∗ = −(!n ∧ !n"), onde φ∗ = −sen(φ)e1 + cos(φ)e2 é o vetor

unitário na direç�ao de φ, assim obtemos a seguinte identidade:

1

4π
− i!σ.(!n ∧ !n")
2π | !n− !n, |2 =

(
j,m

1

(j + 1/2)
(Ψ

(1)
jm(!n)Ψ

(1)†
jm (!n

")− Ψ(2)
jm(!n)Ψ

(2)�
jm (!n

") ) . (26)

Esta identidade foi usada pela primeira vez por Pron�ko e Stroganov, no cálculo das

autofunç�oes e o espectro de energia [1]. Agora, podemos resolver a equaç�ao integral (14)

fazendo uma expanss�ao da matriz Γ(!n, !n") em termos dos espinores Ψ
(i)
jm

Γ(!n, !n") =
(
i,j,m

a
(i)
jmΨ

(i)
jm(!n)Ψ

(i)�
jm (!n

"). (27)

Substituindo (29) em (14), obtemos:

1 = a
(1)
jm ( 1− γ

2(j+1/2)p0
) e 1 = a

(2)
jm ( 1 +

γ
2(j+1/2)p0

) , (28)
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e, por sua vez, a funç�ao de Green transformada Γ(!n, !n") torna-se

Γ(!n, !n") =
(
jm

+
ψ

(1)
jm(!n)ψ

(1)†
jm (!n

")

(1− υ
j+1/2

)
+
ψ

(2)
jm(!n)ψ

(2)†
jm (!n

")

1 + υ
j+1/2

,
, ν ≡ − γ

2p0
. (29)

Como as constantes γ > 0 e p0 > 0, logo é óbvio que a constante ν é menor do que

zero. Neste caso, vemos que a funç�ao de Green deduzida acima t�em pólos quando

ν = j + 1/2, j = 1/2, 3/2, . . .. (30)

Portanto, obtemos os seguintes autovalores de energia para os estados ligados:

Ej = − p2
0

2M
= − I2µ2

2(j + 1
2
)2
M. (31)

De acordo com o teorema espectral no contexto das funç�oes de Green, as autofunç�oes de

energia dos estados ligados s�ao exatamente os reśõduos nos pólos. Por conseguinte, é fácil

ver que Ψ
(1)
jm = 1

(1+n0)3/2
�U−1Y +

jm(θ,φ) é o auto-espinor associado ao autovalor Ej . Vale

a pena salientar que se a corrente I percorresse o condutor em sentido contrário o auto-

espinor seria Ψ
(2)
jm, mas os autovalores de energia n�ao mudariam, pois ambos hamiltoniano

est�ao relacionados pela transformaç�ao unitária σ3.

III. CONCLUSÃO

Em nossa abordagem puramente teórica, a partir da equaç�ao integral das funç�oes

de Green para o N�eutron Ligado Magneticamente (NLM) no espaço de momentos 2D,

introduzimos as coordenadas de Fock-Schwinger (CFS) [2] e uma transformaç�ao unitária

que possibilitaram uma soluç�ao exata da equaç�ao integral transformada. Com as CFS

o espaço de momentos 2D é entendido como sendo uma projeç�ao estereográÞca de uma

esfera num espaço tridimensional. Neste espaço, constrúõmos as autofunç�oes e o espectro

de energia dos estados qu�anticos do NLM, via o teorema espectral no contexto das funç�oes

de Green para energia negativa. Um trabalho mais detalhado e contendo a forma expĺõcita

da transformaç�ao unitária e uma representaç�ao integral das funç�oes de Green deduzidas

acima está na Ref. [7].

Finalizando gostaŕõamos de enfatizar que, em geral, a funç�ao de Green de sistemas

qu�anticos é representada com os autovalores de energia sendo os pólos e sem parte reg-

ular. Entretanto, neste trabalho, vimos que a funç�ao de Green para o n�eutron ligado
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magneticamente proporciona um novo cenário em mec�ancia qu�antica n�ao relativ́õstica.

Ela tem uma parte regular e outra parte com pólos.
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