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RESUMO

Generaliza-se o principio variacional quantico, dependen
te do tempo, para o caso de operadores Hamiltonianos contendo pa-
rametros reais e suas derivadas temporais. O sistema variacional
obtido & constituido de uma equacg¢ao de Schrddinger acoplada a um
sistema de equacdes de Lagrange, onde a Lagrangeana € o valor me-
dio do operador Hamiltoniano parametrizado. A dinamica consequen-
te do principio variacional, descreve a interacao entre uma sub-
dinamica g-number com uma subdinamica c-number. Na aproximagao
W.K.B. de ordem (A)°, o sistema variacional reduz-se a uma equa-
cdo do tipo Hamilton-Jacobi, acoplada a uma familia de equagdes de
Lagrange. As caracteristicas formais do sistema variacional obti-
do sao apropriadas para a descricao de interacOes g-number - c-num

ber, adiabaticas e nao adiabaticas, dependentes do tempo.

Palavras-chave: Mecanica quantica; Formalismo.
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1 INTRODUGAO

O problema de dinamicas envolvendo variaveis do tipo "c-
-number", juntamente com variaveis do tipo "g-number", €& de gran
de relevancia para o entendimento do mecanismo de transicao de
uma descricdo puramente quantica, a uma descrigao a nivel 'pura-
mente classica. Este tipo de dindmica, hibrida, "semi-classica",
tem sido arena recente de interessantes trabalhos*’2’3, Sudarshan®’
e Gordov® consideram, de inicio, um modelo dinamico totalmente quan
tico, reduzido posteriormente a uma descricao "semi-classica". Pa
ra isso Sudarshan, em particular, impde regras de superselegao
a seu modelo, enquanto Gordov recorre a um espa¢o de Hilbert es-
tendido, gerado por um processo de produto exterior. Por outro la

7 inte-

do, Greiner", como outros pesquisadores da area nuclear®’
ressados em processos nao adiabaticos nucleares, admite em seu
modelo, desde o inicio, a presenca de uma dinamica coletiva, clas
sica, descrita por parametros reais dependentes do tempo, junta-
mente com uma dindmica nio coletiva, dotada de carater quantico.
Em nenhum desses tratamentos ha a indicagao da existéncia de um
principio variacional, capaz de gerar um sistema de equacOes di-
namicas acopladas, representativas da interacao entre os aspectos
"g-number" com os aspectos "c-number" da mesma dinamica globai. O
objetivo do presente trabalho &€ a obtencdo, a partir de um prin-
cipio variacional, de equagdes representativas do acoplamento en
tre o aspecto quantico e o' aspecto paramétrico, "c-number", cons
tituintes de uma dinémica "semi-classica", global. A aproximagao
W.K.B. é avaliada e mostra-se coincidente, na ordem (#)°?, com as

equacoOes variacionais classicas provenientes de  Hamiltonianas

classicas parametrizadas, do tipo Routh®.
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2 A ACAO CLASSICA PARA HAMILTONIANAS PARAMETRIZADAS

Consideremos a Hamiltoniana parametrizada

’ J oJ n .. j.. J
H(XJ,p.;X ,X7) = z xIp. -~ L(x ,x3:x7,x7) (2-1)
i oy T
J_
onde os (xJ,pj), j=1,...,n; sd3o n pares de variaveis canonicamen
te associadas e (xJ,iJ) J=1,...,R; s3o R pares de parametros re-

ais e suas respectivas derivadas temporais. As n coordenadas {xJ},

sao, sem perda de generalidade, cartesianas ortogonais. Analoga-
~ J - .

mente, os R parametros {x"} sao supostas coordenadas cartesianas

ortogonais de um espag¢o configuracional, V associado a um sis-

RI
tema dinamico externo em interacao com o sistema can6nico{xj43},
considerado como sistema interno. A dinamica interna & represen-
tada na Hamiltoniana (2-1), mas a presenca dos parametros permi-
tira, em um principio variacional, a descrigcdo da interacao .en-
tre as dindmicas interna e a paramétrica, esta considerada exter
na. O caso mais simples, frequentemente admitido na literatura,
€ o da acdo da dinadmica parametrica (externa) sem a consequente
reagéo, 0 gue corresponde aos xJ(t) serem prescritos’.

Por conveniéncia, vamos postular a validade das "trans-
formagées de Legendre, i.e,, vamos admitir a condigao de regula-

ridade determinantal:

S it A

a;(j a}.{k # 0 14 j’k = l’neo’n . (2_2)

Seja, entao, a acao:
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-3 -
t2 oo, 3 J J
A = J { Y x¥p, ~ H(x?,p.;x",x")}at . (2-3)
S = ] J
=1
1
Considerando-se variacOes primeiras, 6[ e 6[} de (2-3) nulas, a

.

extremos fixos, com GixJ e Glpj independentes e arbitrarias, mas

!
6li=O; e, posteriormente fazendo-se 6||x3=61|pj=0, com 6]1xJ ar

bitrarias, obtém-se as equagOes variacionais seguintes:

O] : S @j - - iﬁ% ; (2-4)
Sp. 9
P X
ERIC IR IC TR (2-4)

dt 5% oxJ

O sistema de equacoes (2-4), (2-4'), especifica uma dinadmica Ha-
miltoniana (interna) em interacao com uma dinadmica - lagrangeana
(externa), paramétrica.

Consideremos agora, variacdes A, dos extremos da (2-3),

da forma A=§ + At é%, onde liberam-se o0Os AxJ, mas impdoe-se a con-

dicao

Ax~ =0 ’ para J=1,...,R . (2-5)

como as equacoes (2-4) e (2-4') sdo validas entre os extremos,

tem-se:

t

(2 -
AA(Ax7=0) = (8+At ) {x1p. - H}dt =
dt . J
1
. s t, . ty
= [pj&é.+AtxJpj-AtH] = [ijxJ— HAt] (2-6)
t

1 )
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Agora, desenvolvendo-se o primeiro membro de (2-6), em
Ax), At, arbitrarios e independentes, obt8m~se em lugar dos (2-4)

e (2-4'), o sistema variacional:

RN P (2-7)
axJ J ot
u ,
...g'_ (aHJ) - 8J=0 . (2—4')
dt 98x ox
rxd = 0 (2-5)
onde A = A(xj;xJ,ﬁJ,t)
i O0A J 3
H = H(x ’__T;X X7) .

X

O sistema (2-4), (2-4'), que & um sistema hibrido, = Lagrangeano-
~Hamiltoniano, € equivalente as formulacOes usuais da mecanica a
nalitica, pois é transformavel, por transformacgdes de legendre em
um sistema puramente Lagrangeano ou puramente Hamiltoniano. 0]
mesmo ja nao ocorre com a descricao dinamica contida no sistema
(2-7), (2-4'), pois este estd sujeito a condicao de contorno (2-5).
Esta condicao assimetriza a dinamica, pois ao permitir variacdes
arbitrarias apenas nas coordenadas internas, ij, caracteriza a
dinamica Lagrangeana como uma dinamica de contorno, no qual esta
imerso o sistema interno, agora descrito ondulatoriamente pelas
equacoes (2-7), que sao do tipo Hamiltoniano-Jacobi. E interes-
sante observar que a descrigao dada pelas (2-7),(2-4"), tem ca-
racteristicas Lagrangeanas, pois € descrita em um espaco de con-

figuragao global, produto cartesiano dos subespacos configura-
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cionais interno e externo. A matriz Jacobiana global,das transfor
magoes admissiveis, é a soma direta das submatrizes Jacobianas cor

respondentes aos subespag¢os respectivos.

3. A ACAO QUANTICA PARA DINAMICAS PARAMETRIZADAS
_ 8/r9 . .-
Como € bem sabido , & equacao fundamental da dinamica
quantica ndo relativista, pode ser extraida de um principio de a-

cao guantica dependente do tempo:

SA = 0 ; (3-1)
ty
A = [ L(y,P)dt ; (3-2)
t
com
L(y,T) = <p(t)|ih-X —Alv(e)> . (3-3)
ot

O paréntesis <||>, de Dirac, indica uma integracio no es
pago configuracional {xj}, do sistema quantico considerado.

Neste trabalho, vamos estender o principio variacional
quantico, (3-1), (3-2), (3-3) para o caso em que o operador Hamil
toniano H tenha dependéncia paramétrica:

=08 = 8(x,5.;x7,%7) . (3-3")

As equacoes de Euler-Lagrange oriundas do principio variacional

(3-1), onde a Lagrangeana € a (3-3), correspondem ao modelo de um
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sistema quéntico Hamiltoniano, imerso em um meio {xJ,ﬁj}, Lagran
geano e com o qual interage. Este meio comporta-se como um flui-
do, no qual esta imerso o sistema quantico, admitido puntiforme
na escala de variagées de primeira ordem, AXJ.

De (3-3') e (3-3), levadas a (3-2), obtem-se

t
2 . . .
A = ( at a’xd W(XJ;XJ,XJ,t)[iﬁ—?—-H(iJ,ﬁj;xJ,xJ)]w ; (3-4)
3t
t
onde
- D '
p. = -ih—— ; (3=4"')
j 5%

com J indicando a adjunta da ¢ e onde d®xJ é o elemento de volu-
me no espag¢o configuracional {x331.
Vamos considerar diferentes tipos de variacao para (3-4):

-0; J_0,; =0 i.0; 6 7 H=
a) 6 y=0; 8 x"=0; & t=0; & x'=0; 8 V40, § H=0.

Impondo 6aA=O, obtem-se a equagao variacional:

J J =3

(rh-i--ﬁ(xj,ih-lif;x ) wixd %, %7 ,8) = 0. (3-5)

ot ox

A equacao para a adjunta, ¥, & obtida sem dificuldades.

T-0=68. s i =0 J J =5 %7 -
b) ﬁbw-O-Sbw, be =0, Sbt-O, be #0, mas 6, % (tl)_be (tz)-O.CqE

sideremos, entretanto, Gbﬁ#O.
Com as condicdoes variacionais supra, ébA=0, gera a equacao

variacional:

t

2
[ at a*xd 7 (5bﬁ)w =0 . (3-6)
t
1
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-7 =
Como
- . of 3 o J
ol = L0 o T ES i (3-7)
b JBXJ J ox
vem:
(t2 a A
D =] dt dx m[;{—--——(——)}ws +
J ay dt 3x
t
J 3 oH t2
+ [) 6x7|@2x) T (vl . (3-8)
J ox t1

Levando-se em conta as condicoes de contorno Gbe(tl)=
=5be(t2)=0, a segunda parcela de (3—8) é nula. Por outro lado, co
mo a variacao do tipo Sy € caracterizada pelas condigoes Sbw=6b$=

=6bxj=0, a (3-8) pode ser reescrita na forma:

J *J

2 A .
at 56, x7 - - (2017 (yy a%xd - 0. (3-9)
‘ J 0xX dt ox

Como Gbe é arbitraria no intervalo aberto (t2,t1), teremos

(= - L1y # |y
X dt 9x

1
o
-

(3-10)

onde

o
-

= { 3.d
<pla|v> = |a’x’ T (3-11)
As equagOes variacionais extraidas da acdo quantica (3-4) e obti-
das com auxilio de variacgdes dos tipos §, e Gb’ independentes e ar

bitrarias, sao:
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ih Ji.w = ﬁlp :

ot
[_ij,_jl(_%3)1<w]ﬁ|w> -0 (3-12)
Ix dt 9x
com H = ﬁ(%j,ﬁ.;XJ,QJ) '

= 1[)(x=];xJ }.(J;t) .

<
|

E importante observar, que o termo de contorno em (3-8) pode, fa
ce as propriedades das variagoes do tipo Gb, ser escrito na for-

ma:

_ - t R t
(3 6, %" <y|2Efys1 2 = (Iox? 2= <wldE [u>l 7 (3-13)
J ox t1 J oxX t1

0 que permite a definicao do momentum candnicamente associado ao

parametro x7 2

9

P; = —;
J 8XJ

<y|a|Y> . (3-14)

E interessante notar, que as equacoes (3-10) sao equacoes de La-
grange, onde <w|ﬁ|w> tem o papel de uma Lagrangeana classica. As
equacOes (3-10) completam o sistema variacional hibrido, (3-12),
acoplando-se a equacdo de Schrddinger (3-5).

Liran®*, ao empregar o modélo do Cranking nao adiabati

colo

, ao estudo da dinamica nuclear coletiva, postula, arbitrari
amente, uma equacao adicional de Lagrange com o objetivo de ob-
ter o acoplamento entre a dinamica coletiva, considerada "classi

ca", a dinamica interna admitida "quantica". Entretanto,

Liran situa a <w|H|w> como a Hamiltoniana "classica", com a
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qual constroi, do modo usual, a Lagrangeana a ser utilizada na

sua postulada equagao de Lagrange.

4 A HAMILTONIANA "c-NUMBER"

Se multiplicarmos (3-10) por iJ e somarmos em J, pode-

mos transforma-~la em:

Xt —33 <¢Hﬂw>-+iJ_§j<¢4ﬁ|w> _4 3d “%j <p|l|y>)Y = 0; (4-1)
J 9x o0x dt ax
mas
g <1p,ﬁlq)> = E{XJ ?J <1p|ﬁ|tp> + )'{J _a_J <wlﬁ|w>} . (4-2)
dt J ox dIx
Logo, de (4-1) e (4-2), temos:
oyt <yl -<ylAlpr 0= L (Ix"p, - <wlalv>l . (4-3)
dt J ox dt J

A (3-3), juntamente com o carater Lagrangeano da'<w|ﬁ|w>,induz de

modo natural, a Hamiltoniana "c-number"

ﬂ = Ixp,~ <yla|y> . (4-4)
J

A constdncia de movimento do |H é pura decorréncia dando
dependéncia explicita temporal da <w|ﬁ|w>.
A hipotese da existéncia de vinculos no espaco paramétri

co e da definicao pJ=-%3<w|ﬁ[w>, permite que se represente é? na
) ox
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forma m =&Q (xJ,pJ) . Daqui, a obtencéo das correspondentes equa-

coes de Hamilton, paramétricas, € tarefa trivial:

SR
p; = -~
J J

%7 _ iﬂ’_

BpJ

5 A APROXIMACAO CLASSICA DO SISTEMA (3-12)

Consideremos a ¢ de (3-4), representada na forma:

2] 42

i i
] =8 (S 4+ 8., +=5 S, 4+...)
. 0 )
W(XJ;XJ,XJ,t) = e'l'1 = el 1ol 2 (5-1)
com 8 = S(xJ;xJ,QJ,t) .

Estamos supondo S, real, escalar por transformacoes de coordena-
das, x! regulares. Generalizando Paulill e Stachel?, reescreve-
mos (5-1) na forma:

i

j T =J 7 So A h?

vixd;x? %7, 1) = @ | R+ D R+ Ro+...] ,  (5-2)

i 0 1og2 2

|
onde R, nao € necessariamente re#l. Levemos (5-1) a acao (3~4),

mas na aproximacao em que R € su#stituida por R :

t, i
A(R=R) = A, =J % R* 15 -2 -A] R 520 (5o3)
ot
A
Considerando varlagoes i6IA , condicionadas a: GiRg
arbitrario; 6 R, =98 S¢=¢ =s LS xd =0; 6§ t=0, obtemos:
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t i i
{ 2 “,‘—So - S
a*x! at § Ry e ™ [%—H]Roe% P20 (5-4)
. ot
1

9Rg

O termo em ih AT foi omitido em (5-4), por ser de pri-

meira ordem em 4.

Admitindo-se H como uma série ordenada, normal, de poten

, ~ . d
ciacao de -ih ——, teremos na ordem zero:

ax7
i'S iS
- s . 0 oo : .
A%, —in 2k xR et =et H(x3,389:x7 xNyr, . (5-5)
0 0
3xJ 3%
Levando (5-5) a (5-4), tem-se
£
3 * 3 .
adxd ae s ry1950 Lm(xd, 280,17, %) R = 0 (5-6)
. l, ot ax? °

1

* . - . ~ . .
Com R,#0 e 6'R0 arbitrario, teremos a equacgao variacional, na or-

dem (A)°:

J «J

98, + H(Xj;§§%;x X ) =0 (5=7)

ot P-4

A equacdo (5-7) & uma equacao do tipo Hamilton-Jacobi para siste-
mas parametrizados com xJ, QJ e dotados de uma agao A=S,.

Admitamos agora, variacoes do tipo 6(|A0=0 restritas pe-
las condicoes:

éi]Rg =6IIR0=6|]SO=6 t=0; GlixJ .arbitrarios, = exceto

J J

6“x (tl)-é‘ix (t2)=0.

Teremos, entdao, com 6|iﬁ£0:

0 - )
[-& HIRe (5-8)
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*
Levando-se em conta, que variacoes do tipo dl comutam com R,, Ry,

i

S,, x°, poderemos escrever compactamente:
2
0 = th(SHxJ{ aJ<w|ﬁ[w>_ 4 *%3<W|ﬁlw>} +
J Ix dt 23x
t
1
: J 9 - £2
+ 1) 8 <p|&|y>] ; (5-9)
I °J t
J X 1
i
£50
onde [v> = Ry e .
O termo de contorno € nulo, mas permite inferir a defi-
nicao do momentum Py A arbitrariedade dos 5,li em (5-9), gera

as equacoes de Euler-Lagrange:

= <ylafy> - L L <ylafvs = 0 . (5-10)
ax dt 9x
As (5-10), juntamente com a (5-7), evidenciam que na aproximacao

() °, o sistema de equagées (3-12) eguivale aquele obtido de um

principio de acao classica, onde a acdo seja a S, e a Lagrangea-

Ls

-~ 0 -
na seja a <le|w>, com |gl)>=R0e'ﬁ . Com esta correspondencia,as
equagdes (5-10) e (5-7) sdo, as proprias (2-4') e (2-7), respec-

tivamente.

6 CONCLUSOES

Dinamicas geradas por operadores Hamiltonianos envolven
do parametros c-number, dependentes do tempo, contém, necessaria

mente, subdinamicas c-number em interacdo com subdindmicas g-num
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ber. A estrutura das equacées (3-12) & Obvia neste sentido e isto
as torna um sistema variacional candidato a representar este tipo
de interagéo. Em particular, o problema do acoplamento nao adiaba
tico entre processos coletivos, c-number, com processos microsco-
picos, g-number, deve ter uma dinamica global regida por um siste
ma equacional do tipo (3-12), O proprio problema da medida em me-
canica quéntica, sendo essencialmente um processo de interagao en
tre um sistema observador, macroscopico - o apparatus (caracteri-
zavel por propriedades classicas antes da ocorréncia da medida),
com o sistema observado, microscopico, do tipo g-number, & enqua-
dravel dentro da estrutura das equacées (3-12) . Uma extensao im-
portante a ser feita € a do problema da interagao g-number-c-num-
ber, para o caso em que as condigées de informacao quanticas se-
jam incompletas, o que levara, naturalmente, ao emprego de um for
malismo do tipo matriz estatistica. Nestas condigdes, deve aflo-
rar um sistema de equagées gque caracterize o acoplamento entre uma
dinémica c-number e uma dinémica g-number, estatistica.

Desenvolvimentos destes temas estaoc em andamento.
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