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Summary

A representative ensemble of gaseous systems of equal macros
copic values does not represent enough knowledge to define pre-
cisely the state of some systemof interest as a function of time.
Each member of the ensemble may be in a very great number of dif-
ferent states. On account of the incompleteness of the specifications
defining thée states of each system of the ensemble, it is not pos-
sible to construct the foundations .of statistical mechanies on
only the exact and deterministic principles of classical mechanics.

The molecules of a gas move in all directions with great velocity,
about 10 ¢mfe and eachone produces about 10" collisions per se-
cond with other particles and strikes the walls of the vessel jthere-
fore it is Impossible to predict their trajectories,which follow irre
gular zig-zag courses. Consequently the representative point of a
close and isolated system in ™ space cannot have a continuous and
derivable path, as it is admitted in the quasi-ergodic theorem.For
this reason we infer that the hypothesis by which the generalized
operator of hydrodynamics is applied to the density of a '"fine dust”
of representative points of systems of an ensemble in any element of
phase space, 1s not correct. Those points are not material ones, but
mathematical points; and it is not impossible, though it is extremely
improbable, that two or more of such points coincide in an instant of
time, if the number of systems in the ensemble is great enough,and a
short lapse later they are far apart fromeach other. We think that
from the physical point of view, those points in phase space would
have a rather turbulent behaviour.Consequently we shall avoid to
use Liouville's theorem in our endeavour to find the foundation
of classical statistic mechanics.

The quasi-ergodic theorem of George D. Birkhoff is undoubtly

a masterpiece in mathematics; but from the physical point of view
we think that it is objectable. This theorem is established on
the existance of measure-preserving transformations of a set
of points into itself. This implies in its physical application
the acceptance of Liouville's Theorem. We indicate why this theo-
rem i8 not on a solid physical basis. Birkhoff's theorem, if we con-
sider it valid in Physics, would demonstrate, in general, the equali-
ty between. the time average and the space average in the accesible

M space, but this result is secured for an extremely long time,
while it is only necessary a very short period of time to obtain the
corresponding results experimentally.

The fundamental theorems of statistical mechanics are dedu-
ced using the deterministic and reversible laws of classical
mechanics,ignoring the role played by the hazardous, intensi-
ve and completely unforeseen collision amongst the particles
of the fluid system considered.
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We show that Boltzmann's famous principle -which expresses
entropy as proportional to the logaritm of the member of "com-
Plexions” that the state of an isolated system has at a given
time - is equivalent to the definition of entropy given by
Shannon"s theory of information.

R. C. Tolman in his book "The Principles of Statistical Me-
chanics" points out that ontheonly basis of the rigorous, de-
terministic and reversible laws of classical mechanics it is
not possible to set up on a permanent basis the guiding prin-
ciples of statistical mechanics. He considers necessary to in-
troduce some postulate as to a priori probabilities. For this
purpose he introduces ''the hypothesis of equal a priori proba-
bilities for different regions of the phase space that corres-
- pond to extensions of the same magnitude".

Tolman generalized Boltzmann H-theorem valid in [ phase
space, employing Liouville's thenrem. We obtain a similar ge-
neralization without using Liouville's theorem.

With the mentioned generalized H-theorem and information
theory we prove the above mentioned Tolman's hypothesis as to
a priori- probabilities.If we divide the accesible " space,
of the representative point F%f) of a close and isolated sys-
tem, in A" cells of equal measure, at equilibrium, we prove
that each cell has the probability V/wW" of being occupied
by the representative point P(t) of the system; and that

Pij= i.e. the probability of passing from cell i to
cell j » at equilibrium, equals the reverse transit.

Our conclusion ensures that the time average of a function
of the coordinates q and conjugate momenta p of the particles
of a system, at equilibrium with constant energy E, is equiva-

lent to the average over the accessible phase space.

Key-words : Teorema de Lionville; Teorema de Poincaré; Teorema
de Birkhoff.
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I - INTRODUCCIORN

Nos proponemos analizar criticamente los teoremas que sirven
de base a la fundamentacidn de la mecinica estadistica clisica
y contribuir a presentar una base alternativa, liberada de las
objeciones que formulamos en este trabajo, que sea el fundamen-
to de dicha mecénica.

Con tal intento comenzamos haciendo una presentacidn de los
conceptos bésicos en que se fundamentan los teoremas de Liou-
ville, de Poincaré y de Birkhoff, para luego puntualizar alzu-
nos aspectos no satisfactorios desde el punto de vista de los
supuestos fisicos que involucran.

Se puntualiza que las demostraciones matemiticas de Poincaré
y de Birkhoff son ingeniosas, elegantes y correctas. Consecuen-
temente, las objeciones que se pueden hacer a estos teoremas con
respecto a sus aplicaciones fisicas, dehen ser transferidas a
al teorema de Liouville que tadcitamente se toma como postulado
en ellos. Por lo tanto hacemos algunas observaciones al teorema
de Liouville y prescindimos del mismo en la formulacidn que ha-
cemos, en la parte final de este trabajo, de un teorema que sir-
ve de base a la mecdnica estadistica.

Se indica que el teorema cuasi-ergddico de Birkhoff asegura
que casi siempre el promedio temporal del punto representativo,
de un sistema de particulas aislado, en el espacio de la fase
accesible de energia ccnstante, coincide con el promedio espa-~
cial en la correspondiente hipersuperficie en el espacio 1" .
Pero el tiempo que se requiere para el promedio es enormemente
prande con respecto a la edad del universo, como lo demostrd
Boltzmann al comentar el teorema de Poincaré. La objeccidn de
Boltzmann también es valida para el teorema de Birkhoff. Ese
enorme lapso crea una gran paradoja frente al tiempo requerido,
en muchos casos una fraccidn de segundo, para determinar el pro-
wedio temporal experimentalmente de funciones de las coordena-
das candnicas de un sistema de particulas en equilibrio., Por
otra parte, sobre la base exclusiva de 1la mecadnica hamiltoniana,
en la que es valida el principio de la reversibilidad, si un
cambio se produce en un sistema en un sentido, resulta igualmen-
te posible el inverso. Consecuentemente, es imposible demostrar
con el empleo exclusivo de las leyes de riguroso determinismo
de la mecédnica cliasica, la irreversibilidad de los procesos ma-
croscdpicos a partir de la reversibilidad de los procesos nicros-
cbpicos. Este aparente enigma, como la anteriok paradoja, se
aclaran con los importantes trabajos de Boltzmann, quien consi-
dera como fundamentales, en el estudio de los gases, los choques
entre paxticulas, los que determinan los cambios rapidos y di-
rigidos hacia el estado de equilibrio en todo sistema aislado.
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Se analiza el famoso e importantisimo teorema Il de Boltzmann
que demuestra la irreversibilidad en los procesos macroscdpicos,
sobre la base de la reversibilidad de los procesos microscdpicos
y de su célebre "stosszahlensatz". Es decir, se deduce el segun-
do principio de la termodinimica pPara un sistema de particulas
aislado que constituye un gas.

R. €. Tolman generaliza el teorema H de Boltzmann, haciéndolo
aplicable al espacio de la fase r'1 » utilizando el teorema de
Liouville. Obtenemos una generalizacién equivalente prescindien-
do del teorema de Liouville.

Tolman objeta el teorema cuasi-ergddico, aunque admite valido
el teorema de Liouville, al que consideramos responsable de 1las
criticas que hemos hecho, desde el punto de vista fisico, al teo-
rema de Birkhoff. Tolman considera que la mecdnica estadistica
requiere un hipbtesis fundamentall: 1a igualdad de las probabili-

dades a priori para las regiones de igual medida en el espacio
de la fase [ .

Sobre la base de la generalizacidn del teorems H de Boltzmann,
que hemos mencionado més arriba, obtenemos como teorema la hipé-
tesis que, segln Tolman, requiere la mecinica estadistica. Septin
la hipotesis a priori de Tolman la igualdad de probabilidades
de cualquier recinto de igual medida en el espacio ", es cier-
ta siempre. Demostramos que esa igualdad se establece solamente
cuando el sistema de interés alcanza su estado de equilibrio.

A e e e

IT -~ 1 TEOREMA DE LIQUVILLE

Con el objeto de concretar mejor nuestras observaciones criti-
cas a este teorema, comenzaremos por indicar los principales pa-
sos de su demostracidn.

De acuerdo con Gibbs, l1lamamos: a un gas constituido por n
particulas en un volumen V y en equilibrio a temperatura y pre-
~ 8idn constantes un sistema cerrado y aislado; y A de tales
sistemas un "ensemble". Si las particulas. tienen simetria esfé-
rica y sin grados internos de libertad, el estado de un sistema
se determina por 3n coordenadas de configuracidn (qdﬂﬁham-.qqana»
y 3n componentes de los momentos CPuB), P, Pyult). El espacio de
6n dimensiones definido por las coordenadas indicadas se 1lama
el espacio de la fase ' del sistema. Un punto

P(O= P L0, 928, - -, 93,0 puco), Palt), -~ Pamt)]  IT(F
representa en el espacio §* un estado detallado del’ sistema en
el instante t. '

1- Ref. 31 (pgs. 63-70)
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El hamiltoniano del sistema se expresa:

H@ D= i + V(§uag-— % (D)

siendo V(q";‘h: ""‘"';'-13»&) la energia potencial del sistema.

Se supone que el futuro y el pasado de todo punto P (t)} re-
presentativo del sistema de interés en " , estd determinado
por las ecuaciones de Hamilton: 5

» = oH . 5. = - (= __,3
(}a.—_gﬁ ] P‘ 3‘-}4: (t ‘;23 / M) :[[(3)

Como la energia de cada sistema es constante, el punto re-
presentativo debera moverse en la hipersuperficie H{q,p)=E, con
las condiciones que las particulas se mueven en el volumen V
del recipiente y que la cantidad de movimiento en las direccio-
nes X,y,z del recipiente deben satisfacer al principio de con-
servacidn de la cantidad de movimiento:

i Pix =0 i Piy = 0 ,2! piz =0 1T (4)

!:'31 f-s'

Las ec. II1(3) son invarlantes al invertir la direccidn dal
tiempo. Por lo tanto, si se conocen las coordenadas del punto
P (t) en un determinado instante en el espacio de la fase ™

todo el futuro y el pasado de ese punto queds rigurosamente de-
terminado por las ecuaciones II (3).

Supongamos que los A sistemas del "ensemble", siendo N
muy grande, tienen sus respectivos puntos representativos dis-
tribuidos en 1a hipersuperficie H (p,q)= constante, que a su vez
estd limitada por las condiciones 1I (4); y que,

P(pr,8 At 1 (s)

sea el niimero de puntos en el tiempo t contenidos en el elemen-
to df*  en el entorno del punto (p,,p,, ~ ) Pan; %, 92, ‘q_h)
El teorema de Liouville expresa que:
3m

dp _ 3 dp_ dpi 4 O 4\ _
B2 (B %o T

Para demostrar este teorema se supone que los puntos represen-
tativos de los sistemas del "ensemble" se comportan en la hiper-
superficie como un fluido al que se le puede aplicar la ecua-
cidn de continuidad de la fluidodindmica. Admitiendo esta hipd-
tesis, podemos escribir: '

3u ., Lo 3, |
%{’;4-??:_‘(%%:-4-%%)4- %_(qfa%ﬁz—kpi%&):o (3
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En base a las ecuaciones candnicas II (3), tenemos:

33: + ?‘)F;;« =0, i-.?l,2J — ;3m I(8>

Por lo tanto:
3m

dp_ . © (¢ 4 . op =N\ _
fegh+ Z SE g+ p)=0 1)

Esto significa que el “fluido" formado por puntos representati-
vos de sistemas de "ensemble'es incompresible y que, por lo tan-
to; el volumen, en el espacio [V , que ocupan dichos puntos

en el instante t, es invariante durante todo el tiempo pasado
y futuro.

e e W oam an e G E A S b

I1- 2 OBSERVACIONES CRITICAS AL TEOREMA DE LIOUVILLE

Concretaremos nuestras observaciones al teorema de Liouville.
en los siguientes puntos:

a) La demostracidn de este teorema se basa fundamentalménte en
lag ecuaciones I1(2) y II (3). Recordemos que la finalidad de
toda teoria cientifica es proporcionar una descripcidn, lo mas
completa posible de las caracteristicas fundamentales de los
fenOmenos o procesos estudiados. Indiscutiblemente ITS répida-
mente repetidos y fortuitos choques,alrededor de 101_ por pzr-
ticula por segundo, constituyen la caracteristica mas saliente
de un fluido. Cada choque entre dos particulas es una transfor-
macidn matemdtica que cambia bruscamente un par de vectores
(Vi,"? ) en (V‘.'\?j ).Desviaciones infinitesimales en la direc-
cidn de una pagticula pueden impedir o producir un chogue con
cambios notables en las trayectorias de un enorme nimero de otras
particulas.Consecuentemente, en un gas es imposible determinar
las coordenadas  y los momentos p en funcidn del tiempo; y las
ecuaciones de Hamilton, II1 (3); pierden en este caso sentido fi-
sico. Lo Gnico que podemos determinar, dentro de cierto margen
de error inevitable, es que el hamiltoniano, II (2), es constante
Por supuesto, lo expresado no implica que las ecuaciones de Ha-
milton no sean correctas, sino que no corresponde su aplicacién

a casos tipicos de indeterminacidn y de probabilidad como son

las trayectorias de las particulas de un gas. '

b) En su formulacidn y demostracidén no aparece mencidn alguna a

la seccidén eficaz de choque de las particulas. La demostracidn
que hemos dado se aplica por igual a un gas irreal integrado por
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particulas con radio de choque nulo, por meros puntos materia-
les, que a particulas reales que tienen una seccidn eficaz de
choque medible. En el primer caso el nimero de choques entre

particulas se reducirla enormemente, no se podrian evitar los
choques contra paredes del recipiente que las contiene ; en el
segundo caso los choques por cada partfcula y por segunde son
del o6rden indicado en (a) Pero para el teorema de Liouville

ambos casos son iguales, lo que resulta inadmisible,

c) De las ec. I1(2) y II(3) se infiere que el punto P(t), re-
presentante de un sistema en el espacio ' en un instante t,
describiria una curva continua y derivable en todos sus puntos.
De ser cierto esto resultaria que la trayectoria de cada una de
- las n particulas, que integran un sistema, se moveria en su co-
rrespondiente recipiente, segiin una trayectoria continua y deri-
vable para todo -® <f <+ e ,Esta conclusidn es obviamente in-
correcta. Las colisiones entre particulas de un gas representan
.procesos en los que se satisface perfectamente la definicidn del
azar de H. Poincargh: " pequefiisimas variaciones incontrolables
de -las causas producen grandes, variados e impredecibles efectos'

d) En la ec. 11 (6) se aplica la ecuacidn de continuidad de flui-
dodindmica a un conjunto de puntos P(t) representantes del “en-
semble" en el espacio de la fase. Esta hipdtesis nos sugiere
las siguientes observaciones:

1) Los puntos P(t) son puntos matemiticos, sin masa. Por ejemplo.
es posible, si el nimero de sistema del "ensemble" es suficiente-
mente grande, aunque muy poco probable, que los puntos represen-
tentativos de dos o mids sistemas coincidan en un determinado ins-
tante. Eso significaria que dos o mis sistemas tuvieran sus par--
ticulas, en sus respectivos recipientes, en idénticas posicio-
nes y con iguales velocides en un instante. Tal acontecimiento
constituiria un evento muy raro, cuya probabilidad pequeiiisima

se puede calcular, pero no imposible.“Consecuentemente, el "flui-
do'" de Liouville no puéde ser absolutamente incompresible.

2) Entre los puntos P que se encuentren en un determinado instan
te en un sector A[' ,de la superficie de energia constante en-
el espacio de la fase, no existe ninguna conexidén fisica. E1 mo-
vimiento de cada punto en cada instante depende exclusivanente
de los azarosos choques entre particulas que se produzcan en el
respectivo reciplente y no depende en absoluto de los que se
produzcan en los otros recipientes correspondientes a puntos

vecinos en ‘lf" K

3) La permanencia de un fluido en regimen estaclonario se debe

a la viscosidad. La viscosidad, en los fluidos reales, aparece
cuando se produce una deformacidén tangencial para oponerse a
ella. E£1 "fluido" de Liouville, por lo indicado en el precedente

1- Ref. 28, Cap. IV,Le Hasard
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parrafo (2), no tiene viscosidad. El coeficiente de Reynolds
es inversamente proporcional al coeficiente de viscosidad y
cuando supera clerto valor el fluido entra en regimen turbi-
l1lonario. Al "fluido'" de Liouville le corresponderia un valor
infinito de coeficiente de Reynolds; un movimiento de sus par-
ticulas totalmente cabtico, al que no se puede aplicar las
ecuaciones de la fluidodinamica. Esta conclusidén es concordan-
te con lo expresado en los anteriores parrafos (1) y (2).

- Por las observaciones expuestas nos proponemos evitar la
aplicacidén del teorema de Liouville y de aquellos teoremas que

se basen en él, en la formulacidn de los fundamentos de la me-
canica estadistica clasica.

111 - TEOREMA DE POINCARE

Es interesante analizar el famoso teorema de rgcurrencia
de H. Poincarél que se basa en el teorema de Liouville.

Sea (A(")o una pequeiia regidn del especio de la fase, de medi-
da no nula, correspondiente a sistemas de energia constante de
n particulas; (A'r')o un subconjunto de (Af‘)o , de medida no nula

& , integrado por todos los puntos que punca volverin a (AT).
Consideremos la sucesidn en el tiempo de subconjunto (A' t")o >
cuya medida en base al teorema de Liouville, se mantiene cons-
tante. Tomemos un intervalo de tiempo &Etal que (AN, y(@AT) no
tengan puntos comunes. De esto se infiere que todas las sucesi-
vas posiciones, a intervalo At , del subconjunto(d'r) tendrdn in
tersecciones nulas; en efecto si, por ejemplo, (A0} y(AT)sss
tienen puntos comunes, también tendridn puntos comunes, en base
al teorema de Liouville, (At). y (AT ,después de un tiewpo
£AF . Esto contradice la hipdtesis de queafﬂg.es el subconjun
to de puntos de (A, que no retornan al mismo. Consecuentemente
todos los conjuntos (A7) tienen igual medida y no se superponen
Por lo tanto, si la medida de cada(&‘i‘) no es nula, la superficie
del espacio de la fase [* deberia ser infinita, pero como es
finita la medida de (AT) debe ser nula. Consecuentemente, sal
vo un conjunto de puntos de medida nula, los puntos del conjun-
to(Ar), vuelven al mismo después de un tiempo finito.

Boltzmannz, como critica al teorema de Poincaré, calculd el
tiempo medio para que las 10" particulas de un centimetro ciibico
de gas,, con la velocidad media de 5 104 cam Seq™  wvuelvan a
encontrarse en las mismas posiciones en el espacio de la fase

‘}4 , salvo errores en las coordenadas X,y,z no’ superiores a

|6 ems ¥ en las componentes de las velocidades vy,vy,v, Weno-

1 - Acta Math., 13,67 (1890); 2 - Ref 5y 12
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res o iguales a 102cn|seg"1. El valor hallado por Boltzmann es
mayor a |o" afios. Como la edad del universo es del 6rden de
1010 afios, resultaria que el tiempo necesario en promedio para
que el punto imagen de un sistema en el espacio de la fase
vuelva a un entorno del punto de partida seria enormemente su-
perior a la edad del Universo, y ese geria el tiempo que tendria
que esperar Poincaré, seglin Boltzmann®, para que se termine su
ciclo semiperiddico.

IV -1. HIPOTESIS ERGODICA Y EL TEOREMA DE BIRKHOFF

La primera hipOtesis ergddica suponia que el punto P(t), re-
presentativo de un sistema cerrado y aislado en el espacio de
la fase, pasaba por todos los puntos de la hipersuperficie de
energia constante. Esta hipdtesis es falsa. Para probar este
aserto supongamos la superficie I' de 6n-1 dimensiones dividi-
da por una seccidn de 6n-2 dimensiones; el punto P(t) la inter-
sectard en un tiempo infinito, en un nimero infinito pero nu-
merable de puntos, mientras que la indicada seccidén contiene un
niimero no numerable de puntos.

E]l teorema ergddico de G. D. Birkhoff? gXpresa: para cada
transformacidn T que conserve la medida de la hipersuperficie
de T en ella misma,y para cada punto P€ I" , con la excepcidn
posible de un conjunto de medida cero, existe una definida pro-
babilidad que por iteraciones de T en P, es decir:

P, TP, TP, cccuy P, T (®,T(R), -

. - '
se llegue a un dado conjunto medible AY i Siendo T " la trans-
formacidén inversa de T ; es decir, T(P)= P, Y T(R)=P.-

Una interpretacidén fisica del teorema de Birkhoff es lasi-
guiente. Supongamos: el espacio I' 1lleno de un fluido incompre-
sible; U una transformacién que conserva la medida del espacio
en si mismo; P una particula de ese fluido, T(P) su posicidn
después de la unidad de tiempo y " (P) = P({:) la posicidn
después de n unidades de tiempo; gffa = £(qlp) una funcidn
de las coordenadas qy de los momentos conjugados p en 1la superfi-
cie, en el espaclo " , de energia constante E, luego se cumple:

. | & ; . -t
L ?g FCTim) = B L Sa £( P(a)dt-.-d(m__};@

’
Si el sistema es métricamwente transitivo, es decir, que un punto

1- Ref. 5 y 12
2" R(‘.fo 1, 2)'3
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cualquiera P, de la superficie de energia constante E en el espa-
cio [ , no esta imposibilitado, salvo quizds un conjunto de me-
dida nula, de recorrer todas las regiones de energia constante,

se obtiene que el promedio temporal, ecuacidn IV (1), es igual al

promedio en el espacio de la fase, o sea, al promedio en el "en-
semble'", es decir:

m='§l; Sf(?,q) ar‘-_-((f(p,q,w v (2)

Si tomamos una repgidn cualquiera de la superficie accesible de
energia constante, en el espacio de la fase,de medida Ay , y
1lamamos At , el tiempo que el punto representativo P reside
en AD s el teorema de Birkhoff demuestrxa que

wm. OF _ AT
;afto T 1%;: :Iyr(EB)

]
donde Ear- es la medida de todaVcorrespondiente hipersuperficie
accesible de energia constante.

La relacidén IV (3) justifica el principio bdsico de la mecénica
estadistica: el promediov temporal de una funcidn de las coorde-
nadas y de los momentos de las particuylas del sistema de interés,
que es el que se puede determinar experimentalmente, es igual al
promedio en la superficie accesible de energia constante, que es
€l que puede determinarse tedricamente.

Segiin el teorema de Birkhoff se deduce que el punto representati-
vo, en la superficie de energia constante en el espacio [ , de
un sistema aislado, describe una curva, continua y derivable en
todos sus puntos, que no puede cortarse debido a que en cada pun-
to debe tener, en base a las ecuaciones de Hamilton, I1I (3), sola-
mente una tangente., Dicha curva, por razones topoldgicas que ya
hemos indicado, no puede pasar por todos los puntos de la super-
ficie correspondiente en el espacio [ . Las referidas curvas,
salvo un nimero de wmedida nula, se acercan tanto como se quiera

a cada punto del espacio accesible de energia constante. Se sue-
le 1lamar al teorema de Birkhoff cuasi-ergddico, por no poder pa-
sar el punto P por todos los puntos de la correspondiente super-
ficie en el espacio de la fase.

Iv-2 COMENTARIO SOBRE EL TEOREMA DE BIRKHOFF -

Este teorema es de una gran importancia por su gran genera-
lidad. Es aplicable a cualquier tipo de transformacidn que conse:-
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ve su medida, en cualquier espacio. Es ‘asi como lo expuso Bir-
khoff. '

"El comentario que formulamos a continuacidn se refiere exclu-
sivamente a la aplicacldn del Teorema de Birkhoff a la mecanica
estadistica. En este caso "la transformacidn T que conserva lame-
dida" debe reemplazarse por el resultado del teorema de Liouville,
el que hemos comentado en la Seccidn II 2. En sintesis diriamos
que el teorema matematico correcte de Birkhoff no es traducible
correctamente en el caso fisico considerado. El1 teorema de Liou-
ville, por lo expuesto en la Seccidn II 2, no garantiza una '"trans-
formacidn T que conserva la medida'; ademids es aplicable al teo-
rema cuagi-ergddico las observaciones criticas del parrafo (c) en
la Seccidn II 2, y la critica de Boltzmann al teorema de Poinca-
ré que sintetizamos en la Seccidn III.

El teorema cuasi-ergddico demuestra la:igualdad entre el pro-
medio temporal y el promedio espacial en el espacio [* accesi-
ble de energia constante, ecuacidn IV (2); pero este resultado
se obtiene en un tiempo demasiado largo, mientras que en laborato-
rio basta para determinar el promedio temporal, por ejemplo, de
la presidén de un gas en equilibrio, una fraccidn de segundo. Esta
paradoja se aclara si tenemos en cuenta que en el teorema cuasi-
er gbdico no se consideran los choques entre las particulas de un
gas en equilibrio y las de ellas con las paredes del recipiente
que las contiene. En una fraccidn de segundo se producen un enor-
me nimero de colisiones, ver Seccidn II 2 (a), las que garantizan
un buen promedio temporal.

Reforzando consideraciones anteriores,recordemos que la inevi-
table agitacidn térmica en un fluido en equilibrio, responsable,
entre otros conocidos efectos, del movimiento browniano, demuestra
que todo fluido en equilibrio estd en perpetuo estado de fluctua-
ciones. Esto impide que el punto representativo de un sistema en
el espcio de la fase pueda seguir una curva derivable en todos
sus puntos, como lo supone el teorema cuasi-ergddico.

Ademas, el espacio de la fase accesible de un sistema aislado
consta de una parte correspondiente a los estados de equilibrio
y otra a los estados fuera de equilibrio.Siendo la medida de la
primera muy superior a la de la segunda. E1 teorema cuasi-ergddi-
co no puede explicar, por ejemplo, porque, si el sistema estd en
equilibrio 1o mds probable es que permanezca en ese estado; salvo
pequeiias fluctuaciones en torno.del equilibrio; ¥y s1 no estid en
equilibrio lo més probable es que tienda al estado de equilibrio.
Esto lo explica el teorema de H. Boltzmann, en el que se conside-
ran los choques entre las particulas.
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R. C. Tolman considera que el teorema cuasi-ergddico no pue-
de tomarse de fundamento de la mecanica estadistica, aunque asu-
me vilido el teorema de Liouville y expresa: "La necesidad de un
postulado adicional surge no porque los postulados de la mecini-
ca clésica no sean suficientes y exactos, cuando se aplican a
situaciones conceptuales para las cuales esa discipiina fuéd crea-
-da, sino debido a que dicha teoria debe incrementarse cuando
la queremos aplicar a sistemas cuyos estados estin especificados
de manera incompleta e inexacta"l, Por ese motivo Tolman introdu-
ce la hipotesis de la igual probabilidad a priori de diferentes
regiones de igual extensidn del espacio de la fase ™

En la filtima Seccidn de este trabajo demostramos, utilizando
una generalizacidn del teorema H de Boltzmann, la validez de la
hipétesis de Tolman, cuando el sistema considerado se encuentra
en equilibrio, es decir en su estado de maxima entropia.

V- TEORIA DE LA INFORMACION Y LA ENTROPIA

Consideremos un sistema A que pueda presentar al azar n resul-
tados diferentes Als B2....An,que sean mutuamente excluyentes;
es decir,que en cada oportvmidad aparezca uno y solamente uno de
~ellos. Si ademds conocemos las correspondigntes probabilidades
de cada acontecimiento P, ,P,.p, ( ;20> p; =1), podemos es-
cribir el siguiente esquema: , {=\

O oty

Cada esquema representa un grado de incertidumbre. Shannon
introdujo la siguiente expresidn para medir la incertidumbre del
del esquema V (1)

¥ (4

I="%PLQ’“P1:- X (9

I'es una medida de la falta de informacion del sistema.Como
p; Inp; =0 si pe = 0, vemos de inmediato que si p{=1 Y P 0 para
todo i#j,-resulta que I=0, o sea que la incertidumbrée es nula.
Si p€==%T” (i=i, 2,...n), de V{(2) obtenémos:

I=1n n V(3

1- Ref. 3F (Sec.23, pigs. 59 al 60)
2~ Ref. 8, 23 y 30 -
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Es decir, la incertidumbre crece con el logaritmo del ndmero
de alternativas de igual probabilidad.

Tomemos dos sistemas independientes A y B , tales que A sea el
indicado en V (1) y B sea:

By, By ——— B,
6—(9{1 9!2?“_"“ %W\)

La probabilidad que ocurran simultineamente sucesos: Aj.A; es
P; P; 3 ¥ el conjunto de sucesos Aj ,Bp (1£ké&n, 1£1€m), representa otro
esquema finito que resulta del producto de los esquemas A y B.
La medida de la incertidumbre de AB seri:

I(aA, B)-—--i .MZ Pegr n(Prg) =
=-i'2’"—1>w(9v~1>k+wé-

Vv {4)

h=,?k9“1°h Z_(R Z—‘-’(e”‘*?g ZP& IAYe) v (5

Vemos.que l1a medida de la falta de informacion, o sea la medi-
da de la incertidumbre, tiene la misma propiedad que la entropia
en termodindmica: la entropia de dos slstemas aislados es igual
a la suma de las entropias de ambos sistemas.Consecuentemente la
entropia de un sistema termodinamico en el que las A; represen-
tan los distintos estados posibles de distribucidén de sus parti-
culas y lasp;las correspendientes probabilidades, tendri una entr«
pia expresada por:

= =R Z_ b p
S T P vV (6)
donde k = 1,38:c164699/°K » la constante de Boltzmann, se coloca

para que la expresidn V (6) tenga las dimensiones de la entropia
termodinamica.

Este tema ha sido tratado extensamente por C. E. Shannon, Ledn
Brillouin, E. T. Jaynes, A. T. Khinehin, Jacques' Padet, ete.l

Ref. 8,21,23 y 27
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VI - DEFINICION DE ENTROPIA DE BOLTZMANN

La entropia se introduce por primera vez en mecénica esta-
distica por 1a hipbtesis de Boltzsmnn, que relaciona a la en-
tropia con el logaritmo del nimero de configuraciones dife -
rentes que pueden tener las particulas en un determinado es-
tado del sistema de interés.

Consideremos, por ejemplo, un gas en condiciones especifi-
cas de volumen, presidn, energia total, temperatura, constitu-
cién quimica. Esas condiciones son las variables macroscdpi-
cas que pueden ser medidas en el laboratorio. Estas no son su-
ficientes para definir completamente el-estado del sistema.
Existen un enorme niimero de variables microscdpicas, que no
pueden ser medidas como las posiciones y velocidades de las
distintas particulas, y los estado de &stas cuando tienen gra-
dos internos de libertad. Todas estas cantidades ignoradas
permiten que las particulas puedan adquirir una gran variedad
de estructuras diferentes, o sea, las llamadas complexiones
por Planck.

'Si las particulas que integran el sistema, en nuestro caso
un gas de particulas esféricas sin grados internos de libertad,
el espacio de la fase - tendr@ 6 dimensiones. Supongamos
dividido el espacio S en L celdas de dimensidn Q. .Cada
distribucidn m; (3-,-‘_{,?.,__. ; L) determina un estado
del gas, siendo Z ML= m {niimexro de particulas del
sistema). .=\

El niimero de complexiones calculado por Boltzmann, se ex-
presa:

Planck formuld la hipdtesis de Boltzmann por la relacidn:

S=k bW | 3 (2

a la que suele llamarse la férmula de Boltzmann-Planck de la
entropia.
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Usando la fdérmula de Stirling, la que es correcta cuando es

s; grande, y tomando el logaritmo de VI (1), podemos escribir la
relacidon VI (2):

S = k b W = Const -k% Mg o m;

—
—

L L
=:L{[ﬂ1£~\ml-%;T,AM,Qulug]:ta;{;nq:(en,“-e“,w),;

L 4=
=-mk 7 aga VT (D
54 llamamos 11; a la probabilidad de ocupacidon de 1a
celda (évp); por una particula
| L= LA
Pi= "

VT (&)

obtenemos de VI (3) que la entropia es equivalente a:
L
S=k b/ =-mR Z_ pbp;  VL(S)

Seglin la expresidén V (6) tenemos que:

V(6 een
SRS b g

i=|

es la entropfa por particula, segiin la teoria de ila informa-
cién de Shannon. Consecuentemente, la ec. VI (5) expresa que
la definicidn de Boltzmann- Plank, ec. VI (2), es equivalente
a 1a medida de la falta de informacidn, o de la indetermina-
cidn, dada por Shannon, para un gas de n particulas; que es lo
que nos proponiamos demostrar. -

El estado de equilibrio se obtiene, como es bien sabido,
“maximizando la entropia, sujeta a las condiciones:

-

. |
Z_m=m o ; 2 M E =E v (6)

i=l =

siendo dEL la energia correspondiente a la celda(z>p);
en el espacio de la fase/LL,

e e el L L R
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VII - 1A ECUACION DE BOLTZMANN }

Consideremos un gas de partlculas esféricas. La funcidn de
distribucidn de velocidades a"(a. V,t) implica que:

J(7,9,6) dzdw T (4)

es el nfimero de particulas, en el instante t, que se encuentran
en el elemento de volumen d7 , en torno del punto 1% y que
poseen velocidades comprendidas en el volumen elemental de ve-
locidades d¢d , en el extremo del vector Vv . En el espacio
de seis dimensiones, de las coordenadas de posicidn y de las
componentes de la velocidad de cada particula; el estado en ca-

da instante del sistema de n particulas esti3 representado por
n puntos.

Si el tamafio del volumen elemental AT AW | en cada pun-
to de ese espacio, lo elegimos de manera que pueda contener un
nimero grande de puntos representativos de estados del sistema.
Cuando la densidad de puntos no varia rapidamente entre elemen-

tos de voliimenes vecinos, se puede escribir con suficiente apro-
ximacidn:

Z @RV Haraw = [f(7,9,5dvde TL()

De acuerdo a VII{l1) y VII (2) y al nimero de particulas que
integran el sistema, tenemas:

f#r 70 avdw=n I (3)

Cuando la funcidn f('h’_’,"\'}’,.t) no depende de T, es decir
que la distribucidn de velocidades no depende del lugar en el
volumen del recipiente del sistema, se considera que el gas se
halla en estado de 'caos molecular".

Maxwell para establecer la distribucidén de velocidades co-
rrespondientes al equilibrio de ese gas, presuponia el estado
de equilibrio y buscaba las condiciones analiticas de la dis-
tribucidén de velocidades que garantizaran el equilibrio. Boltz-
mann asumid que el gas no se encontraba en equilibrio y demos-
trd que el equilibrio resultaba de los choques entre particulas.
Para &sto Boltzmann partid de las siguientes hipdtesis:

" 1.~ Ocurren solamente choques binarios; los choques en los que

1 - Ref. 6,7,10,11,13 (Vol. 1};14 (Cap. XVIII}; 31 (Cap.V),



CBPF-NF~(53./87

-15-

intervienen simulténeamente tres o mds particulas son procesos,
se asume, de probabilidad nula; esto implica que el camino me-

dio entre choques es grande con respecto al difmetro de las par-
ticulas,

2 -La distribucidn entre pares de particulas en un entorno de
un punto del volumen del recipiente, en un instante t, admitlen—
do el estado de "caos molecular", es igual a :

§§<v.~ E)dTdw;du j}(v 0fC., Hdrdudy VIL (4)

que significa que el nimexo de pares de particulas, en un ins-
tante t por unidad de volumen, en torno de un punto del reci-
piente, con velocidades dw; alrededor de V vy 'dw;_ al-
rededor de V~ es igual al producto de (¥, t) A Wy por

é) d(ﬂb Esta es la hipbtesis basica de Boltzmann pa~
ra e1 estudlo de los choques (Stosszahlen-Satz).

Supongamos que dos particulas V y Ta; se acercan y cho-
can con velocidad relativa

1V -V = (Vi =V )

-t
siendo Vi, y Vb las correspondientes velocidades inmediata-
mente después del choque.

_ . - ~
Admitamos que V] y V} sean las velocidades antes del co-
rrespondiente choque que resulta en las velocidades V, y\Q

Como en el choque se conserva la energia y'la cantidad de
movimiento:

Vit (6)

De estas relaciones se infiere ficilmente que el mdduloc de
las diferencias de velocidades, antes y después del choque se
mantiene constante, :

Pasamos a sintetizar la demostracion de la ecuacién de Boltz-
mann. En cada choque ('V,V;) - (Vi , Vo) la particula con
velocidad Vi cambia bruscamente su velocidad. El némero de ta-
les choques, por unidad de volumen y de tiempo es, de acuerdo a
la relacidn VII (&)

¢ =G V- Vd% 0o nddey  TE)
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donde G es la seccidn eficaz para un encuentxo y

w‘ e dvl:,K ‘AV‘:;?.'A-\";‘I! /' dwd_-'?- d\! % va 5' "‘ 2 I]I(®

El niimero de particulas que cambian su velocidad como

consecuencia de los choques en la unidad de tiempo,se expresa:

(24 oLt-.- -JEA\@IT-Y (%0 dwjdu; d. T ()

[

Cf(-Q) es la seccién diferencial de choque, df% es el elemen-
to del angulo s6lido formado por el vector V:-V: con el vec-
tor Vh VC o viceversa, /

Para detrminar el nimero de particulas que, como consecuen-
cia de los choques @btienen la velocidad W , en la unidad
de tiempo, por unidad de espacio, debemos proceder dnalogamente
considerando los choques d)—;(‘ Ve V) ec. VII (6);

2
asi se obtiene la ecuacion

3{(\7}@

e, = o 5 @, bt e (g

(chxl) es la seccidn diferencial del choque

-
Vv v T
Ve, Vi) (Y, %)

La seccidn total de choque es:

Gt = §o(Q)d 0 T (41)

De las ecuaciones VII (9) y VII (10), teniendo en cuenta
que se demuestra que:

deo; dw; = dud; . dw);
G(9) = 5'(0)

obtenemos para la variacibn total, en la uqigad de tiempo, del
nimero de particulas que tienen velocidad v, , la expresion:

Choques

(UG = ()| T-Fh(f - ) dondny T0EH
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Esta es la ecuacidn Iintegro diferencial de Boltzmann, la
que tiene miltiples e importantes aplicaciones en gases, en
los que son fundamentales los choques entre las particulas.
Nos hemos referido a esta famosa ecuacidn porque sirve de ba-
se para la demostracidn del teorema H de Boltzmann, que tiene
gran trascendencia en fisica, que raramnente se reconoce, y

que es primordial para la tesis que desarrollamos en este tra-
. bajo.

Una aplicacidon inmediata de la ec. VII (12) es cuando se
aplica a un gas en equilibrio, es decir cuando:

[ Z—)‘}'(v”&) j[ I (13)

Cheq ves

En este caso de la ec. VII (12) tenemos:

() 4 (%) - §9 bew)

Tomando IOgaritmo'de esta relacidn y teniendo en cuenta
qgue. en. el choque deben cumplirse las relaciones VII (6), se
obtiene de inmediate:

e (7)< WA - B(9-0)  wm(i4)
{donde A,B y V, son constanteés) o seat-

£(0) = A epl-B (V-]

que es la funcidn de distribucidn de velocidades de un gas en
equilibrio de Maxwell-Botlzmann.

e ey ek o e R e A

VIII - TEOREMA H DE BOLTZMANN1

Este teorema, que designaremos por H3 y tiene una gran
importancia, pues demuestra que un sistema de particulas,aisla-
do en un recipiente de volumen V y con €nergia E tiende a un
estado de equilibrio, cuando parte de un estado arbitrario de
las particulas con velocidades que satisfacen la condicidén de
energia constante.

1 - Ref.: 7, 14, (pag. 666), 31 (Cap. V).
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Boltzmann comienza con la definicién de una funcién F*B que
satisface la relacibn:

o= [F ez day  yur (4)

donde g dT;,} tiw‘, tienen el significado dado en la sec-
cion VII,

Consideremos que la funcidn de distribu'cionf es independien
te de la distribucidn espacial de las particulas. Es facil con-
cebir que si hubiera falta de uniformidad espacial en la distri-

bucidén de las particulas, como consecuencia de los azarosos e
intensos choques entre las partlculas,

zdpidos—a—intensocs-echo-
quemea%;e—Las—ga;tieulas, rapidamente se obtendria una distri-
bucidn espacial uniforme; pues el factor fundamental que provo-
ca el cambio hacia el equilibrio estd constituido por los cho-
ques entre particulas:-y de &stas con las paredes del recipiente.

Derivando la relaeidn VIII (1), tenemos. recordando que ad-
mitimos la distribucién espacial uniférme*.

dH
T -T(lwn;)o\w e (2)
Consecuentemente 2!% = 0 implica la condicidn de equilibrio,
9

fi;%fL =0 tﬂ]ﬂi (ED

Reemplazando Qﬁét en VIII (2) por su expresidn dada por la
ec. VII (12). obtenemos:

e - dendegforay [0 (114 —M;)( +hnf)da e (4)

como:

V-Gl =1Y-%l =\ - m(e)

obtenemos intercambiando V; ¥y i

Atte - (ausydoo o) | - TR 4 - u)(wﬁm)an I (6)

Sumando VIII (4) y VIII (6)

%:JZ.de}dm.:fc(nnG}—'JJ(“‘L-M;)(zwﬂ(fim) 451 MO (¥)
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Intercambiando las variables V: V- - v v} tenien-
do en cuenta VIII (5) y como: ( * ¢) ( ¢ ’»d)

dev;  duy = de) doi; r ()

podemos esgribir en vez de VIII (7):

A8 = & faukded (st (1fs- £ =
x (7.*‘ On, flﬁ) dL ¥ (9)

De VII (7) y de VIII (9) médiante operaciones simples se
inflere:

dtg _ v
T =k o o (T T (4] 41

W) - W] Ao g

Si escribimos:

ffi=u f‘i.f,g = i

se vé facilmente que para valores reales y positivos de u y
de u' se cumplea:-

(u‘—-u)‘(&«u' —~ L 1) 30

consecuentemente:

%*—f—s O VIIC (44)

en la que el valor cero representa el estado de equilibrio. En
el proceso hacia el estado de equilibrio debe tenerse en cuen-
ta las inevitables fluctuaciones provocadas por los azarosos
choques entre las particulas y de éstas con las paredes del re-
ciptente, (ver fig. 1).

La tendencia delig,de decrecer, hasta alcanzar el estado de
equilibrio implica que si en un instante t‘ , antes de alcanzar
el estado de equilibrio, se invierte el movimiento de cada
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LA Yy 4 ;
Vv ¥ ¥ 3

e

t

Fig. 1 - Evolucibn esquemitica de 1a funcidn F*g » @ partir
de un estado fuera del equilibrio, correspondiente a un siste-

ma aislado de energia constante. Los puntos representan posi-
bles posiciones de l1a funcién Hy

sas € inevitables fluctuaciones.

» motivadas por las azaro-
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particula.t{g'aumentaria. en lugar de disminuir, consecuente-
mente la reversibilidad mecinica no se cumple en los estados
macroscOpicos de un sistema, salvo casos excepcionales de
probabilidad nula, aunque no imposibles. Esta irreversibilidad

de los procesos macroscbpicos, no es explicable sobre la base
del teorema cuasi-ergddico.

R. H. Fowler generaliza el teorema l"\ts para el caso de una
mezcla de diferentes tipos de moléculas™; y, ademas, formula
el teorema Hp en mecanica cuintica“.

Pasaremos a demostrar que la funcidn ¥43 , salvo el signo,
el producto de la constante k y la suma de una constante, es
equivalente a la expresidn de.la entropia dada en VI (5).

Supongamos que al espacio de seis dimensiones, de las coor-
denadas de posicidn y de las componentes de la velocidad de
cada partfcula y que la distribucidn de velocidades no depende
de la posicidn espacial; lo dividimos en L celdas de igual

medida , AN = \V. Aw , slendo V el volumen del recipien
te. Podemos escribir; con suficiente aproximacién la relacidn
VIII (1):

}* j% e”‘afé AN Vi (12)

siendo f} el nlmero medio de particulas en la celda f .

La probabilidad de ocupacidn de una particula en una celda
y seri:

Pe = by j Ie = 55F ALY

M
consecuentemente la ec, VIII (12) es equivalente a:

L _ | L
Ne>2 p’“‘?‘e) AN =’“é Pe I pe +m g =

‘Pl I Pr + Const m (M‘)

Si multiplicamos esta expresidn por la constante de Boltz-
mann k, para proporcionarle las dimensiones de una entropia y
le cambiaﬁos el signo, encontramos que la ec. VIII (14} es

1 - Ref.: 14 (pag. 668) 3 2 - Ref.: 14 (pag. 675).
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equivalente a la ec. VI (5), que es lo que nos proponiamos
demostrar. Consecuentemente el teorema H de Boltzmann impli-
ca la demostracién del segundo principio de la termodinZmica

en gases, lo que constituye una de las mis geniales conquis-
tas de la fisica tedrica.

IX - GENERALIZACION DEL TEOREMA Mg

La funcién Hg , de un sistema aislado de particulas esfé-
ricas sin grados internos de libertad, depende, comc hemos vis-
to precedentemente, de la distribucidn de lss particulas, en
cada instante, en el espacio'}} de seis dimensiones.

R. C. Tolmanl generaliza el teorema‘ﬂe,en el sentido de ha-
cerlo aplicable al espacio de la fase I* de 6n dimensiones.

(9(!') q”l T q"&*‘ ) Py Pay—, Pz»vb E(i}

cuando se trata de particulas esféricas sin grados de libertad
internos. En caso de particulas complejas el procedimiento a
seguir es analogo y el resultado final no cambia.

Tolman en su demostracidn emplea el teoxema de Liouville.
Nosotros, por las observaciones que hemos hecho en la Seccidn
11 » Prescindiremos del uso de dicho teorema.

Supongamos dividido el espacio r“ » correspondiente al sis
tema de energia constante E considerado en N celdas de igual
medida A]":[\q'Aq‘z_,_Q 0 AP!AP:. _ "Aba, - Como la
medida de la hipersuperficie de energia E es finita, también
serd finito el niimero de celdas N.

Definimos la funcidn H de Boltzmann en el espacio Tﬂ por:

He,m = “Zz—'Px(t)‘Q”\ P“(t),' :qux(t)zi E(Z)

siendo-Tm‘ la probabilidad de que el punto representativo del

1 - Ref.: 33 (pag. 165)
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sistema de interés ocupe la celda A& ,

Si tomamos un""ensemble" compuesto por un niimero ¥’ muy
grande, pero finito, de sistemas, tendremos:

Pu=lim ) Zome=A  TIX(3)

siendo My el niimero de sistemas que en un instante t tienen
su punto representativo en la celda A& . En general P
serd una funcién del tiempo y, consecuentemente, también la
funcidn H.B}(p. » &0 general, dependerd de t.

La referida generalizacidn estableces una relacién entre las
funciones HB.,I"' y Hg .

Sea M; €l niimero de partficulas en la celda Au; en el espacio
. Un determinado estado del sistema estd definido, como
hemos indicado, por una distribucidn de las n particulas en las
distintas celdas A y la designaremos por el sub-indice ¥V .,
Sea Qy el nimero’de celdas en el espacio [ que corresponden
a la indicada distribucién ) en el espacio s4 . De las de- -
finiciones establecidas, podemos determinar la relacidn:

Gy == 40

) AnLl
DesignandoF§ a la probabilidad de una determinada distribu-
cidn de las n particulas en el espacio /L& i de IX (3) y IX(4)

obtenemos: _
Py = G‘ﬁ Po(' :[Z:(S)

De acuerdo con la definicién de *4B,ﬁ podemos escribir, re-
cordando 1IX (2), IX (3), IX (4) y IX (5):

Hamw = 2_ G Py b Py -
= Z_ Py B2
¥ Gy

La suma IX (6) se efectiia sobre todas las posibles distri-
buciones de las particulas enyespacio /}L .

| T |

X (6)
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De las relaciones VIII (14), IX (4) y la aproximacidn de
Sterling para los factoriales obtenemos:

eV\ -.C-!\-;) po HB,V + Const E(—:}')

donde P{B,v es la funcidn de Boltzmann en el espaciO/* para
la distribucidén p .

De IX (6) y IX (7) se obtiene:

HB,F - %_ Py HB,V +% PV Q/APV + Const. E(g)

Esta relacién vincula la nueva forma de la funcidn de Boltz-
man en el espacio I" con la expresidn de la funcidn Hy en el

espacio.}x .

El primer término de la ec, IX (8) representa el valor me-
dio de la funcidn de Boltzmann en su teorema original; y el
segundo describe 1as distintas distribuciones de las particu-
las en el espacio’ . Por el teorema F4B sabemos que la ten-
dencia del primer término de .IX (8) es disminuir hasta alcan-

‘zar 1a distribucidn, en el espacio {A » correspendiente al es-
tado de equilibrio de las n particulas. El1 segundo término,

por lo considerado en la Seccidn V,tiende a disminuir hasta al-
canzar una ocupacidén uniforme en el espacio p y la distribu-
cidn de velocidades. m&s probables en las n particulas en el
mismo espacio. Consecuentemente:

d_T_Hf“ <0 IX (a)

Correspondiendo el valor cero para el estado de equilibrio.

X - NUEVQ PLANTEO DEL PROBLEMA ERGODICO

De las relaciones IX (2), IX (3) y IX (9) sabemos que la
funcion H de Boltzmann generalizada en el espacio de la fase
r‘ ’ Fig r , cuando se parte de un estado inicial, del
sistema de n particulas, fuera del estado de equilibrio, dis-
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minuye hasta alcanzar el estado de equilibrio, para el que
se cumple:

dH
__E:”_-O Z—“}.\%ég(wg’“ec@) __'K.(l)

o =]

siendo, como en la Seccidén IX, N el niimeroc de celdas AT ,
de igual medida, en que se dividid la hipersuperficie de ener-
gia constante en el espacio de la fase [V ; y Px(t) 1a
probabilidad, que en el ihnstante t, el punto represgentativo
del sistema considerado ocupe la celda AX en la referida
hipersuperficie, de energia constante E.

Por lo expuestv, para hallar el estado de equilibrio debe-
mos determinar el valor minimo de la fyncidon IX (2)., Para esto
consideremos la funcidn:

‘f(x) = X dwx X.(2)
que, como se demuestra facilmente, es convexa en el intervalo
0<% xsl i ¥y como en toda funcidn convexa se verifica:

e ,éx**)‘ ‘ Z‘{(xx pAE)

de IX (2); X (2) y X (3)

L P I
MQ"‘M""N

P«G:) On R (&) TX(4)

R
tlr\qiﬁ

0 Sea:d

~ G zacwa@ Her X

Es decir, el valor minimo de la funcidn V*Bﬂw , que
corresponde al estado de equilibrio. se obtiene para:

P (t) }Pi-ll'a x=1,2 —,N K(é)

Queda asi demostrado, sobre la base del teorema de Boltz-
mann generalizado, que las celdas de igual medida en que se
divide el espacio de 1a fase de energla constante E correspon- .
diente al sistema aislado considerado, tienen igual probabili-
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dad de ser ocupadas por el punto representativo de dicho sis-
te, cuando el sistema se encuentra en equilibrio. Consecuen-
mente los promedios en el tiempo o en el espacio de la fase,

de energia constante, dg una funcién f(P(E))'-" (35,7 -Bani Py Pan)

seran iguales; es decirjyllega a la misma conclusidn que con
el teorema de Birkhoff:

t
(FPwy = b 4 g f(P(t))dtré‘Jf(P(Pﬁ\)Ar DNE)

siendo Srl la medida de la hipersuperficie H=E .

Pero de acuerdo al teorema de Birkhoff, como lo hemos in-
dicado en la Seccidn IV-2 se necesitaria un tiempo enormemen-
te grande para determinar el promedio temporal de una funcidn
de las coordenadas candnicas, mientras que experimentalmente
basta una fraccidn de segundo para obtener el valor wmedio, por
ejemplo, de la presidn de un gas en equilibrio.Dentro de nues-
tro enfoque eso es explicable, pues solamente se requiere un
nimero de grandes choques para alcanzar los valores medios; y
como por segundo se producen. en un gas alrededor de 10" choques
por particula , en un décimo de segundo el nimero de. choques
es sumamente grande para garantizar un buen promedio.

En la Seccidn IV-2 hemos' indicade que R.C., Tolman consi-
dera que en lugar del teorema cuasi-ergddico debe postularse
a priori una hipétesisl: "La igualdad de probabilidades de di-
ferentes regiones de igual extensidn del espacic de la fasel'".
La demostracidn que hemos expuesto, sobre la base de la gene-
ralizacidén del teorema H de Boltzmann, d& validez a la hipd-

tesis de Tolman cuando el sistema considerado se encuentra en
equilibrio.

Es interesante relacionar nuestro resultado obtenido en las
ec. X(5) y X(6) con la formulacidn de la medida de la incerti-
dumbre, dada por Shannon, para un determinado proceso, segin
lo indicado en Seccidn V.

Podemos ‘definir el siguiente esquema:

_ [ (an),, (&), - —, (an),
r‘ i l P

X (8)

andlogo al V (1).

1~ Ref. 31 (pag. 60).
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Aplicando al esquema X (8), la definicidn de Shannon de la
medida de la incertidumbre tenemos:

N N
I= _Z_ PQ(Q'APD( ) ZPQ\=| I(q)
X=| K=|

Cuando todas las celdas (&Yﬁ,t y las correspondientes pro-
babilidades son ifguales, se obtiene la maxima incertidumbre.

TPy Py — RS bl =T (=) X (19

Esta relacion es la misma, sgpbknosel=sdievde, que la que mide
la incertidumbre, ec. V (2) y V (3).

5i a 1la funcidn H de Boltzmann le cambiamos el signo y la
multiplicamos por la constante k de Boltzmann por razones de
dimensiones, obtenemos la expresidn que corresponde a la entro-
pia termodinamica y coincide con la expresidn de la entropia
dada por Boltzmann-Planck, Seccidn VI,

Determinaremos ahora la probabilidad Pig » de transicion
del punto imagen del sistema en la hipersuperficie de energia
constante en el espacio | , de una celda 1 a la celda j
en la unidad de tiempo, por ejemplo una décima de segundo. Pa-
ra esto podemos escribir la ecuacidn:

CiFE(E) ‘Zi;_(:‘zﬁ. HO M ¥ Tﬁ({i) :Z:X:ﬂi)

P;(t) es la probabilidad, como anteriormente que el punto
imagen se encuentre, en el instante t en la ceida i, anglogo

significado P& (t) -

Para el caso de equilibrio, hemos demostrado, ec. X (1)
que debe cumplirse: -

d_‘z_;'{(t.)_::o }‘.‘:=‘,2,‘—-,N 2’3(12)
y, ademds que, ec., X (6)
Pl ji=tz, — N X (13)

Consecuentemente, en el estado de equilibrio tenemos:

Pij = Dy X (14)
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Es decir, el punto imagen del sistema en el espaciorhiene
1a posibilidad de saltar de una celda a muchas olras y de é&s-
tas a la primera. Esto estd en contradiccidn con la supuesta
trayectoria analftica que sigue, en el espacio de la fase, el
punto imagen del sistema considerado de acuerdo a la teoria
ergbdica cldsica. La raiz de esta contradiccidn estd en que en
esta teoria no se tiene en cuenta la caracteristica fundamen-
tal de un gas: los continuos y -azarosos choques entre las par-
ticulas integrantes del sistema y de &stas con las paredes del
recipiente, Mientras que nuestro txatamiento del problema ergd-
dico se basa en la teoria del comportamiento de gases de Boltz-
mann en la que se efectfia un efectivo an@lisis de las colisio-
nes entre las particulas.
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