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ABSTRACT

In this paper we study the existence of solutions
of a variational inequality modelling the dynamics of a pile
penetrating into the ground through the action of a pile hammer,
via fixed point and subdifferential arguments. This line of
reasoning reduces the variational inequality to a nonlinear

evolution equation involving a monotone operator.

1. INTRODUCAO

Num trabalho recente [ 2], M.A. Raupp, R.A. Fei -
joo e C.A. de Moura, propuseram um modelo para um problema
de mecanica dos solos, qual seja o do compoftaménto diﬁémico
de uma estaca de fundacao penetrando no solo sob a acgao de
um bate-estaca. Devido ao efeito do atrito, a forma matemati
ca do modelo resultou numa inequacgao Variacional envolvendo

um funcional nao diferenciavel. No trabalho acima citado,



foi provada a existencia e unicidade de solugbes dessa inequa
cdo variacional por regularizacao do termo ndo-diferenciavel.
Em dois outros trabalhos, os mesmos autores apresentaram Te
sultados numéricos usando regularizacgao, Galerkin e predictor-
corrector [ 3] e uma discretizac@o da equagdo baseada num al
goritmo de otimizagdo [4].

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demons
tragdao da existéncia de solugbes da inequagdo variacional aci
ma referida que, usando argumentos de ponto fixo e subdiferen
cial, reduz este problema ao da existencia de solugdes fracas
de uma equagao de evolucdo mondtona.

Antes de apresentarmos a inequacgao, vamos definir
alguma notagao para lhe dar um significado preciso. Seja
Q@ = (0,L) um intervalo da reta e V = HI(Q) o espacgo de Sobo
lev de ordem um sobre Q. Para 1 < p <« , D um espago de
Banach, e T um nimero real positivo fixado, representaremos

por LP(D) o espago de Banach de todas as funcOes mensuraveis
u: [0,T] =D
tais que []u(t)|!D € Lp[p,T]. Sua norma € dada por
, T
lullP = | fu) Py at
LP (D) b

0

Jull = t) -
||L D) iisl'_-ﬂs'll“lﬁ) fult) I



Se f e g sao fungoes de H = LZ(Q) entao

(f,g) = | £(x)g(x)dx

J
Q

(02

o produto interno usual nesse espago e

2
€], = (£.9),

€ a norma de f em H, resultante de (+,*).Se veV e f ¢ v,

dual de V, entao

<f,v> = £(v)
visto como uma forma bilinear de V' xV emR & o par de duali
dade de (V,V').

Além disso, se £ & uma funcdo de L°(Q), K, F e ¥

sao constantes reais positivas e u e v sao fungoes de H, defi

nimos
(1.1) J(u,v) = KyF [ L(x)H(x+u-L) (x+u-L) |v|dx ,
£
sendo H a funcao de Heaviside, isto €,
H(x) = 1 x>0

Usaremos, também, para a derivagdao no tempo, a notagdao comum

em Fisica:



5 = du
dt
(]
G- Ly
at?

~ 1 —
Para todo funcional feV' e toda funcao a € C (@),
espago das funcgoes continuamente diferenciaveis em @, defini

remos o funcional o feV' da seguinte forma
<of,v> = <f,ov> , ¥V veV,

dado que aveV se aeCl('ﬁ).

. . 1
Assim, sendo ainda A e peC (R) e a,b,kl, e k2 cons
tantes reais positivas, a inequagado variacional a que nos re

ferimos acima tem a seguinte forma:

(1.2)  <pAU(t),v-u(t)> + a(Aux(t),vx-ﬁx(t)) + b(Aﬁx(t);%;ﬁxﬁj)+
<(k u(l,t)+k u(l,t))6,,v-u(t)> + J(u(t),v)-J(u(t),u(t)) >
<Af(t) + F(t)s,,v-u(t)> , ¥V veV, q.t. te [0,T],

onde sao dados £:[0,T] » V' e F:[0,T] » R, e §, 8, ¢ V' sao

tais que

<8 sv> = v(1) ,

<60,v>

v(0) ,

qualquer que seja velV.



Precisamos assim, mostrar que existe u, de forma
que u(t) e u(t) tenham valores em V, satisfazendo (1.2) e as

condigoes iniciais u(0) = u_ , ﬁ(O) = u

0 De agora em dian

1

te, tomaremos A=p=£=1 e K=y=F=k, =k a=b=L=1, o

2
que de forma alguma afetara o argumento no caso geral.

Em seguida, seja a forma bilinear

a: VxV »>1R

(u,v) » a(u,v) = (u ,v,)+8 (Wé (v).

Esta forma bilinear € continua e € tal que existe

uma constante real positiva Ca com a propriedade abaixo:
(1.3) a(v,v) > CaHV” , YveVv,
onde || - || € a norma de V (ver [2,sec.3]). Podemos assim, re

sumir nosso problema da seguinte forma:

Mostrar que existe ue L™ (V) tal que ue L7(V) satis

fazendo
(1.4) <U(t),v-u(t)> + a(u(t),v-u(t)) + a(a(t),v-u(t)) +
+ J(u(t),v) - J(u(t),ua(t)) > <F(t),v-u(t)>,
¥Y¥veV, q.t. te[0,T],
(1.5) u(0) = u,
(1.6) u(0) = u



E agora, F(t) = f(t) + F(t)6o e

1
(1.7) J(u,v) = [ H(x+u-1) (x+u-1) |v|dx.

0

Na Secao 2, demonstraremos o seguinte resultado:

2 ' .
Teorema 1.1. - Dados u, € Vv, u, eH e FelL (V ), ou seja,

fel’(V') e F eL2|:0,T], existe uma Gnica funcgdo u em 9x[0,T],

satisfazendo:

i) ueC(V),
ii) ueCEH) N L? V),
iii) a inequacao (1.4), e

iv) as condigoes iniciais (1.5) e (1.6),

onde C(E) € o conjunto das funcgoes de LY (BE) continuas enm t.

2. DEMONSTRACAQ DO TEOREMA 1.7.

De [2] sabemos que a solugdo de (1.4) é Gnica.Sub
dividiremos a demonstracgao da existencia em duas partes:

1) usando um esquema funcional adequado e o teorema do

ponto fixo de Schauder, reduziremos o problema de exis

téncia de solucoes de (1.4) a um problema mais simples,

no qual a primeira variavel do funcional J(e,-) € Vis

ta como um parametro (problema desacoplado);

ii) usando técnicas de subdiferencial, mostraremos que as

solugoes fracas de uma equacao de evolugdao monotona,sao



também solucgdes de problema desacoplade. Por fim, usan-

do regularizacdo e um resultado de [5], mostramos a e-
xisténcia de solucoes desta equagao.

Parte (i) - Dado we LT (H), consideremos o problema

abaixo, o qual chamaremos de inequacgao variacional desacopla

da:

Mostrar que existe uma fungao ue:Lm(V) tal que

que ue L7 (V) satisfazendo:

(2.1) <U(t),v-u(t)> + a(u(t),v-u(t)) + a(u(t),v-u(t)) +

+ JW(t),v) - J(w(t),u(t)) > < F(t),v-u(t)> ,

¥ veV, q.t. te[0,T],

onde J € como em (1.7), e as condigoes iniciais (1.5) e (1.6).
Na parte (ii), mostraremos que a inequacgao variacional acima
tem solugao Unica qualquer que seja we LY (H), para dados tais
que u eV, u, el e FE:LZ(V'). Chamemos de u, esta solucao,

enfatizando sua dependencia em w.

-~ *
Temos entao que, para todo w, uW e uW pertencem a

L°(V). Além do mais, tomando v=0 em (2.1), concluimos que
(2.2) - <ﬁw(t),ﬁw(t)> - a(uw(t),ﬁw(t)) - a(ﬁw(t),ﬁw(t))

- J(w(t),u (t))

1v

- <F(t),ﬁw(t)> , q.t. te[0,T],

e posto que H(x+w-1)(x+w-1) > 0 qualquer que seja xe[0,1] se

gue que



Jw(t),u ()2 0, q.t. te[0,T],

para tOdO w, € consequentemente
- L )P oatu (t),u (1) - a(l (t),0 () >
2 dt W 2 W > w W *w -

- <F(t),u, (t)>

em quase todo t. Integrando a desigualdade acima de 0 a t, mul
tiplicada por -1, e usando a desigualdade (1.3), temos que u,

satisfaz

t

8, (0 2+ fu, (e [+ J g (NI dr < Klu,  +K a(u,,u,) +

]

t
+ K I ]<F(T),ﬁw(r)>[dr,

]

onde K = max {2, Z/Ca , 1/Ca} , ou seja,

t

. 2 2
u (D dr < K|u1|2 + Ka(ug,u)) +

[0, () 1+ Hu () 1+ [
t 0

t
K 2
* I J ||F(T)|b'd1 + ek I ]

b (0 |f ar.

0
0

Donde, para e suficientemente pequeno, temos que

T 2
o, (D] dr <

(2.3) 8, (O + u () + (1-eK)

T Yo

2 K 2
K(lullz+ a(u,,u )) + ic J ”F(T)l%'dT = K,.

0



Em particular, se W € o subconjunto convexo, fe
chado e limitado de Lw(H), definido como sendo o fecho em
L7 (H) de

W, = fuel(M) | uel®™(V) e Hu[lzoo <K, 1,
L (V)

entao, dada a funcao

g+ L) » L7 (H)

W +gw) =u, .,

a desigualdade (2.3) nos diz que g(Lm(H)) c W, C Ww.

Uma outra informagao que extraimos da desigualda
de (2.3) é que ﬁw pertence a um subconjunto limitado de
Lm(H) e entao, pelo critério de compacidade de Lions-Aubin
[5,sec. 1.5, Teor.2], sabemos que g(W) & uma parte relativa
mente compacta de Lm(H).

Em seguida, vejamos que g & uma funcdo continua

de W em LY(H), para podermos usar o teorema do ponto fixo.

Com este fim, consideremos (wn) uma sequéncia em W tal que
n

w_ > weW
n

em LY(H) e seja u, = g(wn) e u = g(w). Estas fungoes sao
tais que
(2.4) <u ,v-us o+ a(un,v-un) + a(un,v-un) + J(wn,v)
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(2.5) <u,v-u> + a(u,v-u) + a(u,v-u) + J(w,V)

- J(w,u) > <F,v-u>, ¥V veV
para quase todo t.

Tomando, a cada instante t, v = ﬁ(t) em (2.4) e

v = ﬁn(t) em (2.5) e somando, obtemos

.o .. ® - L] L] L] L] L] L ]
- <u- -u_> - - - - - - >
u-u Lu-u a(u u ,u un) a(u u ,u un) >

J(w,u) + J(wn,{xn) - J(wn,a) - J(w,ﬁn)

e 1sto implica que

_g— .

1 * * 2 L] . L]
(2.6) Vi dt(Iu-un|2+ a(u—un,u—un)) + a(u-un,u—un) <

J(wn,ﬁ).- Jw, )| + [Jw ,0) - Jw,u)l

Porém, como
1

J(wn,a) - J(w,u) = [ [:H(x+wn-1)(x+wn—1)—H(x-w-1)(x-w-l)] la|dx
J

0

temos que

1
. . . 2 0,2
lJ(wn,u) - Jw,u)! < [ |wn—w!!u!dx < !wn-wlzlul

J

0

)"
E analogamente,

. 2 2
- ¥ ] - ¥
IJ(wn,un) J(w,un), < !wn w[zlunl2
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Assim, integrando (2.6) de 0 a t, observando que os
dados iniciais u, e u, nao dependem de n, que Iﬁ(t)li < K, e
Iﬁn(t)!z < K, para todo n, e usando (1.3), segue que
T
lact) - ﬁn(t)lj + C llu()-u_(0)]]° < 2K, |w(t)—wn(t)|zdt.
0
Consequentemente, como w, > W en Lm(H) temos que u, > u em
Lw(V), donde en Lm(H), mostrando assim a continuidade de g.
Resumindo, g € uma fungao continua que leva o con
junto convexo e fechado W em uma parte relativamente compacta
de L”(H), contida em W, < W. Portanto, o teorema do ponto fixo
de Schauder nos garante a existéncia de um ponto ueW < L% (H)
tal que g(u)=u. Esta u € assim uma solugdo de (1.4) e, como
ressaltamos previamente, € a Unica [2,sec.3]. Chamamos ainda a
atencgao para o fato de que ue g(W) < W e dessa forma possui

as caracteristicas das solugoes de (2.1), as mais relevantes

das quais fazem parte do enunciado do teorema 1.1.

Parte (ii) - Vamos agora mostrar que o problema de
sacoplado tem solucao Unica. Primeiramente, vejamos que dado

e u

wel”(H), u  solucdo de (2.1) € UGnica. Sejam portanto, u, )

duas solugoes de (2.1) associadas a uma mesma fungdao w. Estas

funcgoes satisfazem

(2.7) <ﬁl,v—ﬁ1> + a(ul,v-ﬁl) + a(ﬁl,v—ﬁl) + J(w,v)-

- J(w,ﬁl) > <F,V~ﬁ1> , Y veV,
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(2.8) <ﬁ2,v-ﬁ2> + a(uz,v—ﬁz) + a(u ,V—ﬁz) + J(w,v) - JWw,u,) 2

L]
<F,v-u,> , Y veV ,

para quase todo t, sendo ul(O) = uz(O) e ﬁl(O) = ﬁZ(O).

Assim, se no instante t escolhermos v=u2(t) em (2.7)
e V=u1(t) em (2.8) e somarmos, obtemos que u = ul-u2 satisfaz a

desigualdade
- <B(1),A(t)> - a(u(t),u(t)) - a@(t),u(t)) > 0,

para quase todo t, sendo u(0) = u(0) = 0. Esta desigualdade im

plica que

1 d
7 3t

U(t) !z +a(u(t),u(t))) + a(@(t),u(t)) < 0
para quase todo t.

Integrando de 0 a t, temos que

t

[0(e) |7+ au(e),u(e)) + | a(a(o),b(r))dr < (O[] +
2

]

0

+ a(u(0),u(0)) =0,

e como todos os termos do primeiro membro da desigualdade aci

ma sao nao negativos, a fortiori

c llu)I® < a(u(t),u(t)) = 0

para quase todo t, ou seja, u=0 como funcao de L™ (V).

Tendo estabelecido a unicidade de U s observemos

que J(y,.) € uma funcdao continua, convexa propria de H em R ,
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para todo y e H. E como consequencia imediata deste fato, temos
que J(y,.) tem subdiferencial nao vazio [l,cap. lj, qualquer
que seja y, em todos os pontos de H.

Seja agora G : R ~ IR definida por

{ 1 x>0
G(x) = ' 0 x=0
L—l x<0 ,

e @(y,vo) o funcional linear em H tal que

1

(e(y.vy),v) = | gx,y(x)) G(v,(x))v(x)dx ,

0
onde g(x,y) = H(x+y-1)(x+y-1) e vy, v, e H. Este funcional pos

sui as seguintes propriedades:

1) (e(y.vy),vy) = J(y.vy)
ii) J(y,v) > (8(y,ve),v), pois [v] > [G(v )v] ,

iii) e(y,v,) € continuo quaisquer que sejam y e v em H pois

2 2

[(@(y,vy) W ] < 18y (G, (D IV < Iyl Iv]

2 - 2 2"

Notemos que (ii) € equivalente a

J(}’»V) - J(YaVO) _>_ (Q(Y,VO),V—VO) »

e assim sendo, %(y,v,) € um subgradiente de J(y,.) no ponto
v, [1,cap.1l] . Consequentemente, como ¢ (y,v,) € também um fun
cional linear continuo em V, pois V esta continuamente imerso

em H, decorre que se ue L7(V) e we LY (H),
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Jw(t),v) - Jw(t),u(t)) > <e(w(t),u(t)),v-u(t) >

para todo veV e quase todo te [0,T].
Concluindo, se ue L™(V) & uma funcao tal que

UeL”(V) e que satisfaca

(2.9) <U(t),v-u(t)> + a(u(t),v-u(t)) + a(u(t),v-u(t))

+ <o(w(t),u(t)),v-u(t)> > <F(t),v-u(t)> ,

¥ veV, q.t. te [0,T] ,

sendo u(0) = u, e u(0) = u entdao necessariamente u € também

1 e
solugao de (2.1).

Notamos que a escolha do subgradiente %(y,.), que
aparece em (2,9) € arbitraria, pois a funcdo G poderia assumir
qualquer valor entre 0 e 1 no ponto 0 e ainda assim & conserva .
ria as propriedades (i), (ii) e (iii). Assim, mesmo substituin
do o subgradiente %(y,.) escolhido por um outro, uma funcao
que satisfaca (2.9) satisfaz também (2.1). Consequentemente ,ve
mos que, devido & unicidade da solugao de (2.1), a solugao de
(2.9) independe do subgradiente que aparece nessa inequagao.

Devido a isso, nosso problema se resume em mostrar
a existéncia de solugdoes de (2.9). Mas observemos que em

(2.9) podemos tomar,a cada instante t,v = % z-ﬁ(t), zeV, e

assim a inequacao (2.9) € equivalente a equacgdao variacional

(2.10) <u(t),z> + a(u(t),z) + a(u(t),z) + <o(w(t),u(t)),.z>

= <F(t),z> , ¥zeV, q.t. te [0, T ,

com as condigoes iniciais (1.5), (1.6).
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Porém, a forma bilinear a(+,+) define um operador
AV e—V'vtal que para todo ye V, A(y) = a(y,*). Assim se de

firnirmos, para cada we L (H), o operador

B(y) = A(y) + a(w,y) ,

onde y e V resulta que (2.10) & uma forma fraca da equacao

(2.11) U(t) + A(u(t)) + B(u(t)) = F(t) ,
u(0) = u, ,
u(0) = u

que € uma equagao de evolug@o ndo-linear mondtona. Em [5,sec.
3.6], Strauss demonstrou que: se A € um operador linear, coer
civo, simétrico e continuo de V em V' e B unm operador de

L% (V) em LZ(V') com as seguintes propriedades:

i) B & limitado e demicontinuo,
ii) para algum A real,e_kt(x/z + B) € coercivo em LZ(V) ,
iii) e'*t(x/z + B) & semimondtono em conjuntos limitados de

um subespaco de L%(V);

entao, para todo u, eV, u, el e Fe LZ(V'), existe uma funcao u,

tal que ue C(V) e Ue C(H) n LZ(V), solugao de

(2.12) <U(t),v> + <A(u(t)),v> + <B(u(t)),v> = <F(t),v>

b

YVveV, q.t. te[0,T] .

e satisfazendo as condigoes iniciais (1.5) e (1.6).
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Usaremos agora este resultado para mostrar que

(2.10) tem solucao. Seja entao e€>0 e

1 s >¢g
G (s) = 2 |s| <e
€ €
=1

S < -g

2

e consideremos o operador Be : LZ(V) - Lz(V') definido por
(2.13) BE(Vo) = A(vo) + @e(w,vo) ,
onde wel (H) e

(2.14) <®€(w,v0),v> = g(x,w(x)) Ge(vo(x))v(x)dx.
0

-

0 operador A, devido a forma como foi definido, e
um operador linear simétrico, coercivo e continuo de V em V', e
assim possul as mesmas cafacteristicas que o operador A de
(2.12). Além disso, temos que A, se visto como um operador de
LZ(V) em L®(V'), também & linear, coercivo e continuo.

Vejamos agora que BE possui propriedades que impli
cam as condigoes (i}, (ii) e (iii),a serem satisfeitas pelo o-
perador B da demonstracao de Strauss. Com efeito, de (2.14)

segue que qualquer que seja v, eLz(V),

d (w,v.) < C iw s
200 oy 50 lL°°(H)
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€ como
T

lo_(w,vy) - o (w,v )|,

W) < Klwle [ |G€(vo)-G€(vn)]°° dt,

)

sendo ]-]°° a norma de Lw(Q), temos que ®€(w,-) € um operador
continuo e limitado de LZ(V) em LZ(V'). Desta forma, vemos que
B€ definido em (2.13) satisfaz a condigao (i) para todo £>0.

Em seguida, notemos que

wn
7]
\"
m

G_(s)s = |s| = 2

e portanto,

1
r

<®€(w,v),v> = g(x,w(x)) |V(x)|E dx > 0.

0
Donde concluimos que B, € coercivo, pois

T T T
] <B_(v(t)),v(t)>dt > <A(v(t)),v(t)>dt = J a(v(t),v(t))dt >
J

0 0 0

T

2
C, | Hv(e)]l dt,
J

0

2
qualquer que seja velL (V). Finalmente, para todo yeH e veV,
@E(y,v) € um subgradiente do funcional convexo

f

| 8OWE) Ve dx
0

1
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e portanto Be , como soma de um operador linear coercivo e um
subgradiente, & mondtono. Porisso, B_ também satisfaz as condi
coes (ii) e (iii) para todo e > 0.

Assim, podemos concluir que, qualquer que seja
e > 0, existe uma funcgao uf e C(V) tal que wtecCcH) N LZCVLsg
tisfazendo as condigdes iniciais (1.5) e (1.6) e a seguinte

regularizacao da equagao (2.10):

(2.15) <Gf(t),v> + <AQ@E(t)),v> + <B€(ﬁ€(t)),v> = <F(t),v>,

¥YveV, q.t. tsEO,T].

Tomando em (2.15) v = u®(t), obtemos que

2
14 (af |, + a0, ()N + a(@F(8),0°(0)) = <F(1),0°(t)>,

e seguindo o mesmo raciocinio de (2.3), esta equagao implica

que

2z f 2
(2.16) ) [+ S IF + @-ek) | o) ] dt < K,
4}
posto que as condigoes iniciais e F nao dependem de e¢. Por ou

tro lado, como A(u®) e Be(ﬁe) pertencem a L?(V') para todo e,

temos que ufe LX(V') e

|4® | C< JAW®) oA B (%), |, o+ |F :
L2 v Ichv ) B lL v | 1Lz(v') A
Porem, dado que

(2.17) |A(u®)| < Cluf] < K

LZ(V') - |L2(V)
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(2.18) A |, < C|u| <K, o,
L°(V")

+ Clw| < K,

B_(u%)
|B_(u®) | . L )

S K

L (V")
decorre que

(2.19) lu®| , <K
L (V)

Como consequencia das limitacoes (2.16)— (2.19) e
da compaticidade fraca e fraca estrela dos conjuntos limita

dos dos respectivos espacgos, podemos, extraindo sucessivas sub

sequeéncias e u® , obter uma subsequéncia, ainda chamada ug,
tal que:
i) u® + u fraco estrela em C(V),
* L] 2
ii) 4% > U fraco estrela em C(H) n L (V),
iii) 4% > U fraco em L (V') ,

iv) A(u®) >y fraco em L*(V') ,

v) A(G®) > ¢ fraco em L2(V').

Usando o critério de compaticidade de Lions-Aubin,
[5,sec.1.5, Teor.2] , podemos ainda escolher a subsequéncia
u® de forma que u® > U forte em L?(Q), Q = (0,17 x [0,T], e

também quase toda parte em Q, o que implica que

@E(W,ae) > o(w,u) em L7 (V').
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Além disso, & facil ver que ¢ = A(u) e ¢ = A(ﬁ) devido as con
vergencias (i), (ii) e a simetria do operador A.
Portanto, concluimos que existe ue C(V) tal que
UeC(H) N L%(V) satisfazendo
T T
I <u(t),v(t)>dt + { <A(u(t)),v(t)>dt +
0 0
T T
J <B(u(t)),v(t)>dt = [ <F(t),v(t)>dt,

J

0 0

para todo ve:LZ(V). Esta igualdade, por sua vez, implica que
u € solucgao de (2.10). Finalizando, ressaltamos que um cal

culo usual mostra que u satisfaz (1.5) e (1.6).
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