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Introducao

Operadores do tipo Dirac em Variedades Riemmanianas sdo objetos matematicos de fundamental
importancia na Geometria Diferencial ([1],[2],[3]) e nas suas aplicagdes a Fisica Quantica ([4],[5]).

Infelizmente, muitos dos estudos apresentados na Teoria dos Operadores de Dirac sao
extremamente complicados devido a utilizagdo de métodos sofisticados da Teoria de Fibradas
Vetoriais, Topologia Algébrica e Topologia Diferencial ([1]).

O nosso objetivo neste trabalho ¢ apresentar, de um modo relativamente simples e baseado na
Teoria dos Operadores Pseudo-Diferenciais de Seeley refs. ([2],[4],[5]); o resultado principal de
Atiyah-Singer ([1]) que o trago do operador de evolugdo associado a uma classe de Operadores de
Dirac definidos em variedades bidimensionais e provenientes da Fisica Quantica ([S]), tem um
profundo significado topologico. Este resultado ¢ detalhadamente apresentado no Capitulo 2 e é devido
a este autor na sua forma de apresentagao.

Capitulo 1

O Método de Seeley para determinar exatamente Fungdes de Green de Operadores Elipticos de 2¢
Ordem Bidimensionais.

Seja A o seguinte operador diferencial eliptico de 2¢ ordem atuando no espago (I?’(Rz)qxq,
formado pelas fungdes infinitamente diferenciaveis de suporte compacto em R? com valores em

M xqe (C) (matrizes complexas g x q)
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=5 6,0 )D (1)

a2

onde a = (a1, @) sdo inteiros ndo-negativos associados ao operador diferencial basico

- (b ()

onde A,(x) € CX(R?)

gxq

No caso em que for possivel introduzir uma estrutura Hilbertiana em C(R?)__ ~ que implique

que A4 seja um operador positivo definido em relagdo ao produto interno em questdo (como seré feito
no Capitulo 2 do presente artigo); teremos a necessidade de estudar o semi-grupo contrativo gerado
por A e definido pela formula espectral ([1],[2])

e = oL J' dAe (Al gug —A) ™" 3)

onde C é um contorno contendo a semi-reta positiva A > 0 (o espectro de A!) e orientado no
sentido anti-horario.

De acordo com Seeley ([1],[2]), consideremos o simbolo associado ao operador (A1 5., —4)™" e
definido pela seguinte relagao

o(d-)E) T e A Al)e = Y Ap@)(ET YER)— Al gug = (4)

l|=2

2
=D AxEN)

=0

onde para0 < j < 2

AGgE ) = Y A OELNES ()

le|=a)+az=j

Az(x,6,A) = —Al + ( 2 Cfa(X)(éfl)(ﬁgz)) ©)

le|=a1+az= J)

Considerando a Transformada de Fourier

8¢) = [ | e Q)

R2
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temos, também, a seguinte relagdo para a atuagio do operador A em fungio 3(x) € CP(R? )qxqe.

e, | 5 X Ll 2=
(Ae)(x) = @r) IR26 o), 6)]p(6)d*E 8)

Note que a propriedade importante que as fungdes a; (x,&, A1) sdo fungdes homogéneas de grau j
como fungdes de e VA isto é ([2]) :

aj(x,c6,c*A) = (c’)a; (x,6, 1) ©)

E um importante teorema da Teoria dos Operadores Pseudo-Diferenciais ([2]) que o operador
Inverso ( Fungdes de Green) de (4 — A1) possue um simbolo dado por uma série de fungdes
{Cry(%,E)}j = 0,...0

o(@-21)") =Y Coyx8) (10)

=0

Deste modo, como resultado da eq.(3) e eq(10), teremos a seguinte expressao de Seeley para a
Fungdo de Green do operador A ([2]) ( quando A > 0 e independente da estrutura Hilbertiana do
dominio do operador )

Ue)) = | die 9)x) =

S {oks a2t dix dry et § CHEED o)) (1)
J=0

Uma operagdo de multiplicagdo pode ser introduzido na algebra ndo-comutativa dos simbolos

associados a operadores elipticos Ae B em C ?(Rz)qxq.

6(4) o0(B) = o(d « B) (12)

onde A4 « B denota o operador composi¢do, ou equivalente.

o(4) e o(B) = D [Dfa(A)(x.¢)] [iDo(B)(x,8)])/a! (13)

lof -

onde
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al = ap! aj!.

A partir da relagdo fundamental
A-AD)e(A-21D7" =1

obtemos que

c(A-Al)oc((A-A1)1) =1

e assim,

{ﬁ 3 (DEo4-A1) (&) )DS (Z c_z_,;-(x,@)} =1

T es2 J=0

ou

L3 0 od - 21)( £) DHC2y @] = L
s a2

J=0

Introduzindo as variaveis re-escaladas (¢ > 0)

e, assim: (vejaaeq.(9) eaeq.(18))

C_z_f.(x,cg’, [(C;J)% T) =

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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COC, fxA) (20)

temos que, susbstituindo a eq.(20) na eq.(18) e comparando a serie de potencias em % obtida,
obtém-se a relagio de recorréncia de Seeley (1 = 1+0C' +..0C™ +..) para cada inteiro j
([2][51) ( depois de fazermos C — 1, o que por sua vez determina os coeficientes {C_,_;(x,&)}.

Cated) ed &l @l
0 = ax(x,E)Cay(x, &) + o)
+ ﬁ D (D ax(x,£)) (D2 Co4(x,6))
)

K-la|-2-1=—j
Consideremos, agora o seguinte operador eliptico

A= —-(gll(xl,xz) 6822 +g22(XI,x2);—22)quq
xl x2
o
+ (A1(¥1,%2)) guq 7 23)
2
+ (A20x1,%2)) gxg 55

HA0(61,%2)) geg

com {g11(x),82(x);x € R?}fungdes positivas definidas em C7'(R?) ..

Observemos que devido a eqs.(4) — (6), os coeficientes associados ao simbolo do operador acima
sdo dados por:

a(x%,8,4) = (@n(®)EF +8n(x)63 - 1)1
av(x, & 4) = 1 A1(x) 81 —idz(x) &2 (24)
ap(x,&,A) = —Ao(x)

Depois de célculos via eq.(22), obtivemos (por exemplo)([Z],[éL],[S]) os seguintes coeficientes
para o simbolo de Resolvente (A1 —A)™" do operador 4

il 1
L e cE L i)
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Ca(x,§) = i(A1(x)E1 +42(x)E2) (C2(%,€)?)
2ign@é [ (Zgu@®) € + (Zg20))€)? |(C2x.6)°) (26)
2ign Wé[ (L gu®) @) + (L 82())€)? |(C2x6)?)

Analisemos, agora, a expansido de Seeley associada ao semi-grupo contrativo eq.(3) para o
operador eliptico eq.(23) acima considerado. Devido a positividade das fungdes g11(x) e g22(x) e 0
fato de que {4;(x),A42(x),Ao(x)} sdo fungdes de suporte compacto e assim o operador dado pela
equagdo (23) pode ser considerado como uma pertubagdo do operador a coeficientes constantes ; ndo
sera dificil deduzir que o espectro do operador A definido em qualquer dominio conveniente com uma
estrutura Hilbertiana do tipo

W7 (R?,d*x) (Espago de Sobolev ) ( e aqui d°x denotando a medida de Lebesque usual ); sera
sempre positivo ( veja o apéndice para a verificagdo deste fato para o caso mais simples de
gu(t)=gnl) - '

Neste caso, podemos escolher o contdrno C na eq.(3) como o eixo Imaginario
A = —iS, + 0 < § < —o e um semi-circulo infinitesimal envolvendo a origem.

Tendo em vista aplicagdes ao Teorema do Indice do Capitulo 2, estudaremos o objeto

Trc?(Rz)qxq (e4) =
= Xr (&) [, d% o(e™)(x.6)

= EJ:() ( zl—x ) : ﬁ .E: d(_iS)e’Sr IRsz d*x d2§ C—Z“J'(x= S _‘ES)

27)

= T {4 ohs [ P8 [ [ €5Ca (8 £ ) dS}

(2r)3

24

o 5 e = 1 ot
= Z_,r’=0 {{-ﬁ Leﬁg? d’xd*& e St( 2 )(,_g_j (x, 12¢, —:b) }

= S {1 @ [ e[ i) |

Utilizando-se as eq.(22) —eq.(26) ( e incluindo o termo C_4(x,&) ndo escrito nestas formulas),
teremos o seguinte resultado ( parat - 0%) ([2],[5]).




CBPF-NF-040/98

= 1 I

e | e (4R e

% 811822 I:(@?cl (JMAI))(%(MAZ))]

L (@) + En2)* +40) F @) +00)

onde

=1 1
Zu) : 0 = Eulb e 29)
0 Znk) 0 gn() 2 :

g22(x)

e R(x) é o escalar de curvatura associada a métrica
dS? = gn(x)(dx1)” + 82 (¥)(dx2)’ (30)
Capitulo 2

Operadores de Dirac em Superficies de Rieman e um Teorema
do indice do Tipo Atyah-Singer

Comegaremos este capitulo introduzindo coordenadas complexas no R?

21 =X =Xy Z=X1 = @)
G . SR T e
o 0x1 Iﬁxg’ 0z ox1 +16‘x2 e

Para cada inteiroj, definamos agora Espagos de Hilbert H; e H; do seguinte modo ([S]) : H; ¢
formado pelo espago vetorial das fungdes complexas flz,2) = fi(x,y) +if2(x,y) tais que sob a agdo de

uma transformacdo conforme z = z(w) do plano complexo no plano complexo, esta fungdo tenha a
seguinte lei “tensorial” de transformagao

ez = (22)7 Fonm) G)



CBPF-NF-040/98

Tornemos o espago vetorial acima um Espag¢o de Hilbert pela introdugdo do seguinte produto
interno em H,

N, = |, d2d2 (p,2))" 8(2,2) fz.2) @)

onde p(z,z) denota uma fung@o real positiva de suporte compacto em R? e associa a uma estrutura
métrica conformal de C

ds? = p(z,2)dzdz
O Espago H.; é definido de modo analogo, tendo somente a seguinte diferenga: a equagio de
transformagao conforme tensorial tera agora a forma

fen=((22))” Foum 5)

e o produto interno sera definido do mesmo modo dado pela eq.(4). Temos os seguintes lemas:

Lemal. O Produto Escalar definido em H, (ouH,)é invariante sob a agdo do Grupo das
Transformagdes Conformes do Plano complexo.

Demonstrac¢io: Basta observarmos que o peso p(z,z) transforma-se do seguinte modo sob a agéo
do Grupo das Tranformagdes Conformes do Plano.

pe2) = (22)(22) powm) ©
Deste modo
@ N, = | ,dwaw( &) (%)(|%(Z)!zﬁ(w’w))ﬁl )

@)~ Fw,w)
(@w) 7 (Ew,m)

141

= ij dw dw ’,'o'(w,w_iz)\J g(w,w) 7(w,w)

Consideremos agora, os seguintes operadores de Dirac generalizado ( operadores de
Cauchy-Riemaman pesados) ([1]) na presenga de um campo vetorial (4:(z,2); 4:(z,2)).
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Ly i Hyo Hegny ®)
f- (p(z,2)) 0z +42)f

e o seu adjunto formal Lema2

L} : Hg ~ H; ©)
f=-(p(z,2)) " 0. +4.)f

Analisaremos no que segue o caso mais simples de Az = 4; = 0 ([5]). Neste caso os
operadores elipticos de 2¢ ordem positivo ( chamados também de Operadores de Polyakov ([6]).

=L} L, : Hy» H; (10— A)

Ij =L;Lf : H-u1) » H-gm) (10-B)
possuem as seguintes expressdes explicitas

LiL = —(p(z,2))™ 8: 82 (11)
+(G+1) (p(z,2))" 8:(Ig p(z,2))0:

L} L, = ~(p(z,2))™ 8; 82 (12)
—j(p(z,2))7" (8:1, p(z,2))0:

Vamos, agora, introduzir o famoso indice Geométrico-Topologico de Atyah-Singer para o
operador L; (eq.(8)), o qual sera definido pela relagao

Ind 4 s (L}) i l"ﬂz-»o {Trcc‘” (=) (e—rLJ’.‘L; ) = Trc? (Rz) (e‘rLj L}‘ ) } (13)

Note o uso de um novo dominio para L; (sem estrutura Hilbertiana!) que ¢ o espago
C?(R*)CH, (ou€H;) para qualquer j com p(z,z) € C¥(R?). Introduziremos a estrutura usual
L*(R*,dz dz) em C?(R?) e, assim o trago sera tomado em relagdo a medida usual de Lebesque
dz dz = dx, dx,; afim de manter intacta a estrutura geométrico-Topoldgica usual das superficies de
Riemman em questdo (R?, ds? = p(z,z) dz dz) ( carta de uma variedade Riemaniana Bidimensional ).

E importante observar que o indice Geométrico-Topologico de Atyah-Singer eq.(13) difere do
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indice Analitico-Funcional dos operadores com a sua estrutura Hilbertiana H; e H; eq.(4) — eq.(5), o
qual é definido pela relagao:

Ind(L;) = dim Hery;(Lj) (14)
—dim Her;;_om (L}-‘)
= lim{+7rp; (e™L; L;)
—I}'H_U‘,]) (enILJ‘L; )}
o e (PED (k) 5) ]
lim{Udzdz p@2) ( 2t oy )

. Udzdz p(z,z)—f( 9%17) _(2 ]+23j) Mgp(zj)) ]} i

Observe que o nicleo do operador L, com dominio H; ¢ formado por aquelas
fungdes integraveis e diferenciaveis de ordem 1 tais que 0z f(z,Z) e ij dzdz p(z,2)""! |f(z,2)|* < ;

o qual por sua vez contém as fungdes infinitamente difernciaveis e de suporte compacto tais que
0z f(z,Z) = 0 na definig@o eq.(13).

O calculo da expansdo assintotica dos semi-grupos de evolugdo eq.(14) seguem a
metodologia exposta no Capitulol (eq.(28) — eq.(30)) e possuindo como resultado ([5])

lim Tr o (2 (e‘”‘ﬁ"f ) = (15)
% pzz) (1+3)) 5 )
Idz‘ﬁ(l)‘( ot o e e,
e
- —tLL* 2 2+3j = :
i gy (649) = [ (2822 + Z D pem) a9
e assim

Inds(L;) = ( (léf) “ (21;;’«” ) jdzdz p(z,Z)ﬁAfgp(z,f) (17)

—sdegl) Iﬂzf) 2(R?,ds* = pdzdz))

10
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ja que a curvatura da Superficie de Riemman m = (R%,ds? = pdzdz) é dada por
R(z,2) = (IF Alg p)(z,Z) e z(m) é o invariante topolégico de Euler-Poincaré de m.
E importante observar que o indice analitico funcional ¢ divergente para ¢ - 0, como é de se
esperar. Note que m é uma variante ndo-compacta.

A eq.(15) nos mostra que escolhendo Dominios Geométricos-Topologicos para Dominios de
Operadores Elipticos, o trago do nucleo associado ao operador de evolugdo possue um significado
topolégico-geométrico ( Teorema de Atyah-Singer ).
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