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ABSTRACT

We shall present a solution for the problem of

interpolating a function p(x) = ale_blx +...+ane_an to given
points (x,, Y,)ue.., (xN, yN). Solution is obtained by trans

aie_bixj = y., j=1,....N

n
forming the non-linear system 15 3

1
to a simpler one.



INTERPOLACAQO POR SOMAS DE EXPONENCIAIS:

UMA SOLUCAQ USANDO TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

RESUMO:

E apresentada uma solugdo para o problema de in
terpolar uma fungao do ‘tipo p(x) = ale_blx +oo. + ane_bnx
a um conjunto de pontos (X1, Yi1)seeer (xN, yN). A solu -

cao & obtida através da transformagdo do sistema ndo-line
bin = yj, j=1,...,N em outro mais simples.

1. INTRODUCAO

Consideraremos aqui o problema de determinar os

parametros a;, b, de uma fungdo p dada por o(x)=Y" aiebiX
i=1

tal que p(xj) = yj, onde (xj, yj), j = l,...N(N=2;) e um
conjunto discreto de dados. A condigao N = 2n refere—se
ao fato de considerarmos o problema de interpolagao, nao
sendo necessaria para as transformagdes e relagoes obti -
das. Entretanto, caso N < 2n, o problema nao tera solu -
gdo finica ou n3o terd solugdo e, caso N > 2n, possivelmen
te nao existira solugdo exata para o problema, que devera
ser resolvido por outro processo numérico. Isto decorre
da caracterizagao dos espagos de Haar como espacos de in-

terpolagao uUnica, como veremos a segquir. Inicialmente,va

mos estabelecer um resultado auxiliar:



Proposicao 1l.1:

b
Seja p: IR+IR dada por p(x) = aleblx+...+ane nx
» e tal que existem ti,...t reais distintos com p(ti)=0 ’

i=l,...,n. Entao p = 0.

Prova:

Facamos a prova por indugao sobre n. Se n =1

e existe t; £ IR tal que aleb1t1= 0, entao a; = 0, uma
vez que eP1t #0, ¥t € TR e segue-se p = 0.
. . bi1x b, x bp+:1X
Seja, pois, p(x) = ae ! +...+ape P ta,,,e p+1
tal que existam t,, ..., tp, tp+1distintos em IR com
D(ti) =0, 1i=1, ..., p, ptl . Suponhamos ainda
t; <tz < ... < tP < tp+1 » isto &, que os t.'s estejamor
denados.
Notando que:
(b 1“b ) t (bp_bp+ 1 ) tk - -
ae pt1” k + ... + ape = ap+1pg
ra os tk's definidos acima e considerando g:IR IR dada
por g(x) = ale(bl—bP+1)x+ ce. + ape(bP_bP+1)x; aplicando-

-se o teorema de valor médio a g, provamos a existéncia de

t*l,...,t*p distintos em IR tais que g'(t*i) = 0. Ora,
g'(x) =al 4 a'peb'PX(a'i =a (b, ) e
b', = bi_bp+1)’ O que nos permite aplicar a hipdotese de
indugao, resultando g' = 0 e, portanto, g & constante,is-
to é:

¥ x e IR, g(x) = -ap+1
de onde resulta facilmente p = 0.



Das caracterizagoes dos espagos de Haar e deste

lema, resulta imediato que:

Corolario 1.2:

Sejam C(IR) o espago vetorial das fungoes conti-
nuas p: IR+ IR e X € C(IR) o subespago das combinagoes 1i
neares finitas de elementos de {eblx,...,ebnx}<: C(IR). En
tdo X & Haar de dimensao n.

Também & possivel estabelecer o resultado:

Corolario 1.3:

(1)

(1)
afl)eb1 X a(l)ebn X

Sejam pi(x) = + ...t n e
(2) (2)
2
pa(x) = a(1) ebl X+ ee. t ar(lz)ebn X tais que existam t;,
ooy tén reais distintos com pl(ti) = pz(ti), i=1,...y2n.

Entdao p1 = p2.

Prova

_p{t) (1) (2)x
Basta notar que [gbl X .., Pn x P o er

(2)
ebn X:I & um espago de Haar de dimensao menor ou igual a
2n.

Este Gltimo resultado nos mostra que a interpola
gao por n exponenciais tem, se existir, resultado Gnico.En
tretanto, nem sempre existird um interpolante desta espée -

cie. Basta, por exemplo, que n pontos sejam da forma (xi,

0) e um seja da forma (xk, yk) cCom ¥y # 0. Para quaisquer

b;x bpx

b, «.. , bn tomados, p(x) = a,e ...+ ae devera

ser tal que p(Xi) =0, 1i=1,...,n. Assim a proposigao



1.1 mostra que p = 0 e & impossivel interpolar uma fungao
desta forma a tal conjunto de pontos, uma vez gque p(xk) =
0 # Yy -

Este mesmo corolario justifica nossas considera
¢des iniciais. Se N < 2n, o interpolante ou nao existe ou
nao @ unico (sua existéncia s0 & garantida para N < n)e

se N > 2n, possivelmente nao existe.

2. TRANSFORMADAS DE LAPLACE PARCIAIS

Neste capitulo estabeleceremos a notagac e al-
guns resultados auxiliares sobre transformadas de Laplace,
que serao utilizados para a resolugao do problema exposto
no capitulo anterior.

A transformada de Laplace de uma fungao real &
definida por o

E(p) (s) = |p(x)e Xdx

0
gquando esta integral existe.

Podemos generalizar esta definicao para fungodes
n . . .
de IR" em IR, introduzindo o conceito de transformada de

Laplace parcial, isto e, efetuada somente em uma variavel.

Definicao 2.1.

n *R. Definimos a transformada de

Seja p: IR
Laplace na i-ésima variavel por Ei(p) = F(xl,...,xi_1 ’

Sy Xjyir eeer xn) dada por:



Feeer X ) =

F(xi,00er X, _118r X 4 n

+o0
= P(X1yeeey xn)e_sxidxi
0

E possivel, respeitadas as condigdes de existén
cia, efetuar a composicao de transformadas. Em particu -
lar, denotaremos E?=l(p) = En(ﬁn_l(...(El(p)))), analoga-

mente aos tradicionais simbolos de somatodria.
Vamos agora estabelecer um resultado que vira

a ser bastante util.

Proposicao 2.2.:

Sejap : ®R™ R tal que p(xl,.m,xn) = g(xk). Se
~ . n n
i E. = E .E =
existe £(g) entao existe l=1(p) i=, (1) K (P)
el (1).2(q). i7k
i=)
i#k
Prova:
Temos
n
Ei_-_l(p)(Sl,o.., Sn) =
400 400 +o0 +co +co
= ~SnXn —SkXk -X18)
{e dxn ces g(xk)e dxk .as e dx,

0 0 0 0 0

uma vez que a composicgao reduz-se a uma integral iterada.

Como existe £(g) e & independente de x, vem:



B () (syreees 8) =

+ +o +o0 +oo

= J e Sn¥ngy, { . { e 1%y, , [ g(xk)e-skxkdxk
0

0 0 0
ou seja:

n = n
g, () (8,,...,8 ) = [E (p).g;_ (1] (Sy,.eey S))

i#k
E, como £(g) = £ (p), a prova esta completa.

Lembrando que a transformada de Laplace @& um

operador linear, segue trivial o seguinte corolario:

Corolario 2.3:

Seja p(x1, «.., X ) = g1(x1) +...tg (x). Entao:
n _ — n
Bimy(0) = 1 [E5(0) £y (1)
k=1
E interessante notar também que
g (1) = £ (1).£ (1) £ (1)
k=1 1 . 2 * e s 00 n 14

resultado que na verdade pode ser estendido a fungoes do

tipo p(x1, ...y Xn) = g1 (X1)e « . .gn(xn), como

n

n n
£ GO, 93 ()= 1[5, (9y)]



3. O TEOREMA FUNDAMENTAL

Neste capitulo vamos estabelecer o principal re

sultadodo artigo, o teorema 3.3. Mostremos inicialmente o

seguinte Lema.

Lema 3.1.:

Sejam to > 0, a # 0, A # 0 reais tais que
a e Mo v . Entdo existe § tal que £(a e %) (s,) =
£(yo) (So).
Prova
Temos
-t _a — Yo
E(ae )(S) —_S—ﬁ e E(YO)(S) —'g' -
a#o0
. Seja, pois, Sy = EL¥%;6(Note que a = ¥ >
e~ Mto_ 1l ==>)p .= 0, o que & absurdo, pois X # 0 e ty# 0).

Temos & -# 0, pois se S; = 0 entao Ay, = 0. Como

~Ato_

14

A # 0 por hipdtese, resulta y, = 0. Mas entdo a e

O que implica a = 0, contrariando as hipdOteses iniciais.

E ainda vale § #-\, pois se Sy, = -\, entdo y, . =

Yo — a =>a = 0, o que & absurdo.

Além disso, temos
>\¢. e—)\‘to _ Ae")\to

5 = =2
£(1-e My et




O que mostra:

(a) A > 0 =—> Sy, > 0 (e, por conseguinte, S, > -Kf
(b) A < 0 => & > -A(e, por conseguinte, So > 0 )

Xt)

e existem £(a e (Se), E(yo) (So).

a_ _ Lo 3
Como SoF% ~ S, a prova esta completa.

Qbservacao 3.2.:

Caso ty <0, podemos fazer tt = —tg e A* = = X |
. —A*t* -
Assim a e 0 = yo com t* >0, a # 0, A* # 0 e recaimos

no caso anterior.
Note que desta forma, obteremos a existéncia de

S* tal que

~AFE, - a a = Yo _
£E(ae ) (8*) = S+ X% §F = X S% - £(yo) (S%)

Pode-se, entretanto, generalizar o resultado - 3.1

para to < 0, pois para So =-S5%:

a = - a —_— - See— =
Se + & S* + A S* 5o

Esta extensao serd utilizada para estabelecer o

seguinte teorema:

Teorema 3.3.:
0
Sejam t} ), ooy t(o)

=Xy, (0) -nt® °
1, ... +tae M =y, com ajr Ay #0 e

nao nulos, tais que:

a e



a; a YO !
+ n =
(s, + xl)Sz.....Sn Sl""’sn—1(sn + An) Sieeens Sy
Prova:
Fagamos a prova por indugao sobre n. Se

n =1, estamos nas condigoes do Lema 3.1.: ale_>‘1t1

)

(o ~ .
Yo com a,, A,, t; ° todos nao nulos e tf°)> 0. Assim,

existe S; tal que:

N

a.1 0

£(a,e 1%y (5)) = £(y,) (5,)= STF3 -5

Admitamos agora a validade do teorema dquan-
(0) L0 ()

don=pesejaocason = p+l: ty ' ,..., p+1

-~ () - )
tivos, tais que a,e Ao +... + ape Aptéﬂ : +

, t posi

' ")\p+ l't $p0+)1 ~
ap+1e com todos os ai, Ki nao nulos:

Ora, entao:

- (o) (o) - 0
a,e Aty P =y, -a_ e A p+itpy,

-Apt
P
+...+ape o1

Chamando o segundo membro de y¥ e aplicando

a hipbotese de indugdo, obtemos a existéncia de S seee,S

p
tais que
‘ *
2 + ..+ °p = ol
(Sy+X,)een.. S5 S eenn. sp_ﬁsp+xp) Sieenn. sp
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ou seja:
0 a
..... + ceee
S;.....Sp Si p 1tA1 p
a
P
+
Sleceas(S_+A
1 ( p p)
que também pode ser escrito
(0)
a;il e">‘p+it pti = y**
com
a
a*-t =.S_ws_
PT: 1......p
a a
y** = ol - 5 : + ...+ b )
0 Slcooogsp_isp (Sl+ 1)-....Sp Sl....(pxp

E, notando que aSi # 0, podemos aplicar nova-
1

mente o lema 3.1, obtendo a tese.
A observagao 3.2 pode ser utilizada para elimi-

(0)

nar a restricao t; >0, 1< i< n, oque nos leva ao se-

guinte resultado:

Corolario 3.4:

Sejam xj nao nulo e yj dquaisquer tais que

-b1x4 -bpx4 ~
aje "I+ L.+ ae n%J = yj Com todos os a; e b; ndo nu-

los. Entao existem S,, ..., S_ tais que
n
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a a V.

1
(Sl+xj)sz.....sn

Prova:

(- p,

Basta considerar Ai = X. e t i no teorema

j i
anterior.

Deve-se notar que tanto no Lema 3.1 quanto na

observagao 3.2, S, & determinado de forma univoca, através

de uma férmula. £, portanto, Gnico.Ja nos resultados 3.3
e 3.4, a n-upla (Si,..., Sn) nao € unica. Obtemos a exis-

téncia, nao a unicidade. Um exemplo bastante simples sera

capaz de ilustrar este caso: sejam n = 2, Xj = 1; Yj = 3,
a, =1, a, = 2 no corolario 3.4 (isto &, e™P1 4 267Payy
Obtemos a existéncia de S, , S,, tais que

2 1 3

51(5.¥1) & (8:.#1)S,; _ 5.5,

E & facil ver que quaisquer S;, S, atendendo a
Si1, S2 #0, S1, S2 # -1 e 25, + S, = -3 satisfazem a igual
dade.

Existem, pois, infinitos pares (S:, S;) nas con

digoes do teorema.

4. UMA APLICAGCAO: DUAS EXPONENCIAIS E QUATRO

PONTOS

Consideremos o problema de interpolar uma curva

-b -b v
y = a1e 2% + a,e 2% 408 pontos (X1, Y1), (X,, ¥2),(Xs, Y3)
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(Xkr Y'+) .

Isto significa determinar a;, az, b1, b, tais que:

a,e P1¥j 4 aze-bzxj = Yy j=1,..., 4

(3) &(3)

Aplicando 3.4, obtemos a existéncia de S;”’,S,”7’,

tais que:

. — + - . = - - i=1l,... 4
P53 5T Py 5T

Ou seja:

a,s{3) (s34 X)) + a, (s34 X,) s{3) Yj(sfj)+xj)(s§j)+xj)

Ou ainda:
(a;+ ar- yj)sfj)s§3)+a1xjs§3)+a2xjs§3)=ijj(xj+sf3)+s§3)).

Podemos, entdo, procurar a interseccio das solu-

¢Oes destas equagbes, isto &, procurar S, e S, tais que:

(a1+a2—yj)Slsz+a1xjsl+a2xjs2 = Yij(Xj+Sl+Sz) (I) j=1,...,4.

Este sistema, apesar de nao-linear, & de resolu-

cao bastante simples, podendo ser facilmente reduzido a:
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(ay + az = y1 )8:8, + a1X18; + aX1S; = v,

(Y1 = ¥2)8182 + a1(x2 - X1)8; + a(x, = x1)81 = v, = v,

(G2 = %0 (1 = Y0+l - xa) (71 = ¥2) | SiSe=(xem xa)yy +
(x2 = x1)vys + (X1 - x3)Y2

[}XZ - x1)(y1 - yu)+(x1 - xu) (y1 - Yz)}15152=(Xu - X))y +

+ (x2 = x1)Ys + (x1 = X4)Y2

onde denotamos:

Yy = (yixi - yle)+(yixi - y1x1) (S; + S,).

As duas ultimas equagdes podem ser colocadas ain

da na forma:

aii u: + ajguz = B,
Ay U; t axu, = 8,
onde
u, = 5,8, e u, = 5; + 8,

an = (x2=x1) (y1-ys)+(x1-%3) (y1-Y2)
az = (x2-%x1) (Y1-¥3)+(x;-%3) (Y1-Y2)
12 = Y1X 1 (X2=X3) =¥,X, (X1-X3) +y 3% 3 (X1-%;)
a2z = Y1X1(X,7X,) =Y, X, (X;7%,) +¥, X, (X,-X,)
Br = ¥ x7(xy=%,) -y, x5 (x,-x,)+y ,x3 (x,~x,)

= 2 - - 2 - -
B2 y,x7(x,-x,) Y,x%; (x, X1)+yuxf(x2 X,)
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Note que:
s Yy 1
a, = 2 Y, 1
Yy, 1
XY, %
azy = X2Y2 2
X,¥, X, 1l
xiys %x; 1
B] = X%Yz X2 l
XY, ¥,

Desta forma, se det(ai.

12

dgy =

Ba =

J

XY,
X,Y,
Xp Yy
2

XyYy
2

X2¥Yo

2
X1Y

=0

3 o,00, #0, |a,| + |o,| #0

tais que:

ai1a3; t 0azas

Mas entao:

X, o, ¥,ta Xy,
X +
2 O Y,Ta,X,Y,

X +o X
0°1y3 qz 3y3

X o +o X
EARL L
X, a,¥,%a,X,y,

X, o, ¥gta,X,¥,

é

X,

porgque
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o que significa que os pontos: (xi, ulyi+u2xiyi) estao ali-

nhados. Portanto, os dados sao da forma
y(a, + a,x) = mx + n

isto &, ndo & possivel interpolar uma funcao da forma dese-
jada aos pontos considerados.

De forma analoga, a possibilidade B, = B8, =0
estd eliminada, pois neste caso os pontos seriam da forma
x?’y = mx + n e, novamente, ndo seria possivel interpolar a
funcao desejada.

Concluimos entao que, sempre que for possi -
vel a interpolagao, obteremos u, e u, tais que |u,|+ |u,| #
0.

Obtidos u, e u,, resolvendo uma equagao de
2Q grau, sera obtida a dupla (8,, S,) e, retornando ao sis-

tema, poderemos determinar os valores de a, e a,.

Observacao 4.1:

Se S, e S5, forem complexos ( caso em que

ug < 4u,), temos:

S, =a + Bi S, = a - Bi
Neste caso, a substituigao no sistema leva a
(a4 ox. + B2V + iB x.V, = y.|x.(x. + + a2 + B?
5+ BV, B XV, = yy[X (xy + 20) + o + 8% ]

j=l,oco,4n
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onde denotamos V, = a, + a, e vV, =a, - a,.

Se tomarmos duas destas equagoes:
(a? + ox, + B2)V, + ipx V, = y, %, (x;+20) + a® + B* ]
(a2 + ox, + B2)V, + iBx,V, = v, |x, (x,+20) + a® + 8% ]

Temos al um sistema linear cujo determinan-

te & iB(x, - x,) (a? + B%) # 0.

Uma breve analise do sistema nos leva entao

ds seguintes conclusoes:

-

(1) v, e real

(ii) V, @& imaginadrio puro.

Ou seja:
(i) Im(a,) = -Im(a,)
(ii) Ref(a,;) = Re(a,)
0 que mostra a, = a,.

Neste caso, nao & possivel interpolar expo-

nenciais reais aos pontos dados. Temos trés casos:

(i) b, = b,. Neste caso, os pontos sao
da forma y; = a ebx , gerados por uma
sO0 exponencial

(ii) b, = b,. Os pontos sao gerados por
y = A ebxcos(wx+6).

(iii) b, # b, e b, # b, . S5 hd uma solugdo

com o uso de coeficientes complexos.
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Para o calculo dos bi's deve-se efetuar uma

modificagdo no Corolario 3.4:

Consideremos A, = xj, tfo) =b,, A, = b,
. 0
tz(O) - Xj para j =1, 2 e A, = b,, tl(O) = x4, tl( ), >\2=xj,
téo) = b, para j = 3, 4. Obtemos entao a existéncia de
Sfj), Séj) tais que:
43 = S ) - Gy " (jl;j 5 T2
(877 +x3)8, (s,7"4b, )8, s;”" s,
a, a, y 3 4
: — + : = = ~ : j =3, 4.
(s34 )s ) (52(3)+xj)sl(3) s3) gl

Mais uma vez procurando a intersecgao, isto

-

e, (S,, 8,), tais que:

a a VR )
- + 2 = —J j =1, 2
(Sl+xj)S2 Sl(Sz+b2) S1 S2
y (II)
a a V. .
1
+ 2 = j =3, 4
(Sl+b1)82 (Sz+xj)Sl SISZ )

Obtemos um sistema de resolugao mais simples

que o utilizado para o calculo dos a;'s. E facil ver que:

- a, (x, - x)
S? + (x, + x,) + S, + x;x, =0

0n
NN
+
®
w
+
e
£
+
=
|
"
w
IS
n
N
+
w
w
b
+
il
o
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Uma vez calculados os valores de §, e §S,, ob

temos das equagoes (II) os b,'s.

5. CONCLUSAO

O processo apresentado consiste essencialmen
te do calculo das raizes de um polindmio e sua posterior
substituicdo em um sistema de equagdes simultaneas. Ao in-
terpolar n exponenciais, serd exigido o calculo das raizes
de dois polindmios de grau n, um para obter os valores dos
ai's e outro para obter os valores dos bi's. Nesse sentido
guarda semelhanga com o desenvolvido por Prony |1, 2, 3] pa
ra a interpolagao no caso em gue os pontos sao igualmente es
pacgados.

Um ponto da maior importancia e a existéncia
da intersecgao das solugdes das equagdes construidas, isto
€, que seja realmente nao vazio o conjunto-solugao dos sis-
temas (I) e (II). Sobre este ponto, deve-se notar que, se

os dados provem de duas exponenciais:

b, xji b, xi

el e Yy
ebl-xj ebzxj Y3 =0 1gi,j, k<4
ebixk ebzxk Yy

Logo, as linhas deste determinante sao line-
armente dependentes e & facil ver gue existem 0,s0,,0,; NA0

todos nulos, tais que:
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es s (3) s (K)
2 2 L
0 —7i—— + Oy —5v—— + O3 —57—— = 01y, +0y.+03yY
(1) (3) (K) y J K
Sl X§ Sz +Xj Sz +Xj
9 =1, 2

0 que mostra a existéncia de solugOes para os sistemas (I) e

(IT), se os dados provém de exponenciais. Chamamos a aten -

¢ao para o fato de que o processo apresentado determina o in

terpolante, admitida a sua existéncia.
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