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1. INTRODUCKO.

Neste trabalho estudaremos um problema de valor
inicial para uma inequacao variacional, que € modelo de um
problema em mecanica dos solos. A apresentacao dos resulta
dos requer alguma notagao que daremos a seguir.

Seja £ o intervalo aberto (0, L) e Hl(Q) o espa
go usual de Sobolev. Neste espago indicamos o produto inter

no e a norma por (-,:); e l-[l respectivamente, ou seja,

(u,v)l = (u,v) + (ux, vx),

L
sendo (u,v) = J (u(x) v(x) dx e u, = ==, e
o

1/2
[ull = [(u,u)l] .

No espacgo Hl(Q) x Hl(Q) consideramos as formas
bilineares A e C que sdo continuas, simétricas e satisfa

zem:

ACu) = A(u,uw)

1v

2 ..
Y{u[l » Y constante positiva,

C(u) = C(u,u)

1v

0,



para todo u em Hl(Q). Ainda neste espago vamos conside

rar o funcional nao linear J definido por:

L
J(u,v) = J Y(u) ¢(v). dx
)
com ¢(v) = |v| e p(u) = P(u+x-L) = cH(u+x-L)(u+x-L), sendo

que H ¢é a funcdo de Heaviside e ¢ € uma constante positil

Vde.

Sejam X um espaco de Banach com norma

um real positivo fixo e os espacos de Banach:

LPo,T3x) = {g:[0,T] » X / |g] =

LP(o,T,X)

T 1/
<j lg(0) 1$)7'P < =}, 1gpew
(¢}

L7¢0,T3X) = {g:[0,T] » X / |g| =

L7(0,T;X)

ess sup!g(t)lX < o},
0<t<T

Para p=1l e X = Hl(Q) vamos considerar a forma bilinear B

em L1(0,T;HY(2)) x HY(Q) definida por



t
B(u,v) = (Jo K(t-s) ux(x,s)ds, vx).

Sendo K uma funcdo limitada de uma variavel real.

Isto posto, passamos a enunciagao do problema obje
to do presente trabalho. Seja u uma funcao de duas varié
veis reais x e t, e U sua derivada com relagao a t. Cha
mamos P o problema dado pela inequagao variacional
(1.1) (&, v-u) + A(u, v-u) + B(u, v-u) + C(u, v-u) +

+ J(u,v) - J(u,u) > (f, v-u) +

+ F(O[v(0) - u0,0)] ¥ v e vHN(Q),

(f(x,t) e F(t) sdo dados do problema) e as condigoes ini

ciais
(1.2) u(x,0) =0
(1.3) u(x,0) = 0.

0 problema P tem sua origem no estudo da penetra
gao de uma estaca de fundagdo no solo, sob a agao de um mar
telo bate-estaca. Nos trabalhos [1], [2] e [3] foram apre
sentados resultados sobre existéncia, unicidade, estabilida
de de solugao, bem como convergencia de algoritmos para a re

solugao numerica de um problema de valor inicial para uma



inequagdo variacional que descreve o referido fenomeno. Em
tais trabalhos supoe-se gue o tensor de tensoes na estaca
num certo instante t, depende linearmente do estado de de
formacao, O = au, + bﬁx, ou seja, o material da estaca era
suposto de um tipo visco-eldstico de meméria curta. Agora,
admitiremos que o material da estaca & de um tipo visco-elas

tico de memoria longa, com lei de comportamento da forma
c = au,  + { K(t-s)ux(x,s)ds,

sendo K uma funcio decrescente que ponderaria a duracdo do
efeito de memoria e a uma constante positiva.

Os resultados principais a serem considerados nes
te trabalho sd3o os teoremas 1 e 2, demonstrados na secgao
2 e 3, respectivamente. O teorema 2, que sera enunciado ain
da nesta secdao, trata da convergencia de uma familia de algo
ritmos Fy que calculam efetivamente aproximagoes para a so
lugdo do problema P. O teorema 1, enunciado a seguir, esta
belece condigoes suficientes para a existéncia e unicidade

da solugao do problema

Teorema 1. Sejam 0 < T <« e f, F, K satisfazendo

(1.4) £, ¢ 1.2(0,T;L2(0)),



(1.5) F,F e L°C0,T;R), F e L2(0,T;R) e F(0) = O,

(1.6) K,K € L”(0,T;R).

Entio existe uma Gnica u e L7(0,T; Hl(Q)) tal que

(1.7) 4 e L7(0,T; HY(Q))

(1.8) i e L70,T; L2(Q)

(1.9) u(0) = 0

(1.10) u(0) = 0

(1.11) (i, v=u) + A(u, v-u) + B(u,v) + C(4, v-u) +

+ J(u,v) - J(u,u) > (£, v-u) +

+ F(£) [v(0) - G(0,t)], ¥ v e HI(Q).

A familia Fos citada anteriormente, calcula na
realidade aproximag¢does para um problema que chamaremos Pe’
Este problema é uma equagao variacional obtida de (1.1) via

regularizagao do funcional J. As condigoes a serem satis

feitas sao especificamente as seguintes:

(1.12) ue(O)

it
[ew)

1]
()

(1.13) uE(O)



(1.14) (ﬁe,w) + A&uéw) + B(ue,w) + C(ﬁe,w) +
+(y (u) Qé(ﬁe),w) = (f,w) +

+ F(Dw(0), ¥ w e HY(Q).

As fungoes we e @8 sdo regularizagOes convexas de ¢ e

® vrespectivamente. E da solugdo Ucs deste problema Ps’

que obtemos a solugcao u de P fazendo € tender a zero.

Para descrever a familia Fos sdo necessarias al

gumas definigoes, quais sejam:

(1.15) vy

mensao finita M,» tal que ¥ w € HI( @)

C.Hl(Q), h > 0, um subespago de di

existe w, € Vh satisfazgndo

lim|lw - whll = 03

n-ro
(1.16) N inteiro positivo, T fixo e finito,
k = T/(N+1) e t, = nk, nz0,1 ... N+l;
(1.17) U" =z U™(x) € 7, . funcdes associadas a

cada nivel de tempo ts

(1.18) Os operadores Quociente de diferengas:

n+l n
atUn:% n=0,1,2 ... N,



§. U = 2; n=1,2,...,N,
n+l n n-1
aiUn = U 2y =3 n=l,2,...,N;
k
(1.19) A regra dos trapézios

n-1 .

n _ k _ 3

U = jzo Kt tj)U +

+ K(t - tj+l)Uj+l}, 521,040 ,N;
(1.20) A média ponderada

] n+loy (1 - 200U + eUPTL,

=
o
o
1]
D
C
+

1
_i‘, D=l,.-.,N;

o
A
@
A

k ~ P
(1.21) xn(t), fungoes caracteristicas de [tn’tn+l)’

associadas a k;

(1.22) As fungoes escadas:
Nox
U (X5t = ngo X (CE)UT (%)
3, U (x,t) = ? Ketya, um(x)
t hk Lo Xntt %%

n=0



N i n
Z X, (1) 8.U(x)

StUhk(x,t)

n=1

N
k 2.n
nzl xn(t) atU (x)

1]

2

I, U, (x,t) = ? Xty 1,0™(x)
thk'Xst) = L Xp - X

n=1

-

2

(1.23) Sy 5% e W , operadores obtidos de St, 9, e
We respectivamente por substituicao de Un+1 por
an+l;

(1.24) B, operador bilinear continuo em Hl(Q) definido
por:

B(u,v) = (u,,v.)

Agora estamos em condicdes de descrever a familia

0 de algoritmos resultante da discretizagdao de P . Sejam

F
£ o= fix, tn) e F'= F(tn). Entao para n=1,2,...,N defi

nimos:
(1.25) =0, ul=o;
(1.26) 0 algoritmo preditor

(5€Un, v) + A(ﬁeUn, v) + C(gtUn, v) +



B(IU", v) + (wecun)¢é(atun'1>, v) = (£,v) +

+ an(O), vV € Vh;

(1.27) 0 algoritmo corretor
2 = n
(3,U7,v) + AW U",v) +C(6,U",v)+ B(I U ,wv) +
+ (wE(Un)¢é(3tUn),v) = (f7,v) +

+ an(O), vV e Vh.

» ©O algoritmo dado por
2
b

U3, cee s UN+1, que se

Para cada 6, 0 <6 <

< ol

(1.25)-(1.27) permite calcular
rao as aproximacoes para u€(2k), u8(3k), cees ue((N+1)k),
respectivamente (u, solugao de P.). Se %-< 8 < % este

algoritmo € incondicionalmente convergente. Mais precisamen

te tem-se o seguinte:

Teorema 2. Dados % <0 < %, € >0 fixo, K tal que

.0 O -
K e L (0,T;R), e assumindo (1.4)-(1.6) do Teorema 1, bem

como as condigoes (2.i)-(2.vii) para b e o (secao 2),

teremos

(1.28) |9,.U. . | + Ju | < Ky

thK ey rin2(q) b =0, T3 ()



10.

2y | + 3,0, | < K

(1.29) |» ©
thk o, T50%00)) trhk =0, TR

2

com K, e K, independentes de h e k. Por outro lado, deno

tando QT = (0,L) x (0,T), quando h e k tendem a zero tem-

se,
(1.30) {U . = u_}| + 0,
hk € LZ(QT)
(1.31) 3, U, - u_| > 0,
t "hk £ LZ(QT)
T 2 " 2 2
(1.32) [ (atUhk - U, v)dt + 0 ¥ v € L°(0,T;L°(Q))

2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.

Etapa 1 - Unicidade. Suponhamos que existam solu

goes u; e u, de (1.7)-(1.11) e seja u = u Escreven

2 1742
do (1.11) para u; com v = u, e somando com (1.11) es

crita para u, com Vv = u; obtemos:

(i,u) + A(u,u) + B(u,u) +

C(1,u) + JCu ,uy) - Jlug,b,) +



11.

J(uy,0,) = J(u,,uy) < 0.

Integrando a desigualdade anterior de 0 a t, levando em

conta (1.9)-(1.10) e as propriedades de J vem:

. 2 t t .
(2.1) lulé(t) + ACu) + 2J c(a) < ZIJ B(u,u)| +
o o
rt .
+ ZCJ lul(s)|a|(s) ds
O

a norma em LQ(Q).

onde denotamos por |-
A propriedade Pl’ que também ser3a utilizada pos
teriormente, indica como tratar o termo que envolve a forma

bilinear B em (2.1).

Propriedade Pl' Dado 0 <t < T <= e qualquer

-—

numero real o > 0, existe uma constante Ca’ que depende

linearmente de T, tal que se w,w € Lw(O,T;Hl(Q)) entao
t . ) t )

(2.2) |J B(w,w)ds| < ulwll(t) + C I lw]l(s) ds.
o - L 1



12.

De fato, integrando por partes o primeiro membro de (2.2),

nos valendo de (1.6), podemos escrever:

t . t
|J B(w,w)ds| < I(J K(t-s)w_(s)ds, w (t))]| +
o o X x

t

IJ (K(0)w_(s), w.(s))ds| +
O

t s d
IJ (Jo a;s-l((s—sl)wx(sl)dsl, wx(s))ds' <

t
k] lel(t)[ lwll(s)ds +
L (0,T;R) o

t
2 1.
|K] j |w|l(s)ds + 7|Kl

2
- - [ lw]{(s)ds| <
L (0,T;R)’0 L (0,T;R)|‘0

2 + |k +

2 T
alwll(t) + fgalKl © o
L¥(0,T;R) L"(0,T;R)

t

N3

k| ]J o] (s)as.
L (0,T3R) Yo
Substituindo (2.2) em (2.1), com W = u e

a = y/4, e considerando que A(u) > Y]u]i e C(1) >0, vem:
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t

]1:1[2(1:) + Y/2|u|§_(t) < (CY/4 + C)J (|ﬁ|2(s) + ]ul:zt(S))ds

@]

A Ultima desigualdade e o lema de Gronwall implicam

2(t) + Iuli(t) =0,

u

ou seja, u; = U,

Etapa 2 - Existéncia. Inicialmente, consideramos

uma regularizacao convexa Je do funcional J definida por:

L
Je(u,v) = Jo ws(u) ¢€(v) dx

com ¢ (u) = we(u + x - L), sendo ¢€ e Y funcoes conve

xXas em Cl(R) satisfazendo:

(2.1) W ) = v ] < e, [0 (y) - 6] < &,
(2.i4) b(y) 20, ¢l(y)y 2 0,

(2.iii) ety | < ey lol] < 1,

(2.iv) lv .1 < elyl,

(2.v) Existe ¢2(y),



1y,
para todo y € R, e,
(2.vi) $.€0) = ¢.(0) = 0,

(2.vii) logtyy) = ooyl < lyyy,ls
¥ Y1sYp € R, sendo Ko uma constante po

sitiva que depende de €,

Observamos que a condicao (2.vii) sera utilizada apenas na
secao 3, ou seja, na demonstracao do Teorema 2.

A regularidade de ¢y_ e ¢ e o fato de trabalhar
mos com todo o espago Hl(Q), implicam que ao substituir J
por Je em (1.11) obtemos um problema equivalente (veja

[1]) ao problema de encontrar u, € Lw(O,T; Hl(Q)) tal que

(2.3) i e L7, T3t
(2.4) i, e L7C0,T3L%0)),
(2.5) ue(O) = 0
(2.6) GE(O) = 0

(2.7) (W.,v) + Alu_,v) + B(u_,v) + C(ﬁe,v) +



15.
W (u o L(a ) ,v) = (£,v) + F(EIV(0), ¥ v ¢ ),

ou seja, € o problema que chamamos Pe na secao 1.

O problema P, € uma "aproximagao" do problema P.
Para mostrar que ele tem solucao construiremos, inicialmente,
aproximacoes uﬁ para u., solucao de P_, pelo método de
Galerkin.

Seja (Vh, Py, > rh) uma aproximacao convergente de
Hl(Q), isto e,

N
(2.8) Vy, = R h, N, inteiro, sendo que N, * © quando h»0

(2.9) PV, Hl(ﬂ), isomorfismo de Vh em ph(Vh);

(2.10) rh:Hl(Q) + V,» operador continuo sobre V

h?

. 1
(2.11) 1lim |v = .V =0 ¥ v e H(Q).
230 I Ph h I 1 ’

. ~ . h .
As aproximagoes de Galerkin u. para u associa

>
das a (Vp, py, 1) sdo aplicagdes uh:[O,T] >V, tais que
(2.12) ulco) = o
(2.13) Py = o

sh h h
(2.14) (Phue’ phvh) + A(phue, phvh) + B(Phue’ phvh) +



16.

.h)

* h hy -
Clppu_s Ppvy) + (W (ppu ) e (ppuyd, prvy) =

(f,phvh) + F(t)phvh(O), ¥ vy &8 Vg

A equacao (2.14%) representa um sistema integro
diferencial (nao linear) de segunda ordem e dimensao Nh’ com
condicoes iniciais (2.12)-(2.13). Podemos escrever este

sistema na seguinte forma:

. t

X + DX+ E X+ Ly jo K(t-g) X(s) ds +

"

(2.15)  {  + Ho (XX = (1),

| X(0) = X(0) = 0,

onde sao dependentes da base de pth as matrizes D _, Eh e
Ly e as funcoes vetoriais Qh e Heh’ sendo esta Ultima su
ficientemente regular.

Com base na técnica das aproximagOes sucessivas e
aplicando o teorema do ponto fixo de Banach |4|pp. 339, po
demos concluir que (2.15) tem solugdo local Unica, conti
nua com derivada continua. Sendo mais explicito, & possivel
verificar, a partir de (2.15), que existe 0 < T < T tal

que a aplicacao

LN LN N . N
r:cclo, T P x cfo,Th ® » c[o,T]) P x <c[o,T] M



17.
definida por:

w(s) 0
t
r(z)(t) = J ds + >
o

t
G(s ,z(s th

s
J K(s—sl)x(sl)dslds
o ‘o

(

onde 1z = Lx

w} e 6=Q-D -E -H,, € uma contracgao.

Esses argumentos justificam, portanto, a existég
cia e unicidade da solugao local de (2.12)-(2.14). A exten
sao desta solugcdao ao intervalo [O,T] € uma das consequénqi

as das estimativas:

h h
(2.16) lp.u_| o + |pou_| < C,,
hoelr®o, ;02 hoe' 1o, rsuleayy ~— 1

.-h .h
(2.17) ‘phuel + lphuel < Cys

L¥¢0,T;HI(Q)) L™(0,T;HY(2))
sendo que Cl e 02 nao dependem de € e h. Passamos ago
ra, a demonstragdo de (2.16) e (2.17).

Para obtermos (2.16), tomamos em (2.14) vh=ﬁ2,

do que resulta:

1 . 1 d h h *h
2 dtlphue Y7 EE A(Phue) + B(phue’pnue) +
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Clp, W) + (v _(ppu) o l(paMy, paly = (£, p ) 4

FCOpul(0,0) = (£,p ) + S[FCedp, ul(0,0] - E(tdp ulco,b).

Integrando esta desigualdade de 0 a t, e considerando

(2.5)-(2.6), vem:

t
(2.18) leh | (t) + YA(Phu ) + Jo C(phuz)ds +

t .h
f (p (ph E)@ (ph ) ue) ds =
o

t t
- J B(Pth’ phﬁz)ds + j (f, phﬁz)ds +
o o

h T, h
F(t)phus(o,t) - f F(s)phue(o,s)ds <
o
t t
a[phuhlz(t) + C f lphuzli(s)ds + %J !flz(s)ds +
o o
t
1]1
= P [ (s)ds + B|p,u l 2(s) + ——IF{ +
2], 'Pn® nfell L”(0,T;R)

NI

T t
s 2 1 h,2
(F(s2)%es + 3 | a
jo s s + 3 . Ippug |](s)ds,

onde utilizamos (1.4)-(1.5) e (2.2) com w = phu2 (Pro
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priedade Pl) para escrever o 29 membro da desigualdade
(2.18).

Escolhendo convenientemente o e £, levando em
conta as propriedades de A e C e (2.ii1), podemos con
cluir, a partir de (2.18) que:

1 t

- {
(2.19)  |p W2 |2ct) + [pul [2¢t) < Ca]é{(ca* 7] lpyo

Sk
2 (o]

(s) +

T .
Iphuﬁli(s)]ds + % J [1£]12¢s) + (F(s))z]ds +
o

1
Fl o },
—E L (0,T;R)

.l
onde CaB = mln{7, %»— a - B8} > 0.

A relacao (2.19) e o lema de Gronwall implicam
(2.18).

Para obtermos (2.17), derivamos (2.14%) com re

lagdo a t e tomamos em seguida Vi uz, do que resulta:

sh h)

(2.20) (ph e’ Phue) + A(ph e’ phu ) + C(ph e? Ppue! *

(! (phue)phug ¢'(phu ), phu ) +

] (phue)a- $! (ph ), phu ) - (f, phu ) =

t
F(t)phu (0,t) - (K(O)Dphuz + J (——K(t-s)Dphu (s)ds, phu )
o



20.

onde denotamos g% por D.

Devido a igualdade él K(t-s) = - g% K(t-s) e a
regularidade de F, podemos afirmar, apos uma integracao

por partes, que o segundo membro de (2.20) € igual a:

d . 'h Lad h
S (B(p, aR(0,1)) - r(t>phu2(o,t> - B(py Uy »py iy hy

Portanto, integrando (2.20) de 0 a t, e considerando que o
quinto termo de (2.20) € positivo (veja [1]), podemos es

crever:

(2.2 Flp, 2120 - Fipul|20) + 3 AGp A +

t
C(p, &) < [F(t)||p,u (0 t) |
[ et < s

t e oh t h
[ 1R 1 Ipalcosertas + [ IelIpa[Mas
o] ¢}

t
+h «h
lfo B(ph e» Pplic) ds|

*h

t
IJO (v (phu€)¢ (phuh) pﬁl s Pyl ) ds| <
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t
1l 2 h,2 1 pod 2
= |F + Blpoul|sC(t) + I {|F(s) |
t
Iphutli(s)}ds + %j {Iflz(s) + [phﬁzlz(s)}ds +
o

Ip. a?2(t) + ¢ Jt t h
®IPpYely Iph EIl(s)ds + cjo lphu |(s) |py i 8l(s) ds,

onde Ca é dado pela Propriedade Pl e ¢ por (2.iii).

A relagao (2.21) e argumentos analogos aos utili

zados para obter (2.19) implicam

(2.22)  |p i feo) + [p a2ty < ¢giFIp,inlico) +
L |F| + lfT {If(s)|+ Iflz(s)}ds +
VB eo,T,R) 2o
(c, + % + 7)J {|p,t hlz(s) + | 'hll(s) ds}
(]

Para concluir (2.17), com base no lema de Grouwall
e na relagao (2.22), resta mostrar que |p, @ hI2(0) é limi
tado. Esta limitacao decorre de (2.14). De fato, tomando

t=0 e v = uE(O) em (2.14) obtemos

lp, T (0) < |£]C0).
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Assim sendo, finalizamos a demonstracao da desigualdade (2.17).
As estimativas (2.16) e (2.17), além de permiti
rem dizer gue as aproximagoes de Galerkin estao bem defini

das no intervalo [0,T], permitem concluir ainda a existen

. ~ . . h
clia de subsequencias, que continuamos a denotar por PpUc>

phﬁz e phﬁz, tais que, quando h + 0, temos:

h
(2.23) PpUe * U, qtp em Q x (0,T),
(2.24) W >34 gqtp em 2 x (0,T)
. PpUe * U_ qtp »T) 5
h o 1
(2.25) PpUe > U fraco* em L (0,T3H(Q)),

fraco em L2(0,T;H1(Q)),

(2.26) phﬁ€ > ﬁe fraco* em Lw(O,T;Hl(Q))
fraco em L2(0,T3HN(R)),
(2.27) 8% > G fraco* em L™(0,T:L2(Q))
. ph € e e b b ]

fraco em L2(0,T3L2(g)).

Observamos que em (2.23) e (2.24) a existencia

de u_ e u_ € consequencia do Teorema de Rellich [5], de

€ €
vido a limitacao de uz e ﬁz em Hl(Q x (0,T)).

As relagoes (2.23)-(2.27) implicam em que, toman

do vy = rmv em (2.14), v e Hl(Q), multiplicando o resul
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tado por g € L2(O,T;R) e fazendo h tender a zero, temos:

T
(2.28) Jo {(ﬁe,v) + A(uE,v) + B(ue,v) + C(ﬁe,v) +

T
(we(u€)¢é(u€),v}g(t)dt = JO {(£f,v) +

F(t)v(0)}g(t)dt, ¥ v e H(Q) e g ¢ L2(0,T3R).

Vale lembrar que para a obtengao de (2.28) wutilizamos tam

bém as propriedades de y_ e ¢ e (2.11).

e’
A igualdade (2.28) e as condigoes

n
[en)

ue(O)

0,

u (0)
€

condigoes essas que podemos verificar sem muita dificuldade

(vide [1]), dizem que u. € uma solugdo "fraca" de P_.

Para mostrarmos que de fato U, € solucao de Pe’

adotamos o procedimento usual que € considerar para cada

s € (0,T), a equagcao (2.28) com
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g(t) =

multiplica-la por = 1l/medida de 8 e fazer k =+ o,

[N

k
A seguir, fazemos € tender a zero e obteremos

u = lim u como solugdo de P. De fato, como as estimati
€0
vas (2.16) e (2.17) na@o dependem de &, podemos dizer,

com base nos mesmos argumentos usados para obter (2.23)-

(2.27), que existem subsequencias de u., u, e ﬁe, ainda

3

u e u

e € e? tais que quando € = 0:

denotadas por u

(2.29) u. . *u gqtp em & x (0,T),

(2.30) u.*u qtp em & x (0,t),

(2.31) u_ +*u fraco* em L7(0,TiHI(Q))

fraco em L2(0,T,Hl(9)),

(2.32) u_ *u fraco*®* em Lw(O,Tng(Q))

fraco em LZ(O,T,HI(Q)),

(2.33) fraco* em L7(0,T3L2(R))

co
+
=

fraco em L2(0,T;L2(Q)).
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As relagoes (2.31)=-(2.33) e (2.7) dimplicam que

¥ w € L2(0,T;Hl(Q)), o primeiro membro de

T .

(2.34) Io {(ﬁe,w) + A(us,w) + B(ue,w) + C(ue,w) -
T -
(f,w) - F(t)w(0)}dt = - Jo (we(ue)Qe(ue),w)dt

tende, quando € =+ 0, para:

T L]
(2.35) J {(u,w) + A(u,w) + B(u,w) + C(u,w) - (f,w) -

o)

F(t)w(0)}dt.

Quanto ao segundo membro de (2.34) temos que ele € igual a

T
L L ' -
(2.36) Jo {Je(ue,m+ue) - J(uu) - (we(u€)¢€(ugﬂﬂ) -
Jelug,w +u) + J_(u,u)ldt >
T . .
Jo {0 (ugow +u)) + Je(ue’ue)}dt
T

. . . f o
pois Jo {Js(ue,w +ud - Je(ue,ua) - (we(ue)Qs(us),w)}dt >0.
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Portanto, se mostrarmos que, quando € =+ 0

T L ] T »
(2.36) J J (u_,w + u )dt » J J(u,w + ul)dt,
o € € € o
T i T .
(2.37) J Je(ue,us)dt > J J(u,u)dt
o o
teremos
T -
(2.38) f {(i,0) + ACu,w) + B(u,w) + C(u,w) +
o
. [ ) T
JCu,w+ u) = J(u,uw)}dt > J {(f,0) +
e}

F(t)w(0)}dt, ¥ w e L2(0,T:HY(R)),

ou seja, u serd uma solugdao "fraca" de P no sentido de

satisfazer as condigdes iniciais u(0) = u(0) = 0 e a ine

quacdo (2.38) escrita para ® = v-u, V € L2(0,T;Hl(9)).
Demostraremos, a seguir, apenas (2.36), pais (2.37)

€ obtido de (2.36) tomando w = 0. Para tanto escreveremos

T
(2.39) jov{Je(us,w + ue) - Jlu,w + W} =

T (L
(P (U)o (w + 1) - Pu)d(w+ u) }dxdt =
| ] e
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T L . T L .
IO Jo [?e(ue) - WE(U)]Qe(m + u )dxdt + J j [@e(m +u) -

o ‘0

T (L .
» (w + u)]y_(u)dxdt + J J [ (u) - p(u)]® (w + u)dxdt +
€ £ o o € €

T (L . .
J J [@e(w + u) - ®(w + u)]y(u)dxdt
o /o

e vemos que cada uma das quatro integrais do segundo membro
de (2.39) tendem a zero, quando € =+ 0, devido as rela
coes (2.29)-(2.32) e ds caracteristicas das fungoes v, e
@8. Consequentemente, obtemos (2.36).

Para encerrar a demonstracao do Teorema 1, resta
mostrar que u satisfaz (1l.11). A verificacao deste fato
€ analogo ao utilizado para mostrar que u_ era solucao de

€

P onde devemos definir

€’

u(t) se t ¢ 0,

v(t) =

v se t € ©

3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.

Etapa 1 (Estimativa (1.28). Para obtermos esta
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estimativa tomamos em (1.27) w = 6 _U". Em seguida, fazen

t
do a somatéria em n, 1 <n <M<N, e usando as identida

2 n-1
t

A

des 30" = (3 U" - 3, U" /K e 2 UM = (U 4 atU“"l)/z

vem

<

(3.1) 5%

"n e~z

n _ n-1 n n-1
(atU atU s atU + atU ) +

n=1

M
7o antl - gntl yntl o, ol
n=1

(1 - 28)

- A(Un, Un+l _ Un—l)} +

M
n - n n -
nzl {C(StU ) + B(Iu", .UM =

e~z

1 Nyzt ez M n n-1
2(IPE(U )@e(GtU ), 3tU + atU ) +

n=1

n o~

l,.n n n-1 n n
{7, 9.UT + 3, U7 ) + FI6.UN0)} <

n=1

M
T c[L3/3 + U] 118,0" + 3
n=1 t

tUn-ll +

M
n n n-1 1 MM+l 1l M-1.M
ngl [E9 1o, U™ + 2, UM+ | FU™ o) + A P uMo)



sendo ¢ a constante de (2.iv).

Considerando a condicdao (1.25) temos que o

meiro membro de (3.1) vwvale

1 M, 2 ;) M+1 M (1-26)
(3.2) 7E|3tU € + SElAUTT) + AU}~

=

= n n n _
+ ngl {B(ItU , GtU ) + C(GtU )} =

M+1

21,02+ 20 - D{aw™l) + aM™y

A, v

29.

pri

M+l)

M
1 (1-28) M M+1 = n n n
3% T AWUT + UTTT) 4 ngl {B(I U, 8,U7) + C(8,UND},

devido a identidade

2au™, UMy - a4 UMYy - oAt - autt?

Substituindo o resultado (3.2) em (3.1),

alguns calculos diretos concluimos que, ¥ a > 0

).

apos
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M+1

1 M2 1 1 M
-z—ElatU I + 7-]2(26 7){A(U ) + A(U )} o+

M
l - 26 M+1 M = n n n
—— AWU + U)o+ ngl {B(ItU » 6,U) + C(8.U )} <

M M
AV IU“Ii) + 1 2c|au
n=1 n=1

n|2 +

M
2 2 M+1 M2
i R T R L G Ll KRR LV E I

n=1

£l
ne~S1g
’,_l

Do legn2 e 3T 2

1 I 2
2 n=2 1

1 L1 h
Lhak 2

L®(0,T3R) n

Multiplicando a Ultima desigualdade por 2k e 1le

vando em conta as propriedades de A e C vem:

M2 1 M2 M+1 2
(3.3) |3, U7]7 + (28 - S)y{|u™|] + U T[]} <
aC (112 4 uM(2y 4 o
1 1 9
M
AR E N +
o ©o
n=1 L (0,T;R)
M-1
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N - n
! B(IU, U

(4ec + 2)
: 1

i 2
I xla,ut[° +
=1 n

n
Para prosseguir o argumento no sentido da obtencao
(1.28), necessitamos introduzir uma propriedade da forma bi
linear B. Esta propriedade, que chamaremos de Propriedade
P2, & a correspondente discretizada da Propriedade Pl da se
gao 2, assim como as estimativas (1.28) e (1.29), sao as
correspondentes de (2.16) e (2.17), respectivamente.

Passamos agora a Propriedade P2: Dado B > 0, exis

te uma constante CB > 0, que depende linearmente de T, tal

que ¥ P" ¢ Hl(Q), n=0,1,2,..., M+tl, temos:

M
(3.4) I B, PP - ey <op( et v pMEE)
n=1
T ken?
c x|p" |2,
8 Lo 1

Para obter (3.4) escrevemos,

M
(3.5) y B(r . p", PPY - pn‘l)l = | 7 {%K(tn)fﬁ(Po, pntly
n=1

1 n-1

n+l _ p

n-
- B°, P"H] + x ) +

-+ YE(PI
L K(t, -t;)B(PI, P



n+l _ Pn-l)} <

-}zj- K(0)B(P", P

M
K o n+1l o n-1
nzl 7]K(tn)|[1p IR A PR 2 M i '1] +

M n-1 .
k M M+1 J n+l
FIKCO [P P + k] IoIxet -t | |pd, PR
2 1 1 n=M-1 j=1 n "j 1 1
P 3], 2
X K(t_-t.)]|p P +
n=2 j=n-2 noJ 1 1
lM—? n-=1 =3 N+l
kl Z _Z [K(tn+2 - tj) - K(tn"tj)]B(P 9 P ) f
n=2 j=1
|| ? k(|p°|2 & L|pnt1 |2 Lipn-1,2,
L¥(0,T3R) n=1 12 12 1
k| M2 M+1 2
Kl P+ [P 4
L (0,T5R) 1 1
- . 2
RN N T
L¥(0,T;R) |3=1
M=2 . )2
M2 . 1,2 2
BIPT[] + g5lKI%, 13 ) lpjli +
L (O,T;R) j:]_
L M n-2,2 n-1,2 n-1,2
7 K| O L R St R | e g

L7(0,T;R) n=2

32.

+
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A relacao (3.5) implica (3.4) quando tomamos

- T2 y
C 5|K]| + QBIKI + 2T|K|

B~ L¥(0,T3R) L°(0,T;R) 1.20,T;R)

Considerando novamente a relagao (3.3), nela subs

tituindo o resultado da Propriedade P2 com P" = U", e em se
guida escolhendo o e B de forma que (26 - %) - a -8 >0,

o que € possivel pois 6 > %, resulta:

M
10,02 + (W2 < uer2) T k[auR 4
n=1

(2¢c + 1 + C —9'-'

M+1 M
B) ) k]Unli + SI;6 % ) klfn[2 +
n=0 n=1

M-1
Lip2 ni?2
=|F| + 7 k|8 _F"|°.
" 'L”(0,T;R) n=2 t

Esta ultima desigualdade e o lema de Gronwall na sua forma

discreta levam a

la, UM 12 4 |UM|§ <c
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que por sua vez implica (1.28), pois Ci independe de h

e k.

Etapa 2 (Estimativa (1.29). Subtraindo da equa
gao (1.27) escrita para n+l, a equacao (1.27) escrita

para n, vem:

2.n+l _ .2, n, n+l _ n
(atU atU w) + A(weU meU s W)

+1 = +
+ cs UMt - 5 U, w) + Beru® 1. IU%, w) +

n+l 3 ntl n rs
D (UL, UTTT) = y (UDON (8D, w) =

P 2wy o+ (PP - FMu(0), Vou e V.

Admitindo nesta igualdade w = GtUn+l - GtUn, considerando

as identidades

n+l _ _ k,a2..n+l 2.,.n
8,.U §.U" = 53U + U™
e
n+l _ n _ n+l _ n-1
GtU Gt = (BtU atU )/2
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e fazendo a somatéria em n para 1 <n <M <N, obtemos:

M+l)

Ko|a2,M+1 |2 2,12 k _1
(3.6) 7(|3tU |4 - [3iu™ %) + {(28 ) [aGLU +

M+1 M
(1 - 20), °tY T * U

5 5 )} o+

M 1
A U] - BA(3 UT) +

M M
n+l ny _ k = n n+l _
Z C(8,U -8UD = -3 g B(I,(3,U"), 3.U 3,

n 2. n+l 2.n k M M+1
£, 3tU + 8tU ) + 5{3tF BtU +

1 2

5. 15 uMeoy - 2, F

o 1 _
+ + atU (0) BtF atU (0)

M-1 M
+1 k +1
I (3 P70 - 3 MU0} + 5 Xl @, W™ -

n=2 n=

2
t

n 1o M+l n+l 2.n
v (U )]@e(stu ), 35U +ALUT) +

k 3 (ntl A o} 2,n+l 2.n
> b (UM [o1(s, U7y - o1(8, U], 3 U™ + U™,

e~z

n=1

devido ainda a identidade
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2A(3tUM, 3 UM+l M+1 M) M+l).

t ) = A(B_tU

M -
+3.U) - AU AU

Multiplicando a igualdade (3.6) por 2/k, utili

zando a propriedade P2 com P! = BtUn, considerando as
propriedades de A e C e as propriedades (2.iii)-(2.vii) de

v

@ 3
e © e concluimos

2. M+12 1 M+1 ;2 M2
(3.7) IBtU [¢ + y(286 7){latu 11 + IBtU ll}

1A

+

2,12 1,2 M+1 2 M2
[9Lu™ 1% +6]al o, u™ [T + BARUT T + [3,U7 D)

M+ M M
) klatUnli + % I okla M2 4 % y klaiun+1 a2y™ |2
n=0 n=1l n=1
M+1 2 M2 1502 1 12
+ a3, U T+ [, U D) + == F|° + 5|3, UT [T +
t 1 t- 22" = rry 20t 1
1, 2 1 2.n 1 v n2
=|F + =5 ) x|t + 5 T x|e UM% +
27 10,m5R) Zani2 t 2 n: vl
ck ? la, U] [a2uP*L + 20 o
L t t t

M
1 3 2, n+l 2ym 2 1,3 ;n+l 3T n
> c(L°/3 + Kdu, ngl Oedagu™™ + 20| % + 2l6 U7 - 5 u" |},



37.

sendo que a constante positiva |/A|l| € a norma natural da
forma bilinear A, e K, & como em (1.28).
Sendo assim, atribuindo o valor 1 para n em
2..1

(1.27) e considerando w = 3.U", concluimos que as quanti

sao limitadas por uma constante
1|2

2.1 1
dades latu | e latu ll

que denominaremos de C([f~[|%, |F| _ ), de acordo com
L (0,T3;R)

a desigualdade:

[a2ut)? + eaca uhy < gt 2Zuhy| + [FlU%or ] <
[£1] o ut] + [Pt - Pk fautco] <
S, ut)? 4 %;IBtUlli + e 5%é-li*lzw .
L™(0,T;R)

Escolhendo o e B convenientemente em (3.7) e
considerando a limitacdo descrita no paragrafo anterior, po

demos escrever:

2, M+1 2 M+1 2
(3.8) [0 LU 7%+ [, U] <

M+1
[1 + 2c + c(L3/3 + Kpul 1 klaiunl2 +
n=1

M+1 N2 3 1 .
) L k[ U]+ (5 + elalbec|gT], [F| ) +
n=1 L (0,T;R)

+
N
+

N0
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M . M-l
1 z ni2 1 1 1 2.-n
= k|9, £]° + (5= + F)|F] + 35 ) k|aiF'|
2 210t 20 270 y®grir) 2 onz2 T
1 .3 M o172 n+1 _ 3,02
5 e(L%/3 + Kpu, [ ¢|8U - 0. U

Nosso objetivo agora € estimar o termo

3 N+l T g2
|8,.U - 8,.U < /k

para substitui-lo em (3.8). Para tanto, subtraimos da equa

(1.26), escrita para n+l, a equagcao (1.26) escrita para

-

n, e escolhemos w = StUn+l - GtUn:

8, U™t - s U2 - 202u", s UM - B U™ 4

Py )

n+l _ 3 ™) +

2k9A(6tU +

KAC(L - 20)3,U" + 2eatun‘1, Stun*l - 8™ 4

c(s untl

. - §,U™ + xB(r ", s.untl _ sy 4+

(W (U™ e, u™ -y uMel(a P, 50 - 5 u™
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- n 3+l _ 3 .n m s ntl R o}
= k(Btf > .U 6, U ) + k 3t (GtU (0) GtU (0))
k n,2 2 o+l _ % .n 2 k n|2
S K2 S R S R 8 UNIT + gl e +

n+l

ry T M2
ak |8, U - 8,.U |1'

Utilizando nesta desigualdade as estimativas arit

méticas usuais e repetindo argumentos anteriores,

213 ¢+l _ 3 N T o+t _ T 2 ¢
(3.9) LAY §,U"| + 2key| §.U §,U |1 <
1 n 2 k n 2
2ak | s, Ut s, UM 5+ (o, ™% + |F )
t t- 1 7 Ta %t L0 ,T5R)
2,m 2 1,5+l _ 2 2 2 n+tl _ 3 N2
k[3LUT [° + R-|<S,CU §,.U < + ak [§,.U §,.U |l +

K 2 n2 2 -1,2
a5 [(1 - 20)7 |3, U] + ue® o, U" 171+

. (la, UM, +2 5 Ja,ud|y]s.un*t - 5 u|. +
L (0,T;R) t 1 j=1 t 1 t t 1

npis N+l _ 3 mn 3 2.z N+l T N
k[3,U llatu §,U7| + ku c(L¥/3 + Kl)latu ||6tU - 8. U |
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< 6ak [6 UM - §u”

Xo(lo 2+ |2, )
L (0,T;R)

2 2 k 2 n;2 2 n-1,2
klatunl + 5o[(1 - 2000, UM ] + ue” 3 UMTT|]] +

_l .
2 A R ER TS DI N AN

1
§E|K| .
L (0,T;R) j=1

2

k ni?2 k 2,13 2142,m12
gl 34U 1] + g wee (L°/3 + KD73LU ]

Escolhendo adequadamente o em (3.9) obtemos a
estimativa para IGtUn+l - EtUnIZ/k, que anunciamos anteri

ormente:
1,2 ,n+l T 2 k 2 2
(3.10) |8, U - 8, U7 < EE[|atfn| + Iatrnl 1 +

1+ wle? (L33

+

2 2,12
Kq) /ua]klatun| +

2 T .2 B i
|2, K51 Ul s
L (0,T;R) j=1



L1.

X 2 2 2 n;2
55[(1 - 26) latunll + e la, U7 [1].

0 resultado (3.10) substituindo na relacao (3.8)

e o lema de Gronwall na forma discreta, implicam

[2207|? + |2, U"|2 < ¢y,

sendo Cé independente de h e k. Esta € exatamente a es

timativa (1.29).

Etapa 3. Passagem ao Limite . As estimativas
(1.28) e (1.29) implicam na existencia de subsequencias de
2 . e qas
Upges 94U © 9iUp»> Que continuamos a indicar com os mes

mos indices, tais que, quando h e k =+ 0:

(3.11) U +> u fraco® em Lm(O,T;Hl(Q)),

fraco em L2(0,T;HY(Q)),

(3.12) 9y, > Uy = U fraco* em L”(0,T;HT(Q)),
fraco em L2(0,T;H1(Q)),

(3.13) 32U + u, = 4 fraco* em L®(0.T:L2(R))
. tVh T Yp E »T3 ’

fraco em L2(0,T;L2(Q)).
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0 objetivo nesta etapa é: (i) mostrar que u = u_

e (ii) que valem (1.30)-(1.32), 3J& que o argumento para
as identificagdes wu; = u e u, =4 € o mesmo de [2] (Teore
ma 2).

Para verificar que u = u. basta mostrar que u e

solugdo "fraca" de P_ no sentido

T
(3.14) [ {(i,v) + A(u,v) + B(u,v) + C(u,v) +
o
] T
(we(u)éé(u), v)ldt = J {(f,v) + F(t)v(0)l}dt
o

¥ v e L2(0,T; HYQ)),

pois o mesmo procedimento adotado no Teorema 1 e mais a uni
cidade implicam que u = ug.
A fim de obter (3.14), tomamos v € LZ(O,T;Hl(Q))

. -, . ~ n .
arbitrario, e aproximagoes V' € Vh tais que

(3.15) lim |V, - v] = 0,
h,k+0 DK 1.2¢0,T3HL(R))

Em seguida, para cada n = 1,2,...N escolhemos w = V' em

(1.27), multiplicamos cada resultado por k e fazemos a so
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matoria em n, 0 que leva a:

N
(3.16) 1 k{ZU", V) + AU, V) + cCs U, V) 4
n=1

— n n P! n =
B(I.U", Wy 4+ (U >¢é(atu )Y, V1Y =

N
Tox{E™, v o+ FRVR(0) ).
n=1

-

Definindo we(Uhk) e Qé(GtUhk) por:

§ Ko ™
) n=1 ane |

<
m

~

(]
o
~

~

1

e
~
O
[
A
[

k:t1,2
nZl XHQE(GtU ),

e considerando as definigoes (1.22) podemos escrever (3.16)

na seguinte forma equivalente:

(T
(3.17) | {(aiuhk, Vo) + AU LV )+ CO8LU LY )
o

6 "hk’ "hk t hk? hk

) = F V. ,(0)}dt =

-(£ FrkVhk

hk?®

hk



Iy,

(T

T -
JO B(I th)dt + [O (we(Uhk)Qé(GtUhk), th)dt

+Yhk

As convergencias dadas por (3.11)-(3.13), as pro
priedades (1.4)-(1.5) e a relagao (3.15), permitem con
cluir que, quando h e k tendem a zero, o primeiro membro

de (3.17) converge para:
T L]
I {({i,v) + ACu,v) + C(u,v) - (f,v) - F(t)v(0)}dt.
o
Assim sendo devemos mostrar ainda que quando h,k-0,

T
(3.18) Jo {B(Ituhk’ th) - B(u,v)}dt - 0

T N
(3.19) J {(we(Uhk)Qé(GtUhk),th) - (we(u)Qé(ﬁ),v)}dt + 0
o

Para obtermos tais convergéencias escrevemos inicial

mente a integral envolvida em (3.18) como a soma de tres
outras da seguinte forma:

T
(3.20) J {B(I_ U ) - B(u,v)}ldt =
(@]

tYnk® VYhk



u5.

t

T N x n n
Io B(ngl X, (t) [T, U7 - I ] K(t, = s)Up, (x, s)ds], Vv, )at +
(TN th
j BC Y x.(t) j Kt - S)Uhk(x,s)ds -
o n=1 o o
t
I K(t - s)Uhk(x,s)ds, th)dt +
o
¢T rt

J {§(J K(t-s)Up, (x,s)ds, V
o o

hi) -~ Bu, v) ldt.

t
Como B(Jo K(t-s)Uhk(x,s)ds, th) = B(Uhk’vhk) ve

mos que a terceira parcela do segundo membro de (3.20) con
verge para zero, quando h,k + 0, devido a (3.11) e (3,15).
As outras duas parcelas serao tratadas separadamente. A pri

meira delas leva a desigualdade:

T N X n tn |
(3.21) |Joﬁ(n§lxn(t)[ItU - JO k(tn - s)Uhk(x,s)ds,th)dt]f

[ 3 s
V x_ (£)(D_ I, U -
hk LZ(O,T;Hl(Q)) o ’/on=1 ™ X't

t
n
2 1/2
Jo Kt = s)D Uy, (x,s)ds) dxdt} .

Como



n _k _ 3 _ j+1
DI U =3 jgo ke tUy + Kt tj+1) uy 7]
e
t
n n-1 .
= Jrk - t.
J K(t, - s)D U, (x,s)ds = .E UX[Z(K(tn ty) +
o] 3=0
k3 3
pois

t

(N t LI
J K(tn - s)Dthk(x,s)ds = I K(tn - s) .Z xj(s)des
o o =0
n-1 tj+l .
= ] J K(t - s)Uids.
j=0 “t.
J
Podemos concluir que
t
n (o
DxItU - Jo K(tn - s)Dthk(x,s)ds =

" n-1
AR

- I+l - ]
L et tj+1)Ux K(t, tj+l)Ux] +

L"Go



u7.

3 n-1 .. 3

2

i

j=0

X nil [K(t_ - t.) - Kt - t. )]Uj + KK(O)Un +
2 3520 n j n j+1 X 2 X

w

" n-1 . .
= 1 K(C.)U;.
j=0 ]

N

Substituindo este resultado em (2.21) vem:

T_ N n n
(3.22) IJOB(nzlxn(t)[ItU -JO K(tn-s)Uhk(x,s)ds],th)dtl <
T¢L N 4 . n-1 .
Vige ! 5 1 {j J ) Xi‘t)3[§r n|k|?_ 1Ui|2 +
L“(o,T3H (2)) ‘0’0 n=1 L (0,T3R) j=0 °
2 6 .e I'l"l .
S N [ n|k|?_ ) |U§(|2]dxdt}l/2 <
L”(0,T;R) j=0
v |, L A3 max{T|K| K2(0), TIK| }
L°(0,T3;H(2)) L”(0,T3R) L (0,T;R)
(T (L N n-1 . 2
J J ) xﬁ(t)[k3 y IU;I + k2|U§|2 +
o ‘o n=1 j=0
n-1 .
k7 u| %] axatyt/?
j=0

Supondo-se que k < 1 e chamando de (¢ a constan



L“8.
te

{3 max{T|K| _ K2(0),T|K| 33172

Vi |2 1
L2(0,T;H(Q) L"(0,T;R) L"(0,T;R)

i |

temos que o segundo membro de (3.22) €& menor ou igual a:

T¢L N n .
/2 c{j j ) x};(t)k2 ¥ |Ui|2dxdt}l/2 <
o’o n=1 j=0
T N N .
vz C{I T oxox? 7 judZanyt/? <
& n . O 1 -
o n=1 j=0
T N
K 1/2
V2 c/Tluhkl - {kf ) X, (t)at}

L¥(0,T3HY(R)  Jo n=1

< V7 CTVk .
Concluimos portanto que
5 dwmen - [ ' ]
B( o) [I,U - [ K(t_ - s)U, (x,s)ds V..)} <
o nz1 0 t o n hk ™? > "hk -
Y2 CTVk ,

ou seja, que a primeira parcela do segundo membro de (3.20)



4g.

também tende para zero, quando h,k = 0.

Ent3dao, para concluirmos (3.18), a partir da igual
dade (3.20), vresta mostrar que, quando h,k * 0

t
n

[ BT
(3.23) J ( X (t)[ K¢t - s)U . (x,s)ds =~
o n=1 M o n hk

t
JO K(t-s)Uhk(x,s)ds, vhk)l

tende a zero.
Como para cada t ¢ [tj, tj+l] J=0,1,2,...N exis

te Cj € (tj, t) tal que

t.
3 t
K(t. - s)U,, (x,s)ds - [ K(t-s)U . (x,s)ds =
Jo 3 hk " ** o hk %
%5

K( . . - -

[ O)Uhk(x,cj) + JO K(z;J s)Uhk(x,s)ds](tj t)
devido a identidade
Jt K(t-s)U. . ( )d ftj K(t YU, ( )
- X,s)ds = t. -
. hk (X I 3 s hi (X8 ds +

Ca

J
K(0 . . - -
[K( )Uhk(x,z;j) + L K(z s)U, (x,8)ds](t ),
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podemos concluir que

t
n

k
xn(t)Io K(tn - s)Uhk(x,s)ds

(3.24)

1 t~122

n=1

t
IO K(t—s)Uhk(x,s)ds =

N
k
Z X, (e - t)[K(O)Uhk(x,Cj) +

n=1

Z

n
jo K(Cn - s)Uhk(x,s)ds].

Levando em conta que ltn -t <k em (3.24), e

substituindo (3.24) em (3.23) vem:
K(tn - S)Uhk(x,s)ds -

t
I K(t-5)U, , (x,8)ds, vhk)l <

L N

[V ToxK

T
| {j J (k%2 [K2(0) |D_U, . (x,z_)]? +
M2, ety Jo Jons1 0 : Pk 20 |

&

(j " K(z. - $)D_U, . (x s)ds)z]dxdt}l/2 <
o n X hk 7? -
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(v . | V2 k{IT[L § Xk(t)[Kz(O)ID U, (x,% )|2 +
hk LZ(O,T;HI(Q) olo n=1 n x hk n
z z
n . n
{Jo [K(Cn-s)]zds){J leUhk(x,s)lzds]dxdt}ll2 <
[¢]
k{y* fT I§ Xk(t)UU lz 1 + T|Uhk,200 1 ]dt}l/z,
on=1 ©® Bkl ™ 0,730 () 1°(0,T;HY(Q))
2 2 2
d *= v 2 max{K“(0), TIK| .
sendo Y™ = | hk[Lz(o,T;Hl(Q) 17(0,T;R)

Desta ultima desigualdade € facil concluir que exis
te uma constante C que nao depende de h e k tal que

T _ N K n
IIO B(nz1 Y (t) jo K(t - s)U, (x,s)ds -

t
[ K(t-s)U . (x,s)ds, th)l < Ck,
(o]

Dai se conclui a (3.18).
Para obtermos (3.19) observamos inicialmente que
existem subsequencias de Uhk e atUhk tais que guando h

e k tendem a zero
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| 3 - uf + 0

U
t "hk LZ(QT)

ou seja, valem (1.30) e (1.31). O argumento € o mesmo uti

lizado em [2] (Teorema 2). Entao, para concluir (3.19)

com base em (1.30) e (3.15), resta mostrar que

(3.25) '(8 U..) - &'(u), quando h,k - 0.
€t hk €
Como
§ u™ = s U™+ ("' - oty ok,

se mostrarmos que

(3.26) sup L . = O(kz),
0<n<N-1

~ . . < . 2
a relacao (1.31) 1implica que GtUhk > u em L (QT).
Para encontrar a relagcao (3.26), subtraimos (1.27)

de (1.26) e escolhemos V = (ﬁn+1 - Un+1)/2k. 0 resultado

obtido leva a

- sn+l _ n+l
AGGRL o Rty C[U U )

2k
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~n+1l n+l
iy n-1 U - U
- @ M er(s uh - 213 U], % ) <
= 1 n+l
3 ittt - v
2V2 c(lu™}] + 17/3) T ,

devido a (2.iii) e (2.1iv).
Multiplicando esta Ultima desigualdade por k/2 e

considerando as propriedades de A e C vem:

=n+1 n+l2 ' ~n+1 n+l
T+l n+l
1™t -y
7‘ = + c2k2([Un|1 + 13732,
Esta relagao e a limitacao de IUn[1 dada em (1.28)

implicam (3.26), concluindo assim a demonstracao do Teore

ma 2.



[1]

[2]
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S

0 0.1 0.2 0.3 0.4 | V2 ~1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p
1 .8182 | .6667 | .5385 | .4286 | /2 -1 .3333 | .2500 | .1765 | .1111 |.0505
0.5 14 8182 | .6667 | .5385 | .4286 | vZ -1 | .3333 | .2500 | .1765 | .1111 |.0505
0.6 .7811 | .6717 | .5777 | .4959 | .4238 | /2 -1 .3598 | .3026 | .2511 | .2044 |.1619 {.1229
.7817 1 .6720 | .5778 | .4959 | .4238 | /2 -1 .3598 | .3025 | .2509 | .2042 |.1616 |.1225
0.7 .6397 | .5745 | .5172 | .4662 | .4203 | /2 -1 .3790 | .3414 | .3071 | .2757 |.2461 |.2197
.6463 | .5748 | .5173 | .4662 | .4203 | /2 -1 .3790 | .3414 | .3070 | .2755 | .2463 |.2193
0.8 .5414 | .5055 | .4734 | .4443 ) .4178 | /2 -1 .3935 | .3713 | .3508 | .3317 | .3141 |.2975
.5417 | .5057 | .4734 | .4443 | .4178 |\ Y2 -1 | .3935 | .3713 | .3507 | .3316 |.3139 |.2972
0.9 .4693 | .4541 | .4402 | .4275 | .4158 | Y2 -1 .4050 | .3950 | .3857 | .3770 | .3688 | .3612
.4694 | .4541 | .4402 | .4275 | .4158 | Y2 -1 | .4050 | .3950 | .3856 | .3769 | .3688 | .3611
1 V2 -1 V2-1 V2-1 | /2-1 /y2-1 | /2 -1 Vy2-1 | /2-1 Vy2-1 | /2-1 y2-1 | /2-1
V2 -1 V2-1| /2-1 | /2-1 y2-1 | /2 -1 Vy2-1 | /2-1 v2-11/2-1 /2-1 | /2-1

Table III
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