A0030/77

JUL,1977

FORMA INCREMENTAL DEL TEOREMA DE LOS TRABAJOS
VIRTUALES APLICADO A GRANDES DEFORMACIONES

Edgardo Taroco y Raul A. Feijoo
Laboratorio de Calculo/CBPF

y

Luiz C. Marntins
Programa de Engenharia Mecanica - COPPE/UFRJ

RESUMEN

En este trabajo se obtienen, la descripcion lagran
geana del teorema de los trabajos virtuales, asi como también
las descripciones lagrangeana y relativa de su forma incremen
tal. Analisandose posteriormente los casos de deformacion y
tension inicial. La formulacion anterior es aplicada al proble
ma de grandes deflexiones de placas delgadas y soluciones apro
ximadas obtenidas a traves del meétodo de elementos finitos son

presentadas.
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INTRODUCCION

Si bien el estudio de la teoria no lineal del conti
nuo se inicia en el siglo pasado con los trabajos de Cauchy, Na
vier y Love, en 1940 Rivlin fué el primero en obtener solucio
nes exactas en ciertos problemas de valor de contorno que se
presentan en esta teoria, a la vez gque contribuyd en la determi
nacion de ecuaciones constitutivas de diferentes materiales. De
1955 en adelante la teoria no lineal del continuo ha sido exten
sivamente elaborada bajo el impulso de investigadores tales co

mo Truesdell, Noll, Wang, Koiter, Green y Naghdi.

Las soluciones de los problemas de valor de contor
no que surgen en esta teoria han podido ser obtenidas en forma
aproximada con el advenimiento de los computadores digitales vy
de técnicas numéricas eficientes tales como el método de elemen

tos finitos.

Con respecto a este Ultimo aspecto, conviene hacer
notar que numerosos cddigos automaticos para el andlisis no 1i
neal han sido escritos sin el adecuado conocimiento de los prin

cipios basicos que gobiernan la mecanica del continuo.

El objetivo de este trabajo es mostrar la obtencidn
de las expresiones del teorema de los trabajos virtuales para
un referencial lagrangeano, asi como también su forma incremen
tal para descripciones lagrangeana y relativa, de gran utili

dad en el estudio de grandes deformaciones de sdlidos.



Posteriormente a la presentacidn de las expresiones
del teorema de los trabajos virtuales y de su forma incremental,
discutimos los casos de deformacidn y tensidn inicial. Particu
larizando las expresiones obtenidas en general, se analisa el

problema de grandes deflexiones de placas delgadas.

Finalmente se discute la implementacidn del Método
de Elementos Finitos y se presentan soluciones numéricas para

este caso.

CONFIGURACIONES Y DEFORMACION DE UN CUERPQ MATERIAL

Analisaremos en este trabajo la deformacidon de un
cuerpo material sometido a un sistema de fuerzas. Esta defor
macidn serd caracterizada por el pasaje del cuerpo de una con

figuracidon a otra.

Para ello, comenzaremos definiendo cuerpoc material
B al conjunto de particulas o puntos materiales X, que admiti
remos pueden ocupar distintas posiciones en el espacio eucli

deano puntual tridimensional,g .

La definicidn de cuerpo sera completada especifican
do la aplicacidn biyectiva P; due nos da la correspondencia
entre particulas materiales y los puntos que dichas particulas

ocupan en.ﬁ. (Figura 1)



N y, FIGURA 1

Denominaremos configuracidn del cuerpo material a
la imagen de B bajo la aplicacidn P; Y la designaremos con
Bi para enfatizar que la configuracién depende del cuerpo ma

terial B vy de la aplicacidn p; ¢

Una de las configuraciones de B escogida conve
nientemente sera tomada como referencia (Figura 1), la aplica

cidon que define esta configuracidn serad designada con p

X > X = po(XD

Desde que hemos admitido que las aplicaciones P



son biyectivas, dado x ¢ Bi sera posible determinar su corres

pondiente XeB

y en particular para la aplicacidn P,

=1 -1
X =p, (X , P, : B > B

De esta manera las configuraciones Bi definidas
como imagenes de B pueden pasar a definirse como imagenes de

B~ bajo la siguiente aplicacion:

x = p; (X) =p,; [p, (0] = p; (%)

donde

-1
=Pp;°P, :B, > B

Pi
A la aplicacion p; se la denomina deformacidn de

B al pasar de la configuracién B, a la B, -

Admitiendo que p; es suficientemente diferencia

ble, sera posible definir su gradiente F,:

F, = Vp, (X)

En lo gue sigue supondremos que nuestras deformacio

nes p,

; Son tales que det F. >0 para todo X e B,.



Finalmente, entenderemos por sistema de fuerzas
(bi ,ti) en la configquracidén Bi al par ordenado:
bi = bi(x) fuerza de masa, bi :Bi >V
ti = ti(x) fuerza de superficie, ti:‘aBi-+ v

donde V es un espacio vectorial tridimensional.

Ahora bien, centraremos nuestro interés en uno de
los problemas que se plantean en mecanica del continuo Yy gque
consiste en: definido un cuerpo material y conocida una confi
guracion B, determinar la configuraciodn Bi para un sistema
de fuerzas (bi ’ti) dado. En la determinacidn de la solucidn
del problema planteado, el teorema de los trabajos virtuales

asi como su forma incremental resultan de gran utilidad.

TEOREMA DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

Sea Bi la configuracion del cuerpo material que
queremos determinar y (bi ’ti) el sistema de fuerzas corres

pondiente a dicha configuracion.

El trabajo virtual de (bi ,ti) para un desplaza
miento virtual dJu perteneciente al campo de desplazamientos

admisibles estd dado por:

SW, = du * b, p, dB, + [ §u « t, doB,
i i i i i

B. oB



donde:

el punto indica producto escalar de vectores

Py densidad correspondiente a la configuracidOn Bi

BBi parte del contorno de B; donde existen fuerzas de super
ficie t..
i

Referiremos las integrales que definen GWi a la

configuracidn B, , para ello procederemos en la siguiente forma:

La primera integral, sobre la regidn Bi’ recordando

el principio de conservacidn de masa P, dB, = Py dBi resulta:

donde:
b, (x) = b, [p; (X)] = b, (X)
u(x) = uDoi(X)] = u(X)

La segunda integral, sobre la regidn aBi, recordan

do la definicidn del tensor de tensiones ti = Tirﬁ_ resulta:

Su - ti dBBi = su - Ti ni daBi

BBi BBi

donde:



Ti tensor de tensiones de Cauchy

ni normal unitaria al contorno aBi

Introduciendo el tensor de Piola-Kirchhoff de prime

ra especie definido por:

es posible referir la integral sobre aBi al contorno de B_.

u » T, n, d3B, = Sdu » S. n d3B
i i i i 0

donde:

n,  normal unitaria al contorno 9B, .

Recordando la definicidn de transpuesto de un ten
sor y aplicando posteriormente el teorema de la divergencia
transformaremos la integral sobre el cohtorno BBO a la regiodn
B .

0

Su * S. n doB,. = [ S, du =+ n_ di3B =
i 0 0 i 0 0

BBO aB



- . T
De la definicion de divergencia de un tensor Si a
plicado a un vector du, se sigue:
. T _ . .
div(s; 8u)dB = [5, = véu + su - div §,]dB,.

Bo Bo
donde:

el punto en el primer sumando del segundo miembro indica

producto escalar de tensores.

Véu gradiente de dSu.

Las transformaciones anteriores hacen posible refe

rir el trabajo virtual SWi a la configuracidn B obtenien

0 14

dose:

GWi = j [?i + Véu + Su- (div Si + p, bi]dBo
B

0

De la condicidon de equilibrio de la configuracidn B,

referida a B0 ;

resulta:



Introduciendo el tensor de Piola-Kirchhoff de segunda

especie [37], definido por: §i = Fi_1 S; v de la definicidn

de transpuesto de un tensor se obtiene:

§W. = [ F, §. - VSu dB, = §..FL Vsu dB
i i i 0 i i 0
B

Teniendo en cuenta que pi(x) = X + u(X) vy que las
operaciones variacién y gradiente pueden ser intercambiadas, de

la expresidn anterior se sigue:

~ T
6w, = J S, + (L+ Vu) §Vu aB,
B

0

donde:
u = u(X) desplazamiento del punto X al pasar de
B a B,
0 i
1 tensor identidad
De la simetria del tensor §i se obtiene finalmente
que:
6Wi = } Si . GEi dB0
B,
donde:

1 -
Ei =5 (Vu + VuT + VuT Vu) tensor de deformacion.
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Para una base ortonormal fija, teniendo en cuenta que

T T
las componentes de los tensores Vu, Vu y Vu Vu son:

dy
VWyy = = %3
3
T — —
(Vu )kj = (Vu)jk = uj,k

T _ T _
(Vu Vu)kj = (Vu )km (Vu)mj um’k um,j

El producto escalar de 1los tensores Si- 6Ei estara

dado por:

donde:

By = (5 * 8y ¥ Uy i)

FORMA TINCREMENTAL DEL TEOREMA DE LOS TRABAJOS VIRTUALES

Admitamos conocida la configuracidn B del cuerpo,

1
correspondiente al sistema de fuerzas (b, , t;) y supongamos que
queremos determinar la configuracidn B, correspondiente al sis

tema dado (b, ,t,). [4]

Definamos previamente las aplicaciones Por Pyr P
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X, = pl(x) ’
X2 = PZ(X) ’
X, = p (Xl) v

Cuyos respectivos gradientes:

F, = Vp,

cumplen la siguiente relacidn:

p, :
P, @
P H

F

FIGURA 2

sz ’

Vp
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a) Descnipeion Lagrangeana o referencial

Esta descripcidn es obtenida refiriendo la  deforma
cion de B, a B,,a la configuracidn B.
De la Figura 2 se tienen las siguientes relaciones

para la deformacidon y su gradiente:

x =p X)=X+u , x-= pz(x) =X t+tu=X+u +u

F, =Vp, =1 + Vu, ; F=Vp, =F + Vu = 1 +‘ Vu, + Vu.
donde: u1==u1(X) desplazamiento de X al pasar de B, a B,
u=u (X) desplazamiento de X al pasar de B, a B

2
Introduciendo F, = F, + Vu en la expresidn de §w,
a que arribamos en el item anterior, particularizada para la

configuraciodn B, resulta:

W, = | S, + F. 8Vu dB, = (S,+ 8) - (F1 + vul)sVu aB,

donde: § = 52 - §1 es el incremento del tensor de Piola-Kirch

hoff de segunda especie cuando el cuerpo pasa de la configura

cidn B, a B, referido a B,.

Desarrollando el producto escalar y teniendo en cuen

ta que S y S son simétricos, de la expresidn anterior se ob

tiene:

oW, = oW, + = . s(va'vuyas, + | § . oE 4B, +

1
o, .
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+ %? { S - S(Vu? Vu + Vul Vu,)dB,
B

0

donde:

SW, = J §1 . F? Véu dBy trabajo virtual de (b,,t,)
B

0

E = %% (Vu + VuT + VuT Vu) tensor de deformacidn

b) Descripeion rnelativa

Esta descripcidn es obtenida refiriendo la  deforma

macidén de B, a B, a la configuracidn B,.

De la Figura 2 se tienen las siguientes relaciones

para la deformacidn y su gradiente:

X, = p(xl) =x +u

1
F =Vp=1 + Vu

donde:

1 1 .
u = u (x,) desplazamiento de x, al pasar de B, a B,.
Procediendo en forma similar al caso anterior se ar

riba a:

1 1T 1 ~ 1
W, = &W, + & { T, - §(Vu Vu)dB, + I §' « sEaB,
B

1 Bl
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donde:

1
W, = = T, - §(Vu + vu')dB

=

1
of =
<

o

-
+

<

=

+

<

=

<

=

T tensor de tensiones en la configuracidn B, .

S = S - T es el incremento del tensor de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie cuando el cuerpo pasa de la confi

guracion B, aB, . Conel superindice 1 estamos

2
enfatizando que estd referido a la configuracidn

B, .

DEFORMACION INICIAL Y TENSION INICIAL

Hasta ahora al estudiar la deformacidn de un cuerpo
referimos dicha deformacidn a una configuracidn inicial B,, que

admitimos libre de tensiones o sea supusimos T (X) =0 para todo

X e Bo'

Es de interés en mecanica del continuo analisar defor
maciones de cuerpos referidas a una configuracidn con deforma-
cidn o tensidn inicial, problemas que en la practica ocurren fre
cuentemente en elementos estructurales debido a imperfeccidn de

fabricacidon o montaije.

Para analisar estos casos haremos uso de la expresidn
incremental del trabajo virtual deducida en el item anterior.

Tendremos asi:
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a) Deformacion indcial

Admitamos que existe una configuraciodn B, conocida,

tal que el tensor T, 6 es nulo en todo B,. De lo anterior, hacien

~

do S,= 0 en la descripcidn lagrangeana de la forma incremental

del teorema de los trabajos virtuales tendremos:

w, = J S + SE dB, + %% J S - S(Vu? vu + vul Vu,)dB,.
B, B,
donde:
u, = u (X) representa la inferfeccidn de la configu
raciodn B, respecto a B .
u = u(X) desplazamiento del punto X al pasar de
B1 a Bz‘
b) Tension indcial
Admitamos que existe una configuracidn B, conocida,

en la que el tensor T, no es nulo. Refiriendo la configuraciodn
final B, a la configuracidn inicial B, con tensidén inicial,
la descripcidn relativa de la forma incremental del teorema de
los trabajos virtuales:
T
_ 1 1 1 =1 1
W, = > T, §(Vu Vu )daB, + S° + GE dB1

B, B

nos permite el analisis de este problema interpretando T 6 como

el tensor de tensiones iniciales.
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NOTA: Obsérvese que el efecto de las tensiones iniciales sdlo
colabora cuando se tienen en cuenta los términos no linea

les de la deformaciodn.

PLACAS CON GRANDES DEFLEXIONES

Presentaremos a continuacidn la aplicacidn del teore
ma de los trabajos virtuales al problema de grandes deflexio

nes de placas delgadas.

Como es sabido,el anadlisis lineal de placas delgadas
estd limitado al caso en que los desplazamientos normales a la
superficie media son pequenos comparados con el espesor. Cuando
los desplazamientos de la superficie media son del mismo orden
gue el espesor, términos no lineales deben ser llevados en cuen

ta en el tensor de deformacidn.

Veremos como se aplican las expresiones del teorema
de los trabajos virtuales y su forma incremental en los siguien
tes casos que analisaremos por separado. Configuracidn inicial
plana sin tensidn inicial, configuracidén inicial deformada Yy
configuracidn inicial plana con tensidn inicial. En todos ellos
supondremos material hookeano [ 3] cuya ley constitutiva esta

dada por:

e
il

Q

=

donde: C es un tensor de cuarto orden.

Admitiremos que durante la deformacidn se verifican

las hipbtesis de Kirchhoff, que nos permiten relacionar las de
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formaciones en cualquier punto de la configuracidn inicial de
la placa con las de su correspondiente en la superficie
media [5].

En el calculo de éwi reduciremos el sistema (bi’ti)
a un sistema de fuerzas equivalentes que actlia en la superficie
media § vy contorno 3Q. No entraremos en mas detalles de como

calcular GWi, pero el lector interesado puede verlo en E5].‘

Adoptaremos en todos los casos una base ortonormal co

mo referencia.

a) Congiguracion inicial plana sin tensdion inicial

La expresion del teorema de los trabajos virtuales:

particularizada para el caso de placas, donde:

~

(Si)jk = Cjkrs(Ei)rs material hookeano
(E.). = jL(u + U, L) +tu LU ) - X3 u
i’k 2 'k k,J 3,3 3.k 3,3k
u; = ui(x) componentes del desplazamiento del punto X ,
X = (X1’ X2, 0) € @ (superficie media) al pa
sar de B a B.
0 i
X, distancia de un punto cualquiera de la configu

racidén inicial de la placa a sua correspondiente

en la superficie media
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conduce a un sistema de ecuaciones no lineales en w, u, Uy o
definidas en un dominio bi dimensional @ conocidas como ecua

ciones de von-Karman [5 .

b) Configuracion inicial deformada

Consideremos que la imperfeccidn inicial esta dada

por:

*
w=u = (0,0,u})

estamos admitiendo por tanto que la superficie media de la confi

- N . - . . . * *
guracion B, tiene una deflexion inicial u, = u,(X, ,X,).

La forma incremental del teorema de los trabajos vir

. . s .. . *
tuales cuando se considera deformacidn inicial u” :

~ T
SW. = S - SE aB, + % § + 8(vd "vu + vuTvu*)dB,
0 Bo

(S)jk = Cjkrs (E)rs
E., = ;L(u. + u .+ u .ou ) = X u .
jk 2 j.k k,Jj 3,] 3,k 3 3,3k
T T * *
Tu*"VvVu + vu Vu*) .. = u™ . + ,
( )Jk 37) u3rk uSIJ uSIk

conduce a un sistema de ecuaciones no lineales en Uy g, pu,

3
definidas en un dominio bi dimensional  conocidas como ecua-

ciones de Marguerre [6 ].
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c) Configuracion dinicial plana con tension Linicial

Consideremos la configuracidn inicial de 1la placa:

plana y con tensiones iniciales T, conocidas.

La expresidon del teorema de los trabajos virtuales
con tensidn inicial

T ~

—_ 1 1 1
W, =5 | T - 8(Vu Vu)dB, + | S+ 8E dB,

B1 B,

particularizada para placas, donde:

(Tl).j matriz de tensiones iniciales

T 1
(Vu1 Vul).. = u1 u
17 3,1 3,]
(8),. = (E')
ij = Tijrs rs
1 1 1 1 1 1
E),. = =(u + + -
By =3y, 5*+ 8y, e TR

NOTA: Puede notarse que en el caso de tensidn inicial, dentro
de la teoria de pequenas deflexiones, podra despreciarse

el trabajo:

~

S « SE dB,
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1

lx =
X, =0

donde SE = SE

frente al trabajo realizado por las tensiones iniciales.

En este caso la expresidn del teorema de los trabajos
virtuales conduce a la ecuacion conocida como de Saint
Venant (vease Timoshenko, "Theory of Elastic Stability" ,

pag. 334).

APROXIMACION POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Soluciones aproximadas de los problemas anteriores
pueden obtenerse a través del Método de Elementos Finitos. Esen
cialmente este método consiste en subdividir la region Q en E
subregiones Qe donde la solucidn exacta es aproximada. Supues
to satisfechas las condiciones de continuidad es posible generar

una aproximacion global a partir de la local.

La aproximacidn local de u puede expresarse en el

caso especifico de placas de la siguiente manera:

T
e _ (e) (e) N (e)
up = (u1 ’ u2 ) =9 up
e _ (e) _ T N(e)
ub = u3 =y ub

donde:

® : matriz de interpolacidn del campo de desplazamiento de
membrana.

¥ : vector de interpolacidn del campo de desplazamiento de
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flexidn (u3).

ug(e) : vector de desplazamiento de membrana de los N nudos
del elemento e.
ug(e) : vector de desplazamiento de flexidén de los N nudos

del elemento e.

Presentaremos para cada caso a ser estudiado las ma
trices de rigidez a que se arriba a nivel de elemento con la a-
proximacion local definida anteriormente. Para cada elemento el

teorema de los trabajos virtuales conduce a una expresidn del ti

po:

g(&) N(e) _ ()

donde:

(e)

K matriz de rigidez del elemento Qe

T
uN(e)T} vector de desplazamientos

@Ney - N
r by

de los nudos del elemento

{f(e)} vector de fuerzas equivalentes.

Del ensamble adecuado de todos los elementos se ob

tendra el sistema de ecuaciones para cada caso.
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a) Configuracion inicial plana sin tension inicial

La matriz del elemento estad dada por:

o) {Kl K, l
Lsz K, + K,
donde:
- T N T 3
KI—JBKDBthQe Kz—lZIBbDBtdQe
Qe Qe
_ T T
K3—2JBDB t df K=[BDB t dQ
r r e y £ r e
Qe Qe
BK =H1<I>
- Ll @ 5Ty T
By =2 [Hl(“’ % DY
- _ T
Bb - st
r 8' 7] — 8- a.
oX, ' 0 a_x'-l 2
H = ao ’ H = 1 R H = axl
1 0 39X 2 3 2
9 o* e 2
N I Av ~~ X
—3X2 3X1-| i ) Z_J 22
20°
8X18X2
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I matriz identidad de rango dos

1 v 0
E
D=
l—v2 Vv 1 0
1l-v
L 0 0 =3

t espesor de la configuracion inicial

b) Configuracion inicial deformada

La matriz del elemento esta dada por:

-
K1 Ku + K6
K(e) _ . . .
L21<h+K‘S K, + K, + K, + K, + 2K,
donde:
K = [ BL D B t dQ K = | BLDB, t dQ
5 J 0 0 e 6 2 0 e
Qe Qe

_ T
K, = [ B, D B t AR
Q

Bo==[%1(u§ I)]szT
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¢) Configuracion inicial plana con tension Anicial

La matriz del elemento estad dada por:

Ky

2K K, + K3 + K

donde:

[T,] matriz de tensiones iniciales

En el caso de pequeﬁas deflexiones, teoria de

Venant, la matriz de rigidez del elemento se reduce a:

Saint
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APLICACION NUMERICA

La presente teoria fué aplicada para determinar el

campo de desplazamientos de una placa cuadrada sometida a carga

normal uniforme g, con (u1 = U, = U, = 0) en todo el contorno.

3

Para ello se empled un elemento rectangular con
N N N N N

cua

12)

tro nudos y seis grados de libertad (uT P U, Uy U Uy Uy
r 14 14
los dos primeros asociados a desplazamientos de membrana y 1los
cuatro restantes a desplazamientos de flexién. [5]]
é
150 S I l
S W —
o X
17 2
<
™
: !
q+a T X,
100 o~
Db t i J
Z2a
'—— \)
<A
50 3 30
% o Ter TrXZ
Us = U, cos -z 08 5=
—— referencia [ 7]
0 presente trabajo
i

FIGURA

3

2.
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En la figura 3 se presentan las deflexiones obtenidas
en el centro de la placa para distintos niveles de carga compa

randolas con los resultados dados em E?]:

w® imperfeccidn inicial en el centro de la placa
30
w deflexidn en el centro de la placa
3
E t
Dy = ———~ rigidez de flexibn
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