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El gran desarrollo industrial y tecnolbgico de es
tas tltimas décadas ha llevado al hombre a tratar de conocer
cada vez mads el comportamiento de los materiales a la vez
que, ha tratado de desenvolver nuevas técnicas y métodos nu-
méricos capaces de resolver los problemas a que se ve enfren
tadp. '

Dentro de este contexto podemos citar los estudi—-
os sobre el comportamiento elasto-plastico, visco-elastico y
elasto/visco-plastico de los materiales. Estos fenbmenos
son importantes para modelar procesos industriales de conformaciénde
retales tales como laminado,estampado, etc.. Por otra parte en el
analisis de esfuerzos en estructurasAcomo rotofes, pistones,
dlabes de turbinas, componentes de reactores nucleares, va-
sos de presidn, estructuras aeronduticas en general, etc.,se
hace necesario llevar en cuenta el comportamiento inelastico

- de los materiales.

El objetivo de este trabajo es presentar algunas
formulaciones variacionales equivalentes al problema- cuasi-
estidtico en elasto-plasticidad, creep secundario y elasto /
visco-plasticidad, dentro de la teoria de deformaciones infi
nitesimales y\p;ocesos isotérmicos.

Algunos algoritmos numéricos para la solucidén a-
proximada de estos problemas variacionales son discutidos, a
.la vez que, pdnese en evidencia coémo la formulacién variacio’
nal asociada a elasto/visco-plasticidad puede ser considera-

da lo suficientemente general como para que la plasticidad

-
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y el creep pasen a ser casos particulares de la misma.

Para facilitar la presentacidn de este trabajo se
lo ha dividido en tres | secciones, la primera se refie
re a elasto-plasticidad, en ia segunda se presenta creep con
énfasis en creep secundario, la tercera seccidn se refiere a
elasto/visco-plasticidad, formulaciones variacionales y sus
soluciones aproximadas a través del Método -de los Elementos Fi

nitos.

1. " FORMULACIONES VARIACIONALES Y APROXIMACIONES NUME-
RICAS EN ELASTO-PLASTICIDAD

No se pretende realizar aqui un analisis del esta-
do actual de los principios y métodos variacionales en elasto
-plasticidad. Los mismos se encuentran en una etapa de rapi-
da evolucién.debidO'principalmente a los recientes prbgrésos
del Analisis Convexo y sus aplicaciones a Mecadnica [1,2,3].

Dentro de las hipOtesis de deformaciones infinite-
simales e isotérmicas, la plasticidad sera vista en este tré—
bajo de una manera cldsica [4,5]. Lo anterior permite razo -
nar de la siguiente manera: conocido el estado actual de ten
siones, deformaciones,‘deformaciones plasticas, e historia de
dichas deformaciones, el problema consiste en determinar las
velocidades de los desplazamientos y del tensor de tensiones
(ﬁ, T) conocidas las velocidades de las fuerzas aplicadas Yy
de los desplazamientos prescriptos.

' En el caso de A > 0 (A mide el endurecimiento por
deformacidn) se puede denostrar la existencia de dos principi
os de minimo asociados [4, 6, 14]. En la resolucidén numérica
de estos problemas variacionales en general, dos técnicas son
empleadas. La primera asociada a métodos iterativos que con-
sisten en sucesivas soluciones "elasticas" [7, 8, 9], y la
segunda corresponde a los algoritmos para la determinacidn del
minimo de una funcidn convexa con restricciones [IO, 11, lZ]. .



En esta seccidn serdn comentados algunos algorit-
mos numéricos de tipo iterativos y los inconvenientes exis -

‘tentes en la determinacidn del paso At.

1.1 - Ecuaciones Constitutivas en Elasto-Plastici
dad
Para describir el comportamiento de un material

mas alld de su rango elastico, es necesario definir al menos
los siguientes aspectos. | _

i) Un eriterio que permita establecer la transicion
inicial  de comportamiento eldastico al plastico. Este cri
terio es llamado "criterio inicial de fluencia" y si se de -
signa com T al tensor de tensiones puede expresarse COmMO:

CE(T) < 0 el punto se encuentra dentro del

comportamiento elastico.

f(T) =0 el punto ha alcanzado el limite
elastico y podrd iniciar su com-
portamiento pldstico o no depen-
diendo del proceso de carga a

, que sea sometido.
La funcidn f satisface ciertas propiedades [}, 5,
1@] que permiten definir en el espacio de tensiones un domi-
nio convexo C conteniendo el origen T = 0 en su interior. el
" cual a su vez es el dominio eldstico. Por ejemplo, uné‘for—
ma particular de £ que representa la condicidn inicial de
fluencia en metales estd dada por: '

T eC <> £(T) <0 , £(T) = (-12— s.s)2 -y

) - 0
prOpueSta por Huber en 1904 y von Mises en 1913 de allf el
nombre de criterio de Huber-von Mises, y donde S es la parte
" desviadora de T Y S.5. representa el producto escalar. .

11) Modificacidn del eriterio de fluencia. 8Si el



proceso de carga contintia una vez alcanzada la copdicién ini
- cial de fluencia, ciertos materiales sufren un fendmeno de
endurecimiento por deformacidén (work-hardening) .La condicidn
de fluencia inicial cambiara, a medida que las deformacio
nes plasticas ocurran. |
El material en gue este fendmeno estad ausente, es
decir, la condicidn inicial de fluencia permanece inalterada
cualquiera que sea el proceso de carga, recibe el nombre de
material elasto-plastico perfecto o ideal.
Una ley de variacidn corresponde, por ejemplo, al
caso conocido con el nombre de "isotropic work-hardening" y

esta dada por:

£(T,X) = F(T) - X < 0
.ot t
X = Xth), h = T.0Pdt o bien h = ﬂ% Dp.Dp)l/zdt
. 0 0

donde DPdt es el incremento de deformacidn pléstica produci-
do en el intervalo de tiempo (t, t+dt). Si X es una funcidn
mondtona creciente de su argumento h, la funcidn de fluencia
inicial crecera uniformemente en todas las direcciones mante
niendo su forma a medida que las deformaciones plasticas au-
mentan. '

Otros criterios de modificacion de ésta  funcidn
inicial han sido propﬁestos de manera de llevar en cuenta fe-
némenos tales como el efecto Baushinger, formacidon de puntos
angulosos, etc. [4, 5, 13]. .

iii) Relacidn entre deformaciones plasticas y tegi
siones, Las hipdtesis correspondientes a lo que se conoce
en plasticidad como "flow theory", consisten en:

D = D¢ + DP ’ D¢ tasa de deformacidn elastica,

DP tasa de deformacidn plastica,

1

"D = 5 (Vv+VvT)= (Vv)S VvV opera -

dor gradiente.



Admite la existencia de una funcidén @ = ¢(T,X) ,
llamada "funcidén potencial de plasticidad", y la existencia
de un escalar : > 0 tales que para los materiales con endu-

recimiento se verifica:

pP

v
o

=% e, si £(T,X) =0 y f£ i

pP = 0 si £(T,X)

Il

o
B

th

o £(T,X) <0

En el 'caso de elasto-plasticidad perfecta resul-

ta A > 0 indeterminado verificandose:

=

T

pP = % ¢, si £(T) =0 y £
pP = 0 si £(T) =0 y f£

T =0
.

=

o £f(T) < O

El coeficiente 1 para materialeé con endurecimi-
ento queda definido una vez establecido el cfiterio de flu-
encia, de endurecimiento y la curva T, - E?l de un ensayo
uniaxial (EP es el tensor de deformacidén plastica). En e-

fecto, considerando el criterio de Huber-von Mises resulta:

fT.T

A

donde A es la pendiente de la curva T;; - Egi . Puede ob -
servarse que en materiales elasto—plésticos perfectos toda
vez que pP # 0 se verifica A =0 vy fT.T = 0 gquedando A > 0
indeterminado. Cuando ¢ = f la teoria recibe el nombre de-
ley asociativa de la plasticidad. De las relaciones anterio-
res se sigue que DP estd orientado seg@in la normal salien-
te al convexo de plasticidad. Esta ley serd adoptada en es
te trabajo.

Por Gltimo también supone que:

T =D D%



donde D es el tensor de cuarta ofden de elasticidad que sa-

tisface condiciones de:

simetria D = DT,
inversibilidad D D_l =1, T tensor idenfidad.de
~ cuarta orden
positividad Db.D > 0 ¥ D # 0 e Sym
PD.D = 0 si y s0lo si D =0

Por ejemplo, si el material es isotrdopico resul-

ta:

D=2pT +XIBI
i, X constantes de Lamé y @ representa el producto tensori-
al. . )
De la inspeccidn de las relaciones anteriores se

sigue que para todo proceso con deformacidn plastica (> 0)

resulta:
—_ e s
DD = DD~ + ) Pf, = T + X' Df
de donde:
i _ fT. DD
A+fT. DfT

De esta Gltima expresidn se sigue que DP puede
definirse en funcidén del producto‘fT. DD en lugar del pro -
ducto fT.T [14]. La seleccidn dependerd fundamentalmente de
cual es la variable independiente, en otras palabras si se
trabaja con desplazamiehtos o con tensiones como variables
prindipales. _ .

Por otra parte T = p(p-pP), y en virtud del re -
sultado anterior:

. Df, @ Df,

T= (D - —F——r—
At+f,. Df,

) D =DP p



.

- —e . - .
Notese que D p es simetrico.

La expresidn anterior valida para materiales con
o sin endurecimiento, fue deducida solamente para pP #0 .
Los otros estados pueden ser incluidos en esta expresion de

la siguiente forma:

Df, 6 & Df
’i‘=(D—aA_*_'£————'I‘—.——‘5-f—:I;‘) p =P D
donde:
materiales con endurecimiento maferia]es elasto-plasticos perfectos
o=l si £(T,X)=0 y fT.'i' >0  si f(T) =0y fT.'i: =0
a=0 si £(T,X)=0 y £,.T <0 si £(T) =0y £5.7 <0

o £(T,X) < 0O o £(T) < O

En el caso de trabajar con desplazamientos como
variable independiente, la definicién de o resulta [14]:

a=l si £(T,X)=0'y £j. DD>0 si £(T) = 0 y 5. DD>0
0=0 si £(T,X)=0 y fg. DD<O si £(T) =0 y f;. DD<0

o £(T,X) <O o f(T) < 0

- . ’ N . . . - Ll e
Por ultimo la inversa de la expresidn T = D Pp
sb6lo existe para el caso de materiales con endurecimiento vy
esta dada por: ' ‘

. : £..T
— e p — —l. - _ —l. T _
D=D + D D T+aka = D "T+a a fT =
o f.® £
_ -1 T T .
= (D~ + o Y ) T
1.2 - Principios Variacionales

Considérese un cuerpo ocupando la regidn Q en el
instante t en equilibrio bajo la accidén del sistema de fuer-

zas (b,t), donde b es la fuerza por unidad de volumen y € es
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la densidad de'fuerza superfiqial érescripta en ST parte del
contorno S de 9. En la parte complementaria que serad desig
‘nada por Su’ esté presbripto el campo de desplazamiento u.

Permitase ahora que el sistema de fuerzas y las
restricciones en el campo de desplazamientos varien duran-
te el intervalo (t, t+dt) de manera que las fuerzas de iner
cia sean despreciables.

Dentro de las hipdtesis de deformaciones infini-
tesimales a temperatura constante, designase como "problema
incremental de equilibrioh [19] de la teoria cuasi-estatica
de la elasto-plasticidad al problema de determinar los cam-
pos T, Dy v, tales que satisfagan las siguientesvecuacio -
nes:

Ecuaciones de equilibrio:

div T + b =0 en

Ecvuaciones cinematicas

D = Sym (Vv) = Sym (va)

Ecuaciones constitutivas:

DfT @ DfT

T o= ( D-0 =———==—)D,
A+fT. DfT

o definido en la § 1.1.

Condiciones de contorno:

™ =t en ST

v=ua e
n Su

donde (Bdt, %dt) Yy ﬁdtJSOn los incrementos dados al sistema
de fuerzas y al desplazamiento prescripto respectivamente.
Como puede apreciarse el problema de valor ° de
contorno es no lineal ya que el coeficiente o, que permite
distinguir la regidén de comportamiento eldstico y la de com

portamiento elasto-plastico, depende de la propia solucidn
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donde:

- del problema. Dada la no linealidad, la solucidn aproximada

. del problema incremental se hace necesaria.

A continuacidn, se presentan algunos principios va
riacionales gue serdn Utiles en la determinacién de solucio
nes aproximadas. Para este fin, seran introducidas las si-

guientes definiciones:

Kin , campo de velocidades cinematicamente admi

sibles:
Kin = {v*; v* regular, v* = u en Su}
Esté , campo de tasas de tensiones estaticamente ad
misibles: '

Ests, = {T% daiv T + b =0 en @, T°n =% en Sl

P.A.:

T campo de tasas de tensiones plésticamehte

admisibles:

P.A.g = {T; si £(T,X) = 0 luego fT.T <0}
i) Principios Variacionales donde v es la ineogni
ta principal. Materiales con o sin endurecimiento.
No resulta dificil demostrar (4,6,7,14] que el
problema incremental de equilibrio es equivalente al siguien
te principio de minimo:

"De todas las velocidades cinematicamente admisi-

bles, v* ¢ KinV aquella que hace que el funcional H(v*i al-

cance un minimo (minimo absoluto) es la solucidn del proble—
ma incremental de equllbrlO"

Es de01r, Ssi v representa dicha solucidn resulta:

I{v*) > N(v) para ¥v* eKinV e igual si y sdlo si

vk=vy

M(v*) = % - % .p* go - b.v* dQ - t.v*das

£ | 9] S



T* y D* definidos a través de las ecuaciones constitutivas y
de compatibilidad en funcidn de v*. Como puede apreciarse ,
€l problema del minimo estd definido en todo Kin_ ¥y consiste
en determinar el minimo de un funcional cuadratico sin res -
triccidn. No obstante lo anterior, el problema es no line-
al por cuanto el coeficiente a(que surge en T*) depende de
la propia solucidn.

ii) Principios variacionales donde T es la.incog

"nita principal. _

Nuevamente aqui no resulta dificil mostrar  que
el problema incremental es equivalente a los siguientes prin
cipios de minimo:

Materiales con endurecimiento. "De todas las
tasas de tensiones estaticamente admisibles, 70 é Est& ‘

~aquella que conduce al funcional EC(T°) a un minimo (minimo
absoluto) es la solucidén del problema incremental".

Es decir, si T representa dicha solucidn se veri

‘fica que:
HC(T°) > HC(T) para VI ¢ Ests e = siy sélo si T = T

donde:

T (1) =%— 0.0 a0 - | T°n.u ds

B Q Su

y donde D? estd definido a través de las ecuaciones constitu
tivas:

: f. @ f

D° = (D' + & =%, o definido en § 1.1.

Nuevamente, si bien el problema se reduce a de -
terminar el miﬁimo de un funcional cuadratico sin restriccio
nes el problema es no lineal ya que o depende de la propia so
lucidn. . ‘

Material sin endurecimiento. De la definicidn de

o se tiene que, en este caso, el problema se reduce a:
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min. - {nc(c'r°)=3£- $o. p~thoaq | T9n.u as}
Q- S

0 . . u
T € EStT.ﬁP.A.T ‘

Es decir, es el problema del minimo de un funcio-
nal cuadradtico con restricciones: T° debe ser simultaneamente
estatica y plasticamente admisible. Obsérvese que la restric
cién es lineal en T°.

De estos principios de minimo se sigue la unici -
dad de T y D [@,6,1{] teoremas de unicidad del campo de ten -
siones y deformaciones pueden ser consultados en el  trabajo
de KOITER [ 6] . El problema de existencia de la solucidn es

mds complicado no estando totalmente resuelto [15].

1.3 - Métodos Iterativos en la Resolucidn de- los

Problemas de Minimo.

Aqui seran presentadas las ideas fundamentales de
los algoritmos iterativos mas conocidos en la literatura y u-
tilizados conjuntamente con el Método de Elementos Finitos.

i) Incdégnita principal v, materialesucoﬁ o sin en
durecimiento. Aqui existen fundamentalmente dos procesos ite
rativos:

Matriz de rigidez modificada en cada paso; A tra
vés del resultado del paso anterior sedefine la regidn plasti

ca, el problema consiste en:

min {H(v*n+1) - % pEP D*n+1 . D*n+l an -
) , n
*n+l . JQ
v > Klnv .

- E.v*n+;dﬂ - .o g5}
Q s '

donde: T

DfT 1% DfT

ep
D = (D - o ) .
n n An+ fT. DfT
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o =1 si £=0y £. D p*" > 0
o =0 si f£f=0y £, D p*™ < 0
o £<0
y el proceso se inicia con D*° = 0.

Al aplicar el M.E.F. se tiene Knv"‘n+l = F es de-
cir, la matriz de rigidez es modificada en cada paso lo due
implica un mayor consumo de tiempo de maguina. Por otra par
te, la convergencia de este proceso iterativo atin no ha sido
demostrada. '

Proceso iterativo eladstico con tensiones inicia-
les. En este proceso se supone éonocido X\ a través del re -

sultado del paso anterior, luego el proceso consiste en:

min {m(v¥?tly - % D p**l pantlag o
v*n+l £ Kinv 2
Df,,.D*"
-1 o _r Df .-D*n'*'l
2 n A+fT. Dfn, T
Q

- | bov ™ lan - | T.v+™L gs3
Q Sq

donde oy esta definido como anteriormente y.donde el proceso

dn -

se inicia con D*? = Q.

. + ) '
La serie 1r(v*n l) es decreciente y la convergen-
cia estid demostrada unicamente para A > 0. Al utilizar el

M.E.F. el algoritmo anterior conduce a un esquema:

*n+l

K v = F + F

n

es decir la matriz permanece constante y sd0lo es modificado
el término independiente. Lo anterior induce una economia de
tiempo por cuanto K es triangularizada una sola vez.

ii) Incégnita principal T

a) Materiales con endurecimiento, A > 0. Nueva -

W
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mente aqui se presentan fundamentalmente dos procesos itera-

tivos:
Matriz de flexibilidad variable en cada paso. El

proceso iterativo consiste en:

[d ] - . +
min {HC(T°n+l) - % Ton+l‘( lDep)nl pon 1l an -
oRtL o pet. Q
T -
- :@°n+ln.ﬁ ds}
. ' Su
donde:
£f.0 £
. ’ ep, -1 -1 T T
.( D )n D + %n A !
. n
o = 1l si £(T,X) =0y fT.T° >0
. : n
o =0 si £(T,X) =0y fT.T° <0
o £(T,X) <0
siendo que el proceso se inicia con Gy = 0.

Nuevamente, en este algoritmo la matriz debe re -

calcularse en cada paso Yy la convergencia no esta demostrada.
. Proceso iterativo elastico con deformaciones ini-.
ciales. Consiste en "atrasar" el término asociado al trabaijo
de las tensiones debido a las deformaciones plasticas que es

asi considerada como una deformacidn inicial. El proceso con

siste en:

", sontl, _]; A on+1 -1 _on+l
— min {n_(r ) =5 | T . DT ae  +
T € Est& ’ RAY’

£ .70 .

<+ -]2; Ot.n —T——r fT.TOn+l dQ - T°n+ln.§ dS}
9 S
u

Con an definido como anteriormente. Como puede .
apreciarse la matriz de flexibilidad se mantiene constante en

todo el proceso iterativo modificandose solamente el término
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independiente. La convergencia del método tampoco estd demos

‘trada.

b) Materiales sin endurecimiento (elasto-plasti -
cos perfectos). Los algoritmos anteriores pueden ser aplica-
dos pero aqui, en general, se recurre a los métodos existen -
tes para determinar el minimo de una funcidn cuadratica con
restricciones lineales. En efecto, el problema consistia en:

min {n_(r%) = % fo.p Moan - $0n.7 as)
70 € Esty N P.A., Q Sy

Es decir, los T admisibles son aquellos que sien
do estaticamente admisibles son a su vez plasticamente admisi
bles es decir si £(T) = 0 se cumple gue fT.TO <0 restriccidn

ésta lineal en T°. Para estas técnicas consiultese los traba-

. jos {10,11,12,17].

Con los principios variacionales anteriores con -
juntamente con los algoritmos presentados, el problema de la
determinacidén de las velocidades (tanto de desplazamiento co-
mo de tensiones) queda resuelto. Si el incremento de tiempo
es infinitesimal (dt) el nuevo estado en que se encontrara el
cuerpo satisface automaticamente la condicidén de plasticidad
f < 0. Desde el punto de vista computacional lo anterior es
imposible siendo necesario incrementos finitos de tiempo At .

Conocidas las velocidades para el instante tn el estado para

'tn+l =t + bt quedard definido, por ejemplo, por:
CT(e,g) FT(e) + F(e) At
u(tn+l) = g(tn) + v(tn)rAt

A}

debe notarse que este esquema, mﬁy empleédo por 1la mayoria de
los autores que trabajan en el area [7,16], dard resultados
"satisfactorios" si At se hace suficientemente pequeno y el.

intervalo de inteéracién no es grande ya que, ninguno de los
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esquemas vistos es capaz de controlar la distancia al convexo
de plasticidad. En este proceso de integracidn paso -a - paso
los errores se iradn acumulando y al final del mismo la condi-
cidén £ < 0 podra no estar satisfecha. A

Estas dificuldades han sido motivo de numerosas
discusiones y algunos esqguemas iterativos han sido propuestos,
de manera de controlar esta distancia [7,12,18]. La conver -
gencia de estos métodos no ha sido demostrada a excepcidn del

esquema iterativo propuesto por NGUYEN [16].

2. ' UNA FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA DE CREEP
SECUNDARIO '

Uno de los problemas qué usualmente se preéenta
en la aplicacidn estructural de los materiales, es el anili -
sis de tensiones y deformaciones correspondientes a cargas
constantes, muchas veces durante prolongadoé periodos de tiem
po. Tal fenomeno, conocido como deformaciones lentas a carga
constante o deformaciones de creep, tiene importancia funda -
mental en la fabricacidn. de motores, turbinas a gas, etc..

El conocimiento mis a fondo del fendSmeno de creep,
que el desarrollo tecnoldgico demanda dia a dia, ha incentiva
do las investigaciones en esta area. Dichas investigaciones
se han centrado en dos aspectos fundamentales, uné de ellos
se refiere a la obtencidn de ecuaciones constitutivas que re-
presenten el fendmeno de creep [2Z] y el otro al desarrollo de
métodos de cadlculo que permitan obtener soluciones a proble~-
mas de ingenieria estructural donde dicho fendmeno debe ser-
llevado en cuenta.

' Dada la dificultad experimental de ensayar _ los
diferentes estados de tensidn que se pueden presentar en un
s6lido viscoelastico, el camino seguido ha sido el de reali -
zar ensayos bajo estados simples de tensidn E@,Zgly posterior

mente generalizar los resultados para casos de tensidn mas com
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- plejos [25].

En cuanto a los métodos de calculo, dado que es
reducido el nimero de problemas de creep donde es posible ob
tener soluciones exactas, sevha dado énfasis a los métodos
de calculo aproximados y entre ellos al Método de Elementos
Finitos [26,27].

En esta seccidon se presenta la ley constitutiva
introducida por Norton para el caso de tensidn uniaxial y la
posterior generalizacidn de Odqvist admitiendo incompresibi-
lidad e isotropia del material, ﬁara estados de tensidn tria
xial. '

Se sugiere una expresidén mas general para la re-
lacidn constitutiva de creep secundario mediante la introduc
cién de funciones de los invariantes del tensor de tensiones.
En un caso particular dicha relacidn coincide con la ley in-
troducida por ‘Odgvist. '

Se introduce también una funcidon potencial, a
partir de la cual la ley de creep secundario puede ser deri-
vada. De su convexidad, que es verificada, y del Principio
de Potencia Virtual se muestra como arribar a un principio va

riacional de minimo.

2.1 - Deformacidén de Creep en Tensidn Uniaxial

Si bien el ingeniero francés L. T. Vicat efectud,
en el siglo pasado, observaciones sistematicas sobre el fend
meno de deformacidén lenta en barras metdlicas traccionadas ,
a ser empleadas en la construécién'de puentes colgantes, . se
admite generalmente que 1la teoria fenomenoldgica de creep co
menzd a principios de este siglo con los trabajos del fisico
ingles E. N. Andrade [23].

El fué quién introdujo la terminologia empléada
hasta la fecha para distinguir diferentes zonas de creep vy el
primero en mostrar la diferencia de comportamiento entre de-

formaciones lentas de barras metadlicas a tensidn constante y
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carga constante.

Las curvas deformacidn de creep y velocidad de
deformacidon de creep (E;;, t) y (D1, t) obtenidas por él,
son indicadas en la Figura 1.

En ambas curvas se distinguem tres zonas dénomi
nadas:

I. creep primario o creep transiente;

II. creep secundario o creep en régimen esta -

cionario;

IITI. creep terciario. '

Andrade observa ademds que en el caso de defor-
maciones lentas a tensidn constante, no hay diferencia en-
tre creep secundario y terciario, existiendo en este caso so
lamente dos zonas de creep. ‘

Posteriormente, en la. decada del 30, con la de -
manda tecnolbgica de materiales metalicos capaces de soportar tem
peraturas elevadas para ser empleados en la fabricacidn de
maquinas y motores, los fenOmenos de creep fueron estudiados
extensivamente por varios investigadores, tales como Norton,
Bailey, Sodeberg, Nadai etc.. _ _

De las leyes constitutivas propuestas por ellos
cabe destacar la formulada por Norton [2{] , para creep se-
cundario, conocida también como ley potencial y dada por 1a
siguiente expresidn: '

n
Dij; =k Tia

donde D;) es la velocidad de deformacidén uniaxial, T,;; tensidn
uniaxial + k ¥y n constantes del material.

En el caso en que n=1l, la ley de Norton se redu-
ce a la ley lineal de Maxwell:

Dy =k Tin

El modelo. mecanico correspondiente a estas leyes,'

es un amortiguador lineal para el caso de la ley de Maxwelly .
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un amortiguador no lineal para el caso de la ley de Norton.

2.2 - Ley Constitutiva de Creep Secundario.

En 1930 Bailey [2I] observé que en los metales
las deformaciones de creep se producian a volumen constante
sin ser influenciadas por la presidon hidroestatica.

‘ Basandose en las observaciones efectuadas por &l
y admitiendo isotropia Odgvist [25] postuld en 1934, la si -
guiente ley constitutiva para creep secundario bajo tensidn

triaxial:

i
+h

S,.. (i,3 =1,3)

donde:

D es el tensor velocidad ‘de deformacidn de creep

0
o

T - —(trT)I es el tensor desviador

f(T ) es una, funcidén escalar a ser determlnada .
3 s.5)2,
Nétese que la velocidad de deformacidn de creep D

cuya variable es la tensidn efectiva Te =

dada por la ley anterior, es isocérica pues verifica que:

tr D =D.I =0 , Dkk=0

‘La funcidn f(Te) escogida por ddqvist:

. n_l'
. 3 =
SET

es tal que en el caso particular de tensidn uniaxial, la ex -

presidén postulada por él se reduce a la ley de Norton.

n-1

3
f(Te) =5 k Te

Njw

Para verificar lo anterior basta recordar que si
el tensor de tensiones tiene una unica componente T,,, las
componentes del tensor desviador $

iy0 ¥ la tensidn efectiva.Te
estaran dadas por:
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5 T ) 3 L

= - = T ==8.5 =T '
Sij 3 ,Tll 1 r 2 11
-3 'n

Introduciendo los valores anteriores en la expre-

sién de 0Odgvist se arriba a:
: n
Dy =k T

qgue no es otra cosa que la ley postulada por Norton.
La ley constitutiva de creep secundario para un
material isotrOpico puede ser formulada en forma mas general

mediante la expresiodn:
D = h(f)f,

donde f es una funcidn escalar de los invariantes del tensor
T, £f=£f(I;, I, Is), h es una funcidn escalar de f, h=h(f) y
fT es la derivada de £ con respecto a T.

Dado gue resultan expresiones mas simples si se
trabaja con los invariantes J, y Jj; del tensor desviador en
lugar de I, y I3 vy recordando las relaciones>éntre los invari
antes de T y S es posible expresar £ = £(I,, I,, I3) en una
forma mas conveniente cémo funcidn de I,, J2, J3.

Notese que la ley constitutiva en este caso depen
de del conocimiento de dos funciones h y f£. Por ejemplo, es-
cogiendo las funciones:

n-1

————

£ =3, y,_h=%k (3 £) 2

se obtiene la ley formulada por Odgvist.

2.3 - Inversidn de la Ley Constitutiva
n+1 7
Introduciendo la constante y = 3 2 k, la ley de

Odgvist puede ser expresada en la siguiente forma:
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Si queremos invertir la relacidn constitutiva an-
. . : , = 1
terior debemos previamente expresar J, en funcion de L2=§I)JL

segundo invariante deD.
Para ello.multiplicamos escalarmente la relacion

constitutiva por si misma, con lo que obtenemos:

De la relacidn anterior y de la ley constitutiva
obtenemos la inversa de dicha ley:
_ ) ion
S = (é)l/n L, 2n

2.4 - Potenciales de Creep

Introduciendo los potenciales ¢ y ¥ dados por:

n+i
_ 2
$(3,) = T 5
1+n
_ 2n ,2,1/n 2n
l’)(Lz) - 14+n (Y) L, ,

que verifican la relacidn n ¢ = y, [?g].
La ley constitutiva de creep secundario y su in-
versa pueden ser obtenidas derivando ¢ y ¢ con respecto a

T y D respectivamente:

n-1
dT 9d, 9T 2 2
- . _ i-h
g = oW . 9y 3L2 _ (2)1/n L, 2n

3D 3L, oD Y

2.5 - Problema de Valor de Contorno en Creep Se-

cundario
Considérese un cuerpo ocupando una regidon Q de -

contorno S del espacio euclidiano tridimensional, que experi
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menta deformaciones lentas en régimen estacionario bajo el sis

.tema de fuerzas (b, t):

b=b (X) X € Q, es la fuerza por unidad de volumen,
t=t (X) X €Sy, es la densidad de fuerza superfi -
cial. o . R -

y sometido a una velocidad prescripta v:

v = v(X) X ¢ SV

donde Sp Y S, son las partes del contorno S donde estan especi-
ficadas fuerzas y velocidades respectivamente (Figura 2).
El problema de valor de contorno en creep secunda -

rio consiste en determinar los campos:

v(X) velocidad

1l

D = D(X) tensor tasa de deformaciodn

T

T(X) tensor de tensiones
que satisfagan las siguientes ecuaciones:
Ecuaciones de equilibrio
divT + b =0 en §,
Ecuaciones cinematicas
D = %(Vv +7VvT) = (VV)S ’

Ecuaciones constitutivas

i-n
2.1
s = (=) /n L, 2n D.
Y.
con las condiciones de contorno:
Tn,;_f en S
) Vv =Vv en S

2.6 - Una Formulacién'Variacional del Problema de

Creep Secundario

Como fue presentado en §2.2 la ecuacidn constitu-

tiva adoptada para modelar el fendmeno de creep secundario
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lleva implicita la condicidn:
tr D =0

‘Recordando la relacién cinemdtica D = (Vv)° y la

definicion de divergencia de un campo vectorial v
divv = tr (Vv) = Vv.I

la condicibén tr D implica en que el campo de velocidades v de
‘bera satisfacer la condicidn divv = 0.

En base a lo anterior e introduciendo la defini-
cidn:

KinV , campo de velocidades cinematicamente admi

sibles

Kin = {v*; v* regular, v*=v en Sy Giv¥*=0 en Q}

~no resulta dificil mostrar que el problema de valor de con -

torno en creep secundario es equivalente al siguiente proble
ma variacional (deducido a partir del principio de Potenci-
as Virtuales): S

Determinar v ¢ Kinv tal que:

b.(v*-v)dQ + t.(v*~-v)ds = s.D*D)daq ,

9] ' ST ” Q
se verifique para todo v* ¢ Kin , donde S es deducido en fun
cidn de v a través de las ecuaciones constitutivas vya adopta
das, y donde:

D* = (vv*)° , D = (Vv)°

Recordando la definicién de la funcidn potencialv
¥ = ¥(D) y dado que satisface la desigualdad

¥{p*) - ¥(d) > ¥ .(D* - D)

el principio variacional anterior conduce al siguiente prin-
cipio de minimo:
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"De todas las velocidades v* ¢ KinV aquella dque

hace que el funcional T (v¥*):

n(v*) = | y(d*)ap - | b.v*d2 - t.v*ds
194 Y’ ST '
alcance un minimo absoluto es la solucidn del problema de va
lor de contorno".

) Como puede observarse, el funcional w(v*) es no
lineal y estda definido en KinV esto es,el campo_de velocidades
cinematicamente admisibles debe satisfacer div v* = 0. Esta
tltima prOpieaad se traduce en una complicacidn a mas en la
determinacidén de las funciones de interpolacidOn apropiadas pa
ra la resolucidn aproximada del problema variacional plantea
do. ' '

Para salvar este Ultimo inconveniente existen nu
merosas técnicas tales como la de introducir div v = 0 como
otra ecuacién de Euler de un nuevo funcional. Para ello se
recurre a los operadores de Lagrange que desde un punto de
vista mecdnico implica en introducir la presidn hidrostatica
como ‘un nuevo campo incognita. , _

En la seccién siguiente serd presentada una al -
ternativa, que difiere de la anterior, basada en una formula
cidn variacional asociada a materiales elasto/visco-plasti -

CcOSs.

3. . UNA FORMULACION VARIACIONAL EN ELASTO/VISCO-PLAS
TICIDAD. APROXIMACIONES NUMERICAS EN PLASTICI -
DAD Y CREEP SECUNDARIO

o

Al

En la mecanica de los s6lidos es usual estudiar
por separado las propiedades plasticas y las propiedades reo
logicas de los materiales. Como fue presentado en la Seccién
1, cuando se analizan fendmenos plasticos la hipdtesis co

min en todas las teorias es admitir que las deformaciones de .
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pendan de la historia de como esas deformaciones fueron pro-
cesadas pero no del tiempo.

Sin embargo, los ensayos de metales ponen en evi
dencia que los efectos reolégiéos se presentan en forma mas
pronunciada cuando el estado plastico es alcanzado, obteniég
dose tensiones superiores a las de el ensayo estatico a medi
da que aumenta la velocidad de carga [31].

En el acero comiin, por ejémplo, una solicitacidn
rapida puede hasta triplicar el valor de la tension de fluen
‘cia y producir una marcada reduccién en el fendmeno de endu-
recimiento [32].

A lo anterior se deben, en parte, las discrepan-
cias que suelen surgir entre los resultados experimentales
del ani3lisis de materiales sometidos a.cargas variables en
el tiempo con los obtenidos mediante la aplicacidn de la Teo
ria de la Plasticidad en la que, los fenéménos reolégicos son
despreciados [?EI-

En elasto/viscoplasticidad se admite existe una
regidn del espacio de tensiones dentro de la cual el materi-
al se comporta elasticamente y fuera de ella tanto propieda-
des plasticas como viscosas son llevadas en cuenta.

El modelo elasto/viscoplastico presenta la venta
ja adicional que a partir de €l pueden obteherse tanto el mo
delo plastico como el modelo de creep.<

3.1 - Ecuaciones Constitutivas en Viscoplastici-
dad '

Las ecuaciones constitutivas en viscoplasticidad

fueron formuladas en un principio para estados de tensidn sim
ples y posteriormente generalizadas para estados de tensidn
mias complejos. ’ ’

‘ El primero en analizar el comportamiento visco -~
plastico de los materiales fue Bingham/33]. En su libro

"Fluidity and Plasticity" postuld la ley constitutiva que re
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laciona tensiones con velocidades de deformacidn para el ca-
so particular de corte puro. Esta ley puede expresarse de

la siguiente manera:

0 si £ <0
2y Di2 = ‘
.f|%1—22T si £>0
donde £ = |Tid - k, Ty, y D12 son las componentes del tensor
de tensiones y velocidad de deformacién respectivamente, u

y k constantes que dependen del material y donde |T1ﬂ repre-
senta el valor absoluto de T . _ _
| Hohenemser y Prager [351 generalizaron la ley
anterior para estados de tensidon arbitrarios a través de la
expresion: -
0 si £ <0

2y D =
S

si £ >0
3372

£

donde D y S son respectivamente el tensor tasa de deformacidn
1/2
JZ

cion de fluencia, J2 = %S.S y donde S.S representa el pro -

Yy el tensor desviador de tensiones, f = -~k es la fun-
ducto escalar. _

Puede verificarse facilmente que la ley de Hohen
emser-Prager representa deformaciones a volumem constante
-(tr D = 0) y que, en el caso particular de corte puro se re-
duce a la ley de Bingham. También, es posible verificar que
a partir de la ley anterior y como casos limites pueden ser
obtenidas la ley viscosa lineal de Newton (u # 0, k = 0), o 
la léy de plasticidad ideal correspondiente a la ley de flu-
encia de von Mises (k # 0, u - 0) [35].

En efecto:

Ley de Bingham como caso particular de la ley de

‘Hohenemser-Prager.
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En el caso de corte puro se verifica que las Uni-

cas componentes no nulas de T son Ti2 = T21 y que T = §,luego:
£ =02 -k =T -k

y la ley de Hohenemser-Prager se reduce a:

0 si £ <0

24 D12 = .
T2 si £ >0

£ lT12|

que no es otra cosa que la ley de Bingham.

Ley viscosa de Newton como caso particular de La
Zéy de Hohenemser-Prager cuando W # 0 y k = 0.

0 se tiene:

Para W # 0.y k

il

f=30’? , £>0e=0siysblosis=0
Introduciendo lo anterior en la ley de H-P se tie-
ne:

.

2ub =8

Material idealmente pldstico con la funcion de flu
encia de von Mises como caso limite de la ley de
H-P cuando k # 0 y u =+ 0.

" Seglin se vio en la Seccidon 1 la ecuacidn constitu-

tiva en plasticidad ideal estid dada por:

[0 [si £(T) =0y £,.7 <0
si £(T) < 0

Ay si £(T) =0 y £

donde X'z 0 es una constante indeterminada.
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Si se adopta como funcidn de fluencia el criterio

de von Mises resulta:

£=03/2-x , 3, =%5s.58
luego:
1 _~1/2
fp =3 J2 S
de donde: .
0 [sidgi/2-kx=0,ys.5<0
si J%/z ~k <0
D = , . '
s _ X . oJl/2 . _
A;—I7§ = 5% S si J? k =0y S.S 0
vp

que representa la ecudcidn de von Mises para plasticidad ide-
al. '
Admitiendo que el estado de tensiones T y su tasa

de variacidon T son tales que exista deformacidn plastica, en

otras palabras, de que J%/z -k =0y S.S = 0 resulta:
A
D= ——7m S
o gt/?
por tanto:
_ A2 _ A2
D.D = 13, S.5 = >
Es decir: .
‘ =2 L%/Z , L, = %D.D
o0 sea que A = A(D) estd definida en el espacio de tasas de .

deformacidn.

Sustituyendo esta Gltima expresidn en la ecuacidn
de von Mises para plasticidad ideal se tiene:

S =

Ly/?
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Portanto, puede observarse que: .
. i'. Toda vez gue J%/z -k =0y s.5 = 0 la ecua-
.cién de von Mises D = D(8) =} S/2k —definida en el espa -

cio de tensiones — queda indeterminada en virtud del coefi-

. , = : 1/2
ciente ). No ocurre lo mismo con la ecuacion S=S(D)=kD/L2/

que estd bien definida para todo D no nulo.

ii. Para todo D no nulo la ecuacidn S=kD/L}/2 ve
J1/2
2

rifica que -k =0y s.5 = 0, en efecto:

1 1/2 _ 1 _
(5 S.8) = (5 D.D) =k

EWW

2

d

ac (s.s) = 2S.S

]

2

(2k%?) =0

, Retornando a la ecuacidén constitutiva de H-P y
para £ > 0 resulta:

20 D = (3172 - ) s/3t/2

donde: A
4u? D.D = (J%/Z - x)% s.8/3, = 2at/2 - )2
por fanto: )
J%/Z = 2 L%/z + k

que sustituida en la ecuacidn constitutiva conduce a:

S =2y D+ —{%5 b
Ly
De lo anterior se concluye que en el limite para
k # 0Oyu->©0 la ecuacidn constitutiva de H-P coincide coﬁ
la ecuacidn constitutiva de von Mises en plasticidad ideal.
Uﬁa ecuacidon constitutiva mas general gue las an
teriores y que las, incluye como caso particular ha sido pro-

puesta por Perzyna [}{] . La misma puede expresarse como:

WD = <o(f) > £
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en la que ¢ es una funciodn real de variable real y donde:

. 0 si £ <0
<elf) >=1 9 51 £>0

La funcidén ¢, que debe satisfacer ciertas'propig
dades [?S] , es determinada a través de ensayos uniaxiales
[31] . A su vez, si o ='J%/2 - k la ecuacidn constitutiva de
Perzyna se reduce a la de Hohenemser-Prager. Por otra parte,
si ¢ = (J:ZL/2 - k)n y k = 0 se obtiene la ley de creep secun-
dario formulada por OdqviSt haciéndo u =1/y (véase Seccidn
2). De esta manera, las ecuaciones constitutivas en visco -
plasticidad permiten no sélo representar mejor el comportami
ento real de un material sino también representan, como ca-
sos limites, los modelos de plasticidaa y de creep-secunda -
rio. |

Lo anterior también es importénte desde el punto
de vista computacional ya que permite la elaboracidn de un
Gnico programa de cdlculo automatico capaz de resolver pro -
blemas en cualquiera de las tres areas mencionadas. Como sg
ra puesto en evidencia mas adelante, la.formulacién de plas-
ticidad via viscoplastiéidad tiene la ventaja adicional de
gue la propia formulacidn variacional incluye el control de
la distancia al convexo o funcidn de fluenéia de plasticidad.

Por Ultimo como puede observarse de las ecuacio-
nes constitutivas en viscoplasticidad presentadas, el tensor
tasa de deformacidn debido a fendmenos viscoplasticos depen-
de solamente del estado actual de tensiones y si se quiere de

la historia del proceso.

3.2 - Ecuacidn Constitutiva en Elasto/Viscoplas-

ticidad. Problema de Valor de Contorno.

Dentro de la teoria de deformaciones infinitesi-

males se admite qgue la tasa de deformacidn D puede ser expre
sada a través de: '
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D =D + D'P

donde D€ es la tasa de deformacién eldstica y estd relacionada

con T mediante la expresidn:

donde D es el tensor de elasticidad de cuarta orden que se su-
pone satisface las propiedades de simetria, inversibilidad y
" positividad ya enunciada en secciones anteriores.

La parte viscopldstica D'P estard asociada al esta

do actual de tensiones — y si se quiere a la historia de la
deformacidén — a través, por ejemplo, de la ley propuesta por
Perzyna: ' l

vp _ 1

D =3 < o(f) > £

Con los elementos anteriores el problema de valor
de contorno en elasto/viscoplasticidad limitado al caso de de-
formaciones infinitesimales y procesos cuasi-estaticos puede
formularse de la siguiente manera:

Sea un cuerpo de material elasto/viscoplastico que
ocupa la regidn Q de cohtorno S del espacio euclidiano tridi -

mensional. Dado el sistema de fuerzas (b,t) donde:

b=b(X,t) , (X,t)e Q@ x[0,6], densidad de fuerzas de
volumen '
=t (X,t) , (X,t)e Spx[0,6], densidad de fuerzas su
: : perficiales
y el desplazamiento prescripto u: -

G o= ux,t) , (Xt) e s, x [0,d]

determinar el desplazamiento u(X,t), la deformacidn E(X,t), la
tensidén T(X,t) y la deformacidn v1scoplast1ca E p(X t) tal que
satisfagan las siguientes ecuaciones:
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T =D(D - D'P) en (X,t)e @ x[0,0]
2VP _ pvP - 1

E D " <®(f)? fT

E=D=—§- (v + val) = (vi) S

con las condiciones de contorno:

.

™ = en (X,t) ¢ Sy x{0,6]

ct]e

gl

a = en (X,t) ¢ Su x[0,6]

y las condiciones iniciales:
u(X,0) =u, , E(X,00 = E, , E'P(X,0) =0 , T(X,0) = Ty

asociadas a la solucidn del correspondiente problema elastico
-en el instante t = 0.
En las expresiones anteriores n es el vector uni-

tario normal al contorno S, ST Yy Su son las partes de S donde

estan especificados los desplazamientos y las fuerzas de super

ficie.
Al igual que cuando fue presentado el problema de

valor de contorno en plasticidad, agui tampoco se esta consi-

derando el caso en que el proceso dependa de la historia del.

mismo. Se ha adoptado este criterio sblo para simplificar la
presentacidn. La generalizacidn para incluir este efecto no

presenta dificultad alguna.

3.3 - Formulacion Variacional v Aproximaciones Nu

méricas .

Es.posible mostrar [35] la equivalencia entre el
problema de valor de contorno planteado y el problema varia -
cional obtenido, por ejemplo, a partir del Principio de Poten
cias Virtuales.

. En efecto definiendo para cada instante de tiempo

t = S.E [§,é] el espacio de velocidades cinematicamente .admi-

sibles Kinv como :

-

-
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KinV = {v = v(X); regular en X € Q; v=u(X,s) en X ¢ Su }

el problema variacional equivalente consiste en:

Para cada instante de tiempo t ¢ [0,6] determinar

vV e Kinv tal que:

J T.(D*~D)dn = | b.(v*~v)dn + } %.(V*-V)ds
Q _

Q St
se verifique para todo v* ¢ Kinv, con las condiciones inicia-

_les y el campo T definidos‘como en el item anterior y donde:
D* = (yv¥)® , D = (Vv)°

Segin fue observado, cuando fueron discutidas las
ecuaciones constitutivas en elasto/Viscoplasticidad, la tasa
de deformacidén viscopldstica D'P sdlo depende del estado actu
al de tensiones — y si se quiere de la historia del proceso-
por tanto, para cada instante t es posible definir la funcidn
¥ = ¢ (D) como: ’ '

N b=

y = = DD.D - DD P.D

Esta funcidn satisface las propiedades:

. —— % = T
bp =3p =T~

Y (D*) - w(D) > 7. (D*-D) e igual si y sdélo si D* =D

- De estas propiedades y el principio variacional an

terior, se arriba al siguiente principio de minimo:

De todas las velocidades cinematicamente admisibles-
v¥ ¢ KinV aguella gue hace que el funcional w(v¥*):

T(v¥) = [ Pp(D*)dQ ~ | b.v*aq - T.v*an
Q Q S
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alcance un minimo — minimo absoluto — es la solucidn del
problema de valor de contorno propuesto.

Para la obtencidn de soluciones aproximadas del
problema variacional anterior se procede a definirlo en un

espacio Kiﬂ%

de dimensidn finita. La construccidn de este
espacio de aproximacidon deberd realizarse de manera que las
restricciones impuestas, cuando la definicidén de Kinv, sean
también satisfechas en Kin%. Una de las maneras para lo-
grar lo anterior consiste en aproximar el campo v por otro

v*, definido de la siguiente forma:

o

v = 9o (X) ¥ +'$ ,

donde en la exkpresidn anterior se ha adoptado la convencidn

de iIndices repetidos para indicar sumatoria y donde:

¢G(X),' a=1,=,...N ' son los vectores de interpolacidn ta
les que ¢ (X) = 0 para todo o y todo
X e Su‘
va, o =1,2...,N escalares a definir en cada instante

t a partir del problema variacional
propuesto

<l

campo vectorial tal que para todo
X e 8, se verifica v = u(lX,t)

En el caso de utilizar el Método de Elementos Fi

nitos los escalares v%

pasan a tener un significado fisico
preciso [35] . Con las aproximaciones propuestas el proble-
ma variacional queda definido como: ‘
o Para cada t ¢ [0,6]determinar el campo v¥ ¢ Kinz
tal que:

(DD -0 DP).(D*-D)ag = | B.v* ag + t.v*? ar

2
Q PT

a .oa R c e s
para todo v*" ¢ Klnv con las condiciones iniciales ya enun-
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ciadas y donde:

D = (vv¥)S, DYP = % <@ >fy , D* = (Vyr9)S

El problema anterior conduce al siguiente siste-~-

ma de ecuaciones

o_ VP _ ol 2
KBaV HB FB + FB
donde: (
- S s
KBa = D(V¢a) .(V¢B) aq,
'" ‘0 : .
(
H'P = | Db DYP.(ve,)S aq ,
B B
JQ ’
1 . 2. 2 _'_ =S S
FB = I b.¢8d9 + J t.¢BdP, FB-f D (VV) .(V¢B) dQ
9] r Q

Luego, supuesto conocido en el instante tn el esta
do de tensiones y deformaciones el calculo Qﬁ el instante

t = tn + At se puede realizar de la siguiente manera:

n+l .

1. Se calcula D'P en el instante tn a través de:

vp _ 1
D < o > fT

=

2. Se calcula el campo de velocidades a través del

problema variacional propuesto
3. Conocido v* se determina D = (vv%)® Yy con ello
se determina T = D(D - D'P) para el instante t '

4.'an estos elementos en el instante tn- se tie

+1
ne:

E=E_ +DAt, T =T + Tat, EVP = EXP + D'P At

~u = u + v% At
n .
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Conocido el nuevo estado se procede a repetir los
pasos 1-4. ,

, La técnica de integracidn propuesta corresponde al
Método de Euler pudiéndose recurrir a otros métodos tales co-
mo el de Runge-Kutta etc. '

Como fue presentado anteriormente el modelo elas-
to/viscoplastico permite también aproximar en el limite el mo
delo elasto/plastico. E1l algoritmo numérico de resolucidn to
ma en este caso el siguiente esquema:

Supdngase se conoce la respuesta para el nivel de
carga (bn,En), es aecir se conoce un,En,Tn,EE. Para determi-

nar la respuesta para el nivel (b ) se procede como si

n+1’ Fn+l
gue:

i) Se determina, llevando en cuenta el estado h,
la respuesta elastica correspondiente al incremento de carga
al pasar del nivel n al n+l. A

ii) Para el estado a qgue se arriba, con p suficien -
temente pequeno y tomando por f el criterio de ‘plasticidad que
corresponda se procede a aplicar el procedimientd explicado an.
teriormente 1l.-4. .hasta qgue la DVP sea nula en . toda la regidn
... Desde un punto de vista computacional'lo.anterior>equivale
a aplicar el procedimiento hasta que, por ejemplo, el mddulo
del vector de fuerzas asociado a la deformacidn visco-plasti-
ca sea suficientemente pequeﬁo. Finalizado ei proceso se tiene
un nuevo estado que satisface la condicidn f < 0.

Para analizar la respuesta para el nivel n+2 se
repite i.-ii. ' |

- Puede observarse también que, con el algoritmo an-
terior y en el caso de materiales idealmente plastico puede de
terminarse las cargas de colapso.

El algoritmo numérico para creep secundario es
identico al 1.-4. Dado que ahora las cargas son independien -
tes del tiempo, b = % = 0, el proceso numérico se repite hasta

que el estado de tensiones y velocidades de deformaciones sean
estacionarios. ' '
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Desde un punto de vista computacional, lo anterior
equivale a aplicar el procedimiento hasta que la norma de la
diferencia entre el vector término independiente en el instan-
te n+tl y el vector término indépendiente en el instante n sea

suficientemente pequena. Es decir hasta que:
{ DZI B @YP. - p’P) . (v¢ 1S T anrt/? < e
21 n+l. n '’ B

donde

¢ > 0  suficientemente pegqueno

También, debe entenderse que en el algoritmo.aso-
ciado al problema de creep las ecuaciones constitutivas que
permiten definir p'P corresponden a las del creep que pretén-—

dese analizar.

Para mayores detalles del algorltmo propuesto con'
siltese [14] y [35] .

A continuacidn son presentados algunos ejemplos nu
méricos realizados con el algoritmo mencionado.

Ejemplo 1 - Creep secundario en tubo c1rcu1ar de pared espesa

sometido a presidn 1nterna.

El problema de Valor de contorno estd asociado a
las s1gu1entes ecuaciones:

. Ecuaciones de equilibrio:

, d(rTy) ar '
= atripl) _ = alTy _
div T o ., 3 Te o , 37 0
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. Condiciones de contorno:

i
o

™Tn = t , Tr(ri) =-pP . Tr(re)

i

ry = radio interno, r, = radio externo , p presidn interna

. Ecuaciones cinematicas:

N

= s = v = 8V
D"(VV) ID rlDr drl z

0 .

(estado plano de deformacidn)
. Ecuaciones constitutivas *von Mises-Odgvist*
Para representar creep secundario (ecuacidn de von
Mises-Odgvist) a través de elasto/viscoplasticidad se ‘conside-
ra por ejemplo:. '

W=1/k , £ =3, , o(f) = —3-(3J2)n—1

luego:

-

C=Vp=_
D D Y <o (f)> fT

gue en componentes puede expresarse de la siguiente forma:

3 ol o oy
D6 = 2 k Te (Te ,Tr)
S 3y gl g
Dr = 2 k Te (Tr- TG)

= =1
DZ = 0 ,Tz =3 (Tr+Te)

n, k constantes del material

_¥3
Te = 5 (TB “'Tr)
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Utilizando el Método de Elementos Finitos y emplean
do un elemento rectangular de 4 nudos y con la subdivisidn indi
cada en la Figura 3, se determinaron las tensiones Te, Tr vy Tz
en un tubo de relacion de radios re/ri = 4. Comparase los re-
sultados obtenidos con la solucidén exacta para tres valores de

n(n=1, n=2, n=6) Figura 4.

Ejemplo & - Creep secundario en disco que gira a velocidad cons
tante. ‘

Las ecuaciones en este caso son:

. Ecuaciones de equilibrio:

divT-pi =20, TZ = 0. (estado plano de tensiones)

d{xTy) 2.2
SAS X =
a Te + pwer 0

p = masa especifica, w = velocidad angular (constante)
. Condiciones de contorno:
Tn = t , Tr(ri) =T (rl) =0

. Ecuaciones cinematicas:

- s _v _ v _ dw
D {Vv) ! De T r ! Dr T dr ' Dz ~ dr

. Ecuaciones constitutivas:

A3

En discos que giran a velocidad constante tanto

las tensiones elasticas como las de creep verifican T6>Tr>Tz=0'

Distintas ecuaciopes constitutivas han sido llevadas en cuenta.
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a) Ley asociativa *von Mises-Odgvist*

1 ‘ —
W= . £ =T, 0(6) = 230"
luego:

p€ = p"P = Lep ()5 £
T T

gue en términos de componentes conduce a:

. _k .n-1

De—-2 (2T8+Tr)
=k 1 ‘

Dr =5 (2Tr + TG)
_ k .n-1 :

DZ-—2Te (Tr+T6)

k, n constantes del material

- . = . - m2 2
Te tenslop efectiva Te TrTe + T

b) Ley asociativa *Tresca*

u,=}—l{-,f=T - T, ®(f) =T

c) Ley no asociativa *von Mises-Tresca*

En esta ley las componentes del tensor tasa de de~

formac1on de creep estan dadas por:

r

R

1
§2Te - T))
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_k o=l oon

Dr =3 T (2Tr Te)
__k gn-l

Dz = > 'I‘e (Tr + TB)

Utilizando el Método de Elementos Finitos 'y el al
goritmo propuesto se determinaron las tensiones T, vy ‘1‘6 en
un disco hueco con ry, = 6in. y ry = 1.25 in. gue gira con ve-
locidad angular constante w=15.000 r.p.m., siendo que el mate
4lbsz/iﬁ4. Los

resultados obtenidos pueden ser vistos en las Figuras 6-9.

rial tiene una masa especifica de p = 7.35x10°

donde son comparados con los obtenidos por WAHL [36,37], inte
grando numéricamente las ecuaciones diferenciales para los ca
sos a) y ¢), y con la solucidn exacta para el caso de la ley

asociativa de Tresca.

Ejemélo 3 - Plasticidad ideal en tubo circular de pared espe-

sa sometido a presidn interna.

Las ecuaciones de equilibrio, ciheméticas y condi
ciones de contorno son idénticas a la del Ejemplo 1, las ecua
ciones constitutivas corresponden a uh material idealmente plas
tico con el criterio de fluencia correspondiente a Tresca que
conduce a:

p>+0 , £=07° Yy , &(f) = £

6 Tr -
gue en terminos de componentes conduce a:
1 1

= —m <P D - == = o = P o
Dy = I ‘TeTrY>,DZ 0, D, G <TpmT -Y>

Los resultados obtenidos son comparados con la so
lucidn exacta (Figura 10 a 14 ). '
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