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RESUMO
Estuda-se o problema da dinamica de corpos elasto-
-plasticos, com pequenas deformagdes. A partir das relacgoes

constitutivas incrementais, obtém-se a equacao de equilibrio, na
forma incremental do principio dos trabalhos virtuais. Solugdes
aproximadas sao obtidas usando o método dos elementos finitos pa
ra a discretizagao espacial, e algoritmos de integragao passo-a-
-passo para a discretizacgao do tempo.

Apresentam-se os algoritmos de Newmark e diferenga fi
nita central, e propoe-se um algoritmo de diferenga finita combi
nada com decomposicao modal. |

Resultados numéricos sdo obtidos para a flexdo elas
to-plastica de vigas, analisando-se uma viga de secdo cheia e um
tubo com pressao interna.

. ,as co .
A ser apresentado nas 4= Jormnadas Luso-Brasileiras de Engenharia

Civil. Reetfe-Salvador, marge de 1979.



1. INTRODUGAO

E impossivel prever-se o comportamento de um material
elasto-plastico, sem o conhecimento da historia dos ciclos de
carga e descarga, anteriormente experimentados por este material.
Deste modo, a forma incremental das equagOes de equilibrio € a
mais adquada para descrever o movimento de um corpo elasto-plas
tico. Para a obtencgao de solugoes aproximadas, geralmente se uti
liza a forma fraca dessas equagles, que equivale a forma incre
mental do principio dos trabalhos virtuais. Neste contexto, des
taca-se o método dos elementos finitos, combinado com algoritmos
de integragao numérica no tempo. [1], [2]]

Além de depender da historia, a lei constitutiva elas
to-plastica € heterogénea, justamente por depender do estado de
tensao e deformagao do corpo. Este fato tem uma consequéncia im
portante sobre os modelos de vigas ou cascas, (onde sao usadas
as hipoteses de Kirchhoff), que .€ a impossibilidade de se reali
zar, a priori, a integragao na secgao transversal. Uma tentativa
de superar este problema tem sido definir relacoes constitutivas
entre momento e rotagao [ 3], em vez de tensdao x deformagdo. Em
um trabalho anterior [47], apresentou-se um modelo elasto-plasti
co perfeito de flexao de viga, no qual se supos um diagrama de
tensao triangular no trecho elastico e retangular no trecho plas
tificado da secgao transversal, obtendo-se em forma fechada as
integrais na secgao transversal, em termos da altura de plastifi
cagao. Este modelo, apesar de sua eficiéncia computacional, nao
é aplicavel a ciclos de carga e descarga nos quais haja inversao
do sinal da tensao de plastificacao, nem a estado multiaxial de
tensoes, uma vez que nestes casos, as regioes de plastificacgao,
da secgao transversal, nao podem mais ser caracterizadas por um
Unico parametro (altura de plastificacao).

Neste trabalho estuda-se o problema da flexao elasto-
plastica de vigas, realizando-se uma integragao numé€rica na sec
¢ao transversal, a cada incremento de carga, verificando-se o]
critério de plasticidade e a lei constitutiva incremental, em ca
da ponto de integracgao.



2. FORMULA{ZO DO PROBLEMA

2.1 - Forma Incremental do P.T.V.

Considerando-se pequenas deformagoes, a expressao do

principio dos trabalhos virtuais para um corpo em~ uma configura

-~ n -
cao C, e:

p MieG av + | Poe £ av = "W (1)

em que p € a massa especifica, U € um campo de deslocamentos vir

. 0 N = - - . ng =
tuais, U € a aceleracao de um ponto genérico do corpo, € W e ©
. - n -
trabalho virtual das forgas externas aplicadas ao corpo. o0 € O

tensor de tensoes de Cauchy e

ng - %(vg + VGTL

) (2)

( ) indica vetores ou tensores-e (+) denota produto escalar.

Se se particulariza a expressao (1) para uma nova con
- -~ n+1 - . n .
figuracgao C, proxima de "C, e se se definem u, €, o, como os

incrementos de deslocamento, deformagao e tensao respectivamente,

isto e:
n+1 n
u = + u
n+1 n
€ = € + €
n+1 n
g ="0+g0 (3a-c)
obtém-se:
n+1l ~ A~ n+1l~a n A
p u-u dvV + cee dV = W - oee dV 4)

\' \' \'
que corresponde a forma incremental do P.T.V.

Se se adota agora uma aproximagao linear para a rela
¢ao constitutiva incremental, isto €:



o ="De (5)

em que p & uma aproximacao do tensor constitutivo, entre as con

. ~ n n+1!
figuragoes "C e

l n+1..
p us
\'

que corresponde a expressao linearizada da forma incremental (4).

C, obtém-se:

g-€ dV = &-[ng.g dv (6)
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A solucdo de (6) fornece a primeira aproximagao dos
incrementos u, €, e o. Aproximagoes de ordem superior podem ser
obtidas através de iteragdes [ 2]. Um esquema iterativo dentro

de cada incremento € construido a partir das seguintes relagoes:

ne1 (0 L ome G ()

n+1E(k) _ n+1E(k-1) . E(k) : kK =1.2,3,...

n+1g(k) - n+1g(k-1) . nP E(k) , (7a-c)

em que n+19(0) =Ny, : n+15(0) n n+19(0) _n

do-se (7a-c) em (15, obtém-se:

[omta®egaye | 0
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™
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- [ i k=1).2 av. (8)
A
Convergéncia de (8) é atingida quando Ilg(k)|| + 0.

2.2 - Relagdo Constitutiva para materiais elasto-plasticos

O comportamento elasto-plastico de um material € defi
nido pelas seguintes relagoes:

i) Relagao constitutiva entre acréscimos de tensOes ¢
e acréscimos de deformacdes eldsticas €°



o =D = D(e- M) (9
ii) Critério de plastificagao: fungao escalar das ten

~ p - . n . .
sdes Mo e deformacoes plasticas eP, que define o surgimento de

acréscimos de deformagdes plasticas

F("o, "eP X" ) =0 (10)
sendo ™X o parametro de endurecimento, que especifica a variagao
da condigao de plasticidade ap6s o material sofrer deformacgoes

plasticas.

iii) Lei de fluencia, relacionando incrementos de ten
sdes com incrementos de deformacboes plasticas. No caso de lei de
fluéncia associativa, em que a lei de fluencia € o proprio crité

rio de plastificagao, tem-se:

R S (11)

sendo que em coordenadas cartesianas:
oF

s Yo, .

1]

Considerando que sempre que haja acréscimos de defor
macOes plasticas, a equagao (10) tem que ser satisfeita, obtém-
-se a seguinte relacdo entre o e eP

dF = Q.o - "p:eP = 0 | (12)

oF

P--=—'—_o
1) 90 neP.
1)

. n
sendo, em coordenadas cartesianas,

A partir de (9), (11) e (12) determina-=se

n D ¢ -nQ
A= —= — (13)
A+ D "Q-"Q
n - -~ . R
A= - _I_’-ng , € um parametro relativo ao endurecimen

to. Em plasticidade ideal, A = 0.



Substituindo (11) em (9) e considerando (13), chega-

-se a:
n
De-Q 1,
o=D e~ o ns| Q
- |7 e
que pode ser escrita na forma:
o=[D-"D"]c¢ (14)
n
D" x D™
em que OpP = = = = = (15)
© A+D7QMQ

onde (x) denota produto tensorial.

A equacdo (15) expressa a relacao constitutiva incremental elas

- . . n . .
to-plastica. Genericamente D pode ser escrito como:

"D =D-a 0P (16)
(%o, nep’ nX) <0 (trecho elastico), ou
com: a = 0 para - -
F(Pg, "eP, M0 =0, e Moo <0
(descarregamento elastico).
\
a =1 para F(ng, ngp, nX) =0 e ng-g > 0 (17a-b)

(regime elasto-plastico)

3. ESQUEMA NUMERICO DE SOLUGAO

Solugoes numéricas de (6) podem ser obtidas atraves
de uma aproximacdao de elementos finitos na variavel espacial,

combinada com integragao numérica. no tempo.

3.1 - Aproximagao de elementos finitos

A discretizacgao espacial conduz a um sistema de equa-

coes diferenciais ordinarias, da forma:



My (x, - nxb)u = Dfip _ Mp (18)

onde as matrizes M e K e os vetores F e R sao obtidos a  partir

das integrais:

M - [ o n+1§ -1 dv

Vv
K > De » e dVv
e -~ o~
A%
g & o Mp « e dv
P <P - -
Y

\Y%
I [ " ip.d av + [ Me.d av (19a-e)
\Y S
onde n+1b e n+1t sao as forcas de massa e de superficie, que
atuam no corpo, na configuracgao n*ie.

3.2 - Algoritmos de integragao numérica no tempo

Nos algoritmos implicitos, o equilibrio € satisfeito
na configuracgao n+1C, utilizando-se a forma incremental (6). Ja
nos algoritmos explicitos, o equilibrio & verificado na configu
ragao nC, usando-se diretamente a equagao (1).

3.2.1 - Algoritmo implicito de Newmark - Acel.Média Constante

Neste algoritmo [ 5], os deslocamentos e velocidades

. = N+l - .
na configuracgao C sao aproximadas por:



n+1U - nU + At nﬁ + {% At (nﬁ + n+lﬁ)
R | | 4 at Mo o+ M - (20a-b)

ou em termos de incrementos de deslocamentos por:

S TR
At _

n+i1e 2 ne _

U_EU_U‘ (218.b)

Substituindo-se (21a) em (18), obtém-se o sistema de

equagbes algébricas:

n+1 n;;

4 n _ n 4 ne
(——;M + Ke - Kp) U = F - R+M(ZE U + "U) (22)

At

que resolvido fornece o vetor de incrementos de deslocamentos U.

n+1

- +13 . o - -
As aceleracgoes 710 e velocidades U, sao calculadas atraves

de (21la-b).

3.2.2 - Algoritmo explicito — Diferenga Central

As aproximacgoes de diferenca central para aceleracgoes

e velocidades sao:

e u- 2T MMy
U =
At?
n+1 n-1
ng L U- U
At (23a-b)

A aproximagdao (23a) substituida na forma discreta as-
sociada a (1), fornece o sistema de equagdes algébricas:

n+1! (n n-1

M™ g = (" - PR)at® + M2 MU - 1)) (24)
A solugao de (24), juntamente com as relacoes (23a-b),
permitem avangar no tempo. O inconveniente deste algoritmo € ser

condicionalmente estavel. Para problemas lineares a condicdao de’



estabilidade € que At < TN/ﬂ, em que Ty € o menor periodo de vi
bracao do sistema discretizado. Sendo assim, a escolha do inter
valo de integragdao fica condicionada a discretizacao espacial.
Considerando-se que, normalmente, os primeiros modos
sao os predominantes, pfopae-se um algoritmo de diferenga finita
combinado com uma decomposigao modal, para o qual a condigao de
estabilidade passa a ser At < TM/n, sendo M o numero de modos u-

sados na representacao da solugao [:6].
Seja entao ¢, a matriz formada pelos M primeiros mo-

dos do problema de auto-valor:
1 — . -—
EM"T‘Ke])(‘O ; r =1,2,...N
T

Da decomposigao modal:

n+!1 n+i (25)

aplicada a equacao (24), obtém-se:

n+l - _ QT(nF—nR)Atz + 2 nn _ n—ln ’
ou em termos de coordenadas primitivas:
-1
Py = ¢ oT(PF - PR)at® + 2 Py - My (26)

0 esquema numérico acima proposto permite obter uma
melhor aproximagado dos primeiros modos, através de um refinamen
to na malha de elementos finitos, sem que haja necessidade de di

minuir o intervalo de integragao At.

4. APLICACOES A UM MODELO UNIDIMENSIONAL

No caso da teoria classica de flexdao de vigas, em que
sao desprezados os efeitos de deformagdao por cortante e de inér
cia de rotagao, os tensores o e ¢ ficam reduzidos ds componentes
0;; € €,,. Considerando-se apenas flexao plana, a expressao (1)

do P.T.V. toma a forma:

L L

o A% w dx - N .. dA dx =1

W (27)



em que L € comprimento e A a area da secgao transversal da viga,

e €,, € dado por:

Q

- %u _ , 9w
€ 1 T 3x z sz (28)

sendo x e z coordenadas nas diregoes axial e transversal respec-
tivamente, e u(x,t) e w(x,t) deslocamentos do eixo da viga segun

do x e z respectivamente.

A forma incremental linear do P.T.V. para a viga em

questdo €:

L L
p A N1l W dx + Ng €., 211 dA dx =
0 0 A
= My - Bo,, €, dA dx (29)

onde se fez uso da relagao constitutiva incremental, unidimensio

nal

o.. =DE ¢ (30)

Deve-se notar que nao se pode realizar a priori as in
tegrais de area, indicadas em (29), uma vez que g g funcao da
historia das tensodes e deformagdes. Desse modo, essas integrais
sao realizadas numericamente, guardando-se os valores de noll e
ne11 nos pontos de integracao.

Para a obtencao de solugOes aproximadas de (29), uti
lizou-se uma discretizagao de elementos finitos, fazendo-se uso
do elemento finito de viga, com dois nos e dois graus de liberda

de por no (deslocamento transversal e rotagao).

4.1 - Viga bi-apoiada de secgac retangular

Foi analisada a resposta no tempo de uma viga bi-
-apoiada, sujeita a um carregamento uniformemente distribuido,
dependente do tempo, cuja intensidade € 75% da carga estatica de

ruptura -(Figura 1)..
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Figura 1 - Viga bi-apoiada com carga uniforme. Variagao da car

ga no tempo. Diagrama tensao X deformagao.
O critério de plastificacgao neste caso fica sendo:
2 2
Ng% - noy =0, _ (31)

11

e a relagao constitutiva incremental e:

n_2 n_2
o, < Cy , ou
o, = E e, para
n_ 2 n_2 n
a - e 0, 0,, <0,
ou:
_ . n_ 2 n_2 _ n
o, = ET €, s para "o, - oy =0 e 0,, 0, >0
onde E € o m6dulo de Young e Ep € o modulc tangente a curva
n n

o x € no trecho plastico.

Para este exemplo assumiu-se um material com comporta
mento elasto-plastico perfeito, cujo diagrama tensio x deforma
¢ao uniaxial esta representado na Figura 1.

Na Figura 2a esta indicada a discretizagao de ‘elemen

to finito utilizada, consistindo de seis elementos iguais, onde
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faz-se uso da condigao de simetria do problema, resultando

num modelo com 12 graus de liberdade.

J— {

b 15T —>t

'§I ) R ' (b»
oLt ,

e 151N >

Figura 2 - Digcretizagao de elementos finitos

Nas Figuras 3 a 5 estao representadas as historias
no tempo dos deslocamentos da secgcao a meio-vao.

O primeiro diagrama (Fig. 3) tem por objetivo compa
rar os resultados obtidos para este problema,‘quando se admi
tem: comportamento elastico (estdtico e dinamico) e comportamen
to elasto-plastico perfeito.

As respostas dinamicas foram calculadas usando-se o

4 seg. Os resultados ob

algoritmo de Newmark, com At = 0.5 x 10
tidos, no caso da resposta dinamica elastica, coincidem com a
correspondente solugao exata.

Na Figura 4 faz-se uma comparacgao entre OS resulta
dos obtidos com o modelo unidimensional de viga, desenvolvido
neste trabalho, e os resultados apresentados por Bathe [:{], u-
tilizando um modelo bi-dimensional, no qual a viga € simulada
como um estado plano de tensoes, usando seis elementos finitos
isoparamétricos quadraticos com um total de 50 graus de liberda

de. (Figura 2b).
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Figura 3 - Viga bi-apoiada. Comparagao entre as

andlises eldstica e elasto-plastica.

0 modelo desenvolvido em [ 27] automaticamente leva
em conta os efeitos devidos a deformagdo por cortante e inércia
de rotacao. E, embora a teoria de viga aqui usada nao considere
esses efeitos, os resultados assim obtidos estdo bastante proxi
mos dos resultados apresentados na referéncia [2]. Consideran
do que os numeros de graus de liberdade sao de: 12 no modelo
‘uni-dimensional e 50 no modelo bi-dimensional, conclui-se que,
para problemas deste tipo, onde a teoria de vigas & aplicavel,
ha uma nitida vantagem, do ponto de vista computacional, do ele

mento de viga sobre o elemento bi-dimensional.
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Figura 4 - Viga bi-apoiada. Comparagao entre o modelo uni-dimen

sional proposto e o modelo de estado plano de ten

soes (Ref. [27]).

Na Figura 5 procura-se mostrar a convergencia do al
goritmo de diferenca finita combinado com analise modal, desen
volvido no item 3.2.2. Verifica-se que com apenas cinco modos
(At = 1.25 x 107° seg.) os resultados obtidos ja estao bastante
proximos daquelas conseguidos com o algoritmo convencional de di
ferenga finita (At = 2.0 x 10—6 seg.), e que com sete modos
(At = 6.25 x 1070 seg.) a coincidencia entre os resultados ja €
notavel. Os valores dos intervalos de integracao (At) usados,sao
pouco menores que os correspondentes At necessarios para garan

tir a estabilidade do esquema numérico.
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Figura 5 - Convergéncia do algoritmo de diferenga

finita proposto.

4.2 - Tubo com pressao interna

Na utilizac@o do modelo elasto-plastico uni-dimensio

nal de viga, na flexdao de tubulagoes, deve-se levar em conta a

influencia da pressdo interna nas zonas de plastificacdo. Neste
caso o critério de plastificagao de Von Mises fica dado por:

(" 0 2 n 0 n_2 0 - %§

- + = .
O11 o22) c11 022 cy » com 022

2

e a relagao constitutiva incremental sera:

O ° E €511
n 0 2 n 0 n 2
(o,,-0,.) + 0o o < o ou
11 22 11 ?
se: ; 22 y
n 0 2 n 0 n_2 n
- + =
(Topn-0,) O, O o e (2 G,,= 0,,)0,,<0
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ou:
n
0, = Ee, o
0 2 n o n_ 2 n 0
s5e: (n°11' O,) + 0y 0y = Uy e (2 70, 0,)0,, >0
com:
n 0
n (E"ET)(2 011_022)
E=E 1- n S n 0
2 oy ET + (E-ET)(Z 0, " 022)

Estudou-se a resposta estatica de um tubo em balango
sujeito a uma carga P, atuando na extremidade livre, para dife
rentes valores da pressao interna p (Figura 6). Foi admitido,
para o material, um comportamento elasto-plastico perfeito com

o, = 4200 kgf/cm? e E = 2.1 x 10° kgf/cm?

h
D=20Cm

[ |

!
L=1500 cm ! h=1 cm
Figura 6 - Tubo com pressao interna.

A figura 7 mostra os graficos de carga x deslocamen-
to, evidenciando a influéncia da pressao interna, sobre a carga
0ltima de ruptura. ‘

A Figura 8 procura mostrar, qualitativamente, a evo
lugao do diagrama de tensodes o, » Ccom a carga externa P (sem
descarregamento), para os casos emque p = 0 e p # 0. M, € o ma
ximo momento absorvido pela segao em regime elastico, e Mp € o

momento de ruptura (plastificagao total).
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R=CARGA ULTIMA DE
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Figura 7 - Flexao elasto-plastica de tubos -

Influéncia da pressao interna.

M< Mg M‘<M<Mf M:Mr

p£0

£

Figura 8 - Evolugao das tensdes longitudinais
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5. CONCLUSOES

A verificacdo do critério de plastificacao e da lei
constitutiva incremental nos pontos usados para a integragao nu
mérica na secgao transversal, permite generalizar este procedi
mento para a analise elasto-plastica de modelos =  tri-dimensio
nais de viga, com secgao arbitraria. Nas situagOes em que a teo
ria de vigas € aplicavel, ha uma nitida vantagem computacional
deste modelo comparado com modelos de estado plano de tensoes.

Mostrou-se que em\tubula§6es, a consideragao da pres
sao interna pode ser um fator importante na avaliagdao da carga
Gltima de ruptura. .

O algoritmo de integracao explicito proposto neste
trabalho, tem a vantagem, frente ao de diferenga finita conven

cional, de aumentar o intervalo de integragao, respeitando a
condicao de estabilidade. Por outro lado, exige a determinagao
dos modos normais de vibragao do correspondente problema li-

near. Assim, nos casos em que o numero de modos, necessarios pa
ra representar satisfatoriamente a solucao, seja pequeno, este
algoritmo pode ser vantajoso do ponto de vista computacional.
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