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L. INTRODUCTION

~Les espaccs et les zpplications holowmoerphes en dimen-
sion infinie ont ¢€té 1'objet de recherches récentes par
plusieurs auteurs, en particulier: au sujet de leur pro-
pri¢tds topologiques; voir queiques références bibliogra-
phiques & la fin de cet exposé.

Nous discuterons jci quelques aspects de 1a notid;
d'application holomorphe (voir %3), ainsi que certaines
propridtés topologiques des espaces de telles applica-
tions, du point de vue bornologique (voir §4).

Dans un autre tcexte en prépavation, on ferakune érude

plus dotaillide et approfundie des questions ici dbauchdes.

* X paraitre au Comptes Rendus du Colloque d'Analyse Fonctionnelle, tenu a
1'Institut de Mathématique de 1'Université de Liége, Septembre 1970, pu~
blication du Centre Belge de Recherche Mathématique.



320

2, NOTATION ET TERMINOLOGIE

On indiquera par E et F deux espaces localement
convexes complexes sépards. Si m € N, on représentera
par Ss(mE;F) 1'espace vectoriel des applications m-~
linéaires symétriques continues de Em, la m - puissance
cartésienne de E, dans F; et par P(mE;F) l'espace
vectoriel des polynémes m - homogénes continus de E dans

F. On a l'application linédaire bijective canonique

A ¢ s (TE;F) —> A e o(E:T)
donnée par A(x) = Ax" pour tout x € E, ot l'on écrit
Ax™ pour représenter A(X,...,X) avec x vrépeté m

fois pourvu que m 2> 1 et Axo = A s8i m= 0,

U sera une partie ouverte non~vide de E.

3. APPLICATIONS HOLOMORPHES

DEFINITION 1. £:U —> F est holomorphe dans U

—

si, pour chaque § € U, il y a une suite de coefficients
Am € SS(mE;F), m € N, tels qﬁe pour toute semi-norme
continue B sur F on puisse trouver une partie ouverte

V de U contenant § pour laquelle

M .
(1) lim B[£(x) - A(x-8)™ =0
wam * JZO mk

uniformément pour x € V. Pour chaque £ et ¢ donnés,

la suite '(Am)menl est unique. On ecrira alocs
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aE(g) = mlA  c xs(““ﬁ;m,
-~ PN
d'£(8) = mlh_ € e(ME;F).

Soit ¥(U;F¥) 1'espace vectoriel des applications holomorphes

de U dans F.

PROPOSITION 1. D'apreés la notation de la Définition

o

1, pour toute semi-norme continue B8 sur F et toute par-

L]

tie compacte - equilibréde K de U, 1l exilste une partie
ouverte V de U contenant K pour laquelle la condition

(1) est valable uniformément pour x £ V.

Preuve. Il s'agit d'une adaptation immédiate de la preuve
donnée dans [5] pour la Proposition 1, §7, o0 E et F

sont des espaces de Banach. CQFD

DEFINITION 2. £:0 > F est équitablement holomorphe

dans U si, pour chaque § € U, 1l y a une suite de co-
efficients Am € Ss(mE;F), m € N, aiusi qu'une partie
ouverte V de U contenant I pour lesquelles la coudi-
tion (1) de la Définition 1 est vraie uniformément pour

x ¢V, quelle que soit la semi-norme continue 8 surt F.
C'est le cas de la Définition 1 ob 1'on peut choisir V
indépendement de B, pour chagque £ fixd; done f est

holomorphe dans U.

PROPOSITION 2. Tout polyndme continu de FE dans F

o—

est équitablement holomorphe. Toute f ¢ ¥(U;F) est
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gquitablement holomorphe si E est de dimension fini

©
“

ou bien si ¥ est normable.

Preuve, La premiére partie de 1l'énoncé, ainsi que le
cas o F est normable dans la deuxiéme partie, sont évi-
dents. Le cas o E est de dimension finie dans la deusx-

idme partie vrésulte aussitdt de la Proposition 1. CQFD

Il vy a des applications holomorphes qui ne sont pas
équitablement holomorphes; dans 'Exemple 1, E et ¥
veuvent étre des espaces de Fréchet~Montel, tandis que,
dans 1'Exemple 2, E est un espace de Banach et F peut
&+«re un espace de Fréchet-Montel.

DXEMPLE 1. Soient g € ¥(C;C) et I un ensemble.
I

Pozons E = F = C~ et définissons £ € H(E;F) npar
x = (xi)iEI € B t—> £f(x) = (g(xi})iEI € F.

$i & mn'est pas un polyndme et si I est infini, alors

3

£ n'est pas dquitablement holemorrhe dans E. En fait
L -]
supposons que, pour un £ = (§,). ¢ B, il existe une
2 i74¢ex ;

partie finie J de I et un nombre véel ¢ > U tels

it
~
]

que, en indiquant par V Ll'encemble des x

pour lesquels |[x, - §i} < ¢ pour tout i € J, alors

i
ia condition (1) de la Définition 1 scit valable uvniforwd-
ment pour x € V, quelle que soit la semi-norme continue

B sur F. Fixons k € I, k ¢ J. Définissons 72 par
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AT T, f* : LT NS A S TR R v &y O Y « I oy P -
Eiyl Vit Pour four oy o= (yi>i§1 € ¥. On cobtient alors
eI
SpaLs
M
N o
1w forlw - foa (x - E o= g
o [N 1,) éi..:\mi e k) i
R e e

: z § vy n st Y
uniformément pour xy, € C, ou

o e EN A
vt o H 3 oW s
i @, Crg? s !
. . A .. “ J1 ~
ce fqul entraincraii que g est un polyndume, d apreés le

théoréme de Liouville. CQFD

ENEMPLE 4. E  étant un espace de Banach de dimension

-

infinie, admettons que § € #(E;C) ne soit pas bornée sur
au moins une partie bornée de E. {Pour un exemple d'une
telle situation voir Remarque 1, §7 dans [5]. On conjecture
quiune telle g existe toujours sur un tel E. Clest
le cas si dans E' 1l existe une suite tendaut vers 0
d'aprés la topologie faible o(E',E), mais ne tendant
ras vers U au sens de la norme; voir le Corollaire de
la Proposition 5 dans [3]. Clest donc le cas si de toute
suite borndée dans R' on peut extraire une sous-suite”
convervgenta 4'aprés o(E',E); en particulier si E est

séparable cu reflexive. C'est le critére de Dineen-Hirsch-

owitz; voir [3], Proposition 3 et son Corollaire, ainsi

Lt ]

que [4], Tnéordme 3.} Définissons. g, € H(E;C) par

3

g (x) = glax), ou x € E, n €N. Considérons f € H(E;F)

donmée par
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X € E +—> f(x) = (go(x),...,gn(x),...) € F,

N
ou F = Cni Alors f n'est pas équitablement holomorphe

dans E. En fait, prenons § = 0 € E et supposons qu'on
puisse trouver un nombre réel r > 0 tel que, en indi-~
quant par V 1la boule ouverte dans E de centre 0 et
rayon v, alors la condition (1) de la Définition 1 soit
vraie uniformément pour x € V, quelle que soit la semi-

norme continue B sur F. Pour tout k € N, définissons

B par B8(y) = kal si y = (yn)ncnqe’F. On obtient

alors que

M
1
lin g G - 2 " 0G™] = 0
M=+wm m=0 "

uniformément pour x € V, pour chaque k € N, c'est-a-

dire que
M
lim |g(x) - Ez ;%'dmg(o)(xm)l = 0
M-+ m=0 "'

uniformément pour x € kV, pour chaque k € N. Or, tout
polyndme continu étant borné sur kV, on en déduit que
g est bornée sur kV pour chaque k éIN, donc que g
est bornée sur toute partie bornde de E, contrairement

a hypothése. CQFD

DéFINITION 3 f:U —> F est localement bornée

-
—e—

dans U si, pour chaque £ € U, il y a une partie ouverte
V de U contenant £ pour laquelle £(V) est bornde

dans F.



PROPOSITION 3 Si F est normable, toute £ € H(U;F)

.
g

est localement bornée. Si E est normable, toute f ¢
H(U;F) équitablement holomorphe est localement bornde.
Toute £ € H¥(U;F) 1localement bornée est équitablement

holomorphe.

. Preuve. La premiérc partie de 1'énoncé est évidente.
Prouvons la deuxiéme partie. D'eprés la notation de la
Définition 2, pour chaque § € U, choisissons V bornde.
Tout polyndme continu est borné sur n'importe quelle par-

tie bornée; donc l'ensemble
{Am(x - 8. x € V)

est borné dans F pour tout m € N. Il en résulte de la

condition (1) de la Définition 1 que
sup {B[f(x)] ; x € V] < 4w

pour toute semi-norme continue B8 sur F. Or, V étant

indépendente de £, on voit que £(V) est bornée dans F.
Finalement, la preuve de la troisiéme partie est une adap-
tation facile de celle donnée dans [5] pour la Proposition

1, §¢7, ou E et F sont des espaces de Banach. CQFD

EXEMPLE 3. Si FE n'est pas normable et si F = E,
alors 1l'application indentité I:E —> E est équitable-

ment holomorphe, meis elle n'est pas localement bornée.
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REMARQUE 1. L'application £ ¢ ¥(E;F) considérée
dans chacun des Exemples 1 et 2 ci-dessus, n'est pas

localement: bornée non plus.

4. PARTIES DORNEES

DéFIKITION 4. On indiquera paw 30 la topologie

localement convexe définie sur H(U;F) par la famille

des semi-normes

£f € H(U;F) > sup (70 F(x)

L
<
£
~

A

-

ol B8 est une semi-norme continue arbitraire sur F et

K est une partie compacte quelconque de U,

PROPOSITION 4. Pour qu'une partie ¥ de M{U;F)
soit bornée pour 30 il est nécessaire et suffisant que,
pour toute semi~-norme continue B sur F, pour toute
partie compacte K de U et pour toute partie bornée
B de E, il existe des nombres réels €, ¢ > 0 tels
que, pour m € N arbitraire, on ait

sup {8[5%'dmf(t)(xm)]; fe*, teK, x €B} < coct.

(T

Preuve. La sﬁffisance étant évidente, supposous que
¥ soit bormnée pour 30 et prouvons la nécessité. Pour
cela, on ira envisager deux cas.
Admettons d'abord que B soitlaussi compacte.

Choisissons le nombre réel r > 0 de telle fagon que
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LCUy, ou L est 1'ensemble compact des éléments dc la
forme t + Ax, pour t €K, x € B, A €0, [rl <.
D'aprés 1'indgalité de Cauchy (voif [5), 86, Propositions
2 et 3, dans le cas oi E et F sont des espaces de

Banach), on aura

sup {3 rd"£()(x™]; £ e, t €K, x€B] <

L.sup (BLE(]; £6 % yeL) = cc”
r
pour tout m € N, ol
C = sup {B[f(y)]; £€ %, y€ L}, ¢=1/r.

Admettons en suite que B soit tout court bornée.
Raisonnons par réduction & 1'absurde et supposons que,

si 1'on prend C =k et ¢ = k2 pour chaque k = 1,2,...,

il y a des m, € N, fk € %, ty E.K gt %, € L tels
que
1 ™ e 2. M
Sldggfé £,00G) 71 > k(&) "
En posent y, = x;/k, on obtient
1™ o M By

pour tout k = 1,2,... . L'ensemble J formé par 1l'ori-
gine de E et par tous Yy (k = 1,2,...) est compact,
parce que yg —> 0 pour k —> +®. On aura donc

. m, m . m
sup {B[E%dekf(t)(y k)] s F €% t€K, yvy€J} > kek k
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pour tout k = 1,2,..., ce qui contradit le premier cas

envisagé. CQFD

REMARQUE 2. La.proposition di-dessus se trouve dé-
montrée dans [5] (voir 1a Propcsition 1, condition (2),
§12; comparer aussi avec la $8) en supposant que E et
F soient des espaces de Banach, par une méthode qui ne

marche pas si E est localement convexe.

DEFINITION 2. Une semi-norme p sur #(U;F) est

dite portée par une partie compacte K de U s'il y a
une semi-norme continue B8 sur F et si, pour toute
partie ouverée V de U contenant K, il y a un nombre

réel (V) > 0 de fagon que

p(f) £ e(V)-sup {8[£(x)] ; x € V}

pour toute £ € H(U;F) et toute V, ol il est a remar-
quer que le supremum en question peut étre infini. On
indiquera par Kw la topologie localement convexe sur
H(U;F) définie par toutes les semi-normes sur cet espace
vectoriel chacune desquelles est portée par quelque pa;-

tie compacte de U. C'est clair que T9 £ 73,

PROPOSITION 5. $i E est métrisable, pour qu'une
partie ¥ de #H(U;F) soit bornée pour 3, 11 est néces-

salre et suffisant qu'elle soit bornée pour JO.
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Preuve. La nécessité étant évidente, prouvons la suffi-

sance, Soit ¥ bornée pour 30. Alors
sup {Blf(x)]; £ € %, x € K} < +m

quelles que soient la seﬁi~norme continue B sur F et
la partie compacte K de U. Or, E étant métrisable,
il en résulte que, pour toute partie compacte K de U,
il existe une partie ouverte V de U contenant K

telle que
sup {8[f(x)] ; £ € %, x € V} < 4.
Ceci entraine que ¥ est bornde pour  J . CQFD

REMARQUE ;. Cette propositicnvcorrespond a la Pfopc—
sition 1, §14,"de [5]. Voir aussi: Proposition 3.2, Cha-
pltre iII, [1]; Proposition 3, [61. |

La ptdpcsition précédente peut &tre en défaut si E
n'est baé métrisable. En voici un exempie}

EXEMPLE 4. Soit ‘E muni d‘un;_topologie faible.

Son dual pqpologique ‘Ef“est contehm dans #(E;C). Sur
E', on a ia topologie_férte de la convergence uniforme
sur les pérties bornées de E. Supposons que X soit
une partie fortement bornée de E', mais pas bornée pourn
la topologie loczlement convexe la plus fine sur’ E'.

{on a un exemple d'une telle situation si E eéé l'eéﬁace

vectoriel d'un espace normé de dimension infinie muni de
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sa topologie faible et si = désigne la boule unité fer-
mée du dual d'un tel espace normé; il y a des formes lin-
daires sur E' non bornées sur ¥.} C'est clair alors
que ¥ est bornée pour HKQ, parce que toute partie com-
pacte de E est bornde. D'autre part, ¥ n'est pas
bornde pour 3, En fait, soit v une semi-norme sur

E' non bornde sur ¥. Soit p 1la semi-norme sur H(E;C)

définie par
p(£f) = v[af£(0)]

pour toute f € H(E;C). Alors p n'est pas bornée sur
¥. D'autre part, nous affirmons que p est portée par
{0} ¢ E, donc continue pour 3, En fait, soit o une
semi—ﬁormg continue quelconque sur E. Le sous-espace
vectoriel fermd a'l(O) a codimension finie dans E.
Soient Eg 1'espace vectoriel E semi-normé par o et
(Ea)' son dual topologique, c'est-d~dire le sous-espace
vectoriel de E' des formes linéaires sur E s'annulant
sur a'l(O). Chaque o € (Ea)' a sa norme a(p). Solt
c(a) > 0 un nombre réel fixé tel que Y(©) < c(a)-alp)
pour toute ¢ € (Ej)'; rappelons que (Ea)' est de dimen-

sion finie et normé par a. Nous soutenons que
(2) p(E) L c(e) sup {[E(x)]; x € E, a(x) £ 1]

pour toute £ € H(E3;C) et toute «. Pour prouver ceci,
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Ou L8 onvisagery doux can.  Uongiderons d avord le cas

ot £ est econstante module a (0), c'est-d~dire que

e

re R S 472N B e o " . Fe “‘i‘
S{se+ty = £{x) pour tout = ¢ £ et tout t € a ~(0),
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/o 1'eapace norme de dimension finie
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quotient de £, par o “(0), alors [ =g-m, od

”
-

M1 E > E/c est llapplication canonlque et g € ¥(E/a;C).
On aura dE(0) = dg{d) ¢m € (E )", donec v[£(0)] £ c(a)-

af d£(0)] = o(a)-afdg(0)]. p'aprés 1'indsalité de Cauchy,

ze qui prouve {2) dans ce cas. Considérons en suite le
“ [ "’"}. ¥ »
zas ou £ nlest pas constante medulo o (0), clest-a-

-
} . 16 [ + & = 1 :
AL axisv g €E et g, €a (0) tels que

g T ey # F(x,); dleprés Ll'unicité du prolongemen
w
helemorphe, ncus pouvons supposer en plus que a(xg} < 1.

] }
Alors la fonetion & € a “(0) > f(xﬁ~¥t} € ¢ est holo-

-

morshe, mais elle n'est pas constante; d'apres le théoréme
L

v s " * k3 -1
de Liouville, cette fonction n'est pas bormde sur o ~(0}.

%
}

sL ¢ € a"liG}. I1 en résulte

5
Ty
=1
w
2
pag
%
S

A
ok

I
4
8

snp (120G ] 5

£ : 'Q
~n qui prouve {2) dang ce cas. A ce moment-1a, (2) montre

que p est portée par (0], donc continue pour I .
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du'elle ne 1¥est pas pour T CQEp

Il vy a aussi des situations intéressantes qui dohap-
pent & 1l'hypothése de 1lad Proposition 5, mais oG la con-
clusion de cette proposition restc valable de méme; voir
1 Exemple 5 ci-dessous. Ceci suggdre la possibilité de
rés titats plus généraux que cet exemple, éventuelment comn-

tenant aussi la Proposition 5.

EXEMPLE 5. On prendra E = CI et F=C, ou I

28l un ensemble. Remarquons que CI est métrisable si
et seulement si I est fini ou infini dénombrable; ciest
alors que 1'hypothése de la Proposition 5 s'aoplique.
Hous allons woir que, en tout cas, la conclusion de cette
rropogition reste valable pour I quelconque et U= E,
c'est-a-dire qu'une partie Y de H(E;C) es-: bornée

pour J si et seulement si elle est bornde our I

w 0
Quelle que soit la partie J de I, on a la projection
= fﬂ-I J 1 Ay - » t I3
canonique €7 ~> €7, d'ou il en résulte 1'{somorphisme

.
canonigue H{C";C) ——> ﬂ(CI;C). Indiquons p r M(CI >J Ho

. J. I . .
1'image de H(C";C) dans ¥(C";C) par cet i omorphisme.
Nous allons utiliser la remarque classique su:vante

schio) = U sch50,

la réunion étant prise par rapport aux varties finies J
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de I. Remarquons que T - et J, induisent la méme

1

N
topologic sur chaque H(C7?;C) pour J €I finie. C'est

clair que, si * est bornde pour alors % est bor-

o2
née pour Jy- En vue d'établir la réciproque, nous com-
mencerons par montrer que, si ¥ n'est pas contenue dans
aucun M(CI’J;C) ot J < I est finie, alors ¥ n'est

pas bornde pour 30. Pour cela, nous utiliserons la re-~
marque initiale suivante, qui résulte de 1'unicité du pro-
longement holomorphe et du théoréme de Liouville: pour

des entiers p>n2>1, si g ¢ ﬁ(Cp;C) mais g n'appar-
tient pas & 1'image de ¥(C";C) dans ¥u(cP;c) d'aprés
1'isomorphisme E(Cn;C) 3> ﬁ(Cp;C) associé & la projec-
b1 a7 € cP = '(zl,f‘.,zn) e c",
alors g n'est pas bornée sur toute partie de CP définie

par des conditions Izl| S ey seees Iznl Se,z € C,

n+l
ey 2 € C, ou les nombres réels Cpaeenscy > 0 sont
fixés. Cette remarque initiale étant admise, raisonnons
par récurrence. Définissons Jg = f. Supposons qu'umne

partie finie J de I a été définie pour un n € N et

qu'on a fixé un nombre rdel c¢(i) > 0 pour tout i € I

I,J
Or, ¥ n'étant pas contenue dans H(C ~n;C), i1 existe
I,J
fn € ¥ telle que fn ¢ H(C n;C). D'autre part, il
I,J
existe une partie Jn+‘ de I telle que fn € H(C n-’:‘L;(L‘);

c'est clair que J, # J 41 et que nous pouvons admettre



qua  J < J

1] - . - » v .
. blapres la remarque initiale admise, nous
n n+l :

pouvons fixer wi nombre réel c¢(i) > 0 pour tout i ¢ Jn‘
+

it j,» de facon que le supremum de lfﬂ(x)i pour tout

N I ) , o

X = (Xi)iEI € C tel que lxi] < c; quel que soit i ¢

Jn+1 soit plus grand que u. De cette fagon, on définit

c(i) pour tout i € U Jn; définissons le nombre réel
nelN

c(i) > 0 d'une fagon arbitraire, par exemple cn mettant
c(i} = 0, pour les autres 1 € I. Soit K 1la partie
compacte de C1 formée des points <Xi)i€1 tels que

P2, 1 < c; pour tout i € I. Alors
sup {[£ )]s x€K) > n, nemw,

et par suite ¥ n'est pas bornée pour Ty- Il en résulte
que, =i ¥ est bornée pour 30, alors % © ﬁ(CI’J;C)
pour une partie finie J de 1I; donc ¥ est aussi bor-

née pour 3, CQFD

oy, 3 I e
REMARQUE 4. Sur ¥#(C7;C), c'est connu qu'on a 5y

=3, si I est finl ou infini dénombrable et que .30 <

, Si I est infini non dénombrable; voir [1], Théoréme

2.2, Chapitre II et [2], Proposition 2.
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