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SUR QUELQUES ASPECTS RECENTS DE L'HOLOMORPHIE EN
DIMENSION INFINIE

par

Leopoldo Nachbin
(Regu le 11 Septembre, 1972)

Indiquons par E et F deux espaces de Banach complexes, par U une
partie ouverte non-vide de E et par 3{(U;F) l'espace vectoriel des applica

tions holamorphes definies dans U a valeurs dans F.

On dit qu'une partie X de U est % (U;C) - bormante si toute

f e #(U;C) est bornée sur X.

Supposons que, de toute suite bornée de 1l'espace dual E' on puisse
extraire une sous-suite laquelle converge pour la topologie faible o(E',E),
en particulier que E soit séparable ou reflexive. Alors toute partie fer-

mée et #(E;C) - bornante de E doit etre compacte.

Ce résultat a été démontré indépendamment par Dineen % et Hirschowitz;

1 10

il avait &té remarqué pour les espaces d'Hilbert par Alexander ~ et Dineen ~.

N grune partie fermée et

Il y a un exemple construit par Dineen
#%(E;C) - bornante laquelle n'est pas compacte, lorsque E est l'espace de Ba-

nach £ des suites bornées.
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Une partie X de U est dite U - bornée si X est bornée dans E et si

la distance de X & la frontiére de U est strictement positive.

Une application holamorphe f:U + F est dite du type borné si f est
bornée sur toute partie U - bornée de U. Indiquons par #,(UsF) le sous-

espace vectoriel de #(U;F) de telles applications du type borné.

Clest clair que #, (U;F) = H(U;F) si E est de dimension finie, ou

bien si1 F = 0.

On conjecture que, reciproguement, ﬂb(U;P) # %(U3F) si E est de
dimension infinie et F # 0. Comme Dineen 1'a remarqué 9, c'est en fait
le cas s'il existe une suite dans E' laquelle est convergente pour la to-
pologie faible o(E',E), mais n'est pas convergente pour la topologie de
la norme, et si en plus F # 0 (en particulier, si E est de dimension in-

finie, séparable ou reflexive, et si en plus F # 0).

Du reste, on conjecture que, pour tout espace E de. dimension infinie,
il existe dans E' une suite convergente pour o(E',E), mais pas convergen-

te pour la norme.

En dimension infinie, c'est pour l'espace tb(U;P) qQu'on connait le

théoréme du type Cartan-Thullen le plus simple, lequel a &té remarqué in-

12 22, 23

dépendamment par Dineen et Matos

En ce qui concerne, en dimension infinie et pour l'espace #(U;F),

la question plus difficule d'un théoreéme du type Cartan-Thullen et d'au-

7 13, 15 20

tres aspects, nous citerons Coeure , Hirschowitz <7,

29 30

s Dineen

Noverraz “” et Schottenlcher °° et les références y données.



278

Envisageons maintenant des propriétés topologiques des espaces d'ap

plications holomorphes.

En ce qui concerne d'abord 1l'espace ﬂb(U;F), il s'agit d'un espace
de Fréchet par rapport a la topologie jb de la convergence uniforme des
applications sur les parties U-bornées ,c'est-a-dire aussi de la convergen
ce uniforme des applications et toutes ses differentielles sur les par-

ties U-bornées.

Sur l'espace #%(U;F) on peut considerer naivement la topologie Tfo
de la convergence uniforme des applications sur les parties compactes de
U, ainsi que la topologie J - de la convergence uniforme des applications
et toutes ses différentielles sur les parties compactes de U.

25, 26, on peut aussi considerer la topolo

D'une fagon plus raffinée
gie J " définie par les semi-normes sur #(U;F) chacune desquelles est
portee par quelque partie compacte de U. Rappelons qu'une semi-norme p
sur %(U;F) est éarv_t_ég par une partie compacte K de U si, pour toute
partie ouverte V de U contenant K, il v a un nambre réel c(V) > 0 tel que

p(f) < (V) esup I £

XeV

inegalité valable pour toute f € #(U;F).

On a

si E est de dimension finie, ou bien si F = 0; et, d'autre part, on a

Cfo<ffm<t/w
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si E est de dimension infinie et F # 0.

On voit tout de suite que do’ d et ﬁifw on les meémes parties bornées

[+

de Y (U3;F). On peut donc considerer la topologie localement convexe bor-

nologique associée a n'importe quelle de ces trois topslogies.

Le résultat important suivant est du & Dineen'’ . Pour une classe assez
vaste d'espaces de Banach séparables, a savoir les espaces de Banach E 3
base, et si U est &-equilibré par rapport & 1'un des ses points (c'est-
d-dire que & € Uet enplus x € U, A € €, |A] £ 1 entralnent que

(1-M)E + xx e U), alors dw est bornologique.

On conjecture que le résultat précedent est valable pour des espa-
ces separables arbitraires E et pour des ocuverts non-vide arbitraires U.

D'autre part, Dineen 15

a montré par un exemple que :{w n'est pas
bornologique sur H#(E;€), ou E est 1'espace de Banach 2° des suites bor-
nées.

8

Un peu plus tard, Coeuré ° a ‘trouvé une autre situation ou Y , st

bornologique.

Des résultats sur la topologie bornologique associée & , Oont &té

2 2, 3

indiques par Dineen 10 , Hirschowitz l, et Aron

Pour n'importe quelle partie compacte K de E, on.a. l'espace vecto-
riel %(X;F) des germes d'applications holomorphes au voisinages ouverts
non-vides de K 2 valeurs dans F. Pour toute partie ouverte non-vide U de
E contenant K, on a 1l'application linéaire canonique

H(UF) — Y(GE)
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La topologie :jw sur #%(K;F) est obtenue par n'importe quelle des li-

mites inductives suivantes

% (K;F)

L]

lim %, (U;P)
U3k B

11 (U3F)
o %

13 %)
L

ou #p(UsF) est l'espace de Denach des applications holomorphes bornées
dans U & valeurs dans F, %, (U;F) est mni de sa topologie de Fréchet g

deja indiquée et %(U;F) est muni de sa topologie .‘)’w deja définie.

On peut se poser la question de savoir si l'on a l'egalite suivan-

te concernant la limite projective

%CUsE) = 1im  H(KE)
KEy

ou 1l'on suppose que H(U;F) et #(K;F) sont munis des topologies 0 O
respondantes déja citées. C'est le case si E est de dimension finie, ou

bien si F = 0.

On conjecture que c'est toujours vrai.

5% 314 question po

Pour donner une réponse partielle, du a Chae
sée, disons qu'une partie compacte K d'une partie ouverte non-vide U de E
est U-Runge si 1'image canonique de #(U;F) dans %(K;F) est dense dans

(K5 F) pour J 0"
Alors, si toute partie compacte de U est contenue dans une partie
compacte U-Runge de U, c'est vrai qu'on a l'égalité précédante concernant

la limite projective.
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Du reste, on conjecture que c'est vrai que toute partie-compacte
de toute partie ouverte non-vide U est toujours contenue dans une partie
compacte U-Runge de U. On sait le démontrer dans certains cas, en di-
mension finie ou infinie; mais il semble qu'on ne le sait pas prouver en
général meme si E est de dimension finie.

Passons a nous occuper des opérateurs de convolution.

Soit PN(mE;C) 1'espace de Banach des polyndmes m-homogenes comple

xes nucléaires swr E, muni de sa norme nucléaire.

Une fonction f e #(E;C) est dite nucléairement entiére du type bor-

m
d"£(0) € py("E;0)

pourm =0, 1, 2, ..., ol le premier membre indique la différentielle de

f d'ordre m en tant que polyndme m-homogene continu, et si en plus

1 -~ 1/m
(”-- a® £0)|| > —0
m! N

pour m + +o, ou 1l'indice N désigne la norme nucléaire. Indiquons par
ZNb(E;C) le sous-espace vectoriel de H(E;C) de telles fonctions nucléai-
rement entiéres du type borné. C'est un espace de Fréchet par rapport
a la topologie Nb definie par la famille des semi-normes suivantes, ol
r >0, .
my T O
fa) |- d"E .
m! N
m=0
Un opérateur de convolution ® sur %Nb(E;@Z) est une application 1i

néaire continue de %), (E;€) dans lui méme cammrtant avec les translations



283

par les éléments de E.

Une exponentielle-polyndme nucléaire c'est une fonction de la for-

pef,
ou p est un polynome complexe nucléaire sur E et @eE'.

Le théoreme d'approximation et d'existence suivant, du type Malgran

17, 18 5i 6 est wn opérateur de convolution

ge, a eté prouve par Gupta
sur féNb(E;C) , alors le scus-espace vectoriel ou @s'annule est l'adhé'reg
ce de son sous-espace vectoriel forme par les sommes finies des exponen-

tielles-polynomes nucléaires sur lesquelles © s'annule. En plus, si ©#0,
Ol% ), (E30)] = ¥y (E;0)

On connait une extension de ce resultat au dela du cas du type bor-

- 27
ne " .

D'autres &tudes dans cette direction son dii 3 Boland *, Dwyer 1° et

Matos 24 .

Dans ce apergu, nous nous avons limité au cas des espaces de Banach.
I1 faut dire qu'il y a des aspects tout a fait nouveaux quand on se place
dans le cadre des espaces localement convexes; citons, par exemple Dineenlu
et Noverraz 23 , ou l'on trouvera d'autres sources bibliographiques récen

tes. Voir aussi 28.
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