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PREMIERE PARTIE: Sur les Applications Holomorphes Définies dans des Espaces
Vectoriels Topologiques de Baire.

La caractérisation due & Zorn(}) des applications holomorphes entre des es-—
paces de Banach est &tablie pour les applications d'un ouvert non-vide d'un espa
ce vectoriel topologique de Baire (resp. métrisable de Baire) a valeurs dans un
espace de Banach (resp. localement convexe). A partir de 13 d'autres résultats
sont obtenus, entre eux une gé&néralisation d'un théoreme classique de Hartogs (2) .

Une application d'un espace topologique dans un autre espace topologique
est dite B-continue si elle est continue en tout point sauf ceux d'une partie
maigre.

Scit f une application d'un ouvert non-vide U d'un espace vectoriel topolo-
gique E dans un espace de Banach F.

Lemme - Si f est G-holomorphe et B-continue, alors pour tout xeU et tout
neN, l'application heE - " f(x; h) e F est B-continue.

* Comptes Rendus de 1'Acad®mie des Sciences de Paris, tome 271, 1970, pages 599,
727-728, 1165~1166 et 1258-1259.
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I1 en r8sulte le théordme. suivant:

THEOREME 1 (Zorm) - Si E est un espace de Baire, f est holomorphe si et

seulement si elle est G-holomorphe et B-continue.
Ce théoréme est utilis€ dans la preuve du résultat suivant. Voir la theése

de Noverraz ()quand E est métrisable camplet.

THEOREME 2 (Zorn) - Si E est un espace de Baire et f est G-holomorphe, l'en

semble des points de U ou f est continue est a la fois ouvert et fermé dans U.

Soit f une application d'un ouvert non-vide U de l'espace E, X E,, ou E,

et E, sont des espaces vectoriels topologiques, dans F.

THEOREME 3 (Hartogs) - Si E, et E, sont des espaces de Baire, E; x E, est
un espace de Baire, E, est métrisable,.alors f est holomorphe si et seulement

si elle est séparément holomorphe.

Voir les travaux de Zorn (')et la thése de Alexander:(*)pour le cas ou E,
et E, sont des espaces de Banach et la these de Noverraz(®) pour le cas ou E,

et E, sont métrisables complets.

Les théoremes ci-dessus restent valables avec les modifications suivantes:
E, E,, et E, doivent &tre métrisables de Baire; T, peut &tre localement convexe.
Dans ce cas, l'holomorphie signifie la G-holomorphie et la continuité.
DEUXIEME PARTIE: Sur l'enveloppe d'holomorphie des domaines de Riemann sur un
produit ‘déncombrable. de droites.

Pour les domaines de Riemann sur QN', on caractérise les domaines d'holomor-
Phie et on prouve l'existence de l'enveloppe d'holcmorphie.

Soit E un espace localement convexe sépar€ fel que 1'enveloppe convexe for
mée de tout compact est compacte. Considérons un domaine de’ Riemann (U,9) etalé
sur E par 1'homéomorphisme local ¢: U > E. Sur 1'algSbre Y4(U) des fonctions

complexes holémorphes sur U, on considére 1la topologie définie par les se
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mi-normes d'algebre p portées par des compacts de U (°) . Le spectre S(U), ‘1'en
semble des homomorphismes continus de ﬁ,(g) sur C, a la topologie engendrée par
les ensembles N ci-dessous. Soient: (a) U un ouvert convexe disqué de E conte
nant 03 (b) K ¢ U compact tel que K + U & U et K + L est compact pour tout com
pact LE U (®);(c) h € S(U) tel que |h(£f)| < sup {|f(u)|; u € K} pour toute

f efU). Alors N est l'ensemble des h e S(U, ot u £ U, tels que

n!

n( = [ h {—l- & £0.) (u):’
n=0

pour toute f e'%(g). On a 1'haméomorphisme local 7: h € S(U) ~ a e E, ou
n(T o ¢) = T(g ) pour toute T e E'. Supposons désormais que §(U) sépare les
points de U. Si i(u) € S(U) est 1l'homomorphisme ponctuel associ€ a u € U,
alors i: U + S(U) est un bi-holomorphisme de U sur un ouvert connexe U de
S(U). Soit (E(U), m) le domaine de Riemann sur E ou E(U) est la composante
connexe de S(U) contenant U,. sif e ¥(U), on définit son extension fe %(E(U)S
par T(h) = h(f) pour toute ; e E(U). Alors (E(U), U) est un couple de prolonge

ment (7).

THEOREME 1 - On a: (I) (E(U)) sépare les points de E(U); (2) (E(UW), U)
est un couple normal de prolongement. En plus, (E(U), U) est maximum par rap-

port aux propriétés ci-dessus.

Prenons dorénavant E = QN' (U, ¢) est un domaine d'holamorphie s'il existe
f e Jf(U) sans prolongement f' e¥(U') pour tout damaine de Riemann (U', ¢') pro
longeant (U, ¢) proprement. (U, ¢) est pseudoconvexe si, pour tout U et K sa
tisfaisant aux conditions (a) et (b) ci-dessus, on a _@U +UE€ U, ou -}‘-ZU est L'en

semble des u € U tels que
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[£) | <sup {|£(D)]; t € K}

pour toute f e%(g_) . (U, ¢) est localement pseudo-convexe si (LJ_V, ¢) est pseudo-
convexe, ou U, = o7t [¢(U) O V], pour toute variété affine V de dimension 2 de
_C_u. (U, ¢) est d'ordre n dans u € U si n € N est le plus petit entier tel qu'il
y aun polydj_'sque ouvert B < :Trn(gl‘\l) de centre 0 pour lequel u + v € U pour tout
Ve TT;l (B), ol m_: QI'\-I > (_ZN est la projection annulant les coordennées d'indice

j >n.

THEOREME 2 - . Les proprietés suivantes sont équivalentes: (1) (U, ¢) est un

domaine d'holomorphie; (2) (E(U), m) s'identifie canoniquement a (U, ¢);-(3)"
(U, ¢) est pseudo-convexe; (4) (U, ¢) est localement pseudo-convexe; (5) Il e~
xiste n e N tel que (U, ¢) est d'ordre n dans tout u e U et (U , ¢ ) est d'holo-
morphie, ou y, = ¢_l}_{ﬂn[¢(l_J)J} et ¢ = ¢|_I_Jn.

Le théoréme 2 a &té prouvé par Hirschowitz (*) pour les ouverts de QN— Re-

marquons que les implications (&) =% (2) =»(3) = (4) sont valables pour tout
E. i |

TROISIEME PARTIE: Sur les ouverts de t-holomorphie dans les espaces de Banach
séparables.
Nous indiquerons un théoreme du type Cartan-Thullen pour les ouverts d'un

espace de Banach complexe séparable E.

Soit T une fonction réelle strictement positive semi-continue inférieure-
ment sur l'ouvert non vide U de E, telle qu'on ait pour tout x € U:
T(x) & d(x, 3U)
(distance de x a la frontiere 3U). Soit 0?1_ (U) la collection des réunions fi-

nies des boules fermées de centre x € U et rayon strictement inférieur a T(x).
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Indiquons par %T(U) 1'algebre des fonctions complexes holomorphes dans U et
bornées sur tout ensemble appartenant a IBT(U) munie de la topologie de Fré-
chet de la convergence uniforme sur les éléments’ de B.(U) (®). Remarquons
que 1'algebre %(U) des fonctions complexes holomorphes dans U est la reunion
filtrante des % T(@U) pour.toute fonction T. Nous dirons que U est un ouvert
de Tt-holomorphie s'il est impossible de trouver deux ouverts connexes U, et
U, de L tels que

unu, >, U, #8, U & U

et que pour toute f € %T(U) il existe £, € ¥(U,) satisfaisant f = f, sur U,
81 X € U, nous indiquerons par XUT l'ensemble des x € U tels que
[£x)] < swp {|£(0)]; t e X}

pour toute f € %T(U) .

Proposition - Les conditions suivantes sont éguivalentes:
(1) U est un ouvert de Tt-holamorphie.
(2) SiAce 03T(U) , alors :‘;{S est bornée dans E et sa distance a 9U est
strictement positive.
(3) Il existe fe % (U) pour laquelle il est impossible de trouver deux
ouverts connexes U, et U, de E tels que
unu, 2 U, U, # 0 ULWeE U

et qu'il existe f, ef(,(U,l) satisfaisant £ = f; sur U,.

Un résultat analogue a la proposition ci-dessus a &té prouvé par Dineen('?),

avec le cas du type borné %b(U) a la place de %T(U).
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QUATRIEME PARTIE: Sur le théoreme d'approximation et d'existence de Malgran

ge~Gupta.

Soit E un espace localement convexe séparé, dont le dual fort E' est mé-
trisable. Nous prouvons des résultats d'approximation et d'existence pour
un opérateur de convolution © sur 1l'egpace HN b(E) des fonctions complexes en

, 1

tieres nucléaires de type borné sur E (*!).

Soit PN(nE) 1'espace de Fréchet les polynomes complexes n-homogenes nu-

cléaires sur E. Rappelons que sa topologie est définie par la famille de se

mi-normes.
P Pl s

ou g est une semi-norme continue arbitraire sur E', telle que:

19 L'espace vectoriel Pf(nE) des polyndOmes complexes n-homogenes conti-
nus de type fini sur E (c'est-a-dire, qui sont des sammes finies des ¢n, ou

¢ € E'), est dense dans PN(nE)5

29 Si P e P.("E), alors ||Py q st 1'infinum des sommes
b

T n
REICR]
1
pour toute expression

m
P= § (40", ¢.¢ E' G=1, ..., m

Considérons l'espace de Fréchet HN b(B) des fonctions complexes f sur E,
b

pour chacune desquelles il existe Pn € PN(nE) (n=20,I,...) tels que

£x) = ) P (x) pour tout x € E ,

n=0
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| :m Nio i ©
£k, —ngop Frly,g <+ =

pour toute g et tout p > 0. La topologie de Hy b(E) est définie par les semi-
b

normes

£ 1flly 00

Soit @ un opérateur de convolution dans Hy (B, c'est-a-dire une applica
b
tion 1linfaire continue de cet espace dans lui-méme commutant avec les trans-

lations par les &léments de E.

Proposition 1 Le sous-espace vectoriel des sommes finies des P exp ¢,

0,1, ..., 6 € E', OP exp$) = 0, est dense dans O 2(0).

ouP e PN(DE), n

Proposition 2 - 81 ©O# 0, alors O[H ((B)] = Hy (E).
> >

% % %
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