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RESUMEN

Se analisa en este trabajo, la respuesta estatica y fre-
cuencias naturales de vibracidn de cascaras rebajadas dentro de

la primera aproximacidon de Love.

El tensor de deformacidn es obtenido a partir del gra-
diente del desplazamiento referido a la terna ortogonal intrin
seca de la superficie media en la configuracidn inicial de la
cascara. En €l se introducen las hipdtesis simplificadoras de

Kirschhoff-Love y de cascaras rebajadas.

La ecuacidn del movimiento de la cascara es obtenida me
diante la aplicacidn del principio de Hamilton y la solucidn a-
proximada es determinada mediante el Método de Elementos Fini

tos.

Finalmente se presentan algunos resultados numéricos ob

tenidos en cascaras cilindricas circulares.

* Este trabajo fué financiado en parte por COPPETEC, OEA, FINEP
y CNPg, contrato nQ 2222.0712/76.



1. INTRODUCCION

Estudiaremos en este trabajo el movimiento de una casca

ra dentro de la primera aproximacidén de Love [1].

Designaremos con C a la cascara material, Ct a la
configuracion de C en el instante t y Ct(.,t) al mapeamiento

de puntos materiales X de C en puntos X de Ct'

3
X = CI(X,t) donde Ct : C xR - 1R

Referiremos dicho movimiento a una configuracidn inicial

Co que puede no pertenecer necesariamente a Ct ’ obteniendo

. . - 3
de esta forma un mapeamiento de una regidn de R en otra re
. - 3
gion de R .

. 0 : .
Denominaremos C~(.) al mapeamiento de puntos materia

-~

les X de (€ en puntos X de Co 3% C;(;,I) al mapeamiento

-~

de puntos X de Co en puntos X de Ct.

X = ¢%x) donde ¢’ : ¢ »R?
]R 3
Cox + R

E(X,I) donde C

X = C




La configuracidn inicial CO que posteriormente admiti
remos rebajada, serad definida a partir de su superficie media

So Y sSu espesor ho.

Sea © un abierto de R’ de contorno I' La superficie

media So puede definirse por la aplicacidn:

: Q>+ R ; Q=0 y T

Mo
F ~
h X S,
St Xo=Xo (2T
E&’ 534
€4 S
donde:
1 2 , ,
@ =a el +a ez ,'gaL’( =1 , 4 =1,2
X = Xl( 2 3
~0 I} 9.(') gl * Xo(q’.) gz * Xo((.x.') ?:3’ gy = 1’ Y s 1’2’3°

2
o , o coordenadas curvilineas de la superficie So

El espesor h de la configuracidn Co puede definirse

por la aplicacidn:



h: Q>R (RT = conjunto de nUmeros reales

positivos].

hy = {h e R ; h = hia) , ae @}

Luego la configuracion Co gqueda definida por la aplicacidn:

2

C, = KeR® ; X = X(a',o" ,z) = X (a) + znla), ae® |g] <

< hial/2 )

donde 4(&) es el vector unitario normal a So en el punto

).(.o = ).50(9.{') *

2. GEOMETRIA DE LA SUPERFICIE MEDIA

El movimiento C; de la cascara sera referido a la ter
na intrinseca de So‘ Para ello definiremos previamente dicha
terna y las magnitudes de la primera y segunda forma fundamen

tal de la superficie media [2].

De las derivadas X (L,4=1,2) del vector

. X ..
~0,4 * ~0,44

posicidn 50 = Xo(a) se obtiene:

i) magnitudes de la primera forma fundamental g , g s g

11 22
definidas por:
gij i} 50,& ’ Ko,j [4,4=1,2]
Si X y X son ortogonales —> g = 0, en este
~0,1 ~0,2 12

12



caso es usual emplear la siguiente notacidn para desig

nar a los modulos de {0’1 vy {0’2.

= Vg 5 A, =X

11 2

= ve =

~0,2 22

ii) Vectores unitarios del triedro intrinseco de la superfi

cLe So’ §1 ’ éz » B definidos por:
L L S (i=1,2)
~L ~0,4
X, A
?
net xt = — x  xx
~1 ~2 A A ~0,1 ~0,2

Notese que ti es el vector unitario tangente a la di

. = 1 ‘s 1 2
reccion a° , y que estamos admitiendo que o ,a son

direcciones ortogonales.

iii) magnitudes de la segunda f6rma fundamental L , Lﬂ , L )
11 1

definidas por:

i TR no X i

Rij ({,§=1,2) son los radios de curvatura de la super

~0 ~0 'z
]
y QO

ficie So en el punto X_ = X (a) correspondientes a

. . £
las direcciones «



3. GRADIENTE DEL DESPLAZAMIENTO

Sean Mo y No dos puntos pertenecientes a la configu
racidn inicial Co de una cascara. Mo contenido en la super
ficie media So y No sobre la normal en Mo a So’

Moeso OMO

n
1<

"
<

Q

No eCO ONO

"
1PaS

n
>

(a) + ¢ nlal

y sea NL la imagen de No bajo la transformacion CZ. Desig

nando con U = N0~Ni al desplazamiento de No al pasar de Co

-~

a CL , resulta:

El gradiente de U , referido a la terna intrinseca &t , t , n,
- A P R

estd dado por [3].



1 ] 1, ]
. U —_— .
5 Iu~ 2 I,, U sl /ot
1 ) ] . 2
vult £, 5 Tals 57 Ty U odU/0e
g
1 ] . 3
‘T 131 ’ p_z_- 132 g 2 ol /3‘:
L .
donde:
Iij son operadores diferenciales que dependen de la geometria
de la superficie media So
1 o 1 3A, 1 1 o° 1 0A,
I,, = s ;1 = —— =, - »
YA, sl T ALA, 30 T Ry, 21 A aa® AA, ad]
1 0A, 1 de 1 1 9A, 1 d. 1
I21 =T A 5 ? 1’ ’ Izz : 1’ 2?
LA, da A, da R, AA, do A, da R,»
1 1 ] 3. 1 1 1 5
131 = I ’ 1 ’ I = - y - ’ 5
Rll RIZ A] 30!. 82 Rlz R22 A2 BOL
pl = ’ + —;—— ; pz = 7 + .L
R R
11 22




4. PRIMERA APROXIMACION DE LOVE

Las ecuaciones basicas que describen el comportamiento de
cascaras delgadas fueron derivadas originalmente por Love [},5],
quién extendid a cdscaras, los postulados simplificadores emplea

dos por Kirchhoff en la teoria de placas.

Las suposiciones basicas de esta aproximacion consisten

en admitir que:

i) La cascara es delgada. O sea que el espesor h es peque
no comparado con el menor radio de curvatura de la super
ficie média (h/Rmin << 1), por tanto dicho cociente es

despreciado frente a la unidad.

ii) Las deformaciones y los desplazamientos referidos a la
configuracidn inicial, son suficientemente pequenos. Lo
anterior permite despreciar en las ecuaciones cinematicas
los términos de orden superior al primero. O sea se consi
dera solamente la parte lineal del tensor de deformacidn

€ como en la teoria clasica de la Elasticidad:

Ty ng vu) = —;—(vg s owu'y -

e = 7 (VU + VU

ne

Por lo que el equilibrio de las fuerzas que actian en el
movimiento de la cascara puede ser realizado en la confi

guracion de referencia Co'



iii)

iwv)

Notese

segln

La componente Spun del tensor de tensiones ¢ referido
al triedro intrinseco, es pequena comparada con las otras
componentes. Por lo tanto Sn puede ser despreciada en

las ecuaciones constitutivas.

Las normales a la superficie media SO en la configura
cidn inicial permanecen normales a la superficie media
S,é de la configuracidn C/é y la distancia entre puntos
sobre uma misma normal permanece constante al pasar de
Co a Ci' Lo anterior implica que el desplazamiento de
un punto calquiera de la configuracidn Co no contenido
en So , puede ser expresado en funcidn del desplazamien

to de su correspondiente en la superficie media So y

de la distancia entre ambos que permanece fija:

U = u o+ otlng - on
normales respectivamente a la superficie media So en
M ¢ 8 en S, en M, e S.
0 0 L L L
desplazamiento de un punto Mo € So y de un punto

No € Co situado sobre la normal en Mo a So‘

‘IMo;Noll distancia entre My N_.

que para giros pequehos Eig(ﬂi, n) = 0] la  componente

n del vector C(EL - n) es despreciable frente a las

componentes segin £, y &, .

1 2



Por lo tanto, refiriendo g al triedro intrinseco en
Mo se tiene:
= ut - (n,-n) o2, = u' +
u.z, - = w o+ ooler) ot = z8)
Uot, = U= ot o+ tlng-nl . £, = o+ 8,
g'ﬂ = u3 = LL3 + C(Kl&-ﬂ).@ ~ LL3
Introduciendo u = u + B , donde B = (B,, By, 0), en la
expresion de VU , teniendo en cuenta que:
Xt .0
et ~2 ~
1 2 3
ou*/ag = By 5 dU /3L = B, U~ /3t = 0

y admitiendo que la cascara es delgada, se obtiene el gradiente

del desplazamiento U para la primera aproximacion de Love:

IT,,u+*zl 8 ; T,u+ ¢l ,8 B, |
vd = IToyu+ ¢l B T,ou + tl,,8 B,
?1'~2'4
ISI‘.’.L * CI31§, ; Isz‘.’." + CIaz@ 0
De la condicidn de que las normales a la superficie media
se mantienen normales (e13 = e,, = 0) se sigue que:

B, = -1,u (i=1,2)
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por tanto el tensor de deformacidn referido a la terna intrinse

ca se reduce a:

_ 1 T _ -
e = W+ V=g, vtk
donde:
1 I (1 1..) T g4 (1. + 1..)8
1147 71, 1274 87, 128
o T k=
Sim 122~ ~ Sim Izzg

5. CASCARA REBAJADA

Si el angulo ¢ que forman las normales en dos puntos
arbitrarios Po y QO pertenecientes a la superficie media

de la configuracidn inicial es tal que:

(tg 6)% << 1

se dice que Co es rebajada.

En el desarrollo de la teoria de cascaras cuya configura
cidn inicial cumple esta condicibén conviene definir la regidn

2 en el plano x s X

son las nuevas coordenadas curvilineas T

de la superficie SO. QzT

>
. = - e,
Los vectores posicion estaran dados por: -
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Xo = X # Z(x', x*le, = xte, + x%e, + Z(x',x

y la condicion de rebajamiento por:

Z,Lz,j << 1 , (L,4=1,2)

Particularizando para este caso los parametros geométri
cos AL , v los vectores unitarios del triedro intrinseco éi’ﬂ’

tendremos:

NOotese que:
. . . 1 2 Ve

La ortogonalidad de las direcciones x e x se verifica en for
ma aproximada excepto en los puntos donde por lo menos una de
las derivadas £ o I se anula.

»1 22
Los modulos de los vectores ti » n son aproximadamente unita
tios ltil , |n] = 1 y la igualdad se verifica cuando se anulan
las derivadas Z , 2 .

s 1 ,2

Las magnitudes de la segunda forma fundamental resultan:
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y el tensor de deformacidn en un punto distante ¢ de la super
ficie media de Co , Supuesta rebajada dentro de la primera

aproximacidn de Love se reduce a:

e C g * o
donde
u - wZ l—(u + v - 2wl )
» 1 s 11 2 2 sy 1 912
e =
=0
Sim, v - wl

22 222
B T+ 1

1 1 1 2 2 1

» » 2
R=
Sim. B
2 2

B = - (w + ul + vZ )

1 2 1 211 » 12
B = - (w + vZ + uZ )

2 » 2 222 212

u = (u, v, w)
Si admitimos ademas que:
Z , ]
u_:_l_’(" v —22% <o (/(,=1,Z)
w w
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es posible despreciar la contribucidn de los desplazamientos
planos u,v en el calculo de los giros BL (Hipotesis simpli
ficadoras introducidas por Mushtari y Vlazov en el analisis de

cascaras rebajadas) E6].

Con esta simplificacidn adicional se obtiene:

B = - w ’ B = - w
1 s 1 2 ’ 2
—w “w
s 11 y12
[E:
Sim. - w
22 J

6. ECUACION DEL MOVIMIENTO

La ecuacion del movimiento de la cascara sera obtenida
aplicando el principio de Hamilton [7]. Sean Cl“ y 02 dos

configuraciones del movimiento de C en los instantes z y
1

T .
2

Si el sistema de fuerzas en el movimiento de C es con

servativo de todas las trajectorias posibles de £ a t , la
1 2

real t© = {(X,£); X e C, »t <t < t,} es la que hace estacio

naria la integral:

2 [2
J L dt = | (T -V + w)dt
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donde:
T energia cinética, V energia interna de deformacidén y W tra
bajo de las cargas exteriores.

O sea,

L, i
8 { L dt = | (6T - &V - sW)dt = 0
P I

1 1

donde:
8T = J o) Gg . g dCO
C
0
SV = [ Gg . g dCo
C
0
SW = [ 6g . Q dC + su - 4 dBCO
. i,
0 ] o
. U (X, )
i ==
ot

Q fuerza por unidad de volimen en C d fuerza por unidad

0 4
de contorno de Co'

p masa especifica.
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Substituyendo el producto escalar de los tensores o Yy

e por el de los vectores ¢ y 6e ,

g = (¢ , 0 , 0 ) y Gg = (8ey;1 , 825, 282:2)

Admitiendo material hookeano, cuya ecuacidn constitutiva esta

dada por:
g = De
donde:
’ 1 v 0]
D - E . v 1 0
— 2-

Reescribiendo ¢ a efecto de poner en evidencia las de
formaciones en el plano, las deformaciones que dependen de la
geometria de So Yy las que dependen de los cambios de curvatu

ra, en la siguiente forma:

e = + ¢ + zh
~ ~p ~g -~

donde:
~p - (u,l’ v,2’ U,l * u,z)
e =-{Z , Z , 22 Jw
~9 11 222 » 12
@ = - {(w , w , 2w )

s, 11 y22 ,12

Integrando las expresiones de 6T , 6V y &W segun el espe
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sor se obtiene: [8,9].

2 .
6T = - J holow « u+ ™ s . gldo
2
= . 4 D 8 . D
oY [ 16 ey D ey * 0gge D gy 0P gy 7 020 &
2
h2

donde:

q v @ son las fuerzas exteriores equivalentes por unidad de

area § vy contorno Iy -

Introduciendo 6T, 6V y 6W asi como la relacidn de

las deformaciones gp, gg Yy @ con los desplazamientos u , Vv
s

2L dt =0, es posible obtener la ecuacidn
z
del movimiento y las condiciones de contorno del problema plan

y w, en ¢ J

teado, en funcidn de u.
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7. SOLUCION APROXIMADA

La solucidn aproximada de nuestro problema sera obtenida
mediante el método de elementos finitos. Subdividiremos 1la re
gidn total Q@ en E subregiones Qe y aproximaremos el campo
de desplazamientos u = (u,u,w)T en cada una de ellas, separan

do la parte plana u,v de la deflexién w.

T N _ T N
{u,v) = @gp woo= Y Up
donde:
& = o(x’ , x?) matriz de interpolacién del campo de desplaza
mientos u,v.
y = W(xl, x?) vector de interpolacidn del campo de desplaza
miento w.
N N :
gp::%p(i) desplazamientos nodales de membrana.
N N . . =
up = gb(t) desplazamientos nodales de flexidn..

A partir de la aproximacidon de u , obtenemos las respec

tivas aproximaciones de e ,e ,hky B.

N N

T
e, = Hilu,v) = H1<Dgp = Bp w,

- - 27 N N
e (H,Z)w (Hy2)y' up Bg uy
k= ~-Hyw = - szT gN = B, gg

B = - Hyw = -stT uN = Bu
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donde:

X 7 3
L
ax 9X
0 ii% e

Hl - 9x ’ H2= ax?
8. 3.
8x2 axl fa

_ i X

B =Ho , B =-(HZ)y

P 1’ g 2

ne QN + K %N - 4
donde:
[y,
Me -
| M+ M3 J
Mo = f ho ¢T® dQ
Q

Y
axl
H,=
3
-
Lo
Hy B = - T
2 3




%
bd9+f
r
.
» 4,1,
, T
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_ 3,T

K, - J h°B] DB, do
2

K, - { h8l DB do
Q

K, - [ hB' DB do
Q

B

5"'-ép

f?

¢, fuerzas por unidad de area ¢

N3 fuerzas por unidad de contor-

no Pe
(o]



20

Ensamblando adecuadamente los € elementos finjitos 2

arribamos a:

0, el sistema

(=N
31

y en el caso en que

TR S TA )

permite determinar las vibraciones libres no amortiguadas de la

cascara, que se reduce al problema de autovalores generalizados:

(K - w?s) TV - 0

8. APLICACIONES NUMERICAS

La teoria anterior se aplicd a la determinacidn de la
respuesta estatica, frecuencias naturales y modos de vibracidn

de cascaras cilindricas rebajadas.

Fué empleado un elemento rectangular de 4 nudos y 6 gra

dos de libertad por nudo, uN , uN correspondientes a desplaza

. N N N N .
mientos planos y w , w L w , W correspondientes a fle
’ » 2 212 -

xiodn.

i) Respuesta estatica

Se determind la deflexidn en el centro de una cascara ci
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lindrica empotrada en sus cuatro bordes, sometida a car

ga normal uniforme, de dimensiones:
a = 20 4in , b = 20 4in , h = 0.125 4in
y propriedades elasticas:
E = 450000. £b/in® v = 0.3

Dada la simetria se estudid la cuarta parte de la casca
ra, la cual fué particionada en 4 elementos de 5 x 5in” 2

16 elementos de 2.5 x 2.5in>.

El analisis se realizd para tres valores de 1/R.

1/R (in~ ") 0.00 0.005 0.01
2 x ¢ 0.5029 0.1693 0.0523
w, (in) 4 % 4 0.5030 0.1757 0.0553

En la figura se comparan los resultados de este trabajo
para 1/R = 0.01 in con los obtenidos por Brebbia emple
ando um elemento rectangular de 5 grados de libertad por
nudo [:10:[ .

.20 pd
(2b/in”) ,///
*2Z

10 4

» b

/////( ‘
—a
Brebbia LR
e malla 2x2
presente jtrabajo o malla 4x4
0.0 .025 .05 0075 10 (4n)

Flecha en el centro de cascara con carga uniforme
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ii) frecuencias naturales y modos de vibracidn. Se determina
ron las primeras siete frecuencias y sus correspondien
tes modos de vibracidn de una cascara cilindrica, con

cuatro bordes empotrados de dimensiones:

a = 4 4in , b = 3 4in , h = 0.013 4in R = 30 4n
y propriedades:

E =107 gb/én® , v =0.33 , o = 2.48x10 ‘b s°/in'

Se estudid una cuarta parte de la cascara, combinando con
diciones de contorno simétricas y antisimétricas en 1los

ejes de simetria, dadas por

Los resultados que se dan corresponden a una particidnen
16 elementos de 0.5 x 0.375 in’ y se comparan con 1los
obtenidos por Petyt [11] empleando los metodos de Ray-

leigh - Ritz y Elementos Finitos.



23

Frecuencias (Hz) de cascara cilindrica rebajada con bordes

emprotados.

1
pres.trabajo Petyt
Modo | m.n F.E.M.| Rayleigh-Ritz F.E.M.
AS 1.2 870 890
SS 1.3 984 958 973
SS 1.3 1334 1288 1311
SA 2.1 1366 1364 1371
AA 2.2 1575 1440 1454
SA 2.3 1798 1753 1775
AS 1.4 1858 1975 1816
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