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ABSTRACT

As ground preparation for the analysis of numeri-

cal algorithms to compute solutions of

. o
LI o] (“x)"xx tu et f(x,t) , xe(0,1), t > 0 ,

the problem of existence and uniqueness of weak solutions
is discussed via semi-discretized Galerkin approximations

and compacity arguments.

1. INTRODUGAO

Neste trabalho apresentaremos um estudo do proble-

ma de valor inicial e na fronteira

+

(1.1) Uy = o'(ux)uxx Uppx * f(x,t), xe(0,1), t >0,

(1.2) u(0,t) u(l,t)

}
o
-
[a

>0

(1.3) u(x,Oj = ug(x) xe[0,1]
(1.4) uy(x,0) = uy(x) xe[0,1]

onde do(x), ul(x) e f(x,t) sao dados.



No caso em que a fungao o satisfaz as condicoes
(1.5) ~o(0) =0 , o' (z) >0 , zeR

u(x,t) pode representar o campo de deslocamentos lingitudi-
nais de uma barra, presa pelas extremidades, que apresente
um comportamento elastico n3o linear, dado por o(ux), e um
comportamento visco-elastico linear dado por (ux)t‘ Este e
um problema que aparece em visco-elasticidade de materiais
com "memoria curta", conforme Duvaut-Lions [2].

Tal problema ja foi considerado por Greenberg .
MacCamy e Mizel [3], que demonstraram a existencia de solu -
¢ao classica e respectiva estabilidade. Nos, em principio,es
tamos interessados em aproximagoes numericas de solucgoes de
(1.1)-(1.4). E e para definirmos um quadro teorico mais de
acordo com este objetivo que rediscutiremos o problema da
existencia de solugoes, agora “solugoes fracas", via aproxi-
magoes semi-discretizadas de Galerkin e argumentos de compa-
cidade. Num proximo trabalho [6] desenharemos e analisare -
mos um algoritimo para o calculo efetivo destas solugodes. Is
to sera feito tendo em mente o caso o(g) = a r+ i%-§3, onde
a, e a, sao constantes positivas, que representaria 0 compor
tamento de um “"solido de Kelvin".

Para definirmos precisamente as tais solugoes fra-
cas de que estamos falando e necessario introduzir alguma no
tagdo. Para um inteiro m nao-negativo, representamos por
Hm(O,l) o espago de Sobolev usual de ordem m. Quando m =
O,HO(O,I) e o L2(0,1) com produto interno <f,g>=}f(x)g(x)dx

< o
norma ||f]] = /<T,f> . 0 produto interno e norma de H"(0,1)

L]

- m

serao indicados por:



<f,g>, = P <p¥f, plg> ,

, Rils

Um sub-espago de Hl(O,]) que aparecera com frequencia € o
Hl(O,l), definido como o fecho de C:(O,l), que € o espago das
fungoes indefinidamente derivaveis com suporte compacto em
(0,1), relativamente a norma H.H].

‘ Se E @ um espago de Banach, T € um numero real po-
sitivo e 1 < p < +=» , representaremos por Lp(O,T;E) 0 espago

de Banach de todas as fungoes mensuraveis

us(0,T) » E

tais que lIu(t)IlE etP(0,T), com a norma

.
lulf, = [llu(t)]|f dt, se T <p<w,
LF(0,T;E) 0
e
Il = ess sup flu(tll -

L*(0,T;E) 0<t<T

Com isto, uma solugao fraca u de (1.1)-(1.4) no do

m?niQ'QT = (0,1) x (0,T) e definida pelas condigoes

(1.6) ue 120,15 0,1y nH2(0,1))
(1.7) U L2(0,7; 11(0,1)) ,
(1.8) ﬁ%ﬁ <u(t),v> + <o(Du(t)), Dv>
+ S5 <Du(t),Dv> = <f(t),v> , VeH;(O,l) ,
A w) sy



(1.10) duioy oy,
: dt 1
~ 1 2 1

Supoe-se que uoeHo(O,l)(\H (0,1) u]eHo(O,l) e
fel?(0,T5 L2(0,1)).

As derivadas em t sao tomadas no sentido das dis -
tribuigoes sobre (0,T), e o termo <o(Du),Dv> & bem definido
em virtude do seguinte lema, conhecido da teoria dos espagos

de Sobolev [7]:

Lema 1.1 (i) Se ueH](O,l), existe uma constante ¢ > 0, inde.

pendente de u, tal que

lul = sup fux)] < cllull 2 ([lull+] oul]) /2

O<x<

"
o

(ii) Suponhamos que oeCk(R), k >1, e o(0) . Se

uel™(0,T; HX(0,1)) entdo o(u)el™(0,T; HX(0,1)) e

”o(u(t))”]

A

Mllu(e)]]
ou

lloCu(enl,

A

¢ (+llu(e)l K2 hilucnll,

se k > 2, onde M e C, sdao constantes.

0 sentido em que (1.9) e (1.10) sao satisfeitas
ficara claro na demonstragao da existencia de solugao fraca,
na proxima secgao. |

Precisamente, o Teorema que anunciamos neste traba

1ho @ o que segue.

Teorema 1.1  Dados u ehl(0,1)NHZ(0,1) , wpenl(o,n)
fel2(0,»; L2(0,1))NLY (0, L2(0,1)) e oeC'(R), com 0(0) = 0O
e o'(g) > 0, ze R, existe uma unica u(x,t), xe[0,7], te[0,T],

para qualquer T > 0 dado, satisfazendo (1.6)-(1.10). Alem

disso,



> - J
Vnle(t)ll = Vinfb (el =0
t+>o t>c

0 que quer dizer que o movimento representado pela solugao

fraca tende ao repouso com o correr do tempo.

2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1

A demonstragao se desenvolvera pelas quatro etapas

seguintes:

(i) construgao de solugoes "aproximadas" de (1.8);
(ii) estabelecimento de estimativas a priori para tais so-
lugoes “aproximadas";
(iii) passagem ao limite na sequencia das "aproximagoes" e
obtencao de uma solugao unica;

(iv) verificagdo da convergencia para o repouso quando t-eo,

ETAPA (i) - Consideremos uma aproximagEo convergente(vh,ph,qg
de Hl(O,]) associada a base de Galerkin ¢j(x) = senjmwx, J =

= 1,2,...,N, qual seja,

() h=g o, v, =R
S (i1) PV, — H(0,1)
. N' .
i J
(2.1) 4 v, — j);] Vi oi(x)

(111) rtH)(0,0) — v

\ v — (<va¢j>)

onde N & um inteiro positivo. E sabido, veja Ciarlet,Schultz
e Varga [[]‘, que p,rpv realmente aproxima veHl(O,]). Pre-

cisamente, para veHl(O,l)f\Hz(O,l) ,



, _
(2.2)  lvppryvil = 0 e 0P (vepr vl = e
As solugoes "aproximadas" de (1.8) que construire-

mos serao aplicagDes up [o,i]+vh caracterizadas pelas condi

-~

goes
(2.3) <phuh,¢j> + <°(Dphuh)’ D¢j>

‘+<Dphﬁh,0¢j> = <f(t),¢j> s Jo=1,2,....8
(2.4) uh(O) = rpug,
(2.5) up(0) = rouy

: 2
onde V(t) = J¥(t) e V(t) = LY(¢)
dt

Em vista da ortogonalidade da familia
{cosjmx, senjwx|j = 0,1,2,...} , estas condigoes sao equiva

lentes a um sistema de equagoes ordinarias

Uh + Ahuh + Fh(uh) =0 ,

u (0) = rou ﬁh(O) =rpup

onde
1 2
_ 2
Ah =T 2“ 0 s
0 N
e Fpo Vo + V. e uma funcgao tao regular quanto o.

Tal sistema admite sempre uma solugcao local a qual,
devido a limitagdo para u (t) e Gh(t) em [0,) que docorre-
ra das estimativas a priori a serem demonstradas a seguir ,

podera sempre ser estendida para o intervalo que se quizer .



Dado h pois, as aproximagoe$ uh(t) sao bem definidas,

ETAPA (ii) - Agora estabeleceremos as tres estimativas basi-

cas para a estudo do problema. As duas primeiras sao essenci
almente devidas a Greenberg, MacCamy e Mizel [3].

Multiplicando (2.3) por Gg e somando em j, obtemos
1 d [ ] 2 L ]
7 qell Ppugl® + <o(Dpyuy), Dpyu >

£ 2 2 L ]
+ IIDphudl = <f(t), ph“h> .

Integrando de 0 a t e mudando variaveis na segunda parcela :

v A 1 Dphuh(t)
o« 112 2
llphuh” (t) - “phrhuﬂl + 2 o(A)drdx
0 Dphrhu0
t ) t
+ 2 IIIDphﬁhH (t)dr = 2 £<f,phﬁh>(r)dr R
0
ou seja,
1 Dphuh(t) t
o 12 s 12
(2.6)  loyipliPeez [ [olr)araxee [ Hopy i ? (eres
' 00 0
: ) 1 Dphrhu0 t )
=||phrhuﬂ| + 2 I a(A)dAdx+2 [<f,phuh>(1)dt s
: -0 0 0

equagao que nos da o balango da energia do sistema.

Como
t t
!;f,phahm-f < [l lpyigliax
) |
5 o
i_“phuhHLm(O,m;Lz(O.l))” P 0es200,10)



g

C<ellpill? +C(e)] £

L®(0,5L2(0,1)) L' (0,=5L2(0,1))

para ¢ > 0 arbitrario, e, pela monotonicidade de o,

1 Dphuh(t)
o(A)dAadx > 0 R

(N
Oty

0

concluimos que

t
lIp gl 26 + 2 [1op il 2 (1) s
0
) 1 DphrhuO )
<lpgrgull® + 2 [ |7 Toarax + creifl? ,
00 L"(0,=35L7(0,1))
+ €thﬁhllz © .

L™(0,3L2(0,1))

Dai, escolhendo € convenientemente,

(2.7) il .

L*(0,%3L2(0,1)) (0,23L2(0,1))

.. - 2
C A)dad f
0

Observemos que o lado direito desta desigualdade
pode ser estimado por um valor independente de h, ja que s

por (2f2) e o lema 1.1, Phrpyy » Uy e Dpprpug f Du_ pontual-

0
mente.

Para obtermos uma estimativa para szhuh, nos pri-

meiramente multiplicamos (2.3) por -jznzug e somamos em j:
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. 2 : .
<phuh,D Phuy> + <°(Dphuh)’08phuh> + <Dphuh,D3phuh> =

<f(t),szhuh$

Tendo em vista que kahuh(o,t) kahuh(l,t) =0

k = 0,2,4,... ¢ qualquer t,

1
1d .2 2 , 2
- > H?llD phuh” - fo (Dphuh)[ﬁzphué] dx
0

+ <phﬁh,02phuh> = <f(t),02phu5>
Entao, integrando 0 a t, obtemos a identidade

t 1
2
2 2 '
(2.8) [|D phudl (t)+2 f fc (Dphuh)[bzphuh dtdx
00

t
2 2
= || D phrhuo” -2 f<f(T):szhUh>dT
O ae

" .

para

2 .
0

t

+ 2 [ 1o, i 2o,
0

- Pelas hipoteses sobre ¢ e a desigualdade de Cauchy, a (2.8)

implica
2 . 42 BT 2 2 2
| D phuh” (t) <]l phrhuo” + 3¢| D phuh”

o (e)fl? +

L' (0,=;L%(0,1))

+ Cylellpy i ZLw(O,w);LZ(O’”; 1% ugll ey ryuyll +

L*(0,=3;L%(0,1))
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+ 2flop, i % ,
Y
R 1200,0;L2(0,1))

para € > 0 arbitrario. Escolhendo ¢ convenientemente e levan

do em conta (2.7),

2
2.3 D c .
( ) “ phuh“Lw(O,w;Lz(O,])) hs

Ahui C e uma constante dependendo somente dos dados uy, Du

2
D u, e f.

0,

Finalmente, uma ultima estimativa para phﬁh. Multi

»

plicamos (2.3) por ﬁg e somamos em j, para obter

.2 .
Hpyull “(t) + <o(Dppu,).Dp, >
+ <Dphah’DphUh> = <f(t),phﬁh>

Integrando por partes em x onde apropriado e tudo de O ate t:

t

t
e 12 w 12
3| G omigiPeorac + fippuioer -
0 . 0
t 1 ) t
= f Jo'(Dphuh)D phuh.phuhdrdx + I<f(r),phuh> drt .
00 0
Como, por (2.9) e lema 1.1,
(2.10) ‘sup  sup IDphuh(x,t)l < const

t>0 0<x<1

sup o' (\) & uma constante finita, e entao
A . .

: t
l1op, il 2 (2) + 2 L Ip gl () dr
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¢ s t
< 2¢ [Ipyug) 2ordr + cle) [I0%p,ul?(rydr
0 0
’ t
cyte) [ Zrdr + lopyryull?
0

para € > 0 arbitrario. Observamos que de (2.8),(2.7),(2.9)

lema 1.1 e (2.10), conclui-se também que inf ¢'(X) > 0 e

t
2 2 const
(2.11) I 10%pul? dr < gttty , t 20,
0
Da7, escolhendo e convenientemente,
t
s 2 g 2
(2.12) [ Dppull=(t) + [llphugl dt < ¢ , t>0 ,
0

onde C @ uma constante dependendo somente de Uy Du], Du0

2
D u, e f.

Resumindo:

< const. s

2.13
( ,_,) "p“u““L“(o,w;Hz(o,nf'\Hl(o,l)) -

2.14 | o ' £,
( ) IIP“UMILZ(o,w;HZ(o,l)(\Hl(0,1)) < cons

(2.15) ||phﬁh < const.

| w

L™(0,3H) (0,1))

(2.16) [(phﬁh[ » < const. ,

L2(0,=5H) (0,1))

(2.17) Ipptl const.

A

(0,=3;L2(0,1))

onde estas constantes sao independentes de h.
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ETAPA (iii) - As estimativas (2.13)-(2.17) nos dizem, entre

outras coisas, que quando h > 0, as Pl ficam num conjunto

1imitado de

’

He(ap) = Sfet®(a) | A b, iesc2 ),

para qualquer T > 0 dado. Dai, pelo teorema 3.6 (Rellich)de

Lions [4], podemos extrair uma subsequéncia Ph

u, que con
k "k

verge emn H](QT) para uma funcao u. Vamos mostrar que u e a
solucao do problema (1.6)-(1.10).

Na realidade ueHz(QT), visto que

’ (Dzu,¢) = - (Du,D¢) = T1im f szh up ¢ dx dt, ¢e§5(QT) .
+o k "k
Qr
42 du dé : )
(“""2‘ u,¢) = - (dtaa‘f) = 1im f ph uh b dth;¢€§5(QT) ’
dt k>0 k 'k
O
d Cdé . ; .
Du,¢) = - (Du, 5%) = lim f Dp, u ¢ dxdt, ¢e §5(Q ),
(g Dus¢) A T

onde 5§(QT) &€ o espaco das fungoes teste para distribuigoes
em QT e (.,.) representa a dualidade (ééf,ﬁﬁ). Decorre daf,
por (2.14), (2.17) e (2.16), respectivamente,

| (0%u,0)] < const.lloll e D (o)

L2(0,T;L%(0,1))

A

2
1(%;5»)1 < const.floll g D (0)

(0,75L2(0,1))

| (& du,e)| < const.fl¢l J4e H(Q;)

L%(0,7;L2(0,1))
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2
que sao as condigoes para Déu, g—% e %¥ Du estarem em
dt

L2(ap) = L20,TiL?

(0,1)). Deve-se mencionar tambem que, de-
vido ao teorema 3.4 de Lions [4], u:Q ~ R & continua.
Levando em conta a definicao das Pp. Up s € obvio

k
que u satisfaz (1.6) e (1.7). Tomando o limite k»» na equa-

den

£

¢3ao (2.3) e tendo em vista que o & contTnua e U PhVh n
sa em Hl(O,]), conclui-se que u satisfaz (1.8). Falta pro -
var (1.9), (1.10) e a unicidade.

Notemos que pelo lema 1.2 de Lions 5 , apds modi

ficacao eventual num conjunto de medida zero,

us [0,7] » Hl(0,1) e % [0,1] »nl(0,1)

sao continuas, o que da um sentido preciso a (1.9) e (1.10).

Sabemos que

I
sy V> dt » f %u,v> dt
k 0

1
(2.18) I <phkuh
0

[~ 8
| =

v> dt ,

o

K t

. T T
(2.19) f <phkﬁh, v> I<
~ 0 : 0
para ve LZ(O,T;LZ(O,])),k+oo . Da7,tomando v =6w em (2.19) e
v = 06'w em (2.18), com we L2(0,1) e 6 € C](O,T) tal que 6(0)=

1 e 6(T) = 0, temos, por um lado,

T T
I<phkuhk,e'w>dt + f<phk"hy’ew>dt
0 . 0 ;



=

, w>dt

o
ot

T T
-+ L<u,e'w>dt + I<d
0

= - <u(0),w> , _VLWELZ(OJ) .

e por outro lado, por (2.2),

phkrhku0 > u, emH(0,1),
0 que mostra (1.9).

A demonstracao de (1.10) & feita analogamente.

Para mostrar agora a unicidade, suponhamos que exis

tissem duas solucoes u e v, correspondentes aos mesmos dados.

A fungao w = u - v satisfaria entao as condigoes

(2.19) w(0) = o) = 0
d2w d
(2.20) <-¢-j—t-z’ o> + <d—t- Dw,D¢>

+ <o(Du),D¢> - <o(Dv),D¢> = 0 ,

b HI(0,1) , te(0,T)

Escolhendo ¢ = %% em (2.20), integrando de 0 a t e
lembrando (2.19),

' t ' 1 Du(t)
18002y + 2 [IGoP(oer 2 | [ oimex = 0,
0 ' o_Dv(t)
isto 5‘
1 Dv(t)
(2.21) 15912 (1) < 2 [ f () drdx
o Du(t)
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“ 2
< const. || Dw]|"(t) ,

por (2.13) e o lema 1.1.
“Tomando agora ¢ = w em (2.20),

2
<g—¥,w> + <%€ Dw,Dw> +
dt

+ <o(Du)=- o(Dv),Dw> =0 ,

ou seja

1d a2
5 +zgeliol® <0

por (1.5). Como

2 2
d™w 1d 2 dw 2
<—w> = 5 — Wl - [ HIT
dt 2 4t dt
a inequagao acima fica, ap0s uma integracao e lembrando(2.19),
t
d 2 2 dw, 2
(2.22) S lwllPee) + loullP(e) < 2 1P ox
0

Combinando (2.22) com (2.21), obtemos

. - t
Ll ey + ol ®(t) < const.d flwll®(t) + f”owuzd-r :
0

inequagao que da, como unica solugdo,

HwlZ(t) + [owl%(t) =0 , tefo,T] ,

encerrando portanto a prova da unicidade.
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- " N -
ETAPA IV - Para concluir, mostremos que oS deslocamentos
u(x,t) e as velocidades %%(x,t) vao para zero quando too,
Isto ja foi provado em [3] e colocamos a demonstracdo aqui

em nome da completicidade do trabalho.

Ora, por (2.16), ”%%Hz(t) e integravel em [0,+=),
de modo que 1imH%%H(t) = 0 decorrera do fato de ll%%“z(t)

t-»>o
"ser uniformemente continua em [0,+w), que verificaremos a se

guir. Escrevendo a equagao (2.6) para u e instantes t] e t2

no lugar de 0 e t, obtemos

(2.23) 13815 (e, - Gt

]
1 Du(x,tz) t,
+ lz ' duy2
O(X)dkdx + “H?“ dt

0 Du(x,t]) ty

to

. f Il £12 dx
t

Por (2.16) e a hipotese sobre f, dado um ¢ > O arbitrario

existe um § > 0 tal que se lt]-t2l< 8§ entao

2
I £]1%dt <

2
duy 2
189 2ar +

2

(2.24) 2 | [[p0ullPar +

o —————
e ——ct
o+ ————

1 1 1

Por outro lado, pelo lema 1.1 e a limitagao uniforme de

[loufi(t),
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i Du(x,tz) 4 t,
(2.25) l2 o(x)dxdx | < const. [ HDuHZdT +
| 0 u(x,t]) ' t

2
HnguHZdr < const. £ ,

+ ~
o S,
—

para lt]—t2|< §. Combinando (2.23) com (2.24) e (2.25) temos

a continuidade uniforme de %%.

Por (2.11), existe uma sequencia de pontos
{tili =1, 2, 3...} tais que 1lim t; = += e lim|D u“z(t )=0.
12> j oo

A identidade (2.8) escrita para u com ti no lugar de t = O

nos da, para t > ts,

t
2 2 2 2 12
IZull?(t) < 2 [ 140ulZar + 02ull?(t;)
t
v 2 Io2ull () u ey + 2 oPull el gulce;)
i/ldt i
S ; t
" ( I1F|2dc + I Ho2ull®dc .
ti 'ti
. cv s 4. dDu . 2 . s ~
A integrabilidade de H |l I fll s IDull, e a YTimitagao
uniforme de “DZUH(t) 1mp]1cam, pela desigualdade acima ,
limlo%u]] = 0. Como
toroo .

Cullce) < pult) < Wo%uli(t)
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G4

o deslocamento u(x,t) tambem vai para zero quando t-=, com -

pletando a demonstragao do Teorema 1.1.
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