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Tntroducao

0 problewa das pacticulas de "spin® 1 no cawpo central, teuw
sido tratado por diversos autores, As equagdes de Proca para estas
pacrticulas, escritas sob a rorma "hawiltoniana", roraw estudadas por
Gunn} que procurou resolve-las para o poteacial central,

A separagao da equagao eu coordenadas esféricas, pode ser
obtida, em principio, por diresentes processos indicados por Gunn:L

a) Zxprimindo todos os operadores, iunclusive os de "spin",
em coordenadas esiéricas.

p) Deterwinando as auto-rungdes do wowento angular total
e a representagao dos operadores da "hamiltoniana" com estas auto-
tungoes.

¢) Utilizando um método operacional sewelhante ao de Dirac
para as pa.ticulas ae "spin" 1/p.

0 wétoao adotado por Gunn ioi uma combinagao do segundc é
terceiro inaicados.

Jo presente trabalho mostraremos como obter a separagao ua
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equagao, por uam wétodo exclusivawente operacional, isto &, pelo wéto-
do ¢) indicado por Gunn. f&ste wodo ae proceder apresenta a vantagem

de ser muito simpiizicado em comparag¢do couw os anteriores e conduzir

diretawente a uma forma operacional e coupacta da equagao.

Cauwpo Central

A equacao das particulas de "spin' 1 no campo central
pode ser escrita:2

S R s YL CR ) (e

2
adotando um sistewa de uaniaades com: H=c=1l, e r, = ;EZ =1
ine

A rungéo de onda 9’, tew seis cowponentes e P1s Pos €3
sa80 watrizes de Pauli; o potencial A, & uma tungdo de apenas;
as couwponentes de S séo os operadores.de momento angular para Wspin® 1,
Para maior simplicidade das aemonstragoes, usareumos para g a seguinte

representagao:
Sij 0
iy =

coms 0 Si& (:,_f;k = (4,213)

- (2)
.5(4':: t(éj(«-[;{j')
As matrizes tij tew os eleuwentos (rs) dados por:
” ¢ .
(t{j)?‘s = O(:Y‘Sés ’}«JS = 4:413 (3)

e possuew as segulintes propriedades:

tféékg‘f djkt il ()
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0s auto~valorecs da cnergia sdo determinados pela ccuagdo:
aw ELP

R
Ho ecampo central o momento angular total J =
constante de movimento:

FU=iy

: R < «
Considercmos separadamente og diversos casos possiveise
-1) §=0
3 ) A L4
Investigucmos primeiramente este caso partlcular que nao
apresenta nenhuma dlflculdado pois também 12 = SZ 2 ¢ constante

de movinmento.
Teremos entao:

- > |,
L+s,c

3. 3F-T - -7aBP-

A cquagdo reduz-se a:
2

p/(’ual'\ciq) {VV\—;-i(Q“‘pS)JW
%\
b, N
| s (e
(E*@Ao) Ui)l—\“"*?j),zl
que ¢ a equaclo de Klein-Gordon para o campo central,

-2) J # 0.

Podcremos por, ncste caso:

Pondo UEJ =< ¢ eliminando -t/,, obtem-sc:

VA

e N R LR Lt
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sendo % um operador com auto-valores 0, I 1 que satisfaz a equagdo

W-q=e
Por outro lado: )
VA ‘-. 2 - -3
i) =U+25-L+2 (7)
logo
: - —_ M -
S-Lat=-{f+g)1-7
Como a “hamiltoniana® & uma fungéo par de T o 3: entao

. ” o 'd

0 operador P, de inversao dos eixos espaciais ¢ constante de movimento,
’ A o .

Porem, este operador pode ser reprcsentado do scguinte modo:

. | )
P= c,os(ngrz = (-1 (0511?(

de acordo com as conhecidas propricdades dos esféricos harmonicos.
Desenvolvendo o) cos-q T eom séric de ootenc1a ¢ conside-
rando a relagdo (6) obtem-se:

4
2
P:(*U(l-lq)
Entéo-qu £ constante do movimento com auto-valores 0 ¢ 1.

"'a) Vlz = 0.
Intao a relagao (8) fica:
-4 -

S« L+ 1=

Porem con31aerando que

pr-2(5P) = -?+1£u aF
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S-L = {(t‘d -t;f)>(3' P

onde a repetigao de um fndice i, significa soma para i=1,2,3, pode-se

verificar sem dificuldade que

VA

[ p-2(3F)(BT+3)] = P
sendo:

LA,BL:. AB £ BA
intao no sub-espago onde estamos operando tem-se:
2 -~y 2 A
qﬁ - ;l <€5’ Ti) = - &9
A equagao (1) fica:

p&ﬁ-e/\(,)\!U: [m+;-— (44’93)]&}:}

m
_ Procedendo como no caso em que j = 0, recairemos novamente
na eguacao de Klein-Gordon para a determinacao dos niveis de energia.

-b) a/lzzl
Para estudar éste caso, teremos que encontrar a representacao

2 PRy ~
do operador E:p - 2(Sp )_] que aparece na equagao (1).

"} -3(s-h)°

Notemos inicialmente:

[5:7, 6] 20(5B) 1oso [[GF) ] P

ror ] =24

Andlogamente

Portanto:
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s 2

— ¢
?32,~‘Z_( E;‘{o ) = -

.

ri2(5F)

) bl]..* PZ}‘, (10)

¢ assim o problema reduz-se a encontrar a reprcsentag@o dos operadores
[rz - 2 (é’ . ?)2} e 72 que satisfazem as seguintes propricdades fun-
damentais:

nzz 1 (11a)

(11b)

| | ' i
2GR

A propriedade (1lla) é verdadeira no sub-espago em que
cstamos operando. A propriedade (11lb) é uma consequéncia da recgra

mais geral: 4= o
(5-U)= (s-uhw

sempre que (12)

[U-g,U,?ﬂ_:O ; [M;)Sé"}”: o

¢ a propriecdade (1llc) & anéloga 3 (9), considerando que no caso pre-
sente (8) fica: ’

-y —% . i
(st z)= g
Z 2
Poderemos entdo escolher uma reprcsentagdo em que

.2 = TV 3
Y ~z(5 r) =G, Y 1)
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e qéﬁﬂg+dﬂwvm) o -

compactivpl com as propriedades (11), sendo Cri;c?;’(ZTB’ as matrizes
de Pauli.
Encontrarcmos cnt@o:

¥y or r* r‘av 3
¢ - —, 2 1:- ) - )
bl- 1(5 P/\ o gL\E}}’ g }"I‘J,’x) ,) _} - =
' O L L, @
A/ ( 9 fol d e e e VO
=i {0 )T 5 15)

Com esta reprcscntagdo para os operadorcs da "hamiltoni-
ana® a cquagdo radial fica:

#7 44 LD
SN 2 LX) LA

A

que coincide com a obtida por Gunn.
‘. . -
Para passar a forma quadratica ¢ reduzir o numecro de com-~
7’ o . 4 ~
ponentes e convenlente multiplicar ambos os membros da equacgao pors:

v’

"}‘Lz' r ; Z.‘f
»M1+_Ji.‘.~i{p;~z_(§w'ﬁ)'j (17)
2 Zm L

0 scgunco membro reduz-se simplesmente a:

s )
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enquanto gue invertendo .a drdem dos fatores nQ priweiro membro e ten-
do eam conta a equagdo primitiva, ficaremos couw:

}LE -cA ) ,E!-&O})Al*‘z /%a%*'”) -
—R TN ) ps A2 Hp = ()

Todas as solugoes da equagdo (16) sao couuns & (18), porém
nem todas as solugles dosta satisrazea & priwitiva,

Obtew-se uam sisteuwa de equagdes equivalente ao priuitivo,
coubinando a segunda e tc;ccira de (18) cou a primeira e quarta de
(16) que sao:

| Jr(#+)
F-eAd) Y\ _ ,fg;([u; Wil L L!_Lfi_, [~ O ¢2-\") Vs
( ¢ ) % "w(' re % Zwm D ( (' ,z

Pode~-se entao, eliuinar (Lq:/ }, resultando:
4/

) 2+ 24(4+1) F w (1 E-eh-m)~
SRR SRR

: (J*MM )] £ g
(%)

Zsta equagao de segunda érdew, roi convenlentsuente exauwi-
‘nada por Case(3), para um potencial coulowciano,

(18)

Ao professor J. Tiomno que nos orientou ¢ estimulou neste
trabalho, apresentando tawtém valiosas sugestées, gueremos manifestar
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0 nosso sincero agradecimento. Tambem desejamos agradecel a Universi—
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Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas.
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stes autores, tal como Case e outros usew ume representagao diferente da que
adotamos.
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