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Resumo

Ce la speciala relativeco, rigida stango movigas sur si mem, kun unu fino oscilante
harmonie. Ni malkovris limigajn kondicojn pri la amplitudo de la movado kaj pri la longo
de la stango, necesegaj por elimini ne-fizikajn solvojn.

Na relatividade especial, uma barra rigida desliza sobre si mesma, com uma extremidade
oscilando harmonicamente. No6s descobrimos restrigoes na amplitude do movimento e no
comprimento da barra, imprescindiveis para eliminar solugoes nao-fisicas.

1 Enkonduko

Rigida stango komence ripozas, etendita sur
akso x de inercia sistemo de referenco Sy, in-
ter pozicioj z, = 0 kaj z, = L > 0. En
momento t = 0 la fino a komencas movadon
x4(t,) sur akso x. Ni nomas [t,, x,] la postaj
eventoj de a en sistemo Sy .

La fino b rigide akompanas la movadon de
a, ankau sur la akso. Tio estas, b konservas
la distancon L al a en la sinsekvaj inerciaj si-
stemoj de referenco S, kie a momente restas.
Vidu [1], [2, pago289], [3, pago 50|, [4] — [7],
pro detaloj pri rigida movado en speciala re-
lativeco. Nomante [t;, 3] la eventoj de b en
sistemo Sy, Nikoli¢ [5] montris, ke en iu ajn
movado z,(t,) okazas

L
Tp = x4+ Ly, ty=1ts+ Svy; v:i=
c

1 Introducao

Uma barra rigida estd em repouso, estendida so-
bre o eixo x de um referencial inercial Sy, entre
as posicoes r, = 0 e x, = L > 0. No momento
t = 0 a extremidade a inicia um movimento z,(t,)
sobre o eixo z. Nés chamamos [t,, z,] os subse-
quentes eventos de a no sistema S .

A extremidade b acompanha rigidamente o
movimento de a, também sobre o eixo. Isto é,
b conserva a distancia L para a nos sucessivos
referenciais inerciais S, de imobilidade momen-
tanea de a. Veja[l], [2, pag. 289], [3, pag. 50], [4]
— [7], para detalhes sobre movimento rigido em
relatividade especial. Chamando [t, 23] 0s even-
tos de b no referencial Sy, Nikoli¢ [5] mostrou que
em qualquer movimento z,(t,) ocorre

_dz,
Codt, ]

yi= (1 —v?/c?)~ V2, (1)

Va(ta)

Simpla kalkulo [8, Sek. 9] montras, ke dz;,/dt;, | Um célculo simples [8, Se¢. 9] mostra que dx,/dt,,
en momento t,, egalas dz,/dt, en momento | no momento t,, é igual a dz,/dt,, no momento
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t.. Konsekvence, c¢iuj punktoj de la rigida
stango restas en la sinsekvaj inerciaj sistemoj
Sy -

Ni studos la okazon kun fino a de stango
movigante harmonie en sistemo Sy. Se A es-
tas la dounamplitudo de movado, kaj w estas
la frekvenco, tial

e = A(1 — coswty,) .

Por tiu movado de a, la ne-harmonia

t, . Consequentemente, todos os pontos da barra
rigida estao imdveis nos sucessivos sistemas iner-
ciais S, .

Vamos estudar o caso com a extremidade a
da barra se movendo harmonicamente no sistema
So. Se A for a semiamplitude do movimento, e
w for a frequéncia, entao

(2)

Para esse movimento de a, o movimento nao-

movado de b estas esprimita per la parametro | harmonico de b é expresso mediante o parametro

t, kiel
L

Tp = Tq

Sen perdi generalecon, ni konsideru w = 1 kaj

¢ =1 (vidu [10]). Tiu simpligas ekvaciojn (2) |w =

kaj (3) al

+ ;
\/1 — (Aw/c)?sin® wt,

L ALsint,

t, como
(ALw/c?) sinwt,

\/1 — (Aw/c)?sin’ wt, . R

ty = tgq +

Sem perder generalidade, ndés vamos considerar
1 ec=1 (veja [10]). Isso simplifica as
equagoes (2) e (3) para

e = A(1 —cost,), Tp =2, +

Tiel, la movado de b estas karakterizita
per paro [A; L]. La duonamplitudo A estas
limigita al A < 1, por eviti ke la rapido

Asint, de a atingas valoron c. Car vy(t,) =
va(ty), tial ankau la rapido de b neniam es-
tos ¢. Ekzemple, la paro [0,5;1,8] generas
movadojn por a kaj b kiel figuro la montras.

Tamen, la nura kondico A < 1 ne tute
eliminas ne-fizikajn solvojn de (4b) kaj (4c).
Ekzemple, la paro [A; L] =[0,8;2,0] perme-
sas finon b esti en e¢ 3 malsimilaj pozicioj x;
en sama momento t,, kiel figuro 1b montras.
Kaj la paro [0,88;0,90 ] permesas b esti sam-
tempe en ec¢ 5 malsimilaj lokoj, kiel figuro 1c
montras.

Car tiuj matematikaj rezultoj estas fi-
zike neakcepteblaj, tial ni devas trovi pluajn
limigojn pri A kaj L. Ni profitas la eviden-
tajn abruptajn malordojn en figuroj 1b kaj
lc, indikitaj per nigraj disketoj. Ciu malordo
rezultas el nefinia akcelo, kiu estas fizike ne-
ebla.

\/1— A?sin®t, 7

ty=t, +

: (4)
\/1— A%sin’t,

Nesta forma, o movimento de b é caracte-
rizado por um par [A;L]. A semiamplitude
A é limitada a A < 1, para evitar que a ve-
locidade Asint, de a atinja o valor ¢. Como
vp(ty) = va(t,) , entao tampouco a velocidade de b
jamais serd ¢. Por exemplo, o par [0,5;1,8] gera
movimentos para a e b como a figura la mostra.

Entretanto, a restricaio A < 1 sozinha nao
elimina totalmente solugoes nao-fisicas de (4b) e
(4c). Por exemplo, o par [A; L] =1[0,8;2,0] per-
mite a extremidade b estar em até 3 diferentes
posicoes x, em um mesmo momento t,, como a
figura 1b mostra. E o par [0,88;0,90] permite b
estar simultaneamente em até 5 lugares distintos,
como a figura lc mostra.

Como esses resultados matematicos sao fisica-
mente inaceitaveis, nés devemos encontrar outras
limitagoes em A e L. Nés aproveitamos as evi-
dentes bruscas desordens nas figuras 1b e 1c, in-
dicadas por pequenos discos negros. Cada
desordem resulta de uma aceleracao infinita, que
é fisicamente impossivel.
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Figuro 1: Horizonta akso indikas la tempon 0 < ¢ < 27 en inercia sistemo Sy, kaj la vertikala akso
montras poziciojn z, (harmonia movado) kaj x; (ne-harmonia movado). La nekonstanta distanco
inter b kaj a en sistemo Sy estas mezurita vertikale. La klino de la trajektorioj evidentigas, ke
¢iu rapido estas plieta ol ¢. Nigra disketo (e) indikas eventon [ty, x| kie nefinia propra akcelo
okazas.

a La paro de parametroj [A; L] =[0,5;1,8] generas movadojn fizike eblajn.

b La paro [0,8;2,0] permesas b sammomente esti en e¢ 3 malsimilaj lokoj, en tempa intervalo
2,0 <t < 4,3. Do tiu movado estas ne-fizika.

c La paro [0,88;0,90] permesas b sammomente esti en e¢ 5 malsimilaj lokoj. Do tiu movado
estas ne-fizika.

Figura 1: O eixo horizontal indica o tempo 0 < t < 27 do referencial inercial Sy, e o eixo vertical
mostra as posigoes z, (movimento harmonico) e x, (movimento nao-harmonico). A distancia
variavel entre b e a no referencial Sy é medida verticalmente. A inclinagao das trajetorias
evidencia que toda velocidade é menor que ¢. Um pequeno disco negro (e) indica um evento
[ts, 5] onde ocorre aceleragao prépria infinita.

a O par de parametros [A; L] =1[0,5;1,8] gera movimentos fisicamente possiveis.

b O par [0,8;2,0] permite b estar em até 3 locais distintos em um mesmo momento, no intervalo
temporal 2,0 < t < 4,3. Portanto esse movimento é nao-fisico.

c O par [0,88;0,90] permite b estar em até 5 locais distintos, simultaneamente. Portanto esse
movimento é nao-fisico.

2 Propra akcelo 2 Aceleracao prépria

Propra akcelo de punkto estas tiu akcelo me- | Aceleracao prépria de um ponto é aquela medida
zurita en inercia sistemo de referenco kie la | em um referencial inercial onde o ponto esteja
punkto momente restas. Vidu [1], [9, pdg.22], | momentaneamente imével. Veja [1], [9, pag.22],
[2, pag.13], [3, pag.49], [4], [5], por detaloj. Se | [2, pag.13], [3, pag.49], [4], [5], para detalhes. Se a
la akcelo kaj la rapido de punkto estas para- | aceleracao e a velocidade do ponto sao paralelas,

lelaj, tial la propra akcelo estas [§] entao a aceleracdo prépria é [§]
d da/dt
o) = & . )
1 — (dz/dt)?

A extremidade a, cujo movimento x,(t,) foi es-
colhido em (4a), tem aceleracao prépria
Acost, .
1— A2gin?t,)3/2

La fino a, kies movado z,(t,) estas elektita
en (4a), havas propran akcelon

Ya(ta) = ( (6)

vemos que a aceleracao g, ¢ sempre finita.
Para termos a aceleracao propria g, de b usa-

ni vidas, ke la akcelo g, estas ¢iam finia.
Por koni la propran akcelon g, de b ni uzas
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ankau (5) kaj rememoras, ke v,(t;) = v4(t,) -
La kalkulo do datrigas tiel:
)
dt, ) dt,

I R N
Cdn \ o))

Car g, estas ¢iam finia, tial g, estas nefinia
nur en momentoj ¢, tiaj ke la nomanto dt,/dt,
en (7) estas nula. Uzante (4c) ni vidas, ke la
respondaj momentoj t, obeas

9v(ts)

ALcost, 4+ (1 — A%sin’t,)*? = 0.

Tio implicas cost, < 0, tial 7/2< t, < 37/2.

Ekzemple, la paro [A = 0,8;L = 2,0] en
(8) oferas solvon cost, = —0,143, ekvivalente
ta = 1,7 kaj t,o = 4,6; uzante (4c), tiuj ¢,
donas t,; = 2,0 kaj tp2 = 4,3 ; kaj uzante (4b)
ili donas xy; = xp = 4,2. Fakte en figuro 1b
ni vidas, ke la eventoj [tp1, zp | kaj [teo, Tp2 |
markas finojn de duobleco de movadoj de b,
en sistemo Sy .

3 La fizikaj okazoj

Ni volas klare elmontri la parojn [A; L] fi-
zike eblaj. Por tio, ni komence desegnas
grafikajojn de dt,/dt, kiel funkcio de t, por
pluraj paroj de valoroj de [A; L], kiel en fi-
guro 2. En tiu figuro ni vidas, ke nur subfigu-
roj 3, 6 kaj 7 havas dt,/dt, neniam nula, do
estas la nuraj fizike eblaj.

Se ni atentas la serion de subfiguroj 3 —
2 — 1 ni vidas, ke dt,/dt, unue estas nula
en subfiguro 2, en t, = m, kiam ankau
d?ty/dt,> = 0. Tiu lasta ekvacio, uzante
ty(t,) oferita en (4c), ekvivalentas

(3A% — 1 — 2A4%sin’t,)sint, = 0.

Ekvacio (9) helpas koni la fizike eblajn
okazojn.
sint, = 0 de (9), ni ricevas la hiperbolon

I —

Z )

mos também (5), e relembramos que v,(t,) =
va(ta) . O célculo entao prossegue assim:

Va(ta) dt,
) ) (i),
1 —v2(t,) 2
Como g, é sempre finito, g, serd infinito somente
nos momentos t, tais que o denominador dt,/dt,

na (7) for nulo. Usando (4c), vemos que os cor-
respondentes momentos t, obedecem

_ Yalta)
dty/dt,

(7)

(8)

Isso implica cost, < 0, entao 7/2 < t, < 37/2.

Por exemplo, o par [A =0,8; L = 2,0] na (8)
tem solucao cost, = —0,143, equivalentemente
ta1 = 1,7 e tyo = 4,6; usando (4c), esses t, dao
ty = 2,0 e tye = 4,3 ; e usando (4b) eles dao x; =
Tpe = 4,2. De fato, na figura 1b nds vemos que os
eventos [ty1, Tp1 | € [tre2, Tp2 | marcam extremidades
de duplicidade de movimentos de b, no sistema
Sop .

3 Os casos fisicos

Queremos exibir com clareza os pares [A; L] fisi-
camente possiveis. Para isso, comecamos dese-
nhando graficos de dt,/dt, contra t, para nu-
merosos pares de [A; L], como na figura 2. Nessa
figura, vemos que somente as subfiguras 3, 6 e 7
nao tém zeros de dt,/dt, , e portanto sdo as tinicas
fisicamente possiveis.

Se atentarmos a sequéncia de subfiguras 3 —
2 — 1 vemos que um zero de dt,/dt, primeiro
aparece na subfigura 2, em t, = w, quando
também d?t,/dt,> = 0. Esta tltima equagao,
usando t,(t,) dado em (4c), equivale a

(9)

A equagao (9) ajuda conhecermos os casos

Fakte, portante al (8) la solvon | fisicamente possiveis. De fato, levando a (8) a

solugao sint, = 0 da (9), recebemos a hipérbole

(10)

desegnita per kontinua linio en la centra | desenhada em linha continua no grafico central da

grafikajo de figuro 2.

La paroj [A; L] sur |figura 2. Os pares [A; L] sobre ou acima dessa



CBPF-NF-018/11

E I C dy 8
ly
21T 5 0]
&.z -1 Il — 10
x >|< X ‘-'x'\s?
0 VAN L“J

\J

Figuro 2: En la centra grafikajo estas hiperbolo L = 1/A per kontinua linio, kaj parabolo
L = (3v/3/2)(1 — A?) se A > 1/4/3 per strekita linio. Cirkatie estas 11 skizoj de la kvalite
malsimilaj grafikajoj de dt,/dt, kiel funkcio de ¢, , dissemitaj en ebeno (A;L). Nigra disketo
(e) indikas nefinian propran akcelon (dt¢,/dt, = 0). Nur grafikajoj 3, 6, kaj 7 estas fizike ebla.

Figura 2: No grafico central estdao a hipérbole L = 1/A em trago cheio, e a pardbola L =
(3v/3/2)(1 — A?) se A > 1/4/3 em traco interrompido. Em volta estdo 11 esbocos dos graficos
qualitativamente diferentes de dt,/dt, como funcao de t,, distribuidos no plano (A;L). Um
pequeno disco negro (e) indica aceleragao prépria infinita (dt,/dt, = 0). Somente os gréficos 3,

6, e 7 sao fisicamente possiveis.

all super tiu hiperbolo donas solvojn fizike
neeblajn. Por esplori la parojn sub tiu hiper-
bolo, ni bezonas konsideri la alian solvon de
9).

Tiu alia solvo estas 24%sin®t, = 342 — 1.
Gi gravas se nur A > 1/ V3 , celante ke sint,
estu reela. Uzante tiun solvon en (8), ni rice-
vas la arkon de parabolo

L33
2
montrata per la strekita linio en la centra

grafikajo en figuro 2.

Resume, la paroj [A;L] fizike ebla]
havas L < 1/A se A < 1/v/3, kaj havas
L<(3v3/2)1—-A%)sel/V3<A<1.

Ni konfirmas tiun konkludon atentante la
serion 7 — 11 — 10 — 9 — 8; tie ni
vidas, ke dt,/dt, ne nuligas en subfiguro 7,
kaj unue nuligas en subfiguro 11, kie ankau
d?ty/dt,? = 0 — vidu la du nigrajn disketojn
en tiu subfiguro. Se ni pligrandigas L, ¢iu dis-
keto tuj farigas du, kiel en subfiguro 10. Pli-

(1-4%, 1/V3<A<1,

hipérbole dao solucoes fisicamente impossiveis.
Para explorar os pares abaixo desse hipérbole,
precisamos considerar a outra solucao da (9).

Essa outra solucdo é 24%sin’t, = 3A4%2 — 1.
Ela importa somente se A > 1/ V3, para que
sint, seja real. Usando essa solucao na (8), re-
cebemos o arco de parabola

(11)

mostrada pela linha tracejada no grafico central
da figura 2.

Em resumo, os pares [A;L] fisicamente
possiveis tém L < 1/A se A < 1/y/3, e tém
L<(3v3/2)1-A%)sel/vV3<A<1.

Confirmamos essa conclusao na sequéncia
7 - 11 - 10 - 9 — 8; ali nés vemos
que dty/dt, nao tem zero na subfigura 7, e
comega a ter zero na subfigura 11, onde também
d?t,/dt > 0 — veja os dois pequenos discos
negros naquela subfigura. Se aumentarmos L,
cada disco logo se desdobra em dois, como na
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Figuro 3: Movadoj de b kaj a se A = 1/v/3 kaj L = /3. La strekitaj linioj kunigas arojn
de samtempaj eventoj en la sinsekvaj inerciaj sistemoj de referenco kie la punktoj de la rigida
stango momente restas. Ni atentas amason de apartaj eventoj ce a kiuj estas preskatl samtempaj
al evento M = [r,2A + L] de b, en tiuj sistemoj.

Figura 3: Movimentos de be a se A =1/y/3 ¢ L = /3. As linhas tracejadas conectam conjuntos
de eventos simultaneos nos sucessivos sistemas inerciais de referéncia em que os pontos da barra
rigida estejam em repouso momentaneo. Notamos um acimulo de eventos de a, finitamente
separados, que sao quase simultaneos ao evento M = [r,2A4 + L] de b, naqueles sistemas.

grandigante L, la du internaj disketoj prok-
simigas kaj fine unuigas kiel en subfiguro 9,
kie denove d?t,/dt,?> = 0 en t, = 7. Fine, se
L estas malmulte pligranda, tiu centra disk-
eto malaperas, kiel en subfiguro 8.

Ankanu la serio 6 — 5 — 4 estas interesa.
Gi okazas en vertikalo A = 1 / V3, kaj havas
d3t,/dt,?® nulan kiam t, = 7. Do ¢iuj kurboj
dt,/dt, kun A = 1/4/3 havas nulan kurbecon

en t, = m, kiel ni vidas en figuro 2.

4 Komentoj

Kelkaj klarigoj indas emfazon: la egaleco
up(ty) = va(t,) ne signifas, ke la rapidoj de a
kaj b estas egalaj en sama momento de iner-
cia sistemo Sy . Fakte, la egaleco vy(t) = v,(t)
okazas nur kiam t, = ¢, . Atentante (4c), tio
implicas t, = 0,7, 27, ... Nur en tiuj momen-
toj, la rigida stango estas senmova en Sy, el-
montrante sian propralongon L .

Subfiguro 5 de figuro 2 evidentigas, ke la

okazo A = 1/\/§ kaj L = V3 estas speciala.
La plateco de kurbo dt,/dt, en akso t, signi-

subfigura 10.  Aumentando mais L, os dois
discos interiores se aproximam e finalmente se
fundem como na subfigura 9, onde novamente
d?t,/dt,> = 0 em t, = w. Por fim, se L for um
pouco maior, esse disco central desaparece, como
na subfigura 8.

Também a sequéncia 6 — 5 — 4 é interes-

sante. Ela ocorre na vertical A = 1/v/3, e tem
nula a derivada d3t,/dt,* quando t, = 7. Entao
todas as curvas dt,/dt, com A = 1/4/3 tém cur-
vatura nula em t, = 7, como vemos na figura 2.

4 Comentarios

Alguns esclarecimentos merecem énfase: a igual-
dade vy(ty) = v,4(t,) ndo significa que as veloci-
dades de a e b sejam iguais em um mesmo mo-
mento do sistema inercial Sy. De fato, a igual-
dade vy (t) = v,(t) ocorre somente quando ¢, = t, .
Atentando a (4c), isso implica t, = 0,7, 27, ...
Somente nesses momentos, a barra rigida esta
imovel em Sy, exibindo seu comprimento proprio
L.

A subfigura 5 da figura 2 evidencia que o caso
A = 1/V3 e L = /3 é especial. O achata-

mento da curva dt,/dt, sobre o eixo t, significa
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fas amason de nulaj valoroj de d¢,/dt, ¢irkau | um actimulo de zeros de dt,/dt, perto de t, = 7.
t, = m. Fakte, figuro 3 montras, ke tiuokaze | De fato, a figura 3 mostra que neste caso muitos
multaj apartaj eventoj de fino a estas preskaii | eventos finitamente separados da extremidade a
samtempaj al evento M := [r;2A + L] ¢e b, | sdo quase simultaneos ao evento M := [r;2A+L ]|
en la sinsekvaj inerciaj sistemoj de referenco | de b, nos sucessivos referenciais inerciais em que
kie ambat a kaj b restas. ambos a e b estejam parados.

Fine indas mencii, ke la unu sola punkto Finalmente, convém mencionar que o tnico
kun harmonia movado en la rigida stango po- | ponto com movimento harmoénico na barra rigida
vus esti interna, anstatau fina. Tiu ¢i arti- | poderia ser interior, em vez de extremidade. Este
kolo estus facile adaptita por priskribi tiun | artigo seria facilmente adaptado para descrever

pli generalan okazon. esse caso mais geral.
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