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A teoria dag equagSes diferenciais realizou vérios Yrogres-
s0s importantes, nos tltimos quinze anos, em virtude de influxo de
novos umétodos e idéias. Uma bda parte do avango verificado tém gi-
rado em torno dos trabalhos de Garding, Leray, Schvwartz e sua =zc0-
la. Na presente eXpOSigg09 abordarcnos apenas alguns aspectos que
se caracterizam pelo emprego sistematico dé Analise Funcional e, -
mais particularmente, dos espagos vetoriais topolégicos, das distri
buigces e da analise harmonica. Limitar-nos-cmos as equagSes dife-
renciais parciais lineares de coeficientes constantes no Rn, nulto
embora os resultados sobre os quais iremos discorfer sejam em parte
conhecidos ou se possa naturalmente conjecturar a suas extenszo a e-
quagSes diferenciais parciais mais gerails, lineares de coeficienfes

rd ~ . . »
variaveis ou nao lineares, no R ou em variedades diferenciaveis, ou

* Expgsigao feita no "lercer Simposio sSbre Algunos Problemas Matemiticos que se
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as equagoes de convolugao, ou as equagoes diferenciais parciais em
una infinidade de Variéveis, ou aog sistemas de equaqSés, ou a ané
1ise harmonica.

Indicaremos com § a élgebra topolégica das funqaes complex-
as infinitamente diferenciaveis no R%. Representaremos com Gb‘a él
gebra topolégica das fungSes complexas infinitamente diferenciaveis
no B de suportes compactos. Notemos que @ é uma subalgebra de &
mas nac uma subélgebra topolégica. Indicaremos éom @' o espago ve
torial topolégico das distribuigaes em Bn, ou seja o dual topolégi-
co de ‘D . Gonsideremos, ta.mbém, o dual topolégico &' de &, que
sera identificado naturalmente como espa¢o vetorial ao espago veto-
rial das distribuigoes de suportes compactos em RB. Finalmente, se
jada algebra topologica das fungoes complexas infinitamente diferen
cidveis e rapidamente decrescentes no infinito em Bn. Desilgnarenos
com ! 0 dual topolégico de & sy que sera identificado naturalmente
como espago vetorial a um certo espago vetorial de distribuigoes em

R®, que sao ditas distribuicdes temperadas.

Consideremos um operador diferencial parcial O = Z. apr,
onde p = (pl,...,pn) é uma sequéncia de intelros positivos,

Patesatp p ' _

e o somatorio e finito. 0 opera sobre os espagos de funqSes ou de

distribuigoes. Suporemos U # 0.

0 aplica & sdbre & como uma aplicagao continua e aberta.
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Em virtude da teoria das eguagoes lineares nos espagos vetorials to
polégieos e da teoria da dualidade, essa asserggo.equivale a dizer-
se que @ aplica &' homeomorficamente sobre o subespago vetorial
fechado O (& ') de &', BEsses resultados foram estabelecldos por
Malgrande (1954) e, independentemente, por Ehrenpreis (1954).

O aplica 4ot sSbre @ ¥ como uma aplicagé'o contnf'.nua'_e[ aber
ta. Em virtude da teoria das equagoes lineares nos espagos vetori-
als topolégicos e da teoria da dualldade, tal assergéo e equivalen
te a afirmar-se que 0 aplica @O homeomorficamente sobre o subespa
go vetorial fechado & (M ) de ® .. Esses resultados, conjectura=
dos por Schwartz e Malgrange, foram demonstré.dos por Ehrenpreis
(1955).

Chama-se solugao elementar de © a toda distribuigao E no
R? tal que O (E) =8 , sendo 8 a medida de Dirac. & tem ac menos
uma solugéo elementar. Tal fato resulta imediatamente do teoremade
Ehrenpreis segundo o qual 8 aplica &1 sdObre @ 'y mas uma demon-
stragé.'o direta muito simples jé havia sido dada anteriormente por
Malgrange (1953); cfr Ehrenpreis (1954). Varios resultados par-
clails, devidos principalmente a Malgrange, relativos ao comportamen
to local ou global de uma solugac elementar sao conhecidos.

Recentemente , Hormander (1958) demonstrou uma conjectura ng
tural de Schwartz, segundo a qual ¢ admite sempre ao menos uma solu
950 elementar temperada. De um modo mai geral, d aplica S ¢ 2Sbre
¢f ' como uma aplicagdo continua e aberta. Pela teoria dasequagoes
lineares nos espagos vetoriais topolégicos e a teoria da dualidade,
essa assergao equivale a dizer-se que . aplica f homeomorficamen-

te sobre o subespago vetorial fechado O (eof ) de & .
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Tais resultados de Ehrenpreis, Hormander e Malgrange sEo, a
traves da transformagac de Fouriasr, caso particular do chamadoproblg
ma da divisao de distribuigbes, correspondendo a divisao de uma disw
tribuiggo.por um polinamio. Mals recentemente, Lojasiewicz (1958),
generalizando resultados prévios de Schwartz e estabelecendo uma con
jectura do préprio Schwartz, demonstrou que a divisao de uma distri-
buigao por uma funggo anal{tica real e sempre possivel, isto & aequa
950 T =¢3 admite sempre uma solug&o S, quaisquer que sejam a dig-
tribuigao T e a fungao analitica real ¢ nao identicamente nula.

A teoria classica das equagoes elfticas teve um dos seus as
petos ‘fundamentais extendido de uma maneira importante por Hormander
(1955§. Clasgicamente, se o operador for de segunda ordem, isto e
6=2 2y 9’2/ gy _‘ng mais térmos de grau 1 ¢ O, e se os coefici-
entes forem reals, entao O ¢ dito elftico quando a fdrma quadratica

Z:. aijtitj £for definida (por exemplo positiva), ou seja

qualquer que seja {ti} e Zaijtitj = 0 implicar {ti} = 0. De
um modo mais geral, retomando o caso de O de ordem gualquer m e de
coeficientes complexos, a definicao apropriada de elitieidade con-

slste em requerer que
| | aptp;eo se t #0 ,
Ipl=m

P1 Pn
...tn se

Onde ipl =,- pl + [ 3 N ] + pn Se p = (pl,oovjpn) e tp = tl
t = (tl,...,tn). Os operadores eliticos tém uma propriedade funda-
mental, que nao é caracteristica apenas desses operadores mas sim de
uma classe mais ampla, que passaremos a definir.

O ¢é dito hipo-elitico se, toda vez que J(8) =T, onde S
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e T sao distribuigdes no R® ¢ T f£or uma fungho infinitamente dife-
renciavel num aberto do R%, entso S sera também uma fungdo infinita-
mente diferenciivel nésse mesmo aberto. Um teorema bésico, Queremog
ta a Serge Bernstein, sendo um ingrediente fundamental do chamado me
‘todo da projegao ortogonal de Weyl, afirma-nos que todo operador eli
tico é hipo-elitico.
Se E £or uma solugdo elementar de O o &sse operador for hi

po-elitico, come & = 0 no conplementar da origem, entao E sera infji
nitamente diferéncidvel no complementar da origem. Reciprocamente ,
se U admitir uma solugéo elementar que seja ihfinitamente diferen-
ciavel no complementar da origem, entaoc J sera hipo—elftico. &' des
sa forma que constatamos que alguns operadores classicos 556 hipo~
elfticos, atraves de uma solugao elementar conhecida.

A caracterizacao direta dos operadores hipo-eliticos foicon

seguida por Hormander. Seja p o polinSmio em n variéveis tal que

9 2
P )

dxXp

J=np(

=

L l
) ’i

4 r.3 -~
onde o denominador i e incluildo por conveniencia. Entao

A(p) = {s €R%; p(x + g) = p(x) qualquer que seja x eRn}

& um subespago vetorial de RY. 0 polinamio D é dito completo quan-~
doe A{p) = 0, o que significa que, em térmos de qualquer base em R,
o] polinamio sempre depende de todas as variaveis. Pars que 0 seja

hipoﬁel{tico ¢ necessario e suficiente que p seja completo e que se=-
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jam satisfeitas as duas condigoes equivalentes seguintes:
(1) se &,m€R" , entdo p( & + 1 m)— « quando & — oo
e 7) permanece fixo.
(2) dado A >0, existe k > 0 tal que p( & + iv) # 0 desde que

Ey» neRY Inl<ae &[>k
Outras formas equivalentes dessas condigSes foram, tambem,

indicadas por Hormander.
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