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Nous discuterons dans cet exposé certains resultats connus et
quelques problémes ouverts de la théorie de 1tapproximation des
fonctions reelles, continues ou differentiables, dans le cas des
' algébres et modules de telles fonctions. Nous ferons cette etude
solt du point de vué de la theorie de Welerstrass, donc pour la
convergence uniforme sur tout compact, soit du point de vue plus gé
neral de la théorie de Bernstein, ctest & dire de la convergence uni

' »
fornme ponderee sur des parties non necessairement compactes.

* 2 paraitre dans les Proceedings of the International Congress of Mathematicians,
Stockholm, 1962.
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PARTIE Y: Théorig de Wetlerstrass

La theéorie de Welerstrass des fonetions reéelles continues
trouve son expression dans le theoreme classique de Weierstrass=
Stone sur la structure des sous-algabres fermees de 1'a1g§bre topo
logique 8(E) des fonctions réelles continues sur un espace unifor-
misable séparé E, muni de la topologie compacte. Ce théoreme en-
traine des conséquences sur la nature des sous-espaces vectorlels
fermes de §(E), qui sont des modules sur des sous-algebres fermees
de4(E); ou, plus généralement, sur la nature des sous-espaces vec-
toriels fermés des sommes continues d'espaces vectoriels topologl-
ques réels localement convexes separés au dessus de Ey qui sont
des modules sur des sous-algebres fermées de E(E). On est aussi
amene aux résultats suivants de synthése spectrale. Soit wun es-
pace localement convexe réel. Considerons une algébre commutative
@ d'opérateurs continus sur 2/, contenant 1toperateur identité. Sup
posons que & soit localement convexe sous @ par rapport 5. la caté=-
gorile {R} des algébres isomorpheé a l'algabre R des nombres reels
(pour la terminologie voir Nachbin [11]) et que 1les operateurs de Q
soient semblablement bornes (ce qui signifie que la topologie de %~
est determinée bar l'ensemble des semi-normes continues sur zf par
rapport a chacune desquelles tous les operateurs de @ sont bornés ).
Alors, tout sous-espace vectoriel fermé @-invariant de & maximal
est nécessairement de codimension 1. Tout sous-espace vectoriel
fermé propre (@-invariant de & est contenu dans un sous-espace veg
toriel ferme @-invariént de & maximal; et, plus précisements 11

est l'intersection de tels sous=~espaces maximaux le contenant. De
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plus, ¥ étant un sous-espace vectoriel @-invariant de @ et @
étantl!algébre d‘Opérateurs induite par 2 sur l'espace localement
convexe quotient wW=w/y, @ est alors localement convexe sous @&
par rapport a la catégorie {R} et les opérateurs de @' sont sem=-
blablement bornes. Dans les " propositions précédentes, les con-
clusions sont fausses si 1l'on omet‘l‘hypothgse que les opérateurs
de @ sont semblablement bornés} La recherche 4d'une hypothésa

plus 'générale que celle ci, pour que ces propositions restent
vrales, nous amene a la théorie de Bernsteiln. On obtient aussi
des resultats analogues dans le cas des algébres topologiques ré-
elles localement convexes par rapport a la catégorie {R}n La thég
rie de Weierstrass des fonctions réelles continuement differentia-
bles n'est pas encore achevée méme sur Rn, la différence entre ce
cas et celul des varietés différentiables etant banale. Dtautre
part, on ne voit pas encore clalrement la forme que prendra “cette
théorie sur des espaces différentiables, généralisant les varidtes
differentiables et R* en ce meme sens oﬁ les espaces uniformisa-
bles séparés généralisent les varietés topologiques et R®. Finale-
ment, 1a forme de la théorie en termes de synthése spectrale des
algébres commutatives d'operateurs continus sur des espaces localg
ment convexes et de synthése spectrale des algébres topoclogiques
localement convexes n'est pas non plus éclaircie. Rappelons des
résultats connus et quelques problémes° Placons nous sur Rn, pour
simplifier 1'exposé. Soit &™(R®) 1'algebre topologique des fonc-
tions réelles m-fols contintement différentiables sur Rn, munie de
la topologle compacte dtordre m, ou O<mcoo (les modifications ;

Introduire dans le cas m = co étant évidentes). La structure des
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idéaux fermes de ET(R™) est connue (voir Whitney [18]; voir aussi
Schwartz [17]). On peut en formuler les reésultats sous plusieurs
formes. Disons que f, ge §%(R™) sont m-tangentes au point x ¢ R"
si leurs defivées d'ordre £m au point x sont égales. ﬁ’étant un
1déal et £ un élément de E(R™), pour que f soit adhérent addans
E2(R™) 11 faut et 11 suffit que, pour tout xeR", il existe ge ¥,
m=-tangente af au point x. Ceci se reformule comme suit. Pour
tout xe R%, soit gg*l 1'ideal fermé de §™(R™) des fonctions m-plg
tes au point x, c'est a dire m~-tangentes a la fonction 0 au point
x. Ltadhérence d'un ideal 9 de EP(R®) est l'intersection des
1d6aux fermés 234.;{;1"'1 pour x € R®. En introduisant sur &€7(8") 1a
topologle simple d'ordre m, on voit que tout idéal ferme pour 1la
topologie compacte d'ordre m est aussi ferme pour la topologie
simple d'ordre m. Clest clair que tout 1déal fermé maximal est
de la forme ;lx = {fe EMR™); £(x) = 0}, pour un x < R® unique, donc
de codimension 1. Tout 1déal ferms propre de £T(B") est contenu
dans un idéal ferme maximalj; et, plus précisement, i1 est ltinter
section des idéaux fermes elementaires le contenant (Un ideal fer
me propre Y est dit éldémentaire si 1l'ensemble ordonné des idéaux
fermes contenant ;f strictement a unﬂplus petit elément: le sue-
cesseur de J). Un iddal ferme elémentaire est toujours primaire
(Un idéal ferme propre M est dit primaire si l(ensemb;e ordonne
des idéaux fermes propres contenant ¥ a un plus grané eléments:
1tunique idéal ferme maximal contenant X). Un"idé’al ferme elé-
mentaire ¥ satisfalt a ;!f:ﬂc cd, pour un x€R" unique. Tout
tdeal fermé élementaire étant de codimension finie bornée par une

valeur c(m, n), on en deduit que tout idéal ferme de E™(R"™) est
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l'intersection des ideaux fermés le contenant et de codimension au
plus égale a c(m,n)., Un autre resultat intéressant et plus recent,
obtenu a partir de ltanalyse des ideaux fermes de ‘&m(Rn), est ce-
lul d'apres lequel, pour m=o0, donc pour E(R®) muni de la topolo-
gie compacte d'ordre infini, tout jdeal engendré par un nombre fi-
nl de fonctions analytiques_rgelies est necessairement ferme (voir
Yojasiewiez [4]; voir aussi Malgrange [5] ). La nature des sous-al
gebres denses de Em(Rn}'est connue (voir Nachbin [10]; voir aussi
Mirkil [11]). Pour qu'ure partie X de &¢™(R™) engendre une  sous-
~algebre dense de E™(R™), il faut et il suffit que: (1) six,y ¢ RY,
x2A7, 11 existe fe ¥ telle que £(x)Af(y); (2) st xeR®, 1l existe
feX telle que f(x)#0; (3) si xe R® et veR®, v#0, 11 existe feX
telle que %f (x)#0 (Pour m=0, la troisieme condition est a omet-
tre. Pour m>1,ces conditlions de densite sont indépendantes de m).
On peut reformuler ce resultat de plusieurs fagons. Qétant une
sous-algabre de EB(R®), pour que @ soit dense dans E™(R®) 11 faut
et 11 suffit que @ verifie la condition biponctuelle sulvante: si
e 8™(RY), x, ye R®, il existe ge @, m-tangente a £ aux points x
et y. Une sous-algebre de & (R") est dense pour la topologie com=-
pacte d'ordre m 51 et seulement si elle 1l'est pour la topologie sip
ple d'ordre m; ceci malgré le fait qu'il soit faux que toute sous
-algebre de 8™(R") fermée pour la topologie compacte d'ordre m est
nécessairement fermée pour la topologie simple d'ordre m. Les sous
~algebres fermées maximales de &m(Rn‘) sont soit de la forme ny =

= {fe g (R™M); f(x)=f(y)} pour x, yeR®, x ¥y} soit de la forme Q. =
= {fe eRM); £(x)= 0} pour xe R®; soit de la forme O 7 {f’eﬁm(Rn);
%% (x) =0} pour xe€ RD et peRp, v# 0 (pourvau que m>»1 dans ce

dernier cas ). Elles sont toutes de codimension 1 et
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leur forme est indépendante de my si m>1. Toute sous-algébre fer
mee propre est contenue dans une sous~a1g§bre fermée maximale. IL
est faux que toute sous—alggbre fermée solt 1'intersection des
sous-algébres fermées de codimension finie la contenant, parce que
toute sous-algébre fermeée de codimension finieestausstfermée‘poufla
topologie simple dtordre m. Seules les sous=alg$bres simplement
fermées d'ordre m sont effectivement de telles intersections. A
partir de ces resultats, G étant une sous-algebre de E™(R®) conte-
nant l'unite et = étant un g@-sous module de t™(R™), on se demande
si 1'adhérence de w pour la topologie compacte d'ordre m est
identique a son adh€rence pour la topologie compacte d'ordre m seu-
lement sur les parties compactes de R™ sur chacune desquelles tou-
tes les fonctlons de @ sont des constantes. Ceci équivaut a 1tas
sertion suivante. Si fe&%RD) et si pour tout £>0 et toute par-
tie compacte KCR® sur laquelle les fonections de @ sont des cons-
tantes, il existe ge & telle que [D¥(f- g)(x)|<€ quels que soilent
x€K et ltordre de dérivation a= (dl, sooy “n) plus petit que m,
donc |a} i TR P % £m, alors f appartient a l'adhérence de W
dans&m(Rn)o Bien sur, ces enonceés restent vrais pour m= 0; et pour
m>0 1ls contiennent comme cas particuliers le théoreme sur la
structure des idéaux fermés, le théoreme sur la nature des sous-
-algébres denses, et la forme probable du théoréme analogue au thég
reme de Welerstrass-Stone pour €%(R™), TI1 faut aussi analyser les
resultats analogues a ceux déja connus  sur Rn, mais cette fois
¢l relatifs aux fonctions réelles contintiment differentiables sur
des espaces differentiables plus généraux que ceux qui sont locale-

ment difféomorphes 5 RP: citons les varietes différentiables de di-
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mension infinie (volr par exemple Lang [3]), les sous-ensembles ag
sez generaux de R (voir Glaeger [1]). oOn n'a pas une etude assez
compléte de certaines algébres topologiques de méme nature que cel
les des fonctions différentiables (voir Mirkil [g], Glasser [1],
Neumark [14], Rickart [16]), soit, par exemple, celles des fonc~
tions lipschitziennes. Quant a la forme de ces résultats en ter-
mes de synthése spectrale d'une algébre commutative Q;dloﬁérateurs
continues sur un espace vectoriel topologique reel localement con-
vexe W, contenant l'opérateur 1dentité, on est assez loin de 1la
formulation et de 15 demonstration de résultats généraux. Nous con
Jecturons le résultat suivant, contenant les theoremes des ideaux
fermes et des sous algébres fermées sur R? comme des cas particu-
liers. Soit §£+l la categorle des algebres (sans topologies) réel
les commutatives a element uhité, pures, séparées, seml-locales et
d'ordre différentiel ¢m+1 (au sens de Nachbin [11]). S1i w est 1c
calement convexe sous (3 par rapport a £%+l et s1 les Opérateurs de
@ sont semblablement bornés, alors, étant un sous-espace vecty
riel Q@-invariant de ) Cl‘l'algébre dt operateurs indulte par @
sur l'espace localement convexe quotient w'= w/v, ' sera locale-

ment convexe sous (' par rapport a la categorle £ 41 ot les ope -

m
rateurs de @' seront semblablement bornes. En particulier, si
ltalgebre topologiﬁue réelle commutative (A, a element unite, est
1ocalement convexe par rapport a £%+1, alors toute algabre topolo
glque quotiente de @ l'est aussi (dans ce cas w=@). I peut se
faire bien sur que la validite de ces resultats de stabilite par
‘passage au quotient resfe, sous cette forme,.conditionée par des

hypbthéses supplémentaires, telles que celle de dimension bornee
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pour les espaces vectoriels des formes lineaires continues m-tan-
gentes a w en chaque homomorphisme unitaire de & dans R. Quol

qu'il en soit, il y a la des problgmes intéressants a élucider.

PARTIE II: Theorie de Bernstein

La theorie de 1'approximation de Serge Bernstein est celle
de llapproximation ﬁolyﬁomiale ponderée. Soient E un espace uni-
formisable séparé et N une partie fermée de E. Indiquons par ¥ un
ensemble de fonctions reelles positives, definles et semi~continues
supérieurement.sur 13 complémentaire EN de N dans E. Indigquons
par ﬁfw-(E) ltespace vectoriel des fonctions reelles continues surE,
donc sous-espace vectoriel de G(E), des f telles que, quels que ¥
soient la fonctlon o e X et le compact KcE, on ait f(x) o(x) —0
gl x = a3, x¢ K[]EN, pour tout point ae€K(NN. Nous munirons cet
espace vectoriel de la topologie definie par la famille des semi~
-normes

£ el g = sup {If(x)lcr(x); xeKﬂEN] .
On dira . que ‘CEN(E) est un espace vectorlel topologique pondere de
fonctions réelles continues. Remarquons que le sous-espace vecto-
riel de fxﬁ(E), formé des fonctions nulles aux voisinages de N, est
dense dans £¥%y(E). Soit @une sous-algébre, contenant 1'unite,de
1'alg§bre @(EN) des fonctions reelles continues sur liouvert com
pie‘mentaire de N dans Ej et W un sous-espace vectoriel de ﬁxN(E)
tel que 1'espacs vectoi-iel ] [:N, restriction de w a [:H, solt un

C*L-module,‘ce qu'on exprimera en disant tout simpiement que W est
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un @-module. Le probleme de Bernstein consiste a chercher, sous
de telles conditions, une description de l_'adhérence de w dans
Bl:N(E). On appelera probleme de Weierstrass le cas pafticulier
ou N est vide et ¥ est réduit a la fonction constante 1; ou méme, .
plus généralement, le cas ou N est vide et % est arbitraire. On
dira que w est de type fini sous @ si ltadhérence de w  dans
83N(E) colncide avec son adhérence pour la topologie sur ng(E)
definle par les semi-normes f ——> "f"cK pour ce X et KCE com~
pact tel que les fonctions de @ solent constantes sur Kﬂ[:N. Ce~
ci équivaut a la condition suivante. Si fe@Xy(E) et si,  pour
tout € >0, pour toute oceX et pour toute partie compacte KCE tel
le que les fonctions de @ solent des constantes sur KﬂEN, il
existe ge ! telle que [f(x)-g(x)|o (x)<€ quel que soit xeK ﬂ[:,N,
alors f appartient a l'adhérence de ¢ dans Exy(E). S1 N est vide,
clest a dire pour le pf'obléme de Welerstrass, w est toujours
de type fini sous @. On peut se poser le probléme de Bernstein
striet, consistant a t;rbuver des conditions necessaires et suffisantes pour
qu'on ait la condition de type fini. Bilen que le probl?:-me de
Welerstrass solt coniplétement resolu par le théoreme de Welers-
trass-Stone, le probléme de Bernstein général ou strict reste ou-
vert en dehors de quelqlies cas partieculiers, parce qu'il donne
lieu a des questions analytiques plus fines et difficiles que cel
les posées par le probléme de Welerstrass. Ce probléme strict
est de'j;a. résolu dans des situations telles que celle ou E est la
droite réelle R compactifié par ltadjonction du point & L'infini
et N est redult au point a 1¢infini, @ étant llalgébre des poly-

A 2 L4 ”
nomes reels sur R et & ayant un generateur, en tant que (@ -modu-
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le, reel continu partout non nul (voir Pollard [15]; voir aussi
Mandelbrojt [7], Horvart [2] et Mergelyan [8] pour les questions
clasgiques). Des conditions suffisantes ge'ne'rales sont © connues
(voir Malliavin [€], Nachbin [12], [13]). Citons le resultat sui
vant, lequel reflete les 1liens entre le probleme de Bernstein
~dont nous nous occupons, les fonctions quasi-~analytiques et 1le
theoreme de Denjoy~Carleman. Supposons que, pour toute semi-norme:
continue «sur ¥Xy(E), w soit contenu dans 1'adhérence dans Bxy(E)
du @Q-module engendré par l'ensemble des wewtels que @ soit con-

tenue dans l'adherence dans Q(EN), muni de la topologle compacte,

de l'algébre"engendre'a par les f ¢ (3 verifiant la condition

= e -t
=+ 00,
myy V()

Alers west de type finl sous @. On en dedult que, si > a un seul
générgteur wy en tant gue @-module, partout non nul, et si, pour
ee w et pour toute semi-norme continue « sur Exy(E), 1'ensemble
des fc @ satisfaisant a la condition de divergence oi-dessus est
separant sur E, alors w est dense dans %’:f,N(E). Remarquons qu'il
suffit de falre toutes ces considérations dans le cas particulier
ou E est compact, Alors, en changeant de notatien, oclest-a direen
sppelant E llespace localement compact (N, ce qui quivaut a rélé-
guer N & 1'infini, on peut reformuler les notlens et résultats pre
aedents sur un espace localement compact E, ou sont definles - tou-
tes les fonetlons de ¥, @Q et w, l'ensemble N disparraisant des oon
siderations. Terminons avec le cOmmentaire suivant. Les deux par

ties de cet expose sont des cas particullers d'une meme question,&
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savoir le probléme de Bernstein pour les fonctions continuement

differentiables. Jusqu'au présent, trés peu de choses ont ete

ecrites sur ce chapitre important de la theorie de ltapproximation.
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