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1. Ktant donnee une collection @ d'ensembles, on dit que QA a la
propriété d' intersection binaire s'il n'existe aucune sous-coilec-
tion non vide 3 de Q telle que 1’ intersection de ® soit vide et
1' intersection de deux elements arbitraires de 8 soit non vide
(voir [6] et [7, p. 30]). IL'exemple typique est celui de la col-
lection des interv;alles fermes non vides [a, b] = {x; asxc<bfdun
ensemble complé’tement reaticule N c"est-a-dir_e d'un ensemble ordonne
ou toute partie non vide majorepe, resp. _minorée, admet une  borne

superisure, resp. inferieure (comparetr avec |7, Lemme 3, p. 37 ).

On explicitera, dans la presente note, une deéemonstration
du résultat suivant, conjecture pour la premiere fois dans [6] e
[75 p. 28 et (1), p. 45]. Ce theoreme se trouve énonce dans (85
(1), p. 346] .

# ) paraitre aux ANATS DA ACADEMIA BRASILEIRA DE CIENGCIAS.
%% Actuellement professeur a la Paculte des Sciences de 1'Université de Paris.




220

’

TEEOREME. & gtant un espace vectoriel topologzlque reel locale-
Wﬁwww}_m
de & telle que la gollection des AA+x, pour A>0 réel et xc &,

2. Avant 4'indiquer 1la démonstration de ce théoréme, rappelons

deux resultats connus qu'on utilisera.

(%) Pour qu'un espace vectoriel norme reel ¥ solt iso-
morphe au sens vectoriel normé a 1 espace de Banach G(X) des fong
tions réelles continues sur un espace compact et stonien X, 11
faut et il suffit que la collection des boules fermeées de ¥ ait
la propriete d'iﬁtersection binaire, un espace stonien, ou extre-
mement disconnexe, etant un espace uniformisable séparé tel que
1'ensemble ordonns des fonctions réelles continues sur lui  soit
completement reticulé (voir [10] et [4]). Les étapes de la demong
tration connue de cette proposition sont les suivantes. Si X est
un'espace compact et stonien, la collection des boules fermées de
€(X) a la propridte d' intersection binaire, d'apres 1'exemple ty
pique c¢i-dessus. Récipfoquement, si la collection des boules feyr
mees de ¥ a la propriete a°imtersection binaire, alors, d'apres
[1, Theorem 2, §4, p. 430], chaque boule fermée de ¥ possede au
moins un point extrémal. Donc [7, Theorem 4, p. 43] entralne que
¥ est isomorphe a 1'espace ¥(X) sur un espace compact et stonien
X. On pourrait, aussi, etablir cette réciproque en remarduant que,

d'aprés-[?, Theorem 1, p. 30], gfposséde la propriéﬁé d' extension,
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donc, en vue de [5, Theorem, p. 323], ¥ est isomorphe a 1! espace

©(X) sur un espace compact et stonien X.

(B) Pour que toute boule fermee de 1'espace de Banach
©(X) des fonctions reelles continues sur un espace compact X soit
1' enveloppe fermee convexe de 1'ensemble de ses points extrémaux,
11 faut et il suffit que X soit totalement disconnexze, c¢'est-a-dl
re que les parties simultanément ouvertes et fermées de X forment
une base de sa topologie. ILa démonstration de cette assertion est

classique et facile.

Passons, aprgs ces préliminaires, 5. la preuve du theo~
reme 1ndiqué o Solent & et A satisfaisant auit conditions impo-
sees dans -sons énoncé. Nous pouvons supposer A non vide. Il en
resulte que A possade un centre de symétr‘ie. En falt, envigageons

les deux collections suivantes
{a+x; xea} , {AA+x; AcR, A>0, xeé},

dont la premiére est une sous-collection de la deuxiame., Deux éle-
ments arbitraires de cette sous-collection ont une intersection non

vide, comme il resulte de

X, +Xq =x1+x2€(A+x1)n(A+x2) pour Xy, X, € A.

Done, d'aprgs 1la propriéte’ d'intersection binaire pour 1la deuxiéme
collection, la sous-collection indiquée a une intersection non vi-
de, ce qui signifie qu'il existe t tel que teA+x pour tout x e A
ety par suite, t/2 est un centre de symetrie de A (qu falt que A
est bornée, 1l en resulte que t est unique, mais nous n‘'auronsg pas

a utiliser cecl). Cette remarque nous permet de limiter nos consji
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derations am eas ou l'origine est un centre de symétrie de A. Soit
¥ le sous=-espace vectoriel de 3engendr§ par A et norme de fagon que
A soit sa boule fermée de centre a 1'origine et rayon unité, ce
qui est possible d'une fagon unique parce que A engendre ¥ etest
convexe , symétrique par rapport a 1'origine, bornee et fermée dans
&, On peut, alors, appliquer le resultat (ot) ci-dessus et dire que
¥ esgt isomorphe au sens vectoriel norme a 1'espace de Banach &(X)
sur un espace compact et stonien X, lequel, par suite, est totale=-
mente disconnexe. Il ne reste gu'a appliquer le resultat (B) ei-
dessus pour terminer la demonstration du théoréme, parce gque, A e-
tant bornde dans &, la topologie induite sur ¥ par & est moins
fine que celle de la norme de ¥, et; d'autre part, A est fermee

dans _ﬁ .

Remarduons, en passant,; que 1' hypothé'se que A soilt fer-
mee dans & ne decoule ras des autres conditions imposé'es dans 1' -
nonecé du théoreme gqu'on vient d'etablir. Il suffit, pour le voir,
de cons:lde'rér un espace compact et stonien infinl X, ainsi que la
topologie faible sur % (X) définie par un sous-espace vectoriel sg‘
parant du dual de ¥(X) mals tel que les boules fermees de rayens
strictement positifs de ¥€(X) ne solent pas fermees pour cette to-
pologie faible: & est alors ¥(X) muni de cette topologie faible
et A est une boule fermée de ¥(X) de rayon strictement  positif.
Par contre, si A possede un interieur non-vide et satisfalt | aux
conditions de 1'énoncé du theoreme, sauf eventuellement 1 hypothe -
se d'etre fermefe, alors automatiquement & est un espace de Banéch_

et A est fermeée, comme 1l est aise de le constater.
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3. La propriété d' intersection binaire entraine la propriété dtip
tersection finje. Comme il est classique, celle-ci signifie la
chose suilvante. FEtant donnée une collection (Q.d:ensembles, on
dit que Gla.la.propriété d'intersection finle s'il niexiste aucune
sous-collection non vide (3 de @ telle 1'intersection de B soit
vide et 1'intersectlon de toute sous-collection finie non vide de
(3 soit non vide. Or, 1l'analogie frappante entre le,théoréme de
Krein-Milman [2] et le théoréme cil-dessus nous améne 3 conjecturer
1'existence d'un reésultat plus général, contgpant ces deux la com-
me des cas particuliers (voir [8;'(1), p. 436]). Une forme preci-
se de cette conjecture 5 examiner est la sui%anté; f;étant un espa
ce vectoriel topologique réel localement con&exe séparé, sl A est
une partle convexe bornge et fermée, disons meme compléte, de 5,
telle que la collection des AA+x, pour A >0 reel et xe &, ait
la propriété d'intersection finie, alors A est 1'enveloppe fermee
convexe de l'ensemble de ses points extrémaux, A notre connalssan
ce, la validite de cette conjecture reste a elucider. Une démons-
tration directe du théoreme établit ci~dessus,y suivant l'esprit de
celles du théoreme de Krein-Milman et de [1, Theorem 2, §4, p.430|,
seralt souhaltable au point de vue de 1'etablissement de la conjeg
ture cil-~dessus ou d‘une de ses variéntes plausibles. Remarquons
que cette conjecture niest pas sans rapport avec 1l'analogue de di-
mension infinie de [8, (8), p. 438]: en fait, si le résultat_'con-
jecturé est faux, il reste a examiner le méme énoncé, avec la pro-
priété d'intersection n-aire, pour en entier n 2 donné, a la pla~

ce de la propriete d'intersection finie.
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D'autre part, quand ¢ est de dimension finie, il est
connu [7, Theorem 3, p. 43] que A satisfalt aux conditions du thé
oréme demontre dans cette note si et seulement si A est un paral-
lélépipédee Or, Nagy [9, Satz, p. 1'?0] a remarqué que cecl reste
vral s1 1'on se limite au cas A= 1, ¢! est-a—dire i 1'on suppose
seulement que la collection des A+x, pour xc &, a la proprigté
d’ intersection binaire, ce qui nous amene a examiner aussi la va-
1idité du théoreme de cette note et de la conjecture ei-dessus en

prenant A= 1.

Finalement, 1l convient de dire que le theoreme etablit
lci et la conjecture enoncée ne sont pas sans rapport avec les

travaux de Choquet [3].

* Kk X

BIBLIOGRAPHIE

1. N. ARONSZAJN & P. PANITCHPAKDI, Extension of uniformly continuous trans-
formation and hyperconvex metric spaces, Pacific Journal of Mathematics,
vol. 6 (1956).

2, N. BOURBAKI, Espaces vectoriels topologiques, Chaps I & II, Paris (1953).

3. G. CHOQUET, Existence et unicité des représentagions integrales au moyen
dg¢s pointe extremaux dans les cones convexes, Seminaire Bourbaki, 9 an-
nee (1956/1957).

4. J. DIXMIER, Sur certains espaces considéres par M, H., Stone, Summa Brasi-
liengis Mathematicse, vol. 2 (1951).

5 Je Lo KELLEY, Banach spaces with the extension property, Transactions of
the American Mathematical Society, vol. 72 (1952).

6. L. NACHBIN, On the Hahn-Banach theorem, Anais de Academia Brasileira de

Ciencias, vol. 21 (1949).

7. L. NACHBIN, A theorem of the Hahn-Banach type for linear transformations,
Transactions of the American Mathematical Society, vol. 68 (1950),

8. L. NACHBIN, Some problems in extending and lifting continuous linear trang
formations, Proceedings of the Internatiohal Symposium on Linear Spaces,
1960, Hebrew University of Jerusalem (1961).

9. B, 8z. NAGY, Ein Satz uber Parallelverschiebungen konvexer Korper, Acta
Scientiarum Mathematicarum, vol. 15.(1953).

10. M, H. STONE, Boundedness properties in function-lattices, Canadian Journal
of Mothematics, vol. 1 (1949).



