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Resumo

Em uma álgebra de Lie n-dimensional, valores numéricos aleatórios são atribúıdos
por computador a n(n− 1) constantes de estrutura selecionadas por especificado critério.
Então um algoritmo é criado, que calcula sem ambiguidade as demais constantes sujeitas
às condições de Jacobi. Diferentemente dos outros, este algoritmo é apropriado mesmo
para computador pessoal pequeno.

En n-dimensia algebro de Lie, hazardaj numeraj valoroj estas asignitaj per komputilo
al n(n−1) speciale elektitaj konstantoj de strukturo. Tiam algoritmo estas kreita, kalku-
lante senambigue la ceterajn konstantojn obeante kondiĉojn de Jacobi. Malsimile al aliaj
algoritmoj, tiu ĉi taŭgas eĉ al malpotenca komputilo.

1 Enkonduko 1 Introdução

Bonkonate, bazaj vektoroj ei de Como é bem conhecido, os vetores de base ei de
n-dimensia algebro de Lie obeas regulon uma álgebra de Lie n−dimensional obedecem
[1, paĝo 383] uma regra [1, pág. 383]

[ei, ej]− = Cij
kek , (1)

kie indicoj varias de 1 al n, kaj kie konstan- onde os ı́ndices variam de 1 a n, e onde as cons-

toj de strukturo Cij
k estas antisimetriaj en tantes de estrutura Cij

k são antissimétricas nos

malsupraj indicoj: Cij
k = −Cji

k. Tiu anti- ı́ndices inferiores: Cij
k = −Cji

k. Essa antis-
simetrio permesas skribi nur konstantojn simetria permite-nos escrever somente as cons-

Cij
k havantaj i < j. Plue, ili devas obei tantes Cij

k com i < j. Ademais, elas devem
kondiĉojn de Jacobi obedecer às condições de Jacobi

Cij
lCkl

m + Cjk
lCij

m + Cki
lCjl

m = 0 . (2)
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Tiuj kondiĉoj estas antisimetriaj en la 3 indi- Essas condições são antissimétricas nos 3 ı́ndices
coj i, j, k, do ili agas se nur n ≥ 3. i, j, k, portanto elas atuam somente se n ≥ 3.

Se n = 1, tiam la algebro havas nur 1 Se n = 1, então a álgebra tem apenas 1 vetor
bazan vektoron, kaj ĝia nura konstanto de de base, e sua única constante de estrutura seria

strukturo estus C11
1, nula. C11

1, nula.
Se n = 2, tiam 2 konstantoj de strukturo Se n = 2, então duas constantes de estrutura

povas ekzisti, sendependaj kaj ne-nulaj: C12
1 podem ocorrer, independentes e não-nulas: C12

1

kaj C12
2. e C12

2.
Se n = 3, tiam 9 ne-nulaj konstantoj de Se n = 3, então 9 constantes de estrutura

strukturo povas ekzisti: C12
m, C13

m, C23
m, não-nulas podem ocorrer: C12

m, C13
m, C23

m,
kun m = 1, 2, 3 . Tamen la 3 kondiĉoj de Ja- com m = 1, 2, 3 . Porém as 3 condições de Ja-
cobi cobi

C12
kC3k

m + C23
kC1k

m + C31
kC2k

m = 0 , m = 1, 2, 3 (3)

reduktas tiujn 9 konstantojn al nur 6 sende- reduzem aquelas 9 constantes a apenas 6 inde-
pendaj. pendentes.

Se n = 4, tiam 24 ne-nulaj konstantoj de Se n = 4 então podem ocorrer 24 constan-
strukturo povas ekzisti: C12

m, C13
m, C14

m, tes de estrutura não-nulas: C12
m, C13

m, C14
m,

C23
m, C24

m, C34
m, estante m = 1, 2, 3, 4. Kaj C23

m, C24
m, C34

m, sendo m = 1, 2, 3, 4. E as
la kondiĉoj de Jacobi nun estas 16: condições de Jacobi agora são 16:

C12
kC3k

m + C23
kC1k

m + C31
kC2k

m = 0 , (4)

C12
kC4k

m + C24
kC1k

m + C41
kC2k

m = 0 ,

C13
kC4k

m + C34
kC1k

m + C41
kC3k

m = 0 ,

C23
kC4k

m + C34
kC2k

m + C42
kC3k

m = 0 ,

kun m = 1, 2, 3, 4. Ni povus pensi, ke tiuj 16 com m = 1, 2, 3, 4. Nós podeŕıamos pensar que
kondiĉoj reduktas la 24 konstantojn de struk- essas 16 condições reduzem as 24 constantes de
turo al nur 24 − 16 = 8 sendependaj, sed estrutura a somente 24−16 = 8 independentes,
tio ne veriĝas. Fakte, nur 12 el tiuj kondiĉoj mas isso não é verdade. De fato, somente 12
estas sendependaj, tiom reduktante de 24 al daquelas condições são independentes, assim re-
24−12 = 12 la nombron de sendependaj kon- duzindo de 24 para 24 − 12 = 12 o número de
stantoj de strukturo. constantes de estrutura independentes.

Tiu ĉi artikolo montras, ke en n-dimensia Este artigo mostra que, em uma álgebra de
algebro de Lie, la plejgranda nombro de Lie n−dimensional, o número máximo de cons-
konstantoj de strukturo kies numerajn val- tantes de estrutura cujos valores numéricos se
orojn oni povas hazarde asigni estas n(n− 1). pode arbitrariamente designar é n(n− 1). Para
Por tio, ni prezentas algoritmon malkovrante tal, apresentamos um algoritmo que descobre
neambigue la pluajn 1

2
n(n − 1)(n − 2) kon- sem ambiguidade as restantes 1

2
n(n− 1)(n− 2)

stantojn de strukturo, kondiĉe ke tiuj n(n−1) constantes de estrutura, contanto que aquelas
konstantoj estas konvene elektitaj. n(n−1) constantes sejam convenientemente es-

colhidas.
Antaŭe verki la okazon de arbitra n, la sek- Antes de trabalharmos o caso de n ar-

vanta sekcio analizas detale la okazon n = 4. bitrário, a seção seguinte analisa em detalhe
Tiu analizo montras kiel sinsekvaj sistemoj de o caso n = 4. Essa análise mostra de que modo



CBPF-NF-013/11 3

n linearaj ekvacioj por n variabloj aperas kaj sucessivos sistemas de n equações lineares para
estas solvitaj, laŭlonge la algoritmo. n incógnitas surgem e são resolvidas, ao longo

do algoritmo.

2 Se n = 4 2 Se n = 4

Ni interkonsentas la jenan notacion por kon- Nós convencionamos a seguinte notação para as
diĉoj de Jacobi: condições de Jacobi:

Jabc
m :=

(
Cab

kCck
m + Cbc

kCak
m + Cca

kCbk
m = 0

)
; (5)

kaj ni profitas ilian antisimetrion por uzi nur e aproveitamos a antissimetria delas para usar-
ekvaciojn Jabc

m kun a < b < c. mos somente as equações Jabc
m com a < b < c.

Ni vidu kio okazas en 4-dimensia alge- Vamos ver o que ocorre em uma álgebra
bro de Lie se ni asignas hazardajn numerajn de Lie 4-dimensional se designarmos valores
valorojn por konstantoj de strukturo havante numéricos aleatórios para as constantes de es-
malsupran indicon 1. Tiam la 12 konstantoj trutura contendo um ı́ndice inferior 1. Então as

C1j
k kun j = 2, 3, 4 kaj k = 1, 2, 3, 4 estos 12 constantes C1j

k com j = 2, 3, 4 e k = 1, 2, 3, 4
numeroj, ekde tie ĉi. serão números, a partir de aqui.

Skribu la 4 ekvaciojn J123
m: Escreva as 4 equações J123

m:

J123
1 : α0 + αmC23

m + α5C24
1 + α6C34

1 = 0, (6)

J123
2 : β0 + βmC23

m + β5C24
2 + β6C34

2 = 0,

J123
3 : γ0 + γmC23

m + γ5C24
3 + γ6C34

3 = 0,

J123
4 : δ0 + δmC23

m + δ5C24
4 + δ6C34

4 = 0,

kie m = 1, 2, 3, 4 kaj grekaj simboloj estas nu- onde m = 1, 2, 3, 4 e os śımbolos gregos são
meroj. Ni rimarkas, ke tiuj 4 ekvacioj estas números. Notamos que essas 4 equações são

linearaj por ĉiuj konstantoj Cij
k kun i 6= 1. lineares em todas as constantes Cij

k com i 6= 1.
Ni solvas tiujn 4 ekvaciojn J123

m por la 4 kon- Resolvemos essas 4 equações J123
m para as 4

stantoj C23
m. Tiuj ĉi fariĝas linearaj kombi- constantes C23

m. Estas se tornam combinações
noj de la 8 konstantoj C24

m kaj C34
m: lineares das 8 constantes C24

m e C34
m:

C23
1 = ε0 + εmC24

m + εm+4C34
m, (7)

C23
2 = η0 + ηmC24

m + ηm+4C34
m,

C23
3 = ι0 + ιmC24

m + ιm+4C34
m,

C23
4 = κ0 + κmC24

m + κm+4C34
m,

kie m = 1, 2, 3, 4 kaj grekaj simboloj estas nu- onde m = 1, 2, 3, 4 e os śımbolos gregos são
meroj. Ni metas esprimojn (7) de C23

m en la números. Levamos as expressões (7) de C23
m

4 ekvacioj J124
m, kaj refoje ricevas linearecon às 4 equações J124

m, e obtemos novamente line-
por C24

p kaj C34
q: aridade em C24

p e C34
q:
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J124
1 : λ0 + λmC24

m + λm+4C34
m = 0, (8)

J124
2 : µ0 + µmC24

m + µm+4C34
m = 0,

J124
3 : ν0 + νmC24

m + νm+4C34
m = 0,

J124
4 : π0 + πmC24

m + πm+4C34
m = 0,

kie m = 1, 2, 3, 4 kaj la grekaj simboloj es- onde m = 1, 2, 3, 4 e os śımbolos gregos são
tas numeroj. Ni solvas tiujn 4 ekvaciojn por números. Resolvemos estas 4 equações para
ricevi la 4 variablojn C24

m, kiuj fariĝas lin- obter as 4 variáveis C24
m, que se tornam com-

earaj kombinoj de la 4 variabloj C34
m: binações lineares das 4 variáveis C34

m:

C24
1 = ρ0 + ρmC34

m , C24
2 = σ0 + σmC34

m, (9)

C24
3 = τ0 + τmC34

m , C24
4 = φ0 + φmC34

m,

kie m = 1, 2, 3, 4 kaj la grekaj simboloj estas onde m = 1, 2, 3, 4 e os śımbolos gregos são
numeroj. Fine, ni metas tiujn kombinojn de números. Finalmente, levamos essas com-
C34

m en la 4 kondiĉoj de Jacobi J134
m, kaj binações de C34

m nas 4 condições de Jacobi
solvas la linearajn ekvaciojn. Tiel ni ricevas J134

m, e resolvemos as equações lineares. Assim
la numerajn valorojn de la 4 konstantoj C34

m. obtemos os valores numéricos das 4 constantes
Sekve, ni returne kalkulas la valorojn de C24

m C34
m. Em seguida, obtemos retroativamente os

uzante (9), kaj de C23
m uzante (7). valores de C24

m usando (9), e os de C23
m usando

(7).

Oni vidas, ke la serio de la algoritmo por Vê-se que a sequência do algoritmo para
n = 4 estis n = 4 foi

{C1j
m} → J123

m → C23
m → J124

m → C24
m → J134

m → C34
m , (10)

kaj la serio de finaj kalkuloj de dependaj kon- e a sequência de cálculos finais das constantes
stantoj de strukturo estis de estrutura dependentes foi

C34
m → C24

m → C23
m . (11)

Se ni metas la 12 numerajn valorojn asig- Se levarmos os 12 valores numéricos de-
nitaj por konstantoj C1j

m, kaj la 12 numerajn signados às constantes C1j
m, e os 12 valores

valorojn ricevitajn por la aliaj Cij
m, en iu ajn numéricos obtidos para as demais Cij

m, em
el la 4 kondiĉoj de Jacobi ne uzitaj, J234

m, ni qualquer das 4 condições de Jacobi não usadas,
ricevos 0 = 0. J234

m, obteremos 0 = 0.

3 Por arbitra n 3 Para n arbitrário

Kondiĉoj de Jacobi (5) estas kvadrataj en As condições de Jacobi (5) são quadráticas nas
konstantoj de strukturo. Tial, ricevi numer- constantes de estrutura. Assim, obter os valores
ajn valorojn de konstantoj de n-dimensia al- numéricos das constantes de uma álgebra de Lie
gebro de Lie, ekde numeraj valoroj de kelkaj n-dimensional, a partir dos valores numéricos
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konstantoj hazarde elektitaj, estas longtempa de algumas constantes escolhidas ao acaso, é
verko, ordinare. Tamen, antaŭa sekcio suges- um trabalho demorado, em geral. Entretanto,
tas simplan kaj efikan algoritmon por, poste a seção anterior sugere um algoritmo simples e
konvena elekto de preciza nombro de konstan- eficiente para, depois de uma escolha apropri-
toj, ricevi la numerajn valorojn de ceteraj ada de certo número de constantes, se obter os
konstantoj. valores numéricos das demais constantes.

En tiu algoritmo, unue ni aranĝas la Nesse algoritmo, nós primeiro ordenamos as
konstantojn de strukturo Cab

m laŭ ordo constantes de estrutura Cab
m por ordem cres-

pligrandiĝanta en la malsupraj indicoj: cente nos ı́ndices inferiores:

C12
m, C13

m, ... , C1n
m, C23

m, C24
m, ... , C2n

m, ...... , C(n−1)n
m , (12)

kaj simile aranĝas la kondiĉojn de Jacobi e semelhantemente ordenamos as condições de
Jabc

m: Jacobi Jabc
m:

J123
m, J124

m, ... , J12n
m, J134

m, ... , J13n
m, ...... , J1(n−1)n

m. (13)

Ekde tie ĉi, la algoritmo procedas kiel A partir daqui, o algoritmo prossegue como
en antaŭa sekcio: unue ni faras komputilon na seção anterior: nós primeiro fazemos um
asigni hazardajn numerajn valorojn por la computador atribuir valores numéricos aleató-
n(n − 1) konstantoj de strukturo C1b

m, kaj rios para as n(n − 1) constantes de estrutura
metas tiujn valorojn en la n ekvacioj de Ja- C1b

m, e levamos esses valores às n equações de
cobi J123

m. Poste ni solvas tiujn linearajn ek- Jacobi J123
m. Depois resolvemos essas equações

vaciojn por la n variabloj C23
m, kaj tiel pluen. lineares para as n variáveis C23

m, e assim por
diante.

Do la serio de la algoritmo estas A sequência do algoritmo é então

{C1b
m} → J123

m → C23
m → J124

m → C24
m → ...→ J12n

m → C2n
m → J134

m → C34
m →

(14)
→ J135

m → C35
m → ...→ J13n

m → C3n
m → ... ...→ J1(n−1)n

m → C(n−1)n
m .

Havante la numerajn valorojn de konstan- Tendo os valores numéricos das constantes
toj C(n−1)n

m, ni sekve kalkulas la valorojn de C(n−1)n
m, nós calculamos sequencialmente os

ceteraj konstantoj en inversa ordo: valores das demais constantes na ordem inversa:

C23
m ← ...← C(n−3)(n−1)

m ← C(n−3)n
m ← C(n−2)(n−1)

m ← C(n−2)n
m ← C(n−1)n

m. (15)

Por kontroli, ni metas valorojn de la sende- Para conferir, nós levamos os valores das
pendaj kaj dependaj konstantoj en iu ajn ek- constantes independentes e dependentes a qual-
vacio de Jacobi Jabc

m kun a 6= 1; ni devas quer das equações de Jacobi Jabc
m com a 6= 1;

ricevi 0 = 0. devemos obter 0 = 0.
Tiu ĉi algoritmo evidentigas, ke la maksi- Este algoritmo evidencia que o número

muma nombro de sendependaj konstantoj de máximo de constantes de estrutura indepen-
strukturo de n-dimensia algebro de Lie, kaj dentes em uma álgebra de Lie n-dimensional, e
la responda nombro de dependaj konstantoj, o correspondente número de constantes depen-
estas dentes, é
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n(n− 1) , nCn
2 − n(n− 1) =

1

2
n(n− 1)(n− 2) , (16)

respektive. Ankaŭ, la nombro de sendependaj respectivamente. Ainda, o número de condições
kaj dependaj kondiĉoj de Jacobi estas, respek- de Jacobi independentes e de dependentes é,
tive, respectivamente,

1

2
n(n− 1)(n− 2) , nCn

3 − 1

2
n(n− 1)(n− 2) =

1

6
n(n− 1)(n− 2)(n− 3). (17)

4 Komentoj 4 Comentários

La algoritmo prezentita tie ĉi solvas sinsekve, O algoritmo aqui apresentado resolve sucessi-
1
2
(n−1)(n−2) foje, sistemojn de nur n linearaj vamente, 1

2
(n− 1)(n− 2) vezes, sistemas de so-

ekvacioj por n variabloj. Tiu algoritmo multe mente n equações lineares para n variáveis. Esse
taŭgas al persona komputilo, eĉ de malgranda algoritmo é bem apropriado para computador
kapablo. pessoal, mesmo de pequena capacidade.

Vere, estas maniero matematike pli rekt- Em verdade, há um modo matematicamente
metoda por ricevi la konstantojn de strukturo mais direto para se ter as constantes de estru-
pendantaj de la n(n− 1) konstantoj, elektitaj tura dependentes das n(n − 1) constantes es-
kiel ni faris tie ĉi. Tiu alia maniero profitas, colhidas como fizemos aqui. Esse outro método
ke ĉiuj 1

2
n(n − 1)(n − 2) ekvacioj J1bc

m estas aproveita que todas as 1
2
n(n−1)(n−2) equações

linearaj por ĉiuj 1
2
n(n− 1)(n− 2) konstantoj J1bc

m são lineares para todas as 1
2
n(n−1)(n−2)

Cab
r kun a > 1. Do, se la n(n− 1) konstantoj constantes Cab

r com a > 1. Então, se as
C1b

r estas donitaj, tiu alia maniero bezonas n(n−1) constantes C1b
r forem dadas, este outro

solvi nur 1 sistemon de 1
2
n(n − 1)(n − 2) lin- modo precisa resolver somente 1 sistema de

earaj ekvacioj. Malfeliĉe, se n estas granda, 1
2
n(n − 1)(n − 2) equações lineares. Infeliz-

tiu elefanta kalkulâo ordinare estas pluen la mente isto geralmente está além da capacidade
kapablo de disponebla persona komputilo. do computador pessoal dispońıvel.
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