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Resumo

O objetivo deste texto1 é abordar os prinćıpios conceituais básicos da área de Redes complexas,

também conhecida como Redes de Conexão ou simplesmente Redes. Este texto será utilizado no

curso de mesmo nome da VII Escola do CBPF.

1 Introdução

A cerca de duas décadas, o ambiente acadêmico passou a dar grande importância aos sistemas comple-

xos, em particular às redes de conexões ou redes complexas. Redes, elas estão por todos os lados. Diversas

estruturas organizadas em redes estão presentes em nosso cotidiano, e.g., as redes de distribuição elétrica,

redes sociais, redes rodoviárias, redes de computadores, redes de neurônios, etc.

Até recentemente os estudos de sistemas em redes eram principalmente descritos por uma área da

matemática chamada teoria dos grafos. A falta de dados experimentais de tais sistemas levavam a uma

abordagem por meio de uma estrutura aleatória, conhecida por random-graphs networks. As primeiras

análises de estruturas em redes foram introduzidas por Erdös e Rényi [ER59][ER60] em meados de 1960.

O modelo proposto na época consistia de nós interconectados entre si com probabilidade p. Através desse

tipo de consideração uma rede aleatória segue uma distribuição de Poisson, fazendo com que seja raro

encontrar nós com concentração de conexões ou muito grande ou muito pequena.

Vários trabalhos relativos a redes complexas seguiram esta linha sempre encontrando uma dificuldade

comum que era a dificuldade experimental de obter dados e testar suas teorias e seus métodos. Como

obter o mapeamento de conexões de nossos neurônios? Como verificar se os modelos se aplicam a rede de

conexões aéreas? Como simular e comparar o crescimento de uma colônia de bactérias ou de formigas?

Tudo era posśıvel somente com redes pequenas, com poucos nós e conexões.

A Internet, com o advento do ambiente web, com suas páginas com hipertexto2, que ligam outras

páginas que por sua vez se conectam a outras tantas e assim por diante, revelou-se uma rede complexa,

de tamanho grande e crescente e o mais importante, neste caso, pasśıvel de gerar imensas quantidades de

dados com facilidade.

Sendo assim, a Internet passou a ser uma excelente rede complexa para estudo, pois além de permitir

que teorias, modelos e técnicas fossem desenvolvidas e testadas, a extensão disto para outras redes mais

inacesśıveis, de dif́ıcil aquisição de dados tais como rede de neurônios ou rede sociais, é imediata. A

Internet se tornou o objeto de estudo de laboratório para pesquisa na sub-área Sistemas Complexos da

F́ısica Estat́ıstica.

1É parte integrante da tese de doutoramento do mesmo autor intitulada ”Caracterização de Redes Complexas - Aplicação
à Modelagem Relacional entre Sistemas Autônomos da Internet”, Instituto Politécnico da Universidade do Estado do Rio
de Janeiro - IP/UERJ, março de 2007.

2Hipertexto é um texto organizado em forma de rede de itens ou módulos de informação interligados entre si, permitindo
ao usuário “navegar” seguindo sua própria seqüência de estudo.
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2 Redes de Conexão

Redes complexas, redes de conexâo, redes sociais ou simplesmente redes, é uma recente área interdis-

ciplinar que envolve o formalismo matemático da Teoria dos Grafos e a análise baseada em ferramentas

da Mecânica Estat́ıstica. Uma rede é um conjunto de elementos que são associados a nós ou vértices

cuja ligação entre si se dá por meio de uma aresta. Uma maneira intuitiva de trabalhar com redes é

utilizar a matriz adjacência M [i, j] caracteŕıstica do sistema, onde os ı́ndices i e j representam os nós e

os elementos de matriz mij representam as ligações entre os nós, as arestas. As ligações podem ser uni-

direcionais, bidirecionais ou sem direção, caso da matriz simétrica. Podem ainda ser simples, a(i, j) = 1

ou a(i, j) = 0, ou com pesos diferenciados, a(i, j) ∈ ℜ.

É comum se considerar o trabalho de Leonhard Euler, em 1735, em St. Peterburg, que resolveu o

chamado problema das pontes de Königsberg (Prússia, no séc. XVIII), como sendo o ponto inicial da

ciência das redes. Nesta cidade, atualmente Kaliningrado, Rússia, formada por duas grandes ilhas, haviam

sete pontes ligando-as. Se discutia na época se seria posśıvel fazer um percurso passando por todas as

pontes uma única vez. Apesar da cultura local, Euler provou em seu trabalho [Eul53] a impossibilidade de

um caminho fechado e para isto ele elaborou, provavelmente, o primeiro grafo matemático, considerando

as pontes como arestas.

O estudo de muitas redes complexas teve como motivação o desejo de entender diversos sistemas reais

que vão desde redes de comunicação até sistemas de cadeias ecológicas. Podemos citar como exemplos

mais estudados recentemente o ambiente World Wide Web, a Internet, a rede de colaboração de atores de

cinema, a rede de contatos sexuais humanos, as redes celulares, as redes ecológicas, as redes de telefonia,

as redes de citações cient́ıficas, as redes lingǘısticas, as redes de transmissão elétrica, as redes de neurônios

e as redes de interação de protéınas, dentre outras.

De maneira geral, podemos classificar as redes complexas em quatro tipos diferenciados: as redes

sociais, as redes tecnológicas, as redes biológicas e as redes de informação.

Uma rede social é a caracterização de um grupo de pessoas ou mais especificamente, um grupo

de pessoas com padrão de contato ou relacionamento entre si, [Sco00] e [WF94]. Neste tipo de rede,

podemos destacar os trabalhos passados relativos às amizades entre indiv́ıduos [Mor34] e [RH61], às

relações comerciais entre empresas [Mar75] e [Miz82] ou ainda às relações familiares [PA93]. Podemos

também considerar neste tipo de rede o relacionamento entre super-heróis Marvel Comics [AMJR02] ou

entre animais, brilhantemente descrito em [CHB99] onde em uma comunidade de cerca de 400 golfinhos,

14 indiv́ıduos formaram um ńıvel de super-aliança que subjulga o ńıvel comum de aliança entre os demais

indiv́ıduos.

Ainda falando em redes sociais, um conjunto de experimentos que teve um grande impacto na socie-

dade acadêmica mundial é aquele feito por Milgram [Mil67] e [TM69] e que ficou conhecido pelo fenômeno

small world. Em 1967, Milgram conduziu um experimento seminal para testar a hipótese de que membros

de uma grande rede social, no caso a população dos Estados Unidos, estariam ligados entre si por uma

pequena cadeia de conhecimentos intermediários. Milgram enviou mensagens para algumas centenas de

indiv́ıduos selecionados aleatoriamente para que encaminhassem para alguém próximo, com o objetivo

de alcançar um indiv́ıduo alvo em uma região geográfica distante. O resultado médio de seis indiv́ıduos,

incluindo ele, necessários para fechar uma cadeia entre ele e o indiv́ıduo destino se transformou em um

dogma sociológico e uma verdade popular. Atualmente existe o projeto Small World na Universidade de

Columbia [Wat07] que tenta, através do correio eletrônico, levantar algumas questões ainda em aberto tais

como a generalização do conceito em função de raça, classe social, nacionalidade, ocupação profissional,

etc.

As redes tecnológicas são aquelas feitas ou constrúıdas pelo homem diretamente tais como as redes
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de distribuição de eletricidade [ASBS00], as rotas das linhas férreas [SDC+02] ou a rede que retrata o

movimento de pedestres em uma cidade [CHE02].

Outra rede tecnológica muito estudada é a Internet, principalmente pela facilidade na obtenção dos

dados. A Internet é uma rede de conexões f́ısicas entre computadores que possuem endereçamento IP3

chamados hosts. Como a taxa de crescimento do número de hosts é muito grande, normalmente os estudos

são feitos usando um outro sistema de maior granulometria como por exemplo roteadores, servidores de

e-mail ou de ambiente Web ou através de Sistemas Autônomos - AS (sigla do nome em inglês).

Outro tipo de rede, as redes biológicas, por possúırem intrinsecamente uma grande dificuldade na

obtenção de dados, se utilizam também das teorias e modelos desenvolvidos para os outros tipos de redes.

Estudos sobre as propriedades estat́ısticas das redes metabólicas, por exemplo, foram bem estudadas por

Jeong et al. [JTA+00], Stelling et al. [SKB+02] e Wagner e Fell [WF01].

O quarto tipo de rede considerado, redes de informação ou redes de conhecimento, tem como exemplo

clássico a rede de citações entre artigos acadêmicos [ER90]. Por exemplo, os artigos citados neste trabalho

formam uma rede complexa de tópicos relativos. Cada artigo citado é um vértice e uma conexão, neste

caso unidirecional, entre o artigo A e o artigo B, significa que o artigo B cita o artigo A em seu conteúdo.

Devido a propriedade intŕınseca de que cada artigo cita aqueles outros já existentes, esta rede basicamente

aponta os relacionamentos do passado. Um dos primeiros estudos neste tipo de rede foi realizado por

Alfred Lotka [Lot26], em 1926, quando desenvolveu a Lei de Produtividade Cient́ıfica, que basicamente

afirma que a distribuição do número de trabalhos publicados k por cientistas segue uma lei de potência

do tipo k−γ onde γ é o expoente da lei a ser determinado.

Apesar das primeiras bases de dados da área de bibliometria4 terem sido integradas em 1960 por

Eugene Garfield e outros pioneiros, neste trabalho vamos citar os estudos mais recentes de Seglen [Seg92],

Redner [Red98] e Tsallis e de Albuquerque [TdA00].

Um outro importante exemplo de uma rede de informação é o ambiente World Wide Web que é

composto de servidores Web e o emaranhado de conexões entre suas páginas de hipertexto. Esta rede,

diferentemente das redes de citações cient́ıficas, apresenta uma caracteŕıstica ćıclica. Este ambiente foi

amplamente estudado desde o seu ińıcio no começo dos anos 90 com destaque para os trabalhos de Albert

et al. [AJB99], Barabási et al. [BAJ00], Kleinberg [Kle00] e Broder et al. [BKM+00]. É importante

destacar que o ambiente WWW não é a Internet propriamente dita, que é o objeto deste trabalho e que é

uma rede f́ısica de computadores, dispositivos computacionais (impressoras, data storages, clusters, etc)

e equipamentos de rede (roteadores, comutadores, etc).

3 Sistemas Complexos

Sistemas constitúıdos por muitos corpos, em escalas diferentes, que interagem entre si e com o próprio

meio de forma não linear, são considerados sistemas complexos. Estes sistemas podem ser naturais

como um formigueiro, o conjunto de neurônios em cérebros humanos, ou não naturais como as linhas de

transmissões de energia elétrica, a economia e a Internet.

No final do século XX, parte da comunidade de f́ısicos passou a dar importância ao estudo da dinâmica

dos sistemas complexos que tem como principal caracteŕıstica a interação não linear entre seus elementos.

A tentativa de construir teorias e modelos que contemplassem estes sistemas originou a teoria do caos e

a f́ısica dos sistemas complexos.

3IP é um acrônimo para a expressão inglesa Internet Protocol, que é um protocolo usado entre duas máquinas em rede
do ethernet, para encaminhamento dos dados.

4Bibliometria é um campo da ciência da informação, que infere sobre a produção bibliográfica de um determinado autor,
tentando medir a produtividade de cada autor e assim criar métodos de comparação entre vários. O termo foi primeiramente
usado por Pritchard e por Nalimov e Mulchenko em 1969. http://www.steunpuntoos.be/bibliometrics.html em 31/01/07.
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Em sistemas lineares, quando o elemento A interage com o elemento B de forma linear, uma mudança

em A implica em uma mudança proporcional em B. Quando existem muitas não-linearidades nas in-

terações em um sistema de muitos componentes, o sistema não pode ser analisado como sendo a soma de

suas partes constituintes. Nestes casos, a predição de um comportamento não é posśıvel e, assim, teorias

e métodos desenvolvidos na área de sistemas complexos são aplicáveis.

Os conceitos de criticalidade auto-organizada [BTW87][BTW88], auto-simi-laridade [LTWW94], frac-

tais e leis de potência [Mit03] fazem parte da f́ısica estat́ıstica mais recente e em particular, da f́ısica de

sistemas complexos.

4 Redes Aleatórias

Redes aleatórias é um campo da Ciência da Computação que teve um desenvolvimento mais intenso

nos anos recentes. Está baseada no estudo de grafos aleatórios que está em uma interseção entre a teoria

dos grafos e a teoria de probabilidades.

Em termos matemáticos, a representação de um grafo é feita através da notação G = {P, E},

onde P é um conjunto de N nós ou vértices ou pontos P1, P2, ..., PN e E é um conjunto de arestas

ou conexões ou linhas entre dois elementos de P . Na figura 1 observa-se um grafo simples bidirecio-

nal com o conjunto de vértices ou nós V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e com um conjunto de arestas ou conexões

E = {{1, 2}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 5}, {3, 4}, {4, 5}, {4, 6}}, com o mapeamento dos pesos das conexões w sendo

a identidade.

Figura 1: Exemplo de um grafo com seis vértices ou nós. Figura retirada de http://pt.wikipedia.

org/wiki/Teoria dos grafos em fevereiro de 2007.

A Teoria dos Grafos teve sua origem no século XVIII com o trabalho de Leonhard Euler que se

concentrava em grafos pequenos e com alto grau de regularidade. Já no século XX, a Teoria dos Grafos

passou a ser utilizada na análise de sistemas grandes e em conjunto com conceitos estat́ısticos e através

de algoritmos computacionais. Muitos conceitos foram desenvolvidos a partir de grafos aleatórios, onde

as conexões são aleatórias. Inicialmente passaram a ser estudados também por esta teoria as redes com

topologia complexa e prinćıpios de conectividade desconhecidos.

A Teoria de Grafos Aleatórios foi inicialmente introduzida por Paul Erdös e Alfréd Rényi [ER59],

[ER60] e [ER61]. A t́ıtulo de referência deve-se considerar o artigo de Cohen [Coh88] e o livro de

Bollobás [Bol01]. O modelo de Erdös-Rényi começa pela definição de um grafo aleatório com N nós

e com n conexões escolhidas de maneira aleatória entre as N(N − 1)/2 conexões posśıveis. Existem

Cn
N(N−1)/2 grafos posśıveis que formam um espaço de probabilidade em que cada grafo é igualmente

provável. Conseqüentementente, o número total de conexões é uma variável aleatória proporcional a
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probabilidade p e com valor esperado

E(n) = p[N(N − 1)/2] (1)

Considerando que G0 é um grafo com N nós e n conexões, a probabilidade de obtê-lo por esta construção

é dada por

P (G0) = pn(1 − p)N(N−1)/2−n (2)

Este modelo possui algumas caracteŕısticas que não se aplicam às redes complexas. Podemos destacar

dois aspectos:

• O número fixo de elementos em contraposição com o número crescente encontrado em muitas redes

• O grau de conectividade de muitas redes não está em concordância com a função de Poisson

Uma propriedade marcante na teoria dos grafos, no caso de grafos aleatórios (random graphs), é a

existência de uma probabilidade cŕıtica acima da qual emerge a existência de um aglomerado gigante

envolvendo na maioria das vezes todos os elementos do grafo. Abaixo desta probabilidade de conexão, o

grafo é composto de vários aglomerados menores e isolados. Este fenômeno é similar à teoria da percolação

amplamente estudada em matemática e mecânica estat́ıstica [bAH00].

O modelo de Erdös-Rényi, apesar de ser robusto para muitas redes, em particular para as redes

aleatórias, não satisfaz a descrição daquelas redes que apresentam crescimento cont́ınuo e baseado em

uma lei de potência. Na próxima seção abordaremos este tipo de rede.

5 Redes Sem Escala

Muitas das redes reais diferem das redes aleatórias pois apresentam uma distribuição de graus de

conectividade que segue a lei de potência (3). Como as leis de potência são livres de qualquer escala

caracteŕıstica, estas redes são chamadas de redes livres de escala, redes de escala livre ou redes sem escala

[Ada07].

Redes sem escala, são um tipo de rede complexa que atraiu a atenção dos pesquisadores porque várias

redes reais caem nesta categoria. Diferentemente das redes aleatórias onde a distribuição de conectividade

segue a distribuição de Poisson, no caso de redes livres de escala, alguns poucos elementos são muito

conectados enquanto a maioria dos demais possuem baixo ı́ndice de conectividade. Este tipo de rede é

independente do número N de elementos. Sua principal caracteŕıstica, que a diferencia da rede aleatória,

é a probabilidade de conexão que é dada por [BA99] [SFFF03]

P (k) ∼ k−γ (3)

onde k é o coeficiente de conectividade ou número de conexões e o expoente γ varia aproximadamente

entre 2 e 3 para a maioria das redes reais [BA02].

Uma rede livre de escala pode ser constrúıda adicionando-se elementos progressivamente à rede exis-

tente através de conexões com os elementos já participantes da rede seguindo o prinćıpio de conexão

preferencial com a probabilidade sendo dada por

P (ki) =
ki

N
∑

j=1

kj

(4)



CBPF-NF-013/08 6

onde ki é o número de conexões do iésimo elemento ou nó e N é o número total destes elementos [BA99].

Aqueles elementos que possúırem um elevado valor do coeficiente de conectividade k são considerados

hubs.

A figura 2 (pág. 7) apresenta um diagrama comparativo entre redes aleatórias que seguem a distri-

buição de Poisson, coluna esquerda e as redes em lei de potência que não possuem escala, coluna direita.

Na figura 2a, uma rede baseada no modelo de grafo aleatório de Erdös-Rényi é constrúıda com N = 10

nós conectados aos pares com probabilidade p = 0, 2. Considerando que as conexões possuem pesos iguais

e unitários, {i, j} = {j, i}, então de acordo com a equação (1), página 5, o valor esperado do número de

conexões para este caso é p [N(N − 1)/2] = 9.

Na figura 2b é utilizado o modelo sem escala que considera que a rede cresce continuamente e que a

cada instante um novo nó se conecta a dois outros nós já existentes, preferencialmente aqueles com maior

número de conexões. Este mecanismo é chamado de conexão preferencial.

A rede de conexão pode ser caracterizada pela probabilidade de conexão P (k) que o iésimo nó tenha

ki conexões. Na figura 2c, observa-se que para rede aleatória, P (k) segue a distribuição de Poisson que

está centrada no valor médio < k >. Basicamente esta figura mostra que a maioria dos nós possuem

k =< k > e que a probabilidade decai exponencialmente a medida que o número de conexões se afasta

deste valor.

Já na figura 2d, é viśıvel que a probabilidade segue uma lei de potência, dada pela equação (4) onde

é muito provável nós com poucas conexões e ao contrário, pouco provável nós muito conectados.

Nas figuras 2e e 2f, observam-se redes de 130 nós e 430 conexões e onde é posśıvel constatar que a

rede aleatória é mais homogênea enquanto que na rede sem escala, a maioria dos nós estão conectados

a alguns poucos nós, chamados de hubs. A importância destes nós hubs para este tipo de rede pode

ser avaliada pelo fato de, estat́ısticamente, 60% dos nós serem alcançados através de apenas 5 deles em

comparação com 27% no caso de redes aleatórias.

Observa-se que a estabilidade da rede de conexões apesar de ser maior se ela for do tipo sem escala,

os nós hubs não podem ser afetados pois, se isto ocorrer, existe a possibilidade de criação de aglomerados

de nós e conseqüente isolamento.

Na natureza estes dois principais tipos de redes de conexões existem, assim como existem também

aquelas que são uma mistura delas. As redes aleatórias são mais simples e foram primeiramente bem

estudadas. As redes sem escala tiveram sua natureza e propriedades conhecidas mais recentemente,

principalmente nas últimas duas décadas (extensa documentação no recente livro de Newman et al.

[NBW06]).

Na próxima seção, são descritos os principais modelos genéricos de crescimento ordenado de redes de

conexões. É também apresentado um modelo espećıfico e original para a rede Internet, proposto neste

trabalho.

6 Modelos de Crescimento Organizado de Redes Complexas

A Internet pode ser vista como sendo baseada nas interconexões de Sistemas Autônomos que apresen-

tam uma aparente natureza aleatória porém, na realidade, são descritas por uma lei de potência, sendo

por isto considerada uma rede de topologia do tipo sem escala (scale-free network).

Muitos modelos foram desenvolvidos e testados em redes de diversos tipos. De maneira resumida

podemos dividir os modelos em dois tipos: os básicos e os espećıficos. Os modelos básicos são aqueles

utilizados para o desenvolvimento e testes de teorias e conceitos necessários para o desenvolvimento dos

modelos espećıficos que incluem ingredientes dinâmicos existentes nas redes a que serão submetidos e
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Figura 2: Esquema comparativo entre redes de conexões que possuem a distribuição do coeficiente de
conectividade ki do tipo aleatório ou Poisson e do tipo lei de potência, nas colunas esquerda e direita,
respectivamente. Figura extráıda de [Bar01].
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avaliados.

Nesta seção, são apresentados os principais modelos que caracterizam as redes livres de escala que

serviram de base para o desenvolvimento de um modelo mais abrangente e espećıfico para Internet. Os

modelos base são os modelos Barabási-Albert e a sua extensão, o modelo Dorogovtsev-Mendes e o modelo

Zhou-Mondragón. Estes modelos serviram para o desenvolvimento de um modelo espećıfico, original e

aplicado aos dados experimentais considerados neste trabalho.

Nas primeiras sub-seções deste caṕıtulo, 6.1 a 6.3, são apresentados os modelos base. Estes modelos

tratam dos seguintes conceitos básicos: crescimento cont́ınuo, conexão preferencial, atração inicial, novas

conexões e exclusão de conexões. Na sub-seção 6.4 é abordado um modelo que acrescenta um ingre-

diente na dinâmica de conexões entre sistemas autônomos da Internet, a probabilidade não linear. Na

sub-seção 6.5, é apresentado o modelo proposto neste trabalho, que contém ingredientes dos modelos des-

critos anteriormente. Posteriormente, em outro trabalho, são apresentados os resultados das modelagens

computacionais destes modelos, comparativamente com os resultados dos dados experimentais.

6.1 Modelo Barabási-Albert

Baseado nos dois prinćıpios fundamentais: crescimento cont́ınuo e conexão preferencial, Barabási e

Albert [BA99] propuseram o seguinte modelo:

• Crescimento cont́ınuo: o modelo começa com um pequeno número de nós sem conexões n0 e a

cada instante é adicionado um novo nó que faz m novas conexões a diferentes nós já presentes na

rede.

• Conexão preferencial: as conexões iniciadas pelo novo nó são realizadas de acordo com a proba-

bilidade dada pela equação (4) que será repetida aqui na forma

P (ki) =
ki

N
∑

j=1

kj

(5)

onde P (ki) e ki são a probabilidade e o grau de conectividade do iésimo nó, respectivamente, e N

é o número de nós a qualquer instante da evolução da rede.

Neste modelo, a rede resultante a cada instante terá N nós e mt conexões depois de t passos, onde

N = t + n0. Através de simulações numéricas, é posśıvel demonstrar que a rede resultante segue uma lei

de potência cujo expoente γ é aproximadamente igual a 3, independentemente do valor de m.

Voltando um pouco no tempo, em 1999, Barabási e Albert [BA99] e Albert, Jeong e Barabási [AJB99]

calcularam a dependência temporal do grau de conectividade do iésimo nó ki utilizando aproximações

cont́ınuas. Este grau, também chamado de coeficiente de conectividade ki, aumenta toda vez que um

novo nó entra no sistema e se conecta ao nó i com uma probabilidade dada pela equação (5).

Assumindo que ki é uma variável real e cont́ınua, a taxa de variação temporal com que muda, deve ser

proporcional à probabilidade P (ki). Lembrando que m é o número inicial de conexões, conseqüentemente,

ki deve satisfazer a equação dinâmica

∂ki

∂t
= mP (ki) = m

ki

N−1
∑

j=1

kj

(6)
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Observando que agora o somatório do denominador não considera o novo nó e que cada conexão é

simétrica e por isso contada duas vezes então, no limite (t ≫ m), esta soma é dada por

N−1
∑

j=1

kj = 2(mt − m) ⇒ 2mt (7)

A simples substituição da equação (7) em (6), leva a

∂ki

∂t
=

ki

2t
(8)

Observando que o iésimo nó é acrescentado na rede no instante ti com o número inicial de conexões

ki = m, a solução da equação (8) com a condição de contorno inicial ki(ti) = m é dada por

ki(t) = m

(

t

ti

)β

, β = 1/2 (9)

Observe que a equação (9) atesta que o coeficiente de conectividade de qualquer um dos nós, é uma

lei de potência diferenciada pelo valor de ti.

ki(t) = m
tβ

tβi
⇒ tβi =

mtβ

ki(t)
⇒ ti =

m1/βt

(ki(t))
1/β

(10)

Dessa forma, a probabilidade de um nó possuir grau ki(t) menor que k é dada por

P [ki(t) < k] = P

[

ti >
m1/βt

k
1/β
i

]

(11)

Assumindo que o modelo de crescimento considera intervalos de tempo iguais, os valores de ti possuem

uma densidade de probabilidade igual a

P (ti) =
1

n0 + t
=

1

N
(12)

Substituindo (12) em (11), obtêm-se

P

[

ti >
m1/βt

k
1/β
i

]

= 1 −
m1/βt

k
1/β
i N

(13)

A distribuição do coeficiente de conectividade P (k) é obtida calculando sua derivada parcial em

relação a k. Para obter a forma algébrica das equações (14), (15) e (16), o valor de N foi substituido na

equação (13) e o valor numérico de β = 1/2 foi usado quando conveniente.

P (k) =
∂P [ki(t) < k]

∂k
=

2m1/βt

(n0 + t)

1

k1/β+1
(14)

Asimptoticamente quando (t → ∞) em (14), as contribuições de t do numerador e denominador se

cancelam e obtém-se

P (k) ≈ 2m1/βk−γ (15)
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onde o expoente da lei de potência é dado por

γ =
1

β
+ 1 (16)

Para β = 1/2, é imediato chegar ao valor γ = 3 comentado anteriormente. Este resultado de in-

dependência do valor de γ em relação à m obtido analiticamente por Barabási e Albert em [BA02]

também foi obtido numericamente através de simulações computacionais do modelo e são apresentadas

na seção (4.5.1).

Assim, a equação (15) mostra que a distribuição de probabilidades do coeficiente de conectividade ki

é descrita por uma lei de potência de expoente γ independente do número de conexões iniciais a que todo

novo nó está sujeito.

A equação (15) também revela que o modelo Barabási-Albert é independente do tempo e por con-

seqüência, indepentente do tamanho pois N = n0 + t, indicando que apesar do crescimento cont́ınuo, a

rede de conexões chega ao seu estado estacionário, que é também livre de escala ou sem escala.

Este processo anaĺıtico foi baseado nas premissas do crescimento cont́ınuo e da conexão preferencial

descritas na pág. 8. Nos artigos citados, [BA99] e [AJB99], os autores também provam que a liberdade

de escala necessariamente depende destas duas condições básicas do modelo. O procedimento é simples e

apoiado em uma análise de duas situações diferentes onde somente uma das premissas é considerada de

cada vez.

Conexão Preferencial

Nesta primeira análise não é considerada a premissa do crescimento cont́ınuo e portanto não há

aumento do número de nós N que permanece constante ao longo do tempo. A cada instante um nó é

escolhido aleatóriamente e realiza uma conexão preferencial dada com o nó i com probabilidade P (ki)

dada pela equação (5).

As simulações feitas por Barabási e Albert [BA99] revelaram que no ińıcio o modelo apresenta uma lei

de potência porém, com o passar das iterações, é alcançado um estado onde todos os nós estão conectados

entre si, estado conhecido como full meshed network, o que elimina a possibilidade de uma rede livre de

escala

Crescimento Cont́ınuo

Nesta análise a premissa do crescimento cont́ınuo é testada com a probabilidade de conexão de um

novo nó sendo agora igual para qualquer um dos outros nós já existentes. Se a rede começa com n0 nós

e a cada novo nó são realizadas m < n0 conexões, então a eqüiprobabilidade é dada por

P (ki) =
1

n0 + mt − 1
(17)

Neste caso, Barabási e seus colaboradores nos artigos já citados, demonstram que existe uma de-

pendência logaŕıtmica de coeficiente de conectividade ki(t) com o tempo que no limite t → ∞ leva a

distribuição de probabilidades à seguinte expressão:

P (k, t → ∞) =
e

m
exp

(

−
k

m

)

(18)

o que também elimina a propriedade de rede livre de escala.

Em cada uma das duas situações consideradas, somente uma das premissas fundamentais está presente

e a condição de liberdade de escala não é alcançada, portanto é posśıvel concluir que para o crescimento
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de uma rede livre de escala são necessários simultaneamente os mecanismos de crescimento cont́ınuo e

conexão preferencial dada pela equação (5).

Resumidamente, é posśıvel dizer que este modelo reproduz as distribuições de probabilidades esta-

cionárias livres de escala observadas, por exemplo, ou em redes genéticas ou mesmo no ambiente Web.

Isto é um indicativo de que o desenvolvimento de grandes redes de conexões é governado por um fenômeno

robusto de auto-organização que predomina sobre os prinćıpios dos sistemas individuais, participantes da

rede.

6.2 Modelo Barabási-Albert Estendido

Barabási e Albert observaram que algumas outras caracteŕısticas deveriam ser acrescentadas ao seu

modelo básico principalmente porque em algumas redes de conexões, o valor experimental do expoente

γ diferia daquele obtido na equação (16).

A primeira mudança no modelo básico está no conceito de atração inicial, que é uma necessidade

diante dos demais mecanismos acrescentados ao modelo, novas conexões e rearranjo, e que serão descritos

na seqüência [BAJ00].

De acordo com a equação (5), se um nó tiver zero ligações, então a probabilidade deste nó receber

uma nova ligação também será zero e isto na maioria das redes reais não é a realidade, pois sempre existe

alguma possibilidade de, por exemplo na rede de citações, um artigo que ainda não foi citado, receber

citações.

Para solucionar esta questão pode-se adicionar uma constante A, usualmente A = 1, garantindo a

possibilidade do nó i ter chance de receber novas ligações e assim a equação (5) fica:

P (ki) =
ki + A

∑

j

(kj + A)
(19)

Esta equação permite que o modelo considere a atração inicial que é intŕınseca a cada elemento da

rede independente de estar já conectado ou ainda isolado.

Uma outra questão é que em muitas redes reais o expoente γ é diferente de 3, que é o valor esperado no

modelo original, sugerindo a existência de mecanismos não considerados até então. Esses mecanismos são

os chamados eventos locais, tais como: adição ou remoção de conexões entre os nós já existentes, exclusão

de nós e rearranjo de conexões. Para tornar seu modelo mais realista, Barabási e Albert propuseram uma

extensão ao seu modelo básico. Começar com n0 nós isolados e a cada instante de tempo uma das três

operações a seguir é realizada:

• Com probabilidade p são adicionadas m novas conexões. Um dos nós da nova conexão é escolhido

aleatoriamente e outro com probabilidade descrita pela equação (19). Este procedimento é repetido

m vezes.

• Com probabilidade q são rearranjadas m conexões. Para isso, é selecionado um nó aleatoriamente e é

removida uma de suas conexões que é substitúıda por outra com um nó escolhido com probabilidade

descrita pela equação (19). Este procedimento também é repetido m vezes.

• Com probabilidade r = (1− p− q) é adicionado um novo nó. Este novo nó realiza m conexões com

probabilidade descrita pela equação (19).

Nesta extensão do modelo básico, as probabilidades p e q de novas conexões e de rearranjos entre

as conexões existentes, podem variar no intervalo 0 ≤ p ≤ 1 e 0 ≤ q ≤ 1, respectivamente, porém,
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satisfazendo a p + q + r = 1, onde r é a probabilidade de somente adcionar um novo nó. No caso de

ambas as probabilidades serem nulas, o modelo estendido reduz-se ao modelo básico.

Barabási e colaboradores nos artigos [BA99] e [BA02] também utilizaram as mesmas aproximações

cont́ınuas introduzidas no modelo básico, para descrever a taxa de variação temporal do coeficiente de

conectividade ki do iésimo nó. A contribuição de cada novo mecanismo é descrita a seguir.

Novas Conexões

Nesta operação de nova conexão entre os nós existentes, um dos nós é escolhido aleatoriamente,

portanto, com probabilidade 1/N . O outro nó da nova conexão é selecionado preferencialmente com

probabilidade dada pela equação (19), com A = 1. Esta operação é repetida m vezes com probabilidade

p. A taxa de variação do coeficiente de conectividade nesta operação de adição de conexões preferenciais

entre os nós já existentes, é dada por:

(

∂ki

∂t

)

a

= mp
1

N
+ mp

ki + 1
∑

j

(kj + 1)
(20)

Rearranjo de Conexões

O mesmo racioćınio empregado na operação anterior é utilizado no caso da operação de rearranjo de

conexão. O primeiro termo da equação (21) é negativo porque nesta operação ocorre primeiramente a

remoção com probabilidade q de uma conexão do nó sorteado aleatoriamente, portanto um decréscimo

no coeficiente de conectividade. O segundo termo continua positivo porque representa o acréscimo no

coeficiente de conectividade com probabilidade q quando a conexão é feita com um novo nó, agora com

probabilidade preferencial.
(

∂ki

∂t

)

b

= −mq
1

N
+ mq

ki + 1
∑

j

(kj + 1)
(21)

Adição de um novo nó

Esta é a operação definida no modelo básico, agora realizada com probabilidade r = 1− p− q. Neste

caso ocorre somente o acréscimo no coeficiente de conectividade do nó existente que irá receber a conexão.

De novo a operação é realizada m vezes agora com probabilidade r. A taxa de variação é dada por:

(

∂ki

∂t

)

c

= mr
ki + 1

∑

j

(kj + 1)
(22)

O valor total da taxa de variação do coeficiente de conectividade do iésimo nó, ki, é dada pela soma

das equações (20), (21) e (22) relativas a cada uma das três operações descritas.

∂ki

∂t
=

(

∂ki

∂t

)

a

+

(

∂ki

∂t

)

b

+

(

∂ki

∂t

)

c

(23)

∂ki

∂t
= m(p − q)

1

N
+ m

ki + 1
∑

j

(kj + 1)
(24)

Considerando N = n0 + (1 − p − q)t,
∑

j

(kj) = 2mt(1 − q) − m e a condição de conectividade inicial
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do iésimo nó ki(t) = m, no limite quando t → ∞, a solução da equação (24) é dada por

ki(t) = [A(p, q, m) + m + 1]

(

t

ti

)
1

B(p,q,m)

− A(p, q, m) − 1 (25)

onde

A(p, q, m) = (p − q)

(

2m(1 − q)

1 − p − q
+ 1

)

(26)

B(p, q, m) =
2m(1 − q) + 1 − p − q

m
(27)

Finalmente, o modelo Barabási-Albert estendido leva a uma distribuição de probabilidade do coefici-

ente de conectividade ki tendo uma lei de potência generalizada com a seguinte forma:

P (k) ∝ [k + A(p, q, m) + 1]
−γ

(28)

onde os parâmetros A(p, q, m) e γ são definidos pelas equações (26) e (29), respectivamente.

γ =
2m(1 − q) + 1 − p − q

m
+ 1 (29)

A equação (28) somente é válida para A (p, q, m) + m + 1 > 0 e a estrutura livre de escala só é

observada para q < qmax, onde

qmax = min

{

(1 − p),
(1 − p + m)

(1 + 2m)

}

(30)

De maneira resumida, o modelo Barabási-Albert estendido inclui os mecanismos intŕınseco de atração

inicial e probabiĺısticos de novas conexões e de rearranjos entre nós já existentes. A distribuição de

probabilidades de conexão é descrita por uma lei de potência dada pela equação (28).

6.3 Modelo Dorogovtsev-Mendes

Partindo do modelo básico Barabási-Albert, Dorogovtsev e Mendes [DM00] propuseram dois novos

mecanismos de crescimento: i. desenvolvimento de redes e ii. estrutura de decaimento.

O mecanismo “desenvolvimento de redes” considera a possibilidade do surgimento de novas conexões

entre os nós já existentes. O mecanismo “estrutura de decaimento”, ao contrário, admite a exclusão de

conexões entre os nós já existentes. Estes mecanismos levam à seguinte expressão para o expoente γ:

γ = 2 +
1

1 + 2C
(31)

onde C é o número de conexões inclúıdas (> 0) ou removidas (< 0). Quando C = 0 obtemos o valor

esperado do modelo original de Barabási-Albert. Em sua forma original o modelo Dorogovtsev-Mendes

considera um ou outro mecanismo.

6.4 Modelo Zhou-Mondragón

Estes modelos apresentados nas seções anteriores, o modelo Barabási-Albert, sua extensão e o modelo

Dorogovtsev-Mendes, são modelos gerais utilizados no desenvolvimento de teorias e modelagem de redes

complexas de uma maneira geral.

São muito úteis no entendimento dos mecanismos existentes nos estudos relacionados com o cresci-

mento das redes complexas em geral. Certamente servem de base para o desenvolvimento de modelos
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mais realistas e aplicáveis a redes complexas espećıficas.

Para a rede de conexões da Internet, Zhou e Mondragón [ZM03][ZM04] introduziram o conceito de

conexão preferencial não-linear onde a probabilidade de conexão agora apresenta um expoente que tem a

principal caracteŕıstica de amplificar o efeito de conectividade preferencial. A probabilidade de conexão

de cada nó agora é dada por

∏

(ki) =
kα

i
∑

j

kα
j

(32)

O que está por trás desta probabilidade, que passaremos a chamar probabilidade alfa ou probabilidade

não-linear, é a possibilidade de aumentar a importância de grandes hubs5 para a rede toda.

Além deste tipo não-linear de probabilidade, este modelo considera também a possibilidade do surgi-

mento de novas conexões entre nós já existentes.

O modelo Zhou-Mondragón, apesar de considerar a rede de conexões entre ASs, não foi submetido a

dados retirados da tabela full routing BGP. Os autores utilizaram dados obtidos através da utilização da

ferramenta computacional traceroute. Esta ferramenta basicamente é um programa que determina a rota

por onde passam os pacotes de informação em uma rede de computadores.

6.5 Modelo Proposto

Havia nesta fase do trabalho, as alternativas de desenvolvimento de um modelo baseado em uma

estat́ıstica não-extensiva, como aquele feito por Soares et al. em 2005 [STMdS05], que em outros sistemas

também em escala livre apresentou ótima concordância com os dados experimentais , ou um modelo

baseado na dinâmica das redes (Chen e Shi, 2004) [CS04] ou ainda aquele fenomenológico proposto por

Oliveira (2005) [Oli05].

Porém, o modelo Zhou-Mondragón chamou atenção pelo fato de estar bem próximo dos modelos já

estudados com simulações e portanto não havendo necessidade de introduzir conceitos oriundos de outras

teorias e também por apresentar facilidade de implementação.

Tomando como base os modelos apresentados nas seções anteriores, neste trabalho é proposto um

modelo original que considera alguns dos mecanismos mencionados. O modelo proposto considera o

crescimento cont́ınuo, a probabilidade alfa de conexão dada pela equação (32), pág. 14, e as possibilidades

de inclusão e de rearranjo de novas conexões entre os nós já existentes.

Os dois prinćıpios básicos, crescimento cont́ınuo e conexão preferencial, são mecanismos de longo

alcance, genéricos e de interferência nas conexões da rede de modo coletivo, como um sistema amplo.

Existem outros mecanismos que caracterizam eventos locais e que contribuem de maneira importante nas

propriedades coletivas. Dois novos mecanismos locais não espećıficos da rede são aqueles que representam

a possibilidade de adição de novas conexões entre os nós já existentes e de remoção de conexões já

existentes.

A remoção simples de conexões no sistema Internet é muito raro, representando aqueles poucos casos

em que o nó, sistema autônomo - AS no caso da Internet, deixa de existir sendo normalmente absorvido

por um outro, caso de fusão entre dois ou mais Internet Services Providers - ISPs. É bem mais comum

a operação chamada de rearranjo que é a remoção seguida de uma nova conexão, representando a troca

de vizinhança devido principalmente ao custo/benef́ıcio.

A simples inclusão do expoente na probabilidade alfa de conexão faz com que aqueles nós, aqueles

ASs, considerados hubs passem a ser ainda mais preferidos nas conexões sorteadas se compararmos com

5Neste trabalho, hub significa um nó que possui alto grau de conectividade ki, não havendo um limite inferior deste valor
para que o nó seja assim considerado.
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a expressão inicial.

O modelo aqui proposto considera a inclusão de um novo AS, a unidade básica do ciclo temporal, a

cada iteração na implementação. Considera também, com probabilidade p e q, as possibilidades de novas

conexões e de rearranjo entre ASs já existentes, respectivamente.

Assim, a cada ciclo ou iteração, além da inclusão do AS e suas m novas conexões, é sorteada uma

probabilidade, 0 < prob < 1. Se prob for menor ou igual a p, o modelo adiciona uma nova conexão entre

ASs introduzidos em um ciclo anterior. Se a probabilidade estiver entre p e p+ q inclusive, uma operação

de rearranjo é efetuada. E por fim, se a probabilidade for maior que p + q, nada ocorre além da inclusão

deste novo AS e suas conexões.

Os parâmetros p e q tem seus valores ajustados nas simulações de cada ano para que a rede de

conexões gerada seja compat́ıvel com os números de nós e de conexões, obtidos dos arquivos de dados

experimentais.

Este modelo proposto está baseado em três funções principais descritas a seguir.

SortProbAlfa: nesta função primeiramente é constrúıdo um vetor va de números reais onde cada ele-

mento representa a probabilidade alfa dada pela equação (32) e posteriormente é sorteado um

número entre 0 e 1 que é procurado em cada um dos elementos de va definindo assim o nó sorteado.

IncluiConexão: esta função utiliza a função SortProbAlfa para escolher um nó de acordo com a proba-

bilidade alfa.

ExcluiConexão: esta função sorteia uma das conexões do nó previamente escolhido e a exclui verificando

se existem outras, evitando assim o isolamento do nó.

Com estas três funções principais e outras mais, a implementação do modelo proposto de crescimento

da rede complexa Internet permite a utilização dos diversos mecanismos considerados na dinâmica da

evolução temporal. A seguir, uma breve descrição da implementação em cinco etapas.

1. Definir os valores do número de nós total N e inicial n0, do número inicial de conexões m, das

propabilidades de novas conexões p e de rearranjo q entre os nós já existentes.

2. Iniciar a rede com dois nós conectados, que é a condição básica de uma rede.

3. A cada iteração, incluir um novo nó com m conexões definidas pela probabilidade alfa dada pela

equação (32).

4. A cada iteração, também sortear uma probabilidade prob e compará-la com as probabilidades das

dinâmicas de novas conexões ou de rearranjos entre nós já existentes, de acordo com:

• prob ≤ p realizar uma nova conexão;

• p < prob ≤ (p + q) realizar rearranjo;

• (p + q) < prob nada a fazer.

5. Repetir o processo até que o número de nós seja N .

A implementação deste algoritmo deve ser optimizada, visto que o número de iterações é bastante

grande no caso da Internet. Além disto, a quantidade de memória deve ser apropriado pois o tamanho

global da grande rede está atualmente perto de 257.000 redes distribúıdas em cerca de 22.000 sistemas

autônomos
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7 Conclusão

Neste breve artigo, os conceitos básicos do tema Redes Complexas foram abordados, assim como os

modelos de crescimento da rede do tipo sem escala. Foram comentados os principais modelos básicos e

espećıficos para Internet e também um outro proposto pelo autor.

Em um trabalho posterior, são definidos os objetos de estudo da Internet, as fontes de dados experi-

mentais e o pré-tratamento dos dados. Também são apresentadas as primeiras análises dos dados obtidos

em janeiro de 2004 e as modelagens computacionais dos modelos básicos submetidas a comparações com

estas análises iniciais.

Além disto, os resultados das simulações do modelo aqui proposto são comparados aos valores experi-

mentais na análise da evolução da Internet sobre os aspectos da topologia e do parâmetro menor caminho

médio ao longo da década de 1998 à 2007.
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