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Ch.0 Notations )

Le domaine © est un ouvert borné de R?. La frontidre ' = 3Q est par
titionnée en I = PD U FN ; sur PD seront données des conditions aux limites
de type Dirichlet et sur I& des conditions aux limites de type Neumann. On

désigne par n = (nl, nz) le vecteur unitaire de la normale extérieure a f{l.

A

mes (FD) > 0.

Lors des exemples d'elements finis, le domaine f est supposé polygonal

et triangule a 1'aide de triangles K:

- . .~ . K .

On designe par 9K la frontiere du triangle K et par n le vecteur uni-
taire de la normale extérieure a K.

Les derivees partielles sont notées Bi, i =1,2, La convention de
sommation est utilisée. Ainsi si p = (pl, Pz) est une fonction vectorielle,
9.p. = di . , f

1p1 iv p . 2]

Espaces fonctionnels utilisés:

L2() = { v:0 -+ R Jovidx <o}
HY Q) = { v e L?(Q); .ve L2(@Q) i =1, 2}
H2Q) = { v e H}(Q); azij veL¥Q) i,j=1,2}

H (div,0) = { q=(q1,q92) € (L2(Q))?; div q € L2(Q)}

Ces espaces sont des espaces de Hilbert pour les normes respectives:

|\Vl|0’9 = (g v? dX)l/2



[ vl] 1,0 (v !!é’h + |9, V!lé,g + || 92 V||20,9>1/2

1/2

vl pg= €Il w 112 g 133,112 g+ 2119 ]| 3 grll 3l £ )

1/2
|lquH(diV,Q) = (||q1l|8,g + Ilqzllz’g + llaiqills’g ) .

1/

On désigne par H 2(BQ) 1'espace des traces des fonctions de B} (Q) et

par H_l/Z(BQ) l'espace des traces normales q,n; des fonctions vectorielles de

1
-1/2 /250y

H (div; Q). On démonstre que H (9Q) est le dual topologique de H

et on a
11250y < L20) < vt/ 2 e0)

Par abus de notations, on écrira simplement /f...dy pour marquer la dua
/2 471/2 R _ £l

Enfin pour tout entier k > O, Pk désigne 1'espace des fonctions polyn§

lité entre H

miales de degré < k.

Les ordres d'erreur présentés dans les diverses methodes sont ceux de-
montrés en supposant la solution reguliére, la triangulation réguliére ( les
angles des triangles sont minorés indépendamment de h ou h désigne le plus
grand des diametres des triangles de la triangulation Th) et en ne  prenant
pas en compte les effets d'une intégration numérique eventuelle. &l
Ch.I METHODES D'ELEMENTS FINIS MIXTES POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES DU an
ORDRE.

§1. Position du probleme

On considére le systeme du premier ordre

u:l > R ;u=OSurI‘D;

(L) | p=(py» P2)=Q > R?%; Bipi + £ = 0 dans Q; p;n; = 0 sur %W;

p; = aij Bju, i=1,2

-~ . - . . o - . .
ou f est une fonction donnee et les coefficients aij € L (Q) verifient 1'hy-

pothése d'ellipticité:'

(2) Ha>0 ¥ = (§,8,) 2;;6:8; > (g} + E)).



3.

Alors la matrice de coefficients aij est inversible; soit Aij les coef

ficients de la matrice inverse. Alors

= . i= <==> .u=A,, p. ri=1,2).
(3) (pi aiJ Bju pour i=1,2) (Blu AlJ pJ, pou »2)
On connait de nombreux exemples de problémes physiques pouvant se mode
liser sous la forme (1). En particulier en thermique ou u représente la tem
pérature et p le flux de chaleur, en mécanique des fluides ou u est la fonc-
tion courant et p la vitesse. Pour des raisons historiques nous adopterons

le vocabulaire de la mécanique des solides:

u est le déplacement

p les contraintes

aipi +£=0 la relation d'équilibre
P. = a.,. 9.u ' la loi comstitutive.
i ij 7] | o
g2 Formulation variationnelle "standard"

Soit V l'espace de Sobolev

(4) Vv ={veHEQ ; v[r =0}
D

On considere le probleme variationnel

(?) v, eV, é 'aij Bju ai v dx = é fv dx
A 1'aide des théoreémes de trace dans B*(Q), de 1'inégalité de Friedrichs
- Poincaré et du théoréme de Lax-Milgram, on démontre que pour tout £ € LZ(Q),
le probleme (5) admet une solution u et une seule.
Basées sur cette formulation, les methodes conformes consistent a se

donner un sous—espace V. de V de dimension finie et a calculer la solution du

- h
probleme

U & Vs
(6 ¥ eV .. 0, . =
6) . vy e é alJ BJuh Slvh dx é fvh dx
Le probléme (6) admet pour tout choix de VhC: V une solution w et une
seule obtenue numériquement par la resolution d'un systéme lineaire.

Exemple le plus classique de M.E.F.

) v, = {vec'@; vl e P, ¥Ke T3 v|I,D =0 }.



Les degrés de liberté sont les dé

placements aux sommets des trian-
u - gles.

On demontre Ilu—uhlh,ﬂ = 0(h).

Pour une étude mathématique compléte, Cf. par exemple le livre de P.G.} '
CIARLET "The F.E.M. for Elliptic Problems'", North-Holland, 1978.

o

§3 Formulation variationnelle duale

On introduit la variete affine

£ _ - Coe ). = . -
(8) W ={q-= (qI, qz)e H(div; Q)3 Biqi + £ = 0 dans q;n, 0 sur RJ}

L' espace vectoriel associéest noté WP,

On considére alors le probléme variationnel

(9) ‘ p = (p, p,) € W;
¥q-=

0 -
(ql’ q2)‘ e W, é Aijqui dx = 0

On démontre que le probléme (9) admet une solution p et une seule et

en outre que p est 1ié a la solution u de (5) par les relations P, = a..d.u.

13 3]
La solution de (9) est donc bien les contraintes intervenant dans la formula

tion (1).

Remarque

Dans le cas particulier ou a,, =a, , on sait que (5) &quivaut 4 1la
minimisation de 1'énergie

1 o
J) 7 éaij ’ajv 9,V dx é fv dx

(6 bis) J(u) = Inf j(v).
ve V

Puisque (312 =ay ) <=> (4, = A, ), alors (9) équivaut 3 la minimi
sation de la fonctionnelle



T, — -]; .
R(q) =3 é AlJ q;9 dx
(9 bis) k) = ki@
qeEW
On verifie la relation
(10) J(u) + K(p) =0.

C'est pourquoi (9 bis) est connu comme principe de 1'énergie complémen

taire en mécanique des solides, analogue au principe de Kelvin en mécanique

des fluides.

Pour calculer directement une approximation de p, on devrait construi-

re une sous-variete Wi de W' et considérer le probléeme
£,

(1) .
¥q, €W, é Aij(ph)j (q); dx =0

A ce stade ceci reste théorique car on ne sait pas construire de fagon
élementaire des exemples de Wﬁ .

Cette difficulté fondamentale sera levée en utilisant des multiplica -
teurs de Lagrange soit pour dualiser la contrainte Bipi + £ = 0 dans £ soit
pour dualiser le raccord des tractions Py n? sur les interfaces.

Les methodes mixtes (Cf. Ch.l, §4) et &quilibre (Cf. Ch.2, §4) con
duisent a une approxiination P solution de (11) avec Wfl C Wh. Elles sont
donc "conformes en la variable duale p". '

Les methodes hybrides duales (Cf. Ch.2, §3) conduisent 3 une approxi-
mation Py solution de (11) avec w% C W, , les tractions n'étant pas continues

aux interfaces.

Les methodes hybrides primales (Cf. Ch.2, §1 et 2) conduisent a une
approximation‘uh solution de (6) avec V, SV, les deplacements n'étant pas. .
continus aux interfaces. 177]

Remarque (suite)

Lorsque a, = a, , on a pour une methode conforme en les déplacements

-K(p) = J(u) £ J(uh)



o\

et pour une méthode conforme en contraintes
—K(p,) < - K(p) = J(u)

Le modéle est donc systematiquement trop rigide (resPt trop flexible).

On ne peut rien affirmer de tel pour les méthodes non conformes. -

§4 Formulation mixte

Soit W l'espéce
(12) w={q = (q;» qz) € H(div, Q) q;m; =0 sur PN}
On considére la formulation mixte:

(p, u) € W x LER); _
0

(13) | ¥q € W, é Aij P59y dx + é ud;q, dx =
Vv € Lz(Q), J v 3.p. dx = - [ fv dx.
Q il Q

On verifie que (13) admet une solution unique; en outre p est la solu-
tion de (9) et u la solution de (5).
Aproximation mixte: on se donne un sous-espace W, de W de dimension fi

h .
nie et un sous—espace Mh de L2(0)) de dimension finie. On considére alors le

probleme
I~ .
(ph’ uh) € wh X Mh H
(14) th € wh, é Aij(ph)j (qh)i dx + é u Bi(qh)i dx =0
Vvh € Mh’ é vy ai(ph)i dx = = é fvh dx

. en général, ce probleme (14) est mal posé: ni existence, ni unicité.

Les choix des espaces Wh et Mh doivent etre compatibles. Plus précisement ,

on suppose:

v, € Mh B

(15) —> v, =0
é vy Bi(qh)i dx =0 ¥q € Wh

Alors le probleme (14) admet une solution et une seule.
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On remarque qué p, est solution de (11) en prenant pour définition de

£
wh -
f
= . = M
(16) Wh o q € Wh’ é Vh_ai(qh)i dx é f vy dx, ¥ vy £ h}

. - N . 0 C 0 '
Ainsi des que div (Wh)C: M, on a W WY,

Exemple de M.E.F. mixte

Pour espace Wh, on choisit des fonctions q localement de la forme

= +
q, = a, + x.a,

=a, + X
q2 2 2a0

Pour assurer les raccords, on choisit pour degrés de liberté les trac-
tions (constantes sur chaque cote).

Pour espace Mh’ on choisit des fonctions v constantes par triangles.

On démontre

Hp - opll + Ju=ul =0 (h).
b H(aiv; 9) )

’

References: RAVIART & THOMAS, Rome Dec. 75, Lecture Notes in Math.

606, Springer-Verlag.

Ch.II-METHODES D'ELEMENTS FINIS HYBRIDES POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES DU

2™ GRDRE.

On décrit de nouvelles methodes d'eéléments finis pour approcher la so-
lution du probleme (I.1). Ces methodes sont basées sur des formulations de

(I.1) qui dépendent de la triangulation}'rh de Q.



§1 Methode hybride primale

On introduit les espaces suivants:

(1) X= {vel®Q; v[KeHI(K) ,-VKE:Th}
et
= - (K -1/2 .
2 9= {u=( Jger € ¥l B (9K) 3
h h
uK1+"uK2 =0 : sur .tout cote Klf\ Ko
UK= o - ‘  sur tout cote de K situé sur FN}
Ainsi défini, X est un espace isomorphe a . H! (K).
. KETh
On considére alors la formulation hybride primale:
B (a, A) € X x Q3
¥v € X Y J,a,. d,ud,vdx - ) / K
’ K “ij "3 i vl, AT dy = [ fv dx;
(3) Ks‘rh Kerh 9K 'K . Q
Ve, - -3 i uleu dy = 0
‘ Ket,_ oK
L h

La dernidre &quation traduit 1'appartenance de u 3 1'espace H'(Q).
Le probléme (3) admet une solution (u, d) unique; on vérifie a 1l'aide

de la formule de Green que 1l'on a

(4) A= pinli< sur tout oK, Ke T

h 71

Approximation hybride primale: on se donne deux sous—-espaces de dimen—

sion finie Xh et Ah de X et de A respectivement. On considére le probléme

r (uh, %9 e X XAkx;
(5)] ¥v, ¢ » ) J,a,. 9. u o.v, dx - Y v. L( K ., _ )
h Xh KETh K "1ij 3 "h i'h KETh 3K h }\h dy= fQ fvh dx;
. K
¥u. e ’ - 2 Jo, ul A_dy=0
. b by ket K AK h

On suppose les choix des sous-espaces tels que



vy € Xh ’ vth = constante ¥K € Th

(6) . ‘ ===9'vh =0
Ve by L S ] iy dy =00

K K B
et

W & Ny

(7 < >, =0
weX o, 12< Sox vh]K Wedy =0

Alors le probléme (5) admet une solution et une seule. Dans les exem-
ples, (6) est satisfait de facon évidente; (7) traduit la compatibilite des

choix de Xh et Mh. . &

Exemple de M.E.F. Hybride Primale

Pour espace Xh on choisit des fonctions affines par triangle (sans au-

cun raccord) et pour espace Mh des fonctions constantes par coté.

On demontre

SRR 2 M- om

On a également une majoration de l'erreur A - Ah dans la norme de A.

4

§2 Methodes d'élements finis non-conformes

Soit Vh le sous-espace de Xh defini PaF
K
8 V. = : ; =
(8) W {vhexh, Vuhel\.h, I;IBK vthuhdY 0}

Alors le premier argument U de la solution (uh, Ah)\de (5) est solution

du probléeme



uh € Vh ;

Vv, €V, ) Ty 2, 33 u 9.v, dx = [ fv, dx.
KeTh : Q

9

Lorsqu'on sait exhiber de facon simple une base de Vh’ on peut resou-

dre directement (9). On obtient alors une méthode d'élements finis non con-

formes car Vh¢ V. v .

Exemple de M.E.F, Non-Conforme

L'exemple précedent d'hybrides primaux conduit pour espace A a l'espa
ce des fonctions affines par triangle K, continues (seulement) aux milieux des

~cotés intérieurs et nulles aux milieux des cOtés situés sur TD.

|2}
§3 Methode hybride duale
Soit ' -
f .
(10) Y° = {q=(q,,q,) & (L,@))%; 3,q. + £ =0 dans chaque K ¢ T}
et
(11) ¢ = {¢ = (¢K)KET e 1 w20,
h KeT
h
‘¢K1 = ¢K2 sur tout cote Ky K23
K ~ - . -
v =0 - ©  sur tout cote de K situe dans FD}

On considdre alors la formulation hybride duale:

®, ¢ evixo

12)| ¥qe¥, f A.p. q dx- ¥ Kook gy =
TR KET Tog ¢ a s 4y = 05
we o -3 " S U8 P ok day = 0
Ret, OF 33



.11.

La dernidre équation de (12) implique 1'appartenance de p & la varieté
affine W' définieen (I.8.).

Le probléme (12) admet une solution (p, ¢) unique; on vérifie qu'on 2

(13) 6" = uly VRET, .
4]

Aproximation hybride duale: on se donne deux sous-espaces de dimension
finie Yh et @h de Y et de & respectivement, ou

(14) Y = {q e@?@)?* 3,q, eL,X), el

Soit

£ , . . ) :
(15) v, = {phve Y ) Je (divp + f) div q dx =0, ¥q_ € Yh}

KETh

On considere le probléme

B £
16)|¥q, €Y, LA, (), (@), dx -3 [ 6% (q), 0t dv =0 ;
h ’ Qi3 Fn’i “thli ¢ X *nh n’i i ’
€Th
K K
¥q, €9 -1 fyg ¥y )y 7y 4Y = 0.
L Ket,

On suppose que les choix de Y, et de Qh verifient la condition de com-

h
patibilité suivante:

Y. e 0
h h
(17) —_— ll) =0
Ion vR @, o av =0 "

% "n “In’i ™y
KET
h

Alors le probleme (16) admet une solution et une seule. 7}

Exemple de M,E.F. duale

. K . . .
Soit f la valeur moyenne de f sur chaque triangle K., On choisit pour
espace Yh les fonctions de la forme q, = a, + a;x,, q, = a, - a,x, dans cha-

que triangle. Alors p, est cherche de la forme
K K.

1 1
)y =2y -58 x5, (p),=2, -5 x,
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et les fonctions test qh € Yh sont dans constantes par triangles.' On choisit
1 2
pour @ des fonctions afflnes sur chaque 9K; l'appartenance de ¢ / (9K )

1mp11que la continuité de ¢ aux sommets de K.

On demontre

l|p - phllo,g = O(h)l

- - B
§4 Méthode equilibre

Une variante de la methode précédente consiste a choisir pour espace @h

~

un sous-espace de ¢:

= 2 L]
h h
¢K1 = ¢K2 sur tout cotéd K, K,;
¢K =0 sur tout cote de K situe dans FD}.

Si 1'on definit 1'espace W, par

K K
1 = : . n, = '
(19) W _={q €Y Y Jog (@) oo ¥ dy =0 thefbh}
KET
h
cecl permet d'obtenir pour Wh un sous—espace de W defini en (I.12) ce
qui n'était pas le cas de la methode précédente.

- 2]
Exemple de M.E.F. equilibre

Meme choix d'espace Y, que precédemment et on choisit @ présent pour N

h

1'espace de ® constantes par cote.



.13.

¢ // //////

On démontre encore

e = pllg g =0m®. |

§5 Implémentation

Lors de la résolution du systéme lineaire deduit de (16), on elimine a
priori les inconnues relatives a p,: dans les 2 exemples précedents ceci ne
nécessite que 1l'inversion d'une matrice bloc-diagonale, les blocs étant de
dimension 2 x 2. On se rameéne alors a un systeme lineaire en les inconnues
relatives aux seuls ¢h.

Pour la méthode hybride duale, on est donc conduit a utiliser un "code
déplacements conformes" et pour la méthode équilibre un '"code déplacements

non-conformes". a

Réferences: THOMAS, J.M., Thése de Doctorat d'Etat, Universite P. & M.

Curie, Paris, 1977.

Ch.III-METHODES D'ELEMENTS FINIS MIXTES POUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES DE

42™€ ORDRE.

§1 Position du probleme

On se restreint ici a 1'etude du probleme modéle

’_UZQ'*]R; . \
(1) A*u = £ dans

u=-—=20 sur I
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od Azu‘= A(Au) et %§-= grad u « n .

L'étude de la flexion d'une plaque mince encastrée conduit a ce type de
probléme. Le probléme de Stokes en mécanique des fluides en fournit un autre

exemple, uest alors la fonction courant. ‘ , B

§2 Formulation variationnelle

La‘forﬁulation variationnelle standard de (1) est
) u e B2();
(2) ¥v € Hi(ﬂ), 43 Au Av dx = szv dx

Les methodes d'approximation conforme consistent a choisir un sous-espa

ce Vh de Hﬁ(Q) de dimension finie et a résoudre

uh € Vh;
(3)

v, eV, 43 Auh Avh dx = 43 fvh dx.

Le probleme (3) admet une solution u et une seule.

L'inclusion Vh - Hﬁ(Q) implique que 1l'on travaille avec des fonctions

test de classe C'.
%)

-

Exemple de M.E.F. conforme pour les problémes d'ordre 4

Le premier exemple en utilisant des espaces de polynomes complets est

obtenu en prenant pour V. des fonctions de degre < 5.

h
Les degrés de liberté sont les valeurs de la fonction, de sa derivee
- premiere et de sa dérivée seconde (D%v = (82 v, Szy, 32 v)) aux sommets des

triangles et les valeurs de la derivee normale aux m111eux des cotes.

(ARGYRIS )
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On démontre ||u - uhH2 a 0(n*). ‘ 7

Une autre possibilité consiste a utiliser des &éléments assemblés. Exem
ple: le triangle K est subdivise en 3 triangles K,, K,, K,, les fonctioms

—test sont C!, cubiques dans chaque sous-triangle K. :

(Sanver ¢ e Veusexe)

§3 Une formulation mixte

Elle est basée sur la formulation suivante du probleme (1):

(w, v) € H'(Q) x HI () ;

(4) ¥ € HY(Q), fﬂw.e dx -\fQ grad® ., grad u dx = 0;

¥v € Ht(Q), . - fQ gradw . grad v dx —fQ fv dx.

En supposant le domaine {} polygonal convexe et la donnée f dans L2() ,
on sait (Théoreme de régularit&) que la solution u de (2) appartient 3 HY(Q).
On verifie immédiatement que le couple (-Au, u) est solution de (4). Comme

(4) admet au plus une solution, on en deduit
(5) W= -Au . 7]

Approximation: Soit Vh et V°h deux sous—-espaces de dimension finie de

HY(Q) et de H;(Q) respectivement. On considére le probléme.

\

(wh, uh) € Vh X VOh;
(6) Veh € Vh’ fQ W eh dx - ngrad eh.grad u  dx

L]
(e}
-

¥ \Y - . -
vy € Voo ngrad W, grad vy dx fQ fv. dx



On suppose
- N gt
)] Vo, =V H, (@)

alors le probleme (6) admet une solution.(wh, uh) et une seule.

Exemple de M.,E.F. mixte

- (8) : Vﬁ = {v e CO(0Y; VIT = O; le £ Pk ¥K € Th}

Pour k =1

La convergence est de démonstration délicate.

Références: SCHOLZ, R.A.I.R.0., 12 , (1978)

Pour k » 2, la convergence est démontrée dans CIARLET & RAVIART, Sympo,
sium on Math. ASpecté of F.E. in P.D.E., (C. de Boor Ed.), Academic Press ,
New York, (1974). |

a

§4 Une autre formulation mixte

Soit S 1'espace défini par

9) s ={s = (sij).’j=1’2 € (H'()Y sy = sy}
On considére la formulation
B (r, u) € S x Hy ()5
(10) | ¥s ¢ 8, .IQ rij sij dx + fQ 35 sij Siu dx = 0; j
¥v e Hé(Q), fQ Bj Ty Biv dx = - fov dx.
L ‘




Le probleme (10) admet une solution et une seule. En outre u est la

solution de (1) et on a

(11) r.. = 9%.u i,j = 1,2.

ij ij
deux sous—espaces de dimension finie de

Approximation:SoientS, et Vg

h h
S et de H;(Q). On leur associe le probleme

(12) ¥s, € Sh’ fQ(rh)ij (sh)ij dx + fQ Bj(sh)ij Biuh dx = 03
Vvh € Voh, fQ aj(rh)ij Bivh dx =-fovhdx
Soit Vh un sous~espace de H'(R). On suppose les choix de Sh et de Von
tels que ’ '
8, = {s € 83 55 ev, i,j= 1,2},
(13)
Vo, =V, N oBi(@) x

alors le probléme (12) admet une solution (rh, uh) et une seule.

M.E.F. mixte

On choisit Sh et Voﬁ verifiant (13) avec

- -0 .
Vh—{vk e’ ®; v .\Ke: P VKeTh}

[N

. - e
On ne sait demontrer la convergence que pour k > 2. Le 1= exemple est:

AN~ SN N
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References: HERRMANN, J. Eng. Mech. Div. ASCE EMS5, 93, (1967); MIYOSHI, Kua-
moto J. Sci. (Math.), 9, (1973).

@z

Ch.IV-UNE METHODE EQUILIBRE EN ELASTICITE LINEAIRE

§1. Probleme etudie.

Le systeme de 1'elasticité lineaire 2-D consiste a chercher un  champ
de déplacements u = (u;, u,), un champ de contraintes 0 = (011,012,021 ,022 )

et un champ'de déformations € = (elh €12 ,€21 ;€29 solution de:

r-ui= 0 sur FD i=1,2;
.0, . . = Q g,.n, = R T 1 = .
BJ i + fl 0 dans §, lJnJ g; sur I 1 1,2;
oY) 1 ..
€,. = = ,u. d.u, = 3
i3 =3 (BluJ + Jul) i, =1,2
0.. = ..“". 1 1 = .
{_ ij ale1€k1 1, =12
On suppose les coefficients d'eélasticite aijkl dans Lm(Q), verifiant
1'hypothese d'ellipticite
: 2x2
2 .. £, >
(2) 2k Eij 1 2 ¢ EIJ glj ¥¢ € IR (a>0)
et les hypotheses de symétrie
3) k1 T %1 T %3ilk

Il est évident que le tenseur des deformations est symétrique:€is =€j .
A 1'aide de (3) on en déduit la symétrie du tenseur des contraintes:0jp =0y .
L'hypothese d'ellipticité permet entre autres d'écrire la loi constitutive

sous la forme

(&) eij = Aijkl 1 1,2,

P

-

(&)
L]

§2 Formulation variationnelle aux contraintes

On introduit la varieté affine
£,8 _ _ 2 2x2, - .
WS = {o= (Gij) e L°))**%; o2 =0y

a-o-l t f- 0 dan-s sz’ 0- .0, g' Sur III].
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Les contraintes sont solution du probleme variationnel

oew®
®) . )
T ’ .. o,. T = 0,
¥T €W s Q Alel i K1 dx =0
A
I1 peut sembler naturel de chercher une approximation de 0 = (0,,,0,,;
Op 5T, )dans un produit de sous-espaces de H(div; {). La difficulte dans

une telle approche provient du couplage par la relation de symetrie Oj, =0y
alors que les espaces ne sont pas isotropes. Dans la methode proposée ci-
aprés cette relation de symétrie sera dualisée. )

Lorsque f = 0, une autre possibilité consiste a passer en fonction

d'Airy:
- > ) = 2
Bjcij = 0 1 = 1,2 ‘ Oon = 822 w
Gi2 = Oa3 —>I|Ytel que Oz = Oy = - 33,9
{! simplement comnexe oz = 32¥

ety vérifie une &quation aux dérivées partielles du 4= ordre. Ou peut alors
appliquer les méthodes du chapitre précédent pour approcher V.

@]
§3 Methode equilibre

On suppose £ = 0 pour simplifier mais ce n'est pas essentiel. Soient les

espaces

7 X0 = = ..‘ 2 2 2, 5 1,, = . 2
(7N {7 (TlJ) e_(L ()] ; BJTlJ 0 dans K, lenj g L2(3K) VKeTﬁk

- = X Ki_
@ N={=@)e (I L2 (9K))?; uyts

UFZ sur tout Kln K,,
h i

’.lI; =0 sur tout cote de K CI'D}.

On considere la formulation -

1

(6, A, w) € X% x N x L2(Q);
@) |¥Tex} SA. 0.1 dx-Y S A1 | o~ dy + [ ow(Ty - Tdx = 0
> k1% Llgr i Tiglg My 6Y T gRtta T Tidcx
_ K K . K
e, 1; o Vi 9glg my Y = E fBK“%giui ay
_VG € LZ(Q), fQ 9(021 '012) dx.

qui admet pour solution unique:



LIV}

=

. K -
10, O = contraintes, A = déplacements sur oK,w = E—(Bzu1 - 3,u,).

B

La méthode d'approximation associce consiste a résoudre un probleme en
(Oh’kk’wh) analogue a (9) apres les substitutionms
4

(1) x° - xﬁ NN, L2(Q) - M, .

-

On pourra éliminer le multiplicateur wh en introduisant l'espace

12) Y’ ={o ¢ xﬁ

o ) v e, [o8 [[(0)w - (0)a] dx=0]

we

Il reste a résoudre le probléme:

o -

(Oh, Ah) € Yh X Nh’

v, € Y0 So A (0., (1) .dx - 3o X (1., o¥ dy = o;
n €% TGN T U R £ S IR ;
(13) < . .

Vi e N - EIBK(“h)i (T my dv =

- K
\ Efax g; (W), dv.

12|

M.E.F. équilibre 1.

On choisit pour espace Xﬁ des fonctions localement de la forme:

O11= a; + agx; + ax,

O12= 83 + a,%X; — agx,

(14)
021 = by

+

bsx; + byx,

+

022= b3 bkxl - b5X2

pour espace Nh des fonctions affines par cote (et connectées) et pour espace
Mh des fonctions constantes par triangle.
On démontre que le probléme associé admet une solution et une seule.

On a

og-0 = 0().
Io-ollyg

M.E.F. équilibre 2

.o . . .
"Soit wK la fonction cubique qui s'annule sur le bord de K et qui vaut
. - YK . -
1 au centre de gravitée de K: § = 27 X1XoX3 sl Xj represente la jEEE coor

donnée barycentrique dans K.
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On choisit pour espace Xﬁ des fonctions localement de la forme

+

ag 9, (w )

' O12= asg + ayx; - asXy — 3¢ Bl(w )
(15) vK

F611= a; + agx; + a,x,

Oz = by + bsx; + byxy + bg 320y )
VK
Ogp= by + byx; = bsxa = bg 31() )

pour espace N des fonctions affines par cote (et connectées) et pour espace
Mh des fonctions affines par triangle (non connectées). Le probleme associe
admet encore une solution et une seule mais on a présent

o - chll =0 (h?).

0,0
& ]

Conclusion
Les espaces Yﬁ définis par (12) sont de méme dimension. En effet par

triangle K, les fondtions de Yﬁ sont dans un espace de dimension

(2 x5) -1
(2 x6) -3

]
O

(Méthode 1)
(Méthode 2)

]
O

On resoud (13) en eliminant les inconnues Gh a 1'aide d'une inversion

d'une matrice bloc-diagonale, les blocs étant 9 x 9. Il reste a résoudre le
systeme lineaire formé aux seules inconnues Ah' On obtient une résolution
analogue a celle des codes déplacements non conformes:

M-

Reférences: (avec essais numeriques): AMARA & THOMAS, "Equilibrium F.E.M. for
elasticity system, Num. Math., Springer-Verlag (3 parattre). 12|

Rio de Janeiro, Aout/79.



