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ABSTRACT

In this expositony anticle, theoretical and experimental results
obtained in the numerical study of the generalized Benjamin-Bona-Mahony
equation

w, + axﬁ(u) - Su . " glx,t)
u(x,0) = u{x)
ulx,0) = u(x,1)

are presented quite informally, in orndern to {lLustrate one of the numerical
approaches to non-Linear parntiol differential equations.
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1. INTRODUGAO

Pretendemos nesta palestra apresentar alguns resulta
dos de carater tanto tedrico como experimental obtidos no estu
do de solugoOes aproximadas da equacdao de BBM por uma equipe do
Laboratorio de Calculo do CBPF. Tais resultados dao sequéncia a
(1] e [2] e serdao publicados em co-autoria com M.A. Raupp e

J.C. Barbetta em [3].

Nosso objetivo & principalmente ilustrar as técnicas
e preocupagoes quer de ordem matematica quer computacional que
envolvem o estudo numérico de uma equagao diferencial parcial
nao-linear. Em particular, enfatizamos o fato de que o ingredi
ente basico na andlise tedrica da equac@o, a obtengdo de esti-

mativas a priori, também aparece como "piéce de résistance" na

discussao das equagoes discretizadas.

2. A INFLUENCIA DOS COMPUTADORES

O progresso alcangado pela tecnologia dos computado



res nas 3 Ultimas décadas:

a) motivou o surgimento de disciplinas para-matematicas geradas

em funcao das proprias necessidades daquela tecnologia (teo

ria das linguagens, dos automatos, entre outras);

b) possibilitou o desenvolvimento de outras disciplinas, como a
teoria da otimizagao, desenvolvimento que nao seria nem  se
guer cogitado se nao se pudesse implementar os algoritmos que

sao o objetivo final daquela teoria.

Porém, o exemplo que,a nosso ver, melhor indica a
influéncia do desenvolvimento tecnoldgico no progresso da mate
matica & dado pela salto qualitativo que a Analise Numérica ex

perimentou nos Ultimos anos.

Em 1928, Courant, Friedrichs e Lewy em seu artigo
pioneiro (vide Ref. [4]), apresentavam esquemas numéricos para
algumas equagaes diferenciais parciais, incluindo um estudo re
lativamente aprofundado dos mesmos (no qual antecipavam, por

exemplo, o conceito de estabilidade). Mas o seu interesse nes

tes esquemas era usa-los como instrumentos para obtengao de re
sultados de existéncia. E nao poderia ser de outra forma, naque
la época: por exemplo, a discretizagao mais simples da equagao
de Poisson no cubo 0<x;< 1 do R’ com Ax, =1/y17 3& nos

conduz a um sistema algébrico linear com 1000 equagdes. Sua re

solucdao com lapis e papel é praticamente inviavel.

Nos dias atuais, a solugao de problemas como este
foi reduzida a simples rotina. Mais ainda, solugoes  numéricas
sao obtidas com tal margem de exatiddo que permitem ao matema

tico utilizar o computador como um "instrumento de laboratdrio":



éle pode inspirar resultados gerais, ajudando-nos a fortalecer a
intuicao através do exame de casos particulares representati-
vos (coisa que, alias, Gauss fazia & exaustao, sb que de uma

forma muito menos indolor).

Um exemplo da utilizagdao de métodos numéricos  como
guia em pesquisas tedricas & a descoberta por Kruskal e Zabusky
de solugdes da equagao de KAV na forma de ondas solitarias, cf.
[5].

Por outro lado, a possibilidade de abordar numerica
mente (com sucesso) modélos nao-lineares influencia a  propria
construgao destes modélos. J3 ndo necessitamos seguir o caminho
classico: introduzir certas simplificagoes justamente com o fim
de chegar a um problema matemdtico cujas solugOes possam ser en
contradas de forma explicita. No dizer de Peter D. Lax [5], po
demos "deixar & teoria o que & da teoria e ao computador o que
& do computador".(E, de mais a mais, observemos "en passant" ,
nem sempre formulas explicitas dao origem a algoritmos computa

cionalmente eficientes.)

3. A EQUACKO DE BBM GENERALIZADA

Consideremos, para t >0 e 0 < x <1, a equagao

(1) u, + axf(u) - Su = g(x,t)

t xxt

com u = u(x,t) sujeita as condigoes

(2) u(x,0) = ug (x)



(3) u(0,t) = u(l,t).

Suporemos que g(0,t) = g(l,t), que f e g sao suficientemen

te regulares e que S8 > 0 & uma constante arbitraria.

Esta € uma generalizagao da equagao introduzida por
2
Benjamin, Bona e Mahony em [5], onde f(s):= ys + Bs, como um

modélo nao-linear para propagagao de ondas com dispersao.

No meio matematico brasileiro, coube ao Prof. L.Adau
to Medeiros chamar a atengao para o estudo desta equagao, do
gue resultou uma série de pesquisas realizadas na UFRJ (vide bi
bliografia em [6] , onde podem ser encontrados resultados de
existéncia, unicidade e regularidade, que estaremos usando, sem

enuncia-los explicitamente).

Seja W CZHI(O,l) o subespago das fungoes Y para

as quais Y(0) = ¢(l). A foérmula variacional de (1) é:
<utlw>-<f(u)lwx>+6<utxlwx>=<glw>I

para toda YW, ou

(4) (utllP) = <f(u) , ‘PX> + <9, ¢>,

onde usamos a notagao

1
<u, v>:= j u(x)v(x)dx,
0

(u|v)i= <u, v> + S<u, 4 v >.



4. DISCRETIZACAO

A fim de obtermos uma forma discreta para este pro
blema, efetuamos 2 passagens: semi-discretizagao na variavel x,

sequida da discretizacao no tempo.

a) Aproximamos o espago W por Wh C W, um espago de dimensao

finita N = N(h) e nele tomamos a "equagao aproximada"
ay @My - <™, v = <g,uy
@) ™oy, vy

para j =1,2,...,N, onde {wj} = {wéh)} € uma base de Wh.

Isto equivale a aproximar o0 nosso problema por outro,

cuja resolucao se reduz & de um sistema de N equacoes diferenci-

. L= ~ . s h
ais ordinarias nao-lineares nos coeficientes de u( ) com rela

4 (h)

cao a base {wj}. As solugoes sao conhecidas como  apro

ximagoes de Galerkin.

b) Para chegar a um algoritmo composto de un numero finito de
passos envolvendo apenas as 4 operagoes aritméticas, como
s0i exigirmos de qualquer procedimento a ser implementado
num computador digital, substituimos as derivadas no tempo

por quocientes de diferengas. Uma possibilidade é:

n+1l
(4') i V.| = <£(V™) '
At J J

onde V" sdo elementos de Wh que devem aproximar um:= u(.,mAt),



e denotamos g(.,sAt) por g, notacao que sera usada no que se

gue.

(1)

(ii)

(5)

(6)

(7)

para j

Observemos:

Resolver (4'), para cada nivel mAt, significa resolver

um sistema linear algébrico onde as N = N(h) incdgnitas

sdo os coeficientes de V" com relacdo & base {wj}. A ma
triz deste sistema & positiva definida e é independente
do nivel mAt considerado, o que implica em substancial

economia computacional.

O 19 membro de (4') simula a derivada 9,u 1
n+y

com uma pre

cisao da ordem de Atz, enquanto a 12 parcela do 29 mem

bro aproxima f(u com um erro da ordem de At. Para ga

1)
n+
rantir a convergéncia quadratica no tempo, tomamos em lu
gar de (4') o esquema tipo "predictor-corrector" definido

por

0
<U Ilpj> = <u0 ij> ’

Vn+1 _ Un n \
(—_A_t"'_ I’)j) = <f (U ) ’ IPJ> + <gn+_;_ ’ IPJ> ’
n+1 n n+1 n
U - U \Y + U 1
( .} = <f (——————— . >+ < >
At IIJJ ( ) ) 7 wj gn+_%_ rlp] ’
=1,2,...,Nen=0,1,...,T/At, sendo [0,T] o intervalo

de tempo que estamos considerando.



5. PROBLEMAS PRATICOS

As equagoes (5), (6) e (7) dao origem ao algoritmo
que vamos analisar. Para avangar cada nivel de tempo, devemos
resolver 2 sistemas lineares algébricos (sempre com Os mesmos
coeficientes), e a qualquer instante nao necessitamos manter

. . n n+1
simultaneamente armazenados mais que 2 vetores (U e V ou

Un o Un+1)'

Trata-se agora da escolha de Wh e das bases {wgh)}.
A primeira influencia a qualidade da aproximacao com relacgao a
variavel x, enquanto a segunda determina as propriedades do sis

tema a ser resolvido.

Por exemplo, se tormarmos uma base ortogonal em H1 ’
obtemos um sistema diagonal, para cuja solucao inexiste proble
ma de propagacao de erro de "round-off" e necessitamos apenas
N(h) multiplicagoes (em lugar das N2/2 exigidas por um sistema

ja triangularizado).

-

Mas, em contrapartida, ja que o 29 membro de (7) e
em geral obtido por integragao numérica, um vinculo de carater
pratico & imposto as derivadas da wj. Em particular, uma base

de senos e co-senos & desaconselhavel ja que, neste caso, temos

k !
max d—kq)j x)| = (mF¥

0<x<1|dx

Em geral, tomamos as wj de modo a formarem uma ba

se "aproximadamente ortogonal", no seguinte sentido:



(wile> = 0 se li-j| > p.

A matriz do sistema & entao do tipo matriz de banda,

0 que diminui sensivelmente o volume de calculos a efetuar.

6. ANALISE TEORICA DO ALGORITMO: ESTABILIDADE

De maneira pouco precisa, podemos dizer que substi
tuimos a equagao Lu = g pela forma discreta LU, =G,, ten
do escolhido os operadores discretos LA e as aproximagoes GA
de forma a:

(8) L¢ - LA¢ -0,

(9) Gy - 9g>0,

se At >0 e h > 0. (Um esquema que satifaz (8) & dito con-
sistente.). As aproximagoes U, sao definidas por Uy:= LZl G,

e coloca ~ se a questao: tem-se

(10) U, —-u-=+20

se At >0 e h = 0? (Quando a condigao (10) é satisfeita, o

esquema € dito convergente.)

Sob a hipdtese de linearidade dos operadores conside

rados, temos:



o, = ull = |2 'L, (w-u) || <

s |ln;

AIII [ (tyu - Lu) + (Lu - L,U,) |

< L3 lngu - sall + fla- 6l -

As condigbes (8) e (9) implicam (10) se L, satisfi

zer

(11) [kl

IA
0

com a constante C independente de At e de h. (Um esquema

para o qual (11) & valida & dito estavel.)

Portanto, no caso linear, para esquemas consistentes,

estabilidade implica convergéncia. (De fato, vale a reciproca:

este & o Teorema da Equivaléncia de Lax, cf. [7].)

A estimativa (1l) garante que nao teremos "estouro",

isto &, erros introduzidos nao serao amplificados, nao importa

quao pequenos sejam h e At considerados. Ela é fundamental
também no caso nao-linear, como veremos a seguir.

1

Se em (6) tomarmos Vn+ + " em lugar de wj, obtemos,

L
2

1
usando a notagao |[|v][:= <v,v>7, ”V”1:= (v|v)Z?,

aty

v - 0P < ae CAIE@N I+ gy a ) IV 1+ (fo™)

1

< ot (e |+ flg o IF + V™7 + ot
2
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n, 2 2 n+l 2 n >
< At e Jlutfl 4 Hgn+_;_|l + v H1 + JJutl
(Aplicamos sucessivamente: desigualdade de Schwarz, 2ab < a2+lf,
vl < llvil, e € |l; < c(f)||v]], para £ regular, nula na ori

gem.)

Consequentemente, se At < 1, vem:

n+1 2
I

2
n
, $A+Bllu,

(12) |lv

onde A = A(g) e B = B(f) sao independentes de n.

De maneira analoga, usando (12), segue de (7) que

n+1 2
I, -

n+1 2
. I

2 2
o o™l < ae e + ||u + o o)),

onde as constantes C e D sao fungoes de f e g mas indepen

dentes de n. Somando para n =0,1,...,m-1, resulta
I I, = [llu’ll; < cT+ (1+D) jgo llu ]E At ,

do que concluimos, fazendo uso da desigualdade de Gromwall dis-

creta, que para todo m

in

o™} (IonHf + CT) exp (14D)T ,

ou

13 (o]

A
Q

14

onde o = a(f,g,uo,T) independe de m, At ou h. AN
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Vale a pena observar a analogia entre os argumentos acima apre-
sentados e aqueles usados no estudo tedrico da equagao (1).

Por exemplo, tomando Y:= u em (4), obtemos

L dyuwll, < le@ll oyl + lall llall <
e fulll + a l” + lall® + flull 272,
donde
lae)ll; < lall® +alulll

do que segue, por integragao

2 2 2
lae) I, < flucoy I, + Tligll® + A[
0

Usando o lema de Gromwall, vem
] 2
(13") ||u(t)||1 < B exp At
onde B = B(uo,g), sendo B = 0 para u, = g = 0.

A desigualdade (13') nos garante, por exemplo, a unicidade da

solugao de (1), (2) e (3).

7. CONVERGENCIA

Na demonstragao de (13) a escolha de W, & irrelevan

te: este & um esquema incondicionalmente estdvel, na terminolo
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gia de Lions [8]. E de se esperar, porém, que para obter resul

tados de convergéncia temos de conhecer a ordem da aproximacao

fornecida por Wh.
Como j& notamos, a equagao (7) & uma simulagao de

(4) para t = (n+;L)At, 0 que nos da uma aproximacdo quadritica
3 ¢

no tempo (esta & a chamada discretizagao de Crank-Nicholson).

Por seu turno, a solugao exata de (4) & uma solugao aproximada

de (7):
u - u u - u
(7') (2 2 ly) = <f (I By, w'>+<gn+_1_ P> + <A, ¥>
At 2 2
onde A = O(Atz), se u & regular.

Subtraindo (7) de (7'), chega-se 3 seguinte equacgao

para o erro e :

1 T ©p ' R
( At ’ ID) = <f (En) (en+1+ en) , P> = <Bn r V>,
- 2 -
onde e = un-Un L Vn, Bn = 0(At ) e gn esta no inter

1

valo de extremos (un 1+un)/2 e (Vn+ + Un)/2.

+

Observe que, para estimar e s nao podemos seguir o

caminho da demonstragao anterior, escolhendo yY:= e +en, pois,

n+1

em geral, enstwh . E neste ponto que estd envolvida a "qualida

de da aproximacao" dada pelos espacgos Wh’ bem como as proprieda

des de regularidade da solugao.

Suponhamos que existem, associados aos espagos Wh P

operadores de projegao eh : W-*Wh de tal forma que, se veW,
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oy v - v, = 0(hP), para h =+ 0.

Temos entao que a fungao e, + (ehun--un)s:Wh e pode ser tomada

como fungao-teste ¥ em (7'). Assim, obtemos estimativas de e,

através de manipulagdes nao muito distintas das que efetuamos

acima. (Tais calculos sd3o andlogos aos expostos em [1].)

Resta a questao da existéncia de tais espagos aproxi

mativos W, e operadores de projecao 6

h h

Para r, £ e N inteiros, com 0<r < £-1 e h:=1/(N+1),

L,r
h

consideremos o espago S C W das funcoes Y polinomiais por

partes, de classe c’ e satisfazendo:

a v =P, 5=0,1,...,r,

b) em cada intervalo [3h,(j+1)h], j = 0,1,...,N, ¥ coinci

de com um polindmio de grau < £-1.

Nestes espagos, o operador de interpolacao satisfaz

(vide [10]):
Hv-ehv]]1 = o).

Conclui-se dai o seguinte:

Teorema: O esquema numérico definido por (5), (6) e (7) com
Wh = Sﬁ’r € convergente. Mais precisamente, existem constantes
T >0 e C (que dependem apenas de f, de g e de u,) tais que,
se At < T tem-se:

(14) sEp |g® -u |l < ¢C [:hl)'—1 + At7].

y
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como [[v||_ < K |v]| para veH (0,1), a desigualda-

1 14

de (14) nos garante a convergéncia uniforme:

sup " (x) - u (x)] < ¢ [}2-1 + at® 7.
0<n<T/At

O<x<1

8. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

No caso emr = 2 e £ =3, Sﬁ'r & o espago dos
splines cubicos. Efetuamos um estudo experimental da equacao
com estes espagos de aproximagao, obtendo os resultados que se

seguem.

Os graficos abaixo descrevem a evolugao no tempo da

solugao aproximada que calculamos com os seguintes dados:

uo(x):= (x(x-—l))3

f(s)i= s + 3s2/4 + s3/20
g:= 20

§:= 1/6

h:= 1/20

At:= 1/25
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Tomando u(x,t):= sen(2m(x-t)) /50, f(s):=

l6

s+3s°/4 , 8:= 1/6, ob

tivemos aproximagaes coerentes com as estimativas tedricas, co

mo pode ser visto nas tabelas que se seguem:

TEMPO
G, 0000GGOE+QO
2.C000000E-01
4, 0C00000E~-01
6. 0000000E~01
8. 0000000E-01
1.0000000E€+00
1.2000000E+00
1.4000000E+00
1.60000CCE+D0
1.80000005+00
2.00C0CQ0E+00
2. 20000C00E+00
2.4000000E+00
2.6000000E+00
2+8000000E+00
3.0000000E+00
3,2000000E+00
3.4000000E400
3.6000000F+00
3.8000000E+00
% Q0000O00E+00
%4a2000000F+00
4. 4000000E+00
4. 5000000E+00
4,8000C008400
5. 5000C00F+00
5+.2000000E+00
5+4000000€E+00
5.600C000E+00
5. 8000000F+00
5+0000000E+00
te 2000000E+00
644 000000E+00
6+ 6000000E400
6+ 800000Q0E+00
7.0000000E+00
T+2000000€+00
T7.4000000€E+00
7. 603000008400
780000008400
8+ 00CO00QE+DO
8,20000C0E+00
8.4000000E+00
B8.6000003€+00
R+ B000000F+00
‘"G4 0000000E+00
9.20000G00E+00
9. 400000CE+0D
Q. 6000000E+400
2. 3000000E+00
1.0000000E+01}

h:=1/10
At:=1/5

ERRD MAX ABSOLUTO
~4,5165269E-06
~1.1560011E~03
~1.974113RE~03
-2421629308-03
-1.819542 7E~-03
8.9935969E~04
-2.8600266E-04
-1,3920371F~03
-2.0930311E-03
2.1845862E~03
. 1.6431143€6~03
~6.3183531E~04
~5,6786373E~04
-1.5980761€-03
2.1725281€~03
2.11528995-03
~1.4445972E-03
~3.5451598E~04
~8.3871349E-04
1.7824573E-03
~262111176E-03
-2.0070858E~-03
-1.2168133E-03
~669735427E-05
1.0983003-03
~1.9412744E~03
~2.2224244E~03
~1,8609547E~-03
-9,6230797E-04
-2.18563806-04
~143404491E~03
-2.07Y7767E-073
-2.1980187€~03
1.688B96RE-03
~6.5576872E~04
-5,0255227E~04
~1.5549200E~03
2.1595422E-03
2.1391899£-03
~1.4947902E-03
~442113213E~04
~7.7770218E~04
1.7420103E~03
22092 740E-03
~2.0370503E-03
~1,2745967E-03
-1.3816847E-04
1. 0399066E-03
1,9086745E~03
~2.22473186-03
=1.,90102706~03

ERRO RELATIVG

~243744786E-04
~1,0787083E-01
~140908792E~01
-1.1103375€-01
-1+12453G51€-01

1.05561343E-01

~262774230E-01
=1,0919235E~01
=141003714E-01

1,1277228E~01

1.1270140E-01
~1,0223350E-01
~1.1417061E-01
~1.0961202E-01

1.1214975€-01

1.1120743E-01
-1.1331551€-01
-1.4143153E-01
~9.8491091E~02
S 1.1016175€-01
~1.1143454E~01

~1.1091004E-01"

~1.135458%E£~01
. =2.781942G6E-02
1.0248607&£-01
~1.1076437E~01
~1.1134095E-01
~1.1020353€-01
=1.1300626E~01
-3, 0489433E+03
~1.1402483E-0L
~1e1141246E-01
-1.1188277E-01
1.1584198E~01
=1.1257909€E-01

-1.0103827E-01

-1, 1357238E~01
1.1147931E~01

161246404E-01 .

~1.1725306E-01
~1.680118GE~-01
=1.0562899E~01
1.1304171€-01
1.1134159€=-01
=1.1256600E-01
~1+1893846E-01
-1.1001309E-01
1.0792812€-01
1,0890413E~01
~1.1123659£-01
-1.1257680E-01

Tabela 1

1/10

At:= 1/50

ERRO MAX ARSOLUTO

~8,51652698~-06
U, pu947308~00
5.3407383E-06
5.3477563E-06
7.15064195-06
8.2485233E-06
9,5538559E-06
1.0699652E~05
1.1663876E-05
1.25619018-05
1.3924622E-05
1.5207594%-05
1.6375571E-05
1.7362620E-05
1.R138847E~05
1.8692814E~05
~1.9544160E-05
-2.0774383E-~05
-2.1814570E-05
-2.26U6B83L4E-05
-2.32565218-05
-2.3632436E~05
-2.3767021E-05
-2.3739881E-05
-2.46635118~05
-2.536339058-05
-2.58298235E~-05
-2.6053660E~05
~-2.6031566L2-05
~2.5763498R~05
~2.5253238E~-05
-2.4921901E-05
-2.5240628E-05
-2.53135508~-05
~2.51405982-05
~2.4725518E~05
-2.48075815E~05

1-2.3202634E-05

~2.271205%1E-05
2.1621891E-05
-2,1282094E-05
~2.0710638E~05
~1.9916587E-05
~1.8314516E~-05
~1.77222438-05
~1.6360557E-05
1.5412920%8-05
1.4653826E8-05
1.3688480FE-05
1. 2543593€E~05
1.1338391E-05

*

ERRO RELATIVD
-2,3744736E~04
2.51961608=04
3.4657034E-04
3.75906028-04
3.9513870F-04
7.7903183E~04
7.5341132E-04
6.9432012E-04
6.9101585E~C4
1.4751657E-03
1.2393584E-03
1.1107777E-03
1.0629000E-03
1.0281917E-03
1.0023267E-03
9.8273932E-04
-1.4275252E-03
~1.3480876E~03
~1.2918306E-03
-1,25144568-03
-1.2226677E-03
-1.20252908-03
-1.1307006E-03
-1.4058450E-03
-1.3628855E-03
-1.33345958-03
~1.3147796E-03
-1.3052586E-03
-1.30415165~03
-1.3114034E-03
-1.3276412E-03
~-1.2685649E~-03
-1.2645267E~03
-1.2681759E-03
-1.2796968E-03
~1.2998974E~03
~=1.3304097E-03
~1.3740297E-03
-1.4354451E-03
1.1005890E~03
-1.1188661E-03
~1.1444531E-03
-1.173%43478-03
-1.2273977E-03
-1.2944510E-03
-1.3917132E-03
8,5170539E-04
8.6778059E-04
8.8827045E-04
9.8392881E~04
1.05802812-03



TEMPD
0.000NCODE+DD
b.66ER06RTE-D2
1.3333333F-01
2.0000000E-01
2.6666A67E-01
3.32333338~01
4,0000000%~-01
4,6666667E~01
5.33333332-01
6.0000000F-01
£.6666667TE-01
7.33333338-01
8.0000000E-01
8,.A66666TR-01
9.3333333R-01
1.0000000E+00
1.0666667E+00
1.1333333F7+00
1.20N0000R+00
1.2660667R400
1,3333333R+00
1.4000000F8+00
1.4666667E+00
1.5333333E+00
1.6000000E+DD
1.666666TE+00
1.73333338+00
1.8000C00E+00
1.8666667R+00
1.3323333F+00
2.00000007+00
2.06666672+00
2.1333333F+00
2.2000000R+00
“2.26666678+00
2.3333333R8+00
2.48000000F+00
2.866666724+00
2.53333338+00
2.80000008+00
2.8666667R+00
2, 73333338+ 00
2,8007000E+00
2.R6606HT7E+D0
2.93371333R+00
3.0000000R+00
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At:= 1/15

ERRY MAX ABSOLOTO

-4.5165269E~06
4.4958039E-05
-8.52266018-05,

~1.2715404E-04

-1.5826838E-04
-1.92236328-04
~2.1540404E-04
~2,.2885800E-04
-2.4292238E-04
~2.3859926E-04
~2.3%31393E-04
-2.2122188E-04
1.95034 75E-04
1.71499158~04
1.3451621E~04
9.8193077E-05
-5.6696229R-05
-1.41026218E-05
-3,1931279E~05
~7.6088000E~05
-1.1322725E-04
-1.5285025E-04
~1.837403482-04
-2.0684963E-04
~2.29683471E-04
~-2.35%0657518~04
2.42746707-04
2.3805268E-04
2.21710878-04
2.0709165E-04
1.7664456F-04
~1.46A036TE-04
~1.9980114E-08
~6.77359218-05
-2.65010158-05
-2.1149510E-05
-6.2669491E-05
~1.04961218-04
~1.4221607E-04
~1.73351398-04
~2.0396434F-04
2.19078808-04
2.37388088~04
2.42868038-04
2.36395898-04
2.31433356R-04

1/10

ERRO BELATIV
~2.3744786E-04

7.7773510E-03
-2.0495895E-02
-1.1865261E-02
-9.9348692E-03
-1.2%33977E-02
-1.15836478-02
~1.27752058~-02
-1.,2213023E-02
~1.2316921E~02
~1.193258038-02
~1.2772250E-02

1.0777461E-02
+1.2255837E-02

1.45173148-02

9.1627667E-03
~1.9405565E-02
=2.02343278-03
~1.2738584R~02
~-1.0314374E-02
~B.6641896E-03
-1.3002212E-02
4~1.1029872E-02
“1.3197096E-02
-1.2075238E-02
-1.1755453E-02

1.2147990E-02

1.2515171E~02
1. 1386366E~02
77 1.1956448E-02
4 1.3856143E~02
# =1.0479601E-02

5 ~1.30732708-02

" =7.C301566FE-03
“.=1.5835389E~02
~1+2637313E-02
~6.4835390E~03
-1.29028172-02
-1.01563168E-02
~1.35977978~02
~1.1775879E-02
1.1251205E-02
1.2480224E-02
1.2134046E-02
1.18301718-02
1.2167178E~-02

Tabela 2

At:= 1/25
h:= 1/20

ERRD ¥AX ABSOLUTO

-2.7679579%-07

9.L0278847~05
~1.8672914%-05

2.77060365-05
-3.64292%1E-05
-4.4753197R~-05
-5.2439608E~05
~5.97207278-05
-6.59036462-05

=7.184887788~05

~7.620G405E-05
-8.0556A9GE=05
-8.3082731E~D5
~8.53535128-05
-8.6059519F-05
~-8.6105173E-05
~8.,49871218-05
-8.2696842E-05
-7.97302128-05
~T.53927803~05
~T.07360241-05

F.45506848~05

5.83804837-05

5,07851518-05

4, 317583 78-05

3. 4635294 E~05
-2.5970044E-05
-1,68020027-05
-7.5946820E~06
~1.97956198~06
-1.12661228-05
-2.0610581E-05
~2.947825L4E-05
~3.8281132E-05
~4.6341635E-05
-5, 48 7RHILE=05
-6.10285128-05
-~6,72790478~05
-7.28392298-05
~7.7208057E-05
~8.11559138~05
-8.34502308~05
-8, 5628470805
-8, 5R5469TE-05

8.6004301E-05

8.4368302E-05

Verifica-se que o seguinte algoritmo de passo

grau de precisao que (14):

YO
Yl

-
.

1
2

~Y

n—l) , q;'> +

EBRO RELATIVO
-1.38397898-05

2.50926508-03
-4,98260575-03

3.76313318~03
~4.94795098-03
-3.98101212-03
~4.65475537-03
~4.22239418-03
-4.5203359E-03
-4, 2547917E-03
-4.3483303E-03
-4.3320465%-03
~4.2290847E-03
-4, 3549874E-03 *
~4.3029759E~03
-4.3073841R-03
-4, 3521703E-03

L=U,236B79RE-03
=B .4058258E-013

-9.18614258-~02

L =4.37160368-073

4.084645563-03

L U.2612879E~03

4,7239547E-03
4,240RK00E-03
5.1122593E-03
-3.83336018-013
=H.70336G4LE~-03
~3.0298111E~-03
~3.157112132-02
-2.58227225~03

F~84,72640861E-03

-3.7112407E~-03
~4,49547618-03

C~3.94205258-03

~4,.80021795-03
~4.0879635E+01
~4,4846000E-03
~4,2311871E-03
-4, 40539928-03"
-4 ,2656182E~03
-4.3450363I2~03
~4,31545 19803
~4,29485528-02

4.3087175E-03

4,3552440E~03

duplo tem o mesmo

<g , ¥>,



18

n>2, Y e W, . Computacionalmente, €le & mais econdmico, pois en
volve a resolugao de apenas um sistema por passo. Sua performan-
ce & sensivelmente inferior a do algoritmo "predictor-corrector"
como & ilustrado pela Tabela 3, que foi obtida com o algoritmo

de passo duplo, nas mesmas condigcoes da Tabela 2.

: i ERRO RELATIVO
TEMRO ERRO MAX ABSOLUTO ERRO RELATIVO| Co@ o ossnacog 0 :

N.000DONCE+DD
6.65666678-02
1.33313333E8-01
Z.000%000F-01
2. 6660A5TR=01
3.1333333F-01
4.0000000F-01
4.66865657F-01
5.3333333F-01
5., 0007000F-01
6.566566578=01
7.33333338-01
8,0000000E-01
3.6A656678-01
.3333333E~01
1.0090500E+00
1.066665TF+00
1.13333338+00
1.20900007+00
1, 366566 TE+ND
4. 3333333F+00
1.3000000E+0D
1.46666567F+00
1.53333337+00
1. 5000000F+00
1.666565F7+00
1.7313313E+00
1.8000000E+00
1.8666667FP+00
1.93331331F+00
2.00000N0F+0D
2.06R5667F+00
2.133133338+00
2.2003000E400
2.266666TR+00
2.33331333E+0D
2, 40000N0E+00
2. 465565678 +D0
2.5333333E400
2.50000N0E+00
2. E66AAGTERND
2.73333318400
2.8000000F+00
2, 8B6666ATE+0D
2.713323338+00
3.0000000F+00

-4.51652658-06
4.4958639E-05
1.7350835E~04

-3.04737238-04

-4.1681324E-04

~5.2351034E-04

-6.1010888E-0U

-6.6971319E-04

-7.2181842E-04

~7.3497590£-04

-7.3362983E-04

-7.07349058-04

-6.49299375-04

-5.8297673E- 04

-4, 8640919E-04

-3.79377318-04

-2.5917723E-04
1.27042858-04

~8.34261355-06
1. 4058038E-048
2.65305967-04
3.88R2183E-0U
4.9550975E-04

-5.8189749E-04

-6.61452008-04

~7.0475294E-04

-7.3565156E-04

-7.4034075E-04

-7.1185394E-04

+6.7421401E-04

<6.01854098-04
~5.1566169E-04

-4.1295066F-04
2.9144097E-04
1.6832306E8-04
3.4198289E-05
1.0125853E-04
2.3351324E-04
3.5582291E-04
4.63143937-04

-5.6522026E=04
-6.36232208-04
-6.9808289E-04
-7.3271153E-04
-7.3581716E-04
-7.2868657E-04

-2, 37447B6F~-004
7.7773510E-03
3.2260235E-02

~2.R8436181E-02

-2.7530782E-02

-3.3400204E~02

-3.2809441E-02

-3,.5457962E~-02

-3.6289721E~02

-3.70640873E-02

-3.7676957E-02

-3.9485303E~02

-4,0128905E-02

-4.,15661228E~-02

-4,6948292E-02 -

-4,.4550992E~02

~6.2328866E-02
§.12001918-02

~-4.3859709E-04
2.0165139E~02

.3970883E-02 .
©3.3075128E-02"

3.1104260E-02
~3.4D 14553E-02
~3.47T4SBUE~02
-3.5361664E-02
-3.6804861E-02
-3.8217729E-02
-3.7974391E-02
-4.0872887E=02
-4.3960078E-02
“4,2648995E-02
~5.07640308-02
§,7156277E-02

“1.0057919E-01 .

4,6124943E-03
1.0509342E-02
2.8717910E~02
2.7227565E-02"
3.3828443E-02
-3.2632987E-02
~3.,3229360E-02

-3.6036274E~02.

~3.6657743E-02

. =3.7189828E-02

—3.83093Q3E-02

Tabela 3

-2.7679579E-07

5,4037884E-06
-3.81426418~05
-6.65822152-05
~9.5082959F=05
-1.2070766B~04
-1.4552264E-04
-1.6913099E-04
-1.9006323B~04
-2.0955133E-04
-2.2566769E-04
-2.399L6K2E=04
-2.5065602E~04
-2.589874)E~04
-2.6381323E-04
-2.6570558%~ 04
-2.6L46288E~04
-2.5982317E-04
-2.5256897F-04
-2.41659028-04
-2.2864134E-04
-2.1207421E-08
-1.9374494B-04
-1.7246358E~04
~1.4966086F-04
-1.2066614E~04
-9.8467346E-05
-7.0912113E-05

4.2723343E-05

1.3350345E-05

1.51641647-05

4.4061939E-05

7.2186704E-05

9.970%174E~-05

1.2577857E~ 04

1.5052212E-04

1.7339569E~04

1.9406760E~04
-2.1286761E~04
-2.2R60443E-00
-2.4263892E-04
-2.5249318E-04
-2.6051792E-04
-2.6446651E-04
-2.66141238-04
~2.63913265~04

-1.3839789E-05
2.5092650E-03
-8.7425795E-03
-9.04344238-03 .
~1.10483328-02
-1.0737527E-02
~1.1871514E-02
~1.19593708-02
~1.23335502-02
~1.2409359E-02
-1.2370213E-02
-1.2751171E-02
-1.2842081E-02
-1.3110786E-02
-1.3190661E-02
~1.3311546E-02
-1, 35494598-02
-1.3528312E-02 .
~1.3760157E-02
-1.3788495E~02
=1.4130811E-02.
-1.4136186E-02
-1.4648529E-02
-1.5341472E-02
-1.4700273E-02
-1.6932630E-02
-1.5932382E-02
~2.2665529E-02
2.2699103E-02
1.1108581E-02
4.0U63241E-03
{8.8587886E-03
9.8036406E-03
1.1709004E-02
1.1188592E-02
1.2279348E-02
1.1893212E-02
1.2593390E-02
-1.2365352E-02 "
-1.2632690F-02
-1.2745767E~02
-1.2936203E-02
-1.3129425E-02
=1.3223326E-02

. =1.3366382E-02

=1.3521303E-02
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