NoTas DE Ffsica
VOLUME VII
NS 12

CAUSALITE ET ANALYTICITE

par

Lanrent Schwartz

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS
Av. Wenceslsu Braz, 71
RIO DE JANEIRO
1961



217

Notas de Fisica - Volume VII - Nel2

CAUSALITE ET ANALYTICITE

Laurent Schwartz
Faculté des Sciences, Paris

et Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro

(Received April 20, 1961)

§1. La convolution en physigue

Considerons un syst%me physique qui, a chaque excitation
définie par une fonction E(t) du temps t, nulle pour t negatif
assez grand en valeur absolue,; fournisse une réponse, définie
par une fonction I(t), nulle pour t négatif assez grand en valeur
absolue (par exemple E est une force électromotrice, I une inten

site).

On définit ainsi un opérateur gui 2 la fonction E fait

* Reproduit d'un document de la Faculte des Sciences de Paris, Séminaire
Schwartz-Lévy, 1956-57, aprés des conferences de l'auteur au Centre Bre-
silien des Recherches Physiques.
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correspondre la fonectlon I. Supposons gue cet opérateur aft les

» 4
proprietes suivantes:

12 Il est lindalre. Si & E, correspond I, et a E, cor-
respond I, alors a Ap By + A, B, (A, et A, constantes) correg

*

pond Al I, + 12 IZ'

22 Il commute avec les translations dans le temps, ce
qui exprime 1'invariabilite du systéme physique au cours du temps.
Cela veut dire que siya BE(t), correspond I(t), & 1'excitation

decalée E(tmtl) correspond la réponse decalee I(t—tl).

32 La réponse n'a jamals lieu avant 1'excitation: si
E(t) est nulle pour % < t,, alors I(t) aussi est nulle pour
t <ty (principe de causalité).

Tirons-en des consequences, de fagon intuitive., Prenons
comme excltation E(t) = 8(t), "fonction" de Dirac et soit I(t) =

= A(t) la réponse; A(t) est nulle pour t < 0 dtapres 32.

Prenons ensuite comme excitation la méme décalée dans le
temps: B(t) = 8(t-?); alors la réponse est la méme décalee

dans le temps: I(t) = A(t -7), dlapres 22.

Mais alors toute excitation peut se décomposer en combi-
naison lineaire des &(t-7): B(t) = I E(¥) &6(t-7%)dr . On en
déduit, d'apres 1=, qué I(t) = JE('C) A(t -7) dx .

Autrement dit l'opérateur est un opérateur de convolu-

tion avec la "fonction" A(t), nulle pour t < O:

ke
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Il est evident que ce raisonnement est mathématiquement
insuffisant. Dtabord i1 faut admefttre des excitations ou des ré
ponses qul soient des distributions du tempss et non des fonctions.
Ensuite une intégrale n'eét pas une somme, il y a en outre un pas~-
sage a la limitej il faut donc supposer en outre, la continuite
de l'opérateur E—1I. Mathématiquement on a la proposition suil

vante:

Proposition I, Soit E—T un opérateur gui a toute distribution

E E-Eﬁj nulle pour t negatif assez grand en valeur absolue, fasse

correspondre une distribution I e£2;:nulle pour .t négatif assez

8 . .
grand en valeur absolue, et ayant les proprietes sulvantes:

, ,
12 L'operateur est lineaire;

22 I1 commute avec les translations dans le temps;

32 81 Ee £y+_(eSDace des distributions ayant leur sup-

port dans la demi-droite t > 0), alors I ei?i.

1 »
L'opérateur est continu de & . dans é2'+, Alors l'ope-

.1

4

rateur est de la forme E——I = A * E, ou A est une distribution de
, ,
AQ.;.‘
La démonstration en est donnde (aux questions de supporst

prés, mais elles sont évidentes), dans Theéorie des Distributions,

tome II, theoreme Xy pse 18, et p. 53.

On remarque simplement, comme plus haut,; que si a St‘

correspond Ate J%; alors

-

a 8y o cOrrespond A, .» et a
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cha (t -%,) correspond Xec, A(t-x,)

Autrement dit la formule I = A * E est vraje si E est une combi-
naison lineaire finie Zes(t ~%T,); comme ces combinaisons sont
denses dans éafet que llopérateur est continu, elle est toujours
vrale. La distribution At stappellera l'admittance du systéme
physigue.

Supposons maintenant qufon emette une excitation périodi-
que E(t) = g2imwt Alors, bien que cette excitation ne soit pas
nulle pour t négatif assez grand en valeur absolue, il se peut

» » ~ L4
qu'il luil corresponde une seule reponse periodique de meme fre-

guence, af{w) e“Zivut, On pourra admettre que, si E(t) est une

excitation assez réguliére, développable en intégrale:k; Fourier:
+ o0

E(t) = J e(w) g éimwt dw 5 11 lui corresponde une réponse don

L4 ~0Q +0o -
née par I(t) = J e(w) alw) g 2lmwt

-00
- ’ - -
Mais si I a une transformee de Fourier, i(w), on a aussi

+00 2imwt N
(1) = I 1(w) eIt 3 Giot ilw) = e(w) a(w).
=0

dwg

Ce raisonnement est mathématiquement assez denue de sens.
Il pourra arriver que, pour certaines valeurs de wy 11 nty ait
pas de réponse périodique d'amplitude finie (résonance, a(w) =oo).
Alors les intégrales n'auront qu'un sens tres douteux. D'autre
part; si a ltexcitation périodique E correspond, parmi toutes les
réponses possibles, une seule réponse de meme fréquence, a une
excltation E quelconque correspondent plusieurs réponses I (5
cause des osclillations propres du eireuit); il est difficile

d'en choisir une meilleure gque les autres et d'assurer qu'elle est
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égale a l'intégrale cl-dessus. Mieux vaut dire gue la formule

I =4A*ZFE donne, si Ay Iy E, sont des distributions tempérées, et

si elles sont images de Fourier A, = Fa,, » I, = Fi, e E.= Py
par la formule de transformation de la convolution en multiplica-
tion: i, = a, ewl si les conditions requises pour la transforma
tion de la convolution en multiplication sont verifides. I't= At*Et
a toujours un sens, puisque ces distributions sont dans 9;, mais

la formule de multiplication n'en a pas toujours.

Naturellement a,, nlest pas arbitraire, puisque son image

de Fourier At a son support dans la demi-droite t » 0.

- . . s . F
§2. Probleme: Soit une distribution tem’peree.e

1

Examiner & quelle condition 1'image de Fourier A, = ¥a =
I exp g-givu;t) 24 dw a _son support dans la demi-droite t > 0.

-

On connait une condition nécessaire et suffisante pour
qu'il en soit ainsi: 1l faut et il suffit que a soit la limite
(dans 1'espace des distributions tempérees /g:o) a, = lim al(w+ie),

=0

ou a (Z) est une fonction holomorphe pour ¥ Z >0, majoree en

module par une puissance de |zZ| pour ¢ Z »WM>0 quelconquea3 .

Cette analyticite de a (Z) permet d'cbtenir une relation
entre les parties réelle et imaginaire de a, (pour w reel). Si
l'on ne falt sur a, aucune restriction de décroissance a 1tinfi

ni, cette relation ne permettra slrement pas de calculer Sfaw a
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partir de Qaw; en effet, "a,,= constante complexe o + 1iB" a 1les
proprie’te’s demandées, quelles que soient les constantes reelles o
et p, pulsque At = Fa,= (et + 18 )86 ; il ne doit donc pas etre

possible de calculer @ a partir de o« . Nous nous poserons donc le

Probleme : Moyennant guelle condition de deécroissance a 1'infini

sur g, est-~-ilpossible d'exprimer que Ar_a son support dans t > 0
par une relation entre Ra, et Fa . permettant de calculer cha-

., ® -
cune de ces guantites a partir de ltautre ?

1
§3. Convolution des distributions avee  vp z

Définition. On appellers \/1 + x° QI'J:. ltespace des digtributions
1 .

I telles gue ——=—¢ .Q'Ll . On dira que I converge vers 0 dans
1+X 1
l'espace \ 1+x% @ 1 si gonverge vers 0 dans Q/LL
1+x

Exemples: Toute distribution a support borne appartient a \Il+x2$£ .

Toute fonction f telle que \]_LZ‘ ¢ LYappartient a
1+x

Vl+x2.91:1; en particulier toute fon"ction contim}ge iy majorée, pour
1 1 o
s k>0,0u par | ————m

|x| K log |x

La constante 1 n'appartient pas a 1+x% QL’:L.

|lx| — o0, par ) s pour k > 1.

8i I€ V1 +x2 &1, i1l en est de méme des dérivees de I,
L
- L] - * - » 4 3 L I
et la derivation est une operation lineaire continue sur \/l+ xa%:.

Les espaces de distribution Z, A8, f', 0' @I"p

D <00, sont dans \1+ x RN 71 et sont denses dans cet espace. .,\/1+ XZ,QP »

pour
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est contenu dans )3'.

I'd » l »
Definition. La distribution tempéree.. vp Py est definie par

1 (o's] dx .
{vp — 3 Y>> =vp }' Px) —, e A (3,1)
X ~-00 X

Proposition 2. 81 Te \Jl+x2 .QI:1 s ltexpression

T 1
- K —m— , N1+ x° (vp = *+®)> = - < y Y > (3,2)

T
\‘l+ xz V1+ xZ

a un sens,pour toute $e¢ .. Elle définit une forme lindaire

continue de ¢ ¢ A done une distribution tempérée_, qﬁe nous 'appelé-
lerons T * vp —lx— « Ltapplication T-—T * vp -3-;- est continue de
\Jl#- x° @i.l dans £’, et coincide avec la convolution avec vp -}%—
si cette convolution existe pour les raisons habituelles (T € Oé,

1
Dtabord vp g * ¢ est la fonectlion

0 dg
8(x) = vp ‘ ‘P(Xc-g)'----,g
—w

On a la majoration

1l C

£
) 19 V 1+x2

'\/1+ (x-E)Zﬁ pour {§|>1. Donc

Hlsi» ¢(x - ) gl \!ﬂzjlﬁl lw(x--s)l\l“(x_g)a.'dg:

c - c
- ' 2. 1 : .
s JR [P (§)} \’1+§ d§~<---—————1+ = puisque ¢ < K .

1+x
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Par ailleurs

as +1  W(x-8§) - @(x)
vpf $x-5) ¢ | = J b ag [ <
gl <1 -1 3
C
& puisque WYe 4 .

& Max |9'(E)]
e -xl¢ 1

Finalement
o 1 + C 2

1+ x2 ’

- » . L
done ¥ = V 1+ xd 8 est une fonction bornee. Mais les derivees

e (x)] €

successives de 6 stobtiennent par la meme Tormule de convolution,

. » s . '
dans laguelle Y est rempliacee par ses derivees; donc toutes les

fonctions \ 1+ x< (d‘ ) K & cont borngss, dore VY 1+x2 6 = Y

L4 # E ]
est bornee ainsi que chacune c¢e zes derivees:

T
% € B. Comse alors —===—== € &f1 ,

V1+x2

5. Dtautre part si ¥ conver-

ltexpression (3,2) a bien un sens
ge vers 0 dans /S, (3,2) converge vers 0, parce gue & converge
vers O dans #. Donc on definit bien par (3,2) une distribution 8
tempéree, telle que < S,®>= (3,2). Il est normal de poser

=T % vp -%;— car, dans les cas oﬁ ce produit de convelution a un

sens pour les raisons habltueiles, on a bien <T * vp i s P> =

= 4Ty ~vp = +x¥P>= - Vi+ 2 P)>=
y = VD * <'\/F*T .&(Vp * @) {8,¥>

Liapplication T-—T % vp —.'}E' est continue de \‘1+ x_z %’1,
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/ F I g
dans X; car si ¥ parcourt un ensemble borne dans A , jparcour‘c

¢ /
un-ensemble borne dans $; si alors T converge vers O dans dl*-x? '

T Fd i o
converge vers 0 dans &)1, et our que T appartienne a
L2 E A ° A
ﬂ]:+x2 1y, 11 faut et il suffit qutelle puisse stecrire T==To+le,
TOGQQ, T, € o%}(elle peut alors s'derire T = x S1s 5;€ .EL:.) (3,2)

converge vers O..

On peut considérer gue "T e J 1ﬁ-x2:£%} " est la condition

P 1 . d -
ia plus generale soug laguelle T * vp < DPuisse se definirj on

dirs done aussi que Vl-*xa(é%} est l'egspace des distributionscom-

1
posables avec vVp gl

-
§4. lultiplication des distributionsvar des fonetions a variation

rj
localement bornee,

rd [
Definition. On_appellers (E°) 1tespace des distributions qui

’ L) ' (] ‘ -
sont somme de derivees premieres de fonctions continues.

. N ” N L
Comme une fonction continue est elle~meme derivee d!une
A . . . A , Oy !
fonction continue, il revient au meme de dire que (E°) est lles-

e - ’ L) * ) >
pace des derivees premieres de fonetions continues.

Exemple. Toute fonction localement sommable est dans (80)38_n'est

pas dans (€°)'.

Definition. Soit T € (80)'. Soit £ une fonction & variation

. ’ b N e .
localement bornee, c. a d. telle que f' soit une mesure. On defi-

nit le produit Tf par.

Tf = g'f = (gf)I - gf! (4,1)
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L]

Qﬁ g est l'une quelcongue des primitives de T. ILe produit Tf est
une forme bilinéaire de T et £, Tf coincide avec le produit mul-
tiplicatif usuel guand celui-ci existe pour les raisons habituelles
(T = fonction, localement‘sommable_par exemple, ou f = fonction con-
tinuement différentiable),

Dtabord (4,1) a un sens. Car gf est le produit de deux fonctions,

toutes deux localement bornées, done . 11 est une fonetion localement
bornée; alors (gf)’ est sa derivée au sens des distributions; en-
suite f' est une mesure et g une fonction continue, done gf' a un
sens. (4,1) est indépendant du choix de la primitive g de T; car
une autre primitive,s'éerit g+C, C = constante, alors ((g+C) )=

- (g+C) £ = (gf) - gf'.,
La bilinéarité est evidente.

81 £ est une fonetion continuement différentiable, Tf est
bien le produit multiplicatif usuel de T e&ﬁl par f e El 6; on
en deduit que Tf est bien le prodult multiplicatif usuel pour T
fonction localement sommable et f a variation localement bornée,

par passage a la limite.

Proposition 3. Soit ¥ la fonction d'Heaviside gega;e ao pour

x < 0, a our x >0 ¥ g_gzmetrique par rapport a l'origine

gégale a1 pour x < 0, éfﬂ pour x > 0). Pour gu'une distribu-
tion Te(£%)' alt son support dans la demi-droite x » 0, i1 faut,

il suffit gue YT= Q on que T = Y735 dans ce cas, T est derivée
d'une fonction continue gy hulle pour x g 0,

Soit en effet T € (So)‘ une distribution de support dans
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la demi-droite x » 0. Parml ses primitives, il en existe une, g,

de support dans t » 0: comme elle est continue, g (x) est nulle

pour x £ 0. On a alors §T=({'g)'- §'g=0+g(0) & =0,
Alors YT = (1-Y) T = T.

Reéciproquement si T e (E°)' vérifie 1tune de ces deux condi~-

tions équivalentes, on a, dans l'ouvert x <0, T =0, pulsque Y

vaut 1dans cet ouvert, donc T a son support dans x > O,

1
§5. Images de Fourler de vp 3~ » O

Definition.

Proposition 4.

+= J‘-&
2

-+
N

w0
1
w 2imr PS

- 1 1 1 .
8, = Eﬁm— Sim VP o dtou (5?1)

&
+
on

£1
"

Sw

R
w w i pco

(542)

o
+
|
o
|
]

On a les formules suivantes:

¥ 85 =1, (553)
T 8,
t

‘?vp-i—=-11r———=—in'_(Yt-§

| £]

L[

Yy

&)

1
En effet, vp o7 est la seule distribution impaire dont le

produit par =~ 2irw soit la constante ~2im, done ¥ vpé est
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la seule distribution impaire dont la derivée soit - 2iw& , clest

done =ir -I—E—I- + Comme ‘3’8w =1, on en déduit F 8:, et ¥ 5:;.

Remargque. La formule de réciprocité de Fourier donne alors

- 0 ®
5,=% 1, = J oPlmtw gt = Jo e AT gy (5,4)
=-C0

00
- ] - 2irt
aw f}' Yt - JO e Titw dto

§6. Transformation de Fourier, convolution avec 8:; et multipli-
gation par ét' :
Propogition 5. Si ag, € \/ 1 +w2 @Ll sy alors

Ay = Fae (Ez)'. De plus, 1l'image de Fourier de a, * 6:, est
Y
Ay Ty-

Si en effet a € '\ 1+ w2 c@£.1 , on peut écrire

a8, = (1=217mw) by, 5 by, € £ . (6,1)
Alors, si At = Tay Bt = T by,
At' = Bt- + B‘E

Mais 1ltimage de Fourier B, de b € .91:1 est une fonetion

continue ’ done A, € (&g) .

1
Ensuite a,, est composable avec vp o donc avec 5':;)

(prop. 2), et At est multipliable par Yt (définitioz} de §4); done

les deux expressions &g, * 6:; ’ At i’t ont un sens.
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@

Soit maintenant: aE:) une suite de distributions a support
compact qui, pour »-—»>00,tend vers ag, dans 1+ wa °9L“ '
at¥) , '
Les bﬁ,") = ——=— tendent vers b, dans o@];‘;. Alors les

(y) (y) l=2itTw »
By © = F b, convergent vers Bt’ uniformement sur tout intervalle

fini de R.

Pour tout v, on a (transformation de la convolution en mul-

tiplication, TD, tome I1I, Théoreme XV, p. 124).

F (a2 *x 8) = A%y) Y,

1

() (¥K ¥
(Bt +Bt )Yt

(») (¥) % ! >
By ' Y, + (By Y.) +B (0) 8¢ -

Comme la convolution avec vp -(]:7 est continue de \’ l+w2 691;‘,1,
dans /3;, (prop. 2), ai:) * SJ converge pour »—»o00 vers a ¥ 8:,
dans .8/, donc le premier membre de (6,3) converge vers F(ag * 8:;)
dans /S;.

Mais B(y) converge vers Bt‘. uniformement sur tout intervalle

t
- L]
fini, donc le deuxieme membre de (6,3), converge dans ‘91; vers

v v 1 —
By Y, + (B, Yt) + B(0)§,

= Ay Yt,‘ On a done bien & (a,,* 8‘:) = A Y.
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§7. Le théoreme fondamental.
Ce théoreme h'est qu'un corollaire trivial de la proposition 5:

Théoreme. Soit a.,, une distribution composable avec vp —2‘-; o

La condition nécessalre et suffisante pour que A = ¥ a ait son

support dans la demi-droite t > 0, est a,, * 8:; =0 ou

1 1 l
3, T = 1= 8, * VP o ou (7,1)
1. 1 1 1
Raw = - = ’Zfaw* VP o ‘Iaw-?ﬂaw*vp—c:;

En effet ¢ (a  * 8,:) = Ay Y(t) (prop. 5) et pour que A, alt
son support dans t > 0, il faut et il suffit que At ft soit nul
(prop. 3).

Commentaires. La econdition, telle qu'elle est exprimée, suppose
nécessairement que a,, soit composable avec vp %—)— y donc nous

ntavons 'fait sur a,, aucune hypoth:ese superflue.

Par ailleurs, il y a d‘tautre cas, plus généraux que ceux pour
lesquels a,, est composable avec vp -;_-]:7 ’ ou 1'on peut quand meme
trouver une relation entre ﬂaw et ‘U'aw permettant de calculer
1'une a partir de l'autre (par exemple il suffit que0 a, converge
vers 0 a 1tinfini, a,, € B(:,, voir TD, tome II, §8); mais il y en
a "bien peu", puisque a,, = o+ 1Ps o et § constantes comple-

» Fd
Xes, ne doit pas rentrer dans ces cas generaux.
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TD, tome II, théoreme XV, p. 124.
TD (theorie des distributions), tome II, chap. VII.

Nous ne le démontrerons pas lci. ‘On pourra le voir en utilisant
Schwartz: "Transformation de Laplace des distributions®. Sémi-
naire Maths Univ. Lund, tome dédié a Marcel Riesz, 1952, p. 196-
206.

™, tome II, chapitre VI, §8, pg. 55.

Nous ecrivons —-i\/_}:_-:;cnz pour avoir la meme décroissance a l'in~
N

fini que m mais sans singularite a lforigine.  On pourra

1 £# 0.

prendre aussi. m "

(8, %) a un sens pour S €.9£1, x e TD-tomseII,duaJité entre B
et a@I;J- P 58o

™D, tome I, chapitre V, §1, formule (V, 1; 4).

™, tome II, exemple 4, p. 1llZ2.



