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Resumo

La relativeca teorio montris ke pluraj Newtonaj ideoj pri la spacotempo estas malper-

fektaj.

Tie ¢i ni prezentas kelkajn relativecajn konceptojn iel rilatajn al tiuj ideoj:

samtempecon de eventoj kaj sinkronon de horlogoj (ambatu lau linio en la spaca reto),
gravitan Doppleran efikon, kaj vojagon kun reveno al estinto.
A teoria da relatividade mostrou que vérias ideias Newtonianas sobre o espacotempo

sao imperfeitas.

No6s apresentamos aqui alguns conceitos relativistas de algum modo

relacionados aquelas ideias: simultaneidade de eventos e sincronismo de relégios (ambos
ao longo de uma linha na frama espacial), efeito Doppler gravitacional, e viagem ao

passado.

1 Enkonduko

Antatua artiklo [1] prezentis kelkajn fizikajn
efikojn montrante ke la Newtona tempo
malsimilas al la tempo de speciala rela-
tiveco (SR). Tie ni diskutis pri Dopplera
efiko, gemel-paradokso, rotacio, rigida
stango, kaj konstanta propra akcelo. Por
tio ni koordenatigis la spacotempon per in-
ercia referencosistemo. Tiu sistemo tatigas
por fiziko sen gravito. Tamen se gravito
gravas, ni bezonas uzi koordinatsistemojn
pli generalajn, kiel tiu ¢i artiklo priskribas.

Ni komence klarigas la koncepton de
normhorlogo, de propra intertempo, kaj de

1 Introducao

Um artigo anterior [1] apresentou alguns efeitos
fisicos mostrando que o tempo Newtoniano é
diferente do tempo da relatividade especial (RE).
Ali nés discorremos sobre efeito Doppler, para-
doxo dos gémeos, rotagao, barra rigida, e acele-
ragao propria constante. Para tanto, nds coor-
denatizamos o espacotempo usando um sistema
inercial de referéncia. Esse sistema é apropri-
ado para fisica sem gravitagao. Entretanto, se a
gravitagao for importante, nds precisamos usar
sistemas de coordenadas mais gerais, como este
artigo descreve.

Nés inicialmente clarificamos o conceito de
relogio padrao, de intertempo proprio, e de se-
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sekundo; kaj ni emfazas la konstantecon de
lumrapido en vakuo, en iu ajn gravito.
Normhorlogo estas kiel altkvalita brak-
horlogo [1, Sek.1]. Ciuj normhorlogoj es-
tas stmilaj, tio signifante ke du apudaj
normhorlogoj montras la saman kadencon
de fluo de iliaj tempoj. Tamen komence
apudaj kaj sinkronaj normhorlogoj, se
poste havante malsimilajn rapidon kaj
graviton, estos probable nesinkronaj en
okaza renkonto. En la renkonto, la du
normhorlogoj ankorati montras la saman
kadencon de fluo de iliaj tempoj.

Normhorlogo montras la fluon de 7,
sia propratempo. Konvena unueco de pro-
pra intertempo AT estas la sekundo, kiu
pendas nek de la movado de normhorlogo
nek de gia pozicio en gravita kampo. Es-
tas interkonsentita ke sekundo estas la in-
tertempo de senerare 9.192.631.770 peri-
odoj de specifita radiado el atomo de cezio.
Vidu [2, pago 18] por detaloj.

Ankau estas interkonsentita [2, pago17]
ke la rapido ¢ de lumo en vakuo estas
senerare 299.792.458 m/s. Konsekvence,
metro estas moderne difinita kiel la dis-
tanco ke lumo trakuras en vakuo dum frak-
cio 1/299.792.458 de sekundo, senerare.

Tiu ¢i artiklo akordas FEinstein [3],
Landau-Lifshitz [4], Anderson [5], Synge [6],
Misner-Thorne-Wheeler [7]. Tamen, mal-
samaj vidpunktoj ekzistas, kiel tiu de
Tonkinson [8], ekzemple.

2 Koordinatoj

Pensu pri finhava regiono R?® de trispaco;
kaverno, ekzemple, eble havante graviton.
Tie ni etendas (formale) aron de dudimen-
siaj surfacoj, kiel grandaj kurtenoj, kaj
ni orde etiketas ilin per reelaj nombroj
x!. Tiuj surfacoj generaligas la karteziajn
ebenojn x = konst de Euklida geometrio.
Simile kiel tiuj ebenoj, surfacoj ! = konst
ne tusas unu la alian, kaj ilia aro pleni-

gundo; e enfatizamos a constancia da velocidade
da luz no vacuo, em qualquer gravitacao.
Um relogio padrao é como um relégio de

pulso de qualidade superior [1, Sect.1]. Todos
os relégios padrao sao iguais, significando que
dois deles, colocados muito préximos, mostram
a mesma cadéncia no fluir dos seus tempos.
Entretanto, relégios padrao inicialmente vizi-
nhos e sincronos, se posteriormente submetidos
a diferentes velocidades e gravitagoes, estarao
provavelmente nao-sincronos em um ocasional
reencontro. No reencontro, os dois relogios ainda
mostram a mesma cadéncia no fluir dos seus tem-
pos.

Um relégio padrao mostra o fluir de 7, seu
tempo proprio. Um unidade conveniente de in-
tertempo proprio At é o sequndo, que independe
tanto do movimento do relégio padrao como
da localizacao dele em um campo gravitacional.
Esta postulado que 1 segundo é a exata duracao
de 9.192.631.770 periodos de uma especificada
radiagao de um atomo de césio. Veja [2, pdg. 18]
para detalhes.

Estd também postulado [2, pag. 17] que a
velocidade ¢ da luz no vacuo é exatamente
299.792.458 m/s. Como consequéncia, o metro
estd modernamente definido como a distancia
que a luz percorre no vacuo durante a exata
fragao 1/299.792.458 de 1 segundo.

Este artigo vai de acordo com Einstein [3],
Landau-Lifshitz [4], Anderson [5], Synge [6],
Misner-Thorne-Wheeler [7].  Entretanto, ha
diferentes outros pontos de vista, como por
exemplo o de Tonkinson [§].

2 Coordenadas

Considere uma regigo finita R* do triespaco;
uma gruta, por exemplo, possivelmente com
gravitagdao. Nela nés estendemos (formalmente)
um conjunto de superficies bidimensionais, como
grandes cortinas, e as etiquetamos ordenada-
mente mediante ntimeros reais z'. Essas su-
perficies generalizam os planos cartesianos r =
const da geometria Euclideana. Tal como aque-
les planos, as superficies ! = const nao tocam
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gas regionon R3. Sed malsimile al karteziaj
ebenoj, tiuj ¢i koordinatsurfacoj povas mal-
formigi laulonge la tempo.

Ni simile etendas (formale) aliajn du
arojn de dudimensiaj surfacoj, kaj etike-
tas ilin per reelaj nombroj z? = konst
kaj 2% =konst. Tiuj ¢i surfacoj generaligas
la karteziajn ebenojn y = konst kaj z =
konst. Tiel, tridimensia spaca reto estas

elektita por R3. Ciu punkto P de la reto ri-
latas neambigue al triopo z* = [z!, 22, 23].
Car la reto povas malformigi latlonge la
tempo, tial distanco inter punktoj de reto
povas ankau varii.

Poste, ni fiksas (formale) unu horlogon
Kp en c¢iu punkto P de la reto; gi estas
la koordinathorlogo de P, au loka horlogo

de P. Ciu Kp montras valoron éiam plie-
gantan de nedimensia variablo t, la tempa
koordinato en P. Kp ne estas normhorlogo,
ordinare. Intervalo At de loka tempa ko-
ordinato estas apenau nombro, sen un-

ueco de intertempo (sed legu [9]). Ciu Kp
havas sian kadencon de fluo de sia tempo
t, kaj du koordinathorlogoj ordinare ne es-
tas sinkronaj, ec se ili estas najbaraj. Plu,
ordinare estas malkonstanta, la rilato in-
ter la fluo de ¢t em Kp kaj la fluo de 7 en
normhorlogo fiksita ce P .

Zorgo estas konsilinda, kiam ni altem-
pigas ¢iun Kp en spaca reto: najbaraj lokaj
horlogoj devas montri valorojn de ¢ ankat
najbaraj. Atentu, ke vojaganto en spaca
reto povas renkonti serion de ¢ pliegantan,
al sensangantan, au ec plietantan; Fig-
uro 1 ekzemplas tiun eblecon.

Einstein nomis molusko, la spacotem-
pan koordinatsistemon konstruitan kiel tie
¢i [10]. Kaj nomigas evento, io okazanta en
konata punkto de spaco kaj en konata mo-
mento. En elektita molusko, evento F es-
tas specifita per kvaropo [t, 2!, 22, 23], ail
ekvivalente per kvaropo z# := [z° 2], es-
tante 2° := ct. Se ni elektas alian mo-
luskon, la sama evento E estos specifita per

umas as outras, e seu conjunto preenche toda a
regiao R3. Mas diferentemente daqueles planos,
estas superficies podem se deformar ao longo do
tempo.

Nos igualmente estendemos (formalmente)
outros dois conjuntos de superficies bidimen-
sionais, e os etiquetamos mediante niimeros reais
2? =const e x° =const. Estas superficies gene-
ralizam os planos cartesianos y = const e z =
const. Com isso, uma rede espacial tridimen-

sional ficou escolhida para R3. Cada ponto P na
rede corresponde sem ambiguidade a uma trinca

r' = [z', 2%, 23]. Como a rede pode se deformar
ao longo do tempo, a distancia entre pontos da
rede pode também variar.

Em seguida nés fixamos (formalmente) um
relogio p em cada ponto P da rede; ele é o
relogio de coordenada de P, ou relogio local de

P. Um Kp mostra um valor sempre crescente de
uma variavel adimensional ¢, a coordenada tem-
poral em P. Um Kp nao é um relégio padrao,
em geral. Um intervalo At de coordenada tem-
poral local é apenas um numero, desprovido

de unidade (mas leia [9]). Cada Kp tem sua
cadeéncia de fluir de seu tempo t, e dois relégios
de coordenada geralmente nao estao sincronos,
mesmo se forem vizinhos. Além disso, é geral-
mente variavel, a razao entre o fluir de £ em um
KCp e o fluir de 7 em um relégio padrao fixado
em P.

Um cuidado ¢ aconselhado, quando nés regu-
lamos cada Kp na rede espacial: relogios locais
vizinhos devem mostrar valores de ¢t também vi-
zinhos. Repare que um viajante na rede es-
pacial pode encontrar série de t crescente, ou
estacionario, ou mesmo decrescente; a Figura 1
exemplifica essa possibilidade.

Einstein chamou molusco, o sistema de co-
ordenadas espagotemporais construido como
aqui [10]. E se chama evento, algo que acontega
em um conhecido ponto do espaco e em um
momento conhecido. Em um molusco esco-
lhido, um evento E é especificado por uma
quadrupla [¢, 2!, 22, 23], ou equivalentemente
pela quadrupla z# := [2°, 2'] , sendo z° := ct. Se
escolhermos outro molusco, o0 mesmo evento F
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Figuro 1:  Normhorlogo movigas en spaca reto. Gia propratempo ¢iam pligrandigas
(r = ...,1,2,3,4,5,...), tamen la responda loka tempa koordinato ne ¢iam pligrandigas
(t=...,3,4,3,2,6,...).

Figura 1: Um relégio padrao se move na rede espacial. Seu tempo préprio sempre cresce
(tr = ...,1,2,3,4,5,...), embora a coordenada temporal local correspondente nem sempre
cresca (t=...,3,4,3,2,6,...).

alia kvaropo z* . Riskante negravan kon-
fuzon kun ¢, ankaii 2° estas nomita tempa
koordinato de E.

Elekti moluskon, kiel ni jus faris, ne
suficas por priskribi kelkajn fizikajn vari-
ablojn. Ekzemple, priskribo de vektoro
al tensoro en evento F bezonas vektoran

bazon en E. Ciu bazo tatigas por specifi
komponojn de vektoro au tensoro. Kon-
venas ke bazoj en najbaraj eventoj mal-
similu apenat infinitezime. Tie ¢i ni uzos
nur la plej bonkonatajn bazojn, la koordi-
natbazojn, kaj iliajn dualajn [11, pago 80].
Tiuj bazoj estas kreitaj ekde koordinatoj,
sole. Tiel, ekde nun, la vorto molusko im-
plicos uzadon de tiuj bazoj.

Indas sciigi ke ekzistas referencosiste-
moj kies koordinatoj ne estas videblaj kiel
tiuj de molusko de Einstein: la nulaj koor-
dinatoj, ekzemple. Tiuj anstatauaj refer-
encosistemoj simpligas kalkulojn en kelkaj
specialaj fizikaj sistemoj, ec en speciala rel-
ativeco.

3 Metriko

La spacaj koordinatoj de du punktoj en
spaca reto informas se tiuj punktoj estas
najbaraj (infinitezime), ai ne. Se tamen la
punktoj ne estas najbaraj, tial la koordina-
toj solaj ne informas la valoron de finhava

serd especificado por outra quadrupla z# . Com
desimportante risco de confusao com ¢, também
2% é chamdo coordenada temporal de E.
Escolher um molusco, como acabamos de
fazer, nao basta para se descrever certas variaveis
fisicas. Por exemplo, a descricao de um vetor ou
tensor em um evento F requer uma base vetorial

em F. Uma base permite especificar as compo-
nentes do vetor ou tensor. Convém que bases
de eventos vizinhos difiram apenas infinitesima-
mente. Nos aqui vamos usar unicamente as bases
mais bem conhecidas, as bases de coordenadas, e
suas duais [11, pag. 80]. Essas bases sao criadas
a partir das coordenadas, unicamente. Assim, a
partir de agora, a palavra molusco implicard o
uso dessas bases.

Convém saber que existem sistemas de re-
feréncia cujas coordenadas nao sao como as de
um molusco de Einstein: as coordenadas nulas,
por exemplo. Esses sistemas de referéncia al-
ternativos simplificam os calculos em alguns sis-
temas fisicos especiais, mesmo na relatividade es-
pecial.

3 Meétrica

As coordenadas espaciais de dois pontos em uma
rede espacial informam se esses pontos sao vizi-
nhos (infinitesimamente), ou nao. Se porém os
pontos nao forem vizinhos, as coordenadas sozi-
nhas nao informam o valor da separacao finita
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distanco inter ili; t.e., koordinatoj ne po-
vas diri ion kiel ‘punkto A distancas 1m
de punkto B’. Simile, tempaj koordina-
toj de du samlokaj eventoj (tiuj kun samaj
spacaj koordinatoj) informas se la eventoj
estas tempe najbaraj, ati ne. Sed se sam-
lokaj eventoj ne estas najbaraj, la koordi-
natoj ne informas la finhavan intertempon
de procezo, ion kiel ‘la procezo datras 1s’.
Tiaj informoj bezonas uzi metrikon.
Matematike, metrika kampo ¢ estas
tensora, simetria, de ordo 2. Se molusko
estas elektita, la komponoj de g en evento
E estas skribitaj g,,(E). Metriko oferas,
krom alioj, la linielementon ds inter na-
gbaraj eventoj. Tiel, estu x# = [ct,z'] la
koordinatoj de evento FE, kie t estas mon-
trata per loka horlogo Kp de x%; kaj estu
ot + dzt = [c(t + dt), 2" + dz'] la koordi-
natoj de alia evento '+ dFE, najbara al E,
estante t 4+ dt montrata per loka horlogo
Kpiap de x' + da'. La linielemento ds
rilatantan tiujn eventojn obeas [12]

ds := \/e G (E) dzt dav

la signumo € en (1) estas elektata sama al
de g,, doz* dz", en ciu paro de eventoj.

Nek F nek E + dE estas kvarvektoroj.
Sed dF estas infinitezima kvarvektoro, kun
komponoj dz# = [cdt,dz?]. Gi estas de
tempa tipo, au nula tipo, au spaca tipo, se
g dztdz” > 0, an = 0, att < 0, respek-
tive.

Se dFE estas de tempa tipo, tiuokaze

ds = cdr,

kie d7 > 0 estas propra intertempo mezu-
rita per normhorlogo iranta de iu evento al
alia. Intervaloj de tempa tipo okazas en
movado de materia korpo, kiu vojagas kun
rapido plieta ol c.

Ekv. (2) ebligas havigi komponojn g,,
en evento r# := [ct,z'], per eksperimenta
metodo. En tiu metodo, nur proprajn in-
tertempojn estas mezuritaj. Ni jetas 10

entre eles; isto é, as coordenadas nao podem
dizer algo como ‘o ponto A estd 1m afastado do
ponto B’. Tgualmente, as coordenadas temporais
de dois eventos colocais (aqueles com mesmas
coordenadas espaciais) informam se os eventos
sao temporalmente vizinhos, ou nao. Mas se os
eventos colocais nao forem vizinhos, as coorde-
nadas nao informam o intertempo finito de um
processo, algo como ‘o processo dura 1s’. Essas
informacgoes precisam usar uma métrica.

Matematicamente, o campo métrico g é ten-
sorial, simétrico, de ordem 2. Se um molusco
foi escolhido, as componentes de g no evento F
sao escritas g,,(E). A métrica g propicia, além
de outras coisas, o elemento de linha ds entre
eventos vizinhos. Assim, sejam z# = [ct,z"] as
coordenadas de um evento E, onde t é mostrado
pelo relégio local Kp de z%; e sejam z# + dat =
[c(t + dt),z* + dz']| as coordenadas de outro
evento E+dF, vizinho a E, sendo t+dt mostrado
pelo relégio local Kpiqp de ¢ + dzt. O ele-
mento de linha ds que relaciona esses eventos
obedece [12]

wv=20,1,23, €==1; (1)
osinal € na (1) é escolhido igual ao de g, dz* dz",
em cada par de eventos.

Nem F nem E + dFE sao quadrivetores. Mas
dE é um vetor infinitesimal, com componentes
dz# = [cdt,dz?]. Ele é do tipo tempo, ou
do tipo nulo, ou do tipo espago, conforme seja
g dztdz” > 0, ou = 0, ou < 0, respectiva-
mente.

Se dFE for do tipo tempo, entao

€= +1, (2)

onde d7 > 0 ¢é o intertempo préprio medido por
um relégio padrao que va de um evento ao outro.
Intervalos do tipo tempo ocorrem no movimento
de um corpo material, que viaja com velocidade
menor que c.

A (2) permite obter-se as componentes g,, em
um evento z* := [ct, x|, por método empirico.
Nesse método, somente intertempos proprios sao
medidos. Noés atiramos 10 relégios padrao a
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normhorlogojn ekde punkto z°, en loka
momento ¢, en iuj ajn direktoj kaj kun
iuj ajn rapidoj. Kiam la propratempo de
c¢iu horlogo h pliegigas de valoro Ay 7 sufice
malgranda, ni alnotas la tri spacajn koordi-
natojn x'+Apz’ de gia loko, kaj la montron
t + Apt de loka horlogo. Simile kiel (1) kaj
(2), ni skribas la 10 ekvaciojn

(A7) = GupApx” Apa?

kaj solvas tiun sistemon de ne-homogenaj
linearaj ekvacioj por la 10 koeficientoj gy,
en evento z*.

Fakte, kompono goy estas sciebla pli
facile, en punkto z* kaj en loka momento
t. En tiu momento ni fiksas normhorlogon
apud la loka horlogo de z'. Uzante (1) kaj
(2) kun dz* = 0, ni vidas ke la rilato inter
la fluo de tempo de la du horlogoj pendas
nur de koeficiento ggp de metriko:

dr =

mezurante d7 kaj dt, oni havas goo(t, z°).
Se dFE estas de spaca tipo, tial neniu
korpo at lumradiado povas esti en ambau
eventoj F kaj 4+ dFE ; tiuokaze oni difinas
propran distancon inter la eventoj,

A\ = ds,

gi ne pendas de molusko.

Fine, se dE estas de nula tipo, tial
ds = 0, kaj do ambau propra intertempo
d7 kaj propra distanco d\ estas nulaj. In-
tervalo de nula tipo okazas en movado kun
rapido ¢, kiel tiu de lumo. En laborato-
rio, la matematika (ds = 0) kaj eksper-
imenta praktikeco de lumo estas konvene
profitita [13] por malkovri la koeficientojn
g en elektita molusko.

4 dL kaj dT

La speciala kaj la generala relativeco
konsideras kvardimensian spacotempon.

goo(t, flf’) dt,

partir do ponto z', no momento local ¢, em
direcoes quaisquer e com velocidades quaisquer.
Quando o tempo proprio de cada relégio h
tenha avancado um valor A7 suficientemente
pequeno, nés anotamos as trés coordenadas es-
paciais ' + Apz’ do lugar onde ele estd, e a
leitura t + At do reldgio local. Como em (1) e
(2), nds escrevemos as 10 equagoes

h=1,2,..10, (3)

e resolvemos esse sistema de equacoes lineares
inomogéneas para os 10 coeficientes g,, no evento
Tt

Em verdade, a componente ggg pode ser co-
nhecida mais facilmente, em um ponto z* e num
momento local t. Nesse momento nés fixamos
um relégio padrao junto ao relégio local de .
Usando (1) e (2) com dz' = 0, vemos que a
relagao entre os andamentos dos dois relogios de-
pende somente do coeficiente ggg da métrica:

2" = konst ; (4)

medindo d7 e dt, tem-se goo(t, z").

Se dE for do tipo espaco, entao nenhum
corpo ou raio de luz pode estar em ambos even-
tos E e E + dFE ; neste caso define-se a distancia
propria entre os eventos

e=—1; (5)

ela nao depende do molusco.

Finalmente, se dE for do tipo nulo, entao
ds = 0, e portanto ambos intertempo proprio
d7 e distancia propria d sao nulos. Intervalo do
tipo nulo ocorre no movimento com velocidade
¢, como o da luz. Num laboratorio, a pratici-
dade matematica (ds = 0) e experimental da luz
é convenientemente aproveitada [13] para se des-
cobrir os coeficientes g, no molusco escolhido.

4 dL e dT

A relatividade especial e a geral pressupoem
um espacotempo quadridimensional. Entretan-
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Tamen, nia homeco kutimigis nin percepti
malkune la tempon kaj la spacon, en pli or-
dinaraj fenomenoj. Tio stimulas nin serci
relativecajn kvantojn rilatante (tiel bone
kiel estas ebla) al Newtonaj distanco kaj
intertempo.

Propra distanco kaj propra intertempo
ne estas la sercataj kvantoj, car d\ estas
difinita nur se dF estas de spaca tipo, kaj
d7 estas difinita nur se dE estas de tempa
tipo. Ni anticipas ke la sercataj kvantoj
estos trovitaj en speciala inercia molusko.

Komence ni difinu distancon dL inter
punktoj P kaj P + dP, najbaraj en spaca
reto, en elektita momento. Ni procedas
simile kiel en speciala relativeco. Ni eli-
gas lumsignalon el punkto P = 2, en loka
momento t. Tiu signalo atingas punkton
P+dP = 2" +da' en loka momento t+d;t,
kie dyt (kio estas >, <, a1 = 0) estas solvo
de ds =0:

to, nossa condi¢ao humana nos habituou a perce-
ber separadamente o tempo e o espac¢o, nos
fenomenos mais comuns. Isso nos estimula a
buscar quantidades relativistas que correspon-
dam (t&o bem quanto possivel) a distancia e in-
tertempo Newtonianos.

Distancia prépria e intertempo préprio nao
sao as quantidades em busca, porque dA é
definido somente se dF for do tipo espaco, e dr
¢ definido somente se dF for do tipo tempo. Nos
antecipamos que as quantidades em busca serao
encontradas em um especial molusco inercial.

De comeco vamos definir distancia dL entre
pontos P e P+dP , vizinhos na rede espacial, em
um momento escolhido. Nés procedemos como
na relatividade especial. Nés emitimos um sinal
luminoso do ponto P = z', no momento local
t. Esse sinal atinge o ponto P + dP = ' + da’
no momento local t+d;t, onde dit (que é ou po-
sitivo, ou negativo, ou nulo) é solugao de ds = 0:

goo(C dlt)2 + 2g0i(C dlt)d.flfl -+ gZ]d.TZd.CIfJ = 0, (6)
do ‘ portanto
dyt = <—hidi Jhir dzid J), 7
== ' + e1y/hy; doide (7)
kie ‘ onde
€1 = :|:1, hz(l'“) = Joi s hij(fﬁu) = M — gij . (8)

La signalo reflektas de P+ dP en loka mo-
mento (¢ + d;t), kaj revenas al P en loka
momento (t+dyt) 4+ dat, kie dot (kio ankan
estas >, <, au = 0) ankat estas solvo de
ds =0:

O sinal reflete de P + dP no momento local
(t + dit), e retorna a P no momento local (¢ +
dit) 4+ dat, onde dat (que também é positivo, ou
negativo, ou nulo) é também solucao de ds = 0:

goo(C dgt)Q — 290i(c dgt)dl’z + g”dxzdxj = O, (9)

do

dot =
C+/ 900

Inter la eligo de la signalo kaj la reveno, la
montro de Kp pligrandigas de

‘ portanto

<+hidxi + €21/ hij dxidxﬂ'> , € :==+1. (10)

Entre a emissao do sinal e o retorno, a marcagao
de p aumenta
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dlt + dgt -

€1 + €3 /hij dzida ;

(11)

Cy/ 900

certe dit 4+ dot >0, tial nur valoroj €; = +1
kaj e = +1 validas en (11). Do, la propra
intertempo dr pasita en P, inter eligo de
signalo kaj reveno, rilatas al (4) kaj (11)
kiel

2 —
dr = /g (Aot + ) = 2 Jhy daiclas.
C

Ni difinas dL := ¢d7r/2, t.e., la duono de
spaco trakurita per lumsignalo, kun rapido
¢, dum tiu propra intertempo. Uzante (12)

ni fine ricevas dL := y/h;; datdad .

Resume, la distanco inter du punktoj
najbaraj en la reto estas

certamente dit + dst > 0, portanto somente os
valores €, = +1 e € = +1 sao validos na (11).
Assim, o intertempo préprio dr transcorrido em
P, entre a partida do sinal e o retorno, se rela-
ciona a (4) e (11) como

(12)

No6s definimos dL := ¢dr/2, ou seja, a metade
do espaco percorrido pelo sinal luminoso, com
velocidade ¢, durante esse intertempo proprio.

Usando (12) temos finalmente dL := |/ h;; dzidai .

Em resumo, a distancia entre dois pontos
vizinhos na rede é

AL — \J <gOing
gJoo

Car la metrikaj koeficientoj ordinare varias
kun ¢, tial ankau la distancoj dL ordinare
varias kun ¢. Kaj tiel kiel en Euklida ge-
ometrio, dL neniam estas negativa; kaj gi
estas nula se nur la tri spacaj komponoj
dz’ estas nulaj, t.e., se la punktoj P kaj
P + dP koincidas.

Ekv. (13) difinas ankau distancon in-
ter nagbaraj eventoj, en elektita molusko.
Atentu ke dL ne pendas de diferenco dt
inter la tempaj koordinatoj de eventoj.
Tamen dL povas varii per Sango de mo-
lusko. Tiu fakto estas jam konita en spe-
ciala relativeco, per nomoj plivastigo (au
malplivastigo) de Lorentz.

Ni povas ricevi (13) per alia maniero [5,
pago 348]: en evento E ni konstruas vek-
toron

T =04 / /900

gi estas de tempa tipo kaj unara (77, =
1), kaj celas estonton (7% > 0). Ni disigu

— gij> daida’ . (13)

Como os coeficientes métricos geralmente variam
com t, também as distancias dL geralmente
variam com t. E tal como na geometria Eu-
clideana, dL nunca ¢é negativa; e ela é nula so-
mente se as trés componentes espaciais dz’ forem
nulas, ou seja, se os pontos P e P+ dP coincidi-
rem.

A equacao (13) define também distancia en-
tre eventos vizinhos, no molusco escolhido. Re-
pare que dL nao depende da diferenca dt entre as
coordenadas temporais dos eventos. Entretanto
dL pode variar por mudanca de molusco. Esse
fato ja é conhecido na relatividade especial, pelos
nomes dilatagao (ou contracao) de Lorentz.

Podemos obter (13) por outra maneira [5,
pég. 348]: em um evento F nds construimos o
vetor

Ty = gO;L/\/ goo 5 (14)

ele é do tipo tempo e unitario (7#7, = 1), e
aponta para o futuro (7% > 0). Vamos decompor
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vektoron dz* ¢e E per kompono c¢dT en di-
rekto 7# | kaj kompono dL* en hiperebeno
orta al 7#:

do* =cdT 7" +dL",

tial cdT" = 7,da*, kaj konsekvence

dLF = dat — 7H7,da” = (08, — 7F7,)dx” .

Tiu dL* estas kvarvektoro de spaca tipo,
kies normo g, dL*dL" estas —(dL)?. T.e.,

(dL)* = (Gougov/goo — G )datda” ;

¢ar nur = ¢ kaj v = j kontribuas al (17),
tial ni rericevis (13).
Nun ni esploru c¢dT' := 7,da* | t.e.,

VA

Ni diras ke dT' estas intertempo de evento
x# al evento x# + dx*, en elektita molusko.

Car 7" celas estonton, tial go,da* pozitiva
(dT > 0) implicas ke evento z* 4 dz* estas
tempe posta al evento x*, en tiu molusko.

Klare, go,dz* negativa implicas la malon.
Kaj ni diras ke du najbaraj eventoj estas
samtempaj se go,dat estas nula (dT° = 0),
en tiu molusko.

Atentu ke signumo de dt ne estas de-
cidiga, en tiuj difinoj. Fakte, evento F +
dFE , supozita tempe posta al evento £, po-
vas havi dt > 0 au dt = 0 au dt < 0.

Tio estas jam sugestita en Figuro 1. Car
gopda* = dxp, samtempeco estas pli kom-
pakte esprimebla per dzy = 0.

Atentu ankat en (18) ke la intertempo
dT pendas de spacaj komponoj dz?, sed
ne pendas de nure spacaj metrikaj koefi-
cientoj g;;. Malsimile al propra intertempo
dr, kiu estas difinita nur se dz* estas de
tempa tipo, la intertempo d7" estas difinita
por dz* de ia ajn tipo.

Simile kiel d , ankat d7T" pendas de mo-
lusko. Atentu ankorau ke

gO;Ldl‘H

um vetor dz* locado em E em componente cdT’
na direcao 7, e componente dL* no hiperplano
normal a 7/ :

T, dL* =0; (15)

‘ entao cdT = 7,dz" , e consequentemente

(16)

Esse dL* é um quadrivetor do tipo espago, cuja
norma ¢, dL*dL" é —(dL)%. Ou seja,

(17)

como somente u = i e v = j contribuem para
(17), nés reobtivemos (13).
Vamos agora explorar cdT := 7,dz" , isto é,

. 18
Cy/ 900 ( )

Dizemos que dT' é o intertempo de um evento z*
para um evento z* + dz* , no molusco escolhido.

Como 7# aponta para o futuro, entao gg,dz*
positivo (d7" > 0) implica o evento z* + daz*
ser temporalmente posterior ao evento x* , nesse
molusco. E claro que gopda* negativo implica o
contrario. E dizemos que dois eventos vizinhos
sao simultaneos se go,dz* for nulo (d7' = 0),
nesse molusco.

Repare que o sinal de dt nao é decisorio, nes-
sas definicoes. Com efeito, um evento E + dF
suposto posterior a um evento E , pode ter tanto
dt > 0 como dt = 0 ou dt < 0. Isso ja foi su-

gerido na Figura 1. Como gg,dz* = dx,, entao
a simultaneidade pode ser expressa mais com-
pactamente por dzg = 0.

Repare ainda na (18) que o intertempo d7" de-
pende das componentes espaciais dz’, porém nao
depende dos coeficientes métricos somente espa-
ciais g;;. Diferentemente do intertempo préprio
d7, que é definido somente se dz* for do tipo
tempo, o intertempo d7T" é definido para dz* de
qualquer tipo.

Semelhantemente a dL , também d7T" depende
do molusco. Repare ainda que
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e(ds)? = (cdT)? — (dL)*. (19)

Do, kvankam d7T kaj dL pendas de mo-
lusko, ilia speciala kombino (19) ne pen-
das. La simileco de (19) kun analoga ek-
vacio en speciala relativeco ne estas akci-
denta. Fakte, dT" kaj dL estas intertempo
kaj distanco inter najbaraj eventoj, mezu-
ritaj en inercia referencosistemo fiksita en
zh.

Se dx* estas de tempa tipo, tial estas
moluskoj kie la distanco dL’ inter la even-
toj estas nula (samlokaj eventoj); tial la
propra intertempo dr estas la modulo de
intertempo d7"’ mezurita en iu ajn el tiuj
moluskoj. Sed se daz* estas de spaca tipo,
tial estas moluskoj kie la intertempo d7'’
estas nula (samtempaj eventoj); tial la pro-
pra distanco d\ estas la distanco d L' mezu-
rita en iu ajn el tiuj moluskoj. Fine, se da*
estas de nula tipo, tial dr kaj d\ estas nu-
laj. Sed dT' kaj dL estas ne-nulaj, plue ili
havas saman modulon (|edT'| = dL), kies
valoro pendas de molusko.

5 Kelkaj rimarkoj

En difino (13), atentu ke ¢iugj 10 koeficien-
toj g, kontribuas al dL; kaj car tiuj koefi-
cientoj ordinare varias lau la tempo, la dis-
tanco dL inter punktoj najbaraj en la reto
ankau ordinare varias, tial la reto ordinare
malformigas lau la tempo. Atentu ankau
ke ¢ar (go;dz")(gojda’) > 0, tial la miksitaj
komponoj go; de metriko, se ne-nulaj, ciam
pligrandigas distancojn dL.

Car h;;dz’dz? en (12) estas ne-negativa
por iuj ajn dz’, koeficientoj h;; difinitaj en
(8) obeas la 3+ 34 1 = 7 neegalecojn [4,
pago 236]

Assim, embora d7T" e dL dependam do molusco,
a especial combinagao deles (19) ndo depende. A
semelhanga da (19) com equagao anédloga na re-
latividade especial nao é acidental. Na verdade,
dT" e dL sao intertempo e distancia entre even-
tos vizinhos, medidos em um sistema inercial de
referéncia fixado em z* .

Se um intervalo dz* for do tipo tempo, entao
existem moluscos nos quais a distancia dL' entre
os eventos é nula (eventos colocais); entao o in-
tertempo préprio d7 é o moédulo do intertempo
dT"" medido em algum desses moluscos. Porém
se dz* for do tipo espaco, entao existem molus-
cos nos quais o intertempo d7"’ é nulo (eventos
simultaneos); entdo a distancia propria d\ é a
distancia dL’ medida em algum desses molus-
cos. Finalmente, se dxz* for do tipo nulo, entao o
intertempo préprio dr e a distancia propria dA
sao nulos. Mas o intertempo d7" e a distancia dL
nao sao nulos, ademais eles tém mesmo modulo
(ledT| = dL), cujo valor depende do molusco.

5 Algumas notas

Na definigao (13), repare que todos os 10 coe-
ficientes g,,, da métrica contribuem para dL; e
como esses coeficientes geralmente variam com o
tempo, a distancia dL entre pontos vizinhos na
rede também geralmente varia, dai a rede espa-
cial geralmente se deforma ao longo do tempo.
Repare também que como (go;dz’)(go;dz?) > 0,
entao as componentes mistas go; da métrica, se
nao-nulas, sempre aumentam as distancias dL.

Como h;jdz*da? na (12) é ndo-negativo para
quaisquer dz’, os coeficientes h;; definidos na (8)
cumprem as 3+ 3+ 1 = 7 desigualdades [4, pdg.
236]

hi; > O, hiihjj > (hij>27 det(h”) > 0. (20)

Tiuj neegalecoj faras ke dL estu nula nur se
la tri komponoj dz’ estas nulaj. Kaj uzante

Essas desigualdades fazem dL nulo somente se
as tres componentes dx’ forem nulas. E usando
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h;j de (8), kaj (20), ni vidas ke koeficiento]
g Obeas la 1+ 3+ 3 4+ 1 = 8 neegalecojn

goo > 0,

Pro arbitra Sango de molusko, kvan-
toj hij, gu , kaj dz* ordinare varias, en
eventoj F kaj E + dFE. Ni povas demandi
se la specialaj kombinoj (13) kaj (18) de
tiuj kvantoj lasas ke dL kaj dT estu ne-
variantaj. Tiel kiel en speciala relativeco,
respondo estas ne, ordinare.

Tamen, estas specialaj Sangoj de mo-
lusko [t, 2] — [t', "] kiuj lasas ne-Sangantaj
¢iun infiniteziman distancon dL kaj ciun
infiniteziman intertempon d7'. En tiuj
sangoj de molusko, spaciaj koordinatoj
transformigas kiel 2 — 2''(2/). T.e., la
sango de iu spaca reto al la alia ne pendas
de tempo. La responda tempa transformo
povas esti generala, t — #'(¢,2%). Atentu
ke la Lorentzaj transformoj por la spaca
reto, uzataj en speciala relativeco, pen-
das de t; ekzemple, © — 2’ = y(x — vt/c).
Bonkonate, tiuj transformoj malplivastigas
la spacan reton.

Ni vidis ke dL := y/h;j dz’da? estas dis-

tanco inter punktoj najbaraj en spaca reto
de elektita molusko. Se punktoj ne estas
najbaraj, la finia distanco inter ili estas
difinita per integralo de dL latu la geodezio
unuiganta ilin, uzante h;; kiel tridimen-
sia metriko. Car tiuj koeficientoj ordinare
varias lau la tempo, ankau la distanco or-
dinare varias.

6 Rapido

Estu du najbaraj eventoj, kun koordinatoj
x* kaj z* + dz* en iu molusko. Uzante
dL kaj dT', ni difinas rapidon rilatan al
kvarvektoro dx* per

(VN

) googii < (90i)”
9oo(Giigj5 — gi_j) — 90i(90i955 — 9ij905) — 90;(90jGii — Goigi;) > 0,

11

os h;; da (8), e as (20), vemos que os coeficientes
g cumprem as 1+ 3+ 3 + 1 = 8 desigualdades

det(g,.) < 0. (21)

Por mudanca arbitraria de molusco, as quan-
tidades hyj, g, e do* geralmente variam, nos
eventos £ e ¥+ dE. Podemos perguntar se as
especiais combinagoes (13) e (18) dessas quanti-
dades deixam dL e dT' invariantes. Tal como na
relatividade especial, a resposta é nao, em geral.

Entretanto, existem especiais mudancas de
molusco [t, 2] — [t',2"] que deixam inaltera-
dos toda distancia infinitesimal dL e todo in-
tertempo infinitesimal d7". Nessas mudancas de
molusco, as coordenadas espaciais se transfor-
mam como 2 — z*'(27) . Ou seja, a mudanca de
uma rede espacial para a outra nao depende do
tempo. A correspondente transformacao tempo-
ral pode ser geral, t — t'(t,2%). Repare que as
transformacoes de Lorentz para a rede espacial,
usadas na relatividade especial, dependem de ¢ ;
por exemplo, x — 2’ = y(z—vt/c). Como é bem
sabido, essas transformacoes contraem a rede es-

pacial.

\/hij dridzi é a
distancia entre pontos vizinhos na rede espacial
do molusco escolhido. Se os pontos nao forem
vizinhos, a distancia finita entre eles é definida
como a integral de dL ao longo da geodésica
que os une, usando-se h;; como métrica tridi-

No6s vimos que dL :=

mensional. Como esses coeficientes geralmente
variam com o tempo, também as separagoes
geralmente variam.

6 Velocidade

Sejam dois eventos vizinhos, com coordenadas x*
e x* 4+dx* em algum molusco. Usando dL e dT,
nos definimos uma velocidade associada ao vetor
dz* mediante

dL

g (22)
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Klare, v pendas de molusko. Car dL es-
tas pozitiva, kaj dT" povas esti atl pozitiva,
au nula, au negativa, tial rapido (22) po-
vas havi iun ajn valoron, —oco < v < 00.
Okazas v > 0 se dT" > 0, t.e. se evento
x# + dz# estas tempe posta evento z# (tial
gopdx? > 0), kaj okazas v < 0 se kontrate
(tial go,dat < 0). Kaj okazas |v| = oo se
la eventoj estas samtempaj (d7" = 0).

Se ¢dT > dL, tial 0 < v < ¢, indi-
kante ke objekto povas ekiri de punkto
x' de spaca reto en loka momento t kaj
atingi punkton z* + da’ en loka momento
t +dt. Kaj se ¢[dT'| > dL sed dT" < 0, tial
—c < v < 0, indikante ke objekto povas iri
ekde z' + da’ en loka momento t + dt kaj
atingi punkton z° en loka momento ¢. En
ambatl okazoj dt povas havi iun ajn signu-
mon. Plue, (2), (19) kaj (22) oferas je

12

E claro que v depende do molusco. Como d[L é
sempre positivo, e dT" pode ser ou positivo, ou
nulo, ou negativo, entao a velocidade (22) pode
ter qualquer valor, —oo < v < oo. Ocorre v > 0
se dT" > 0, ou seja, se o evento x* 4 da* for pos-
terior ao evento z* (entdo go,dz* > 0), e ocorre
v < 0 no caso contrario (entao go,dz* < 0). E
ocorre |[v| = oo se os eventos forem simultaneos
(dT = 0).

Se ¢dT > dL, entao 0 < v < ¢, indicando
que um objeto pode partir do ponto z* da rede
espacial no momento local ¢ e atingir o ponto
r'+dz" no momento local t+dt. E se ¢|[dT| > dL
mas d7' < 0, entao —c < v < 0, indicando que o
objeto pode partir de 2% + da’ no momento local
t + dt e atingir o ponto z' no momento local
t. Em ambos casos dt pode ter qualquer sinal.
Ademais, (2) e (19) e (22) dao

dr = /1 —v?/c2|dT |, (23)

estante v la rapido de objekto en tiu mo-
lusko.

Se ¢|dT| = dL, tial ds = 0, do lum-
signalo povas konekti eventojn z* kaj z* +
dz#. Lau (22), la rapido de signalo havas
modulon ¢. La signalo iras de z* al z° +da!
se gopda” > 0, kaj en la mala direkto se
gopda* < 0.

Fine, se ¢|[dT| < dL tial (22) indikas ke
|u| > ¢: neniu objekto kaj neniu lumsig-
nalo povas konekti la eventojn. Speciale,
se dT" = 0 kun dL # 0, tial (22) indikas

lv| = 00.

7 En kurbo

Kurbo en spacotempo estas rompebla je
pecoj. Peco esta nomita de tempa tipo (au
de nula tipo, au de spaca tipo) se ¢iu in-
finitezima intervalo de tiu peco estas de
tempa tipo (all nula, alt spaca, respektive).
Peco de tempa au nula tipo estas direk-
tebla lau plieganta T, kaj tiu direkto ne
varias per Sango de molusko. Ankat peco

sendo v a velocidade do objeto nesse molusco.

Se ¢|dT| = dL, entao ds = 0, portanto um
sinal luminoso pode conectar os eventos z# e z#+
dz*. Segundo a (22), a velocidade do sinal tem
médulo ¢. O sinal vai de 2 para ¢ + dz’ se
gopda* > 0, e no sentido contrario se go,dz* < 0.

Finalmente, se ¢|dT'| < dL entao a (22) in-
dica |v| > ¢: nenhum objeto e nenhum sinal
luminoso pode conectar os eventos. Em particu-
lar, se dT" = 0 com dL # 0, entao a (22) indica
lv| = 00.

7 Em uma curva

Uma curva no espagotempo pode ser partida em
pedagos. Um pedago é dito do tipo tempo (ou
do tipo nulo, ou do tipo espaco) se todo intervalo
infinitesimal desse pedago for do tipo tempo (ou
nulo, ou espaco, respectivamente). Um pedago
do tipo tempo ou nulo pode ser orientado se-
gundo T crescente, e essa orientagao nao varia
sob mudanca de molusco. Também um pedaco
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de spaca tipo estas tiel direktebla, sed di-
rekto povas varii per Sango de molusko.

Estu du eventoj F, kaj Es, finie aparti-
taj. En Newtona mekaniko, la tempa
apartigo inter ili estas simple ¢ —¢; , kaj la
spaca apartigo estas simple |7y — Z1|. En
speciala relativeco la temo estas pli subtila,
car ambalu apartigoj pendas de la inercia
referencosistemo ke oni uzas. Kaj en mo-
lusko de Einstein la temo estas ankorau pli
subtila.

Finia apartigo estas sumigo de infinitez-
imaj apartigoj. Ni jam difinis du mal-
samajn infinitezimajn tempajn apartigojn:
propran intertempon dr7 kaj intertempon
dT. Kaj ni difinis ankat du malsamajn in-
finitezimajn spacajn apartigojn: propran
distancon d\ kaj distancon dL. Do ni
havas 4 malsimilajn finiajn apartigojn por
konsideri. Tiuj apartigoj estos difinataj lai
iu elektita kurbo en spacotempo. Atentu
ke estas nefinia nombro de kurboj de spaca
tipo kunigante du iujn ajn eventojn. Sed
eble ne ekzistas kurbon de nula tipo, au de
tempa tipo, por fari tion.

Se kurbo de tempa tipo komencas en
evento F; kaj finigas en evento Fj,, tial la
integrajo

Es
AT = dr,

kalkulita lau la kurbo, estas la propra in-

tertempo inter la eventoj, lai tiu kurbo.
Klare A7 ne varias per Sango de mo-
lusko. Se alia kurbo de tempa tipo estas
elektita inter tiuj eventoj, la nova propra
intertempo havos malsaman valoron, or-
dinare. Ekzisto de kurbo de tempa tipo
kunigante du eventoj implicas ekzisto de
nefinia nombro de kurboj de nula tipo, kaj
de spaca tipo, kunigante tiujn eventojn.
Se kurbo de spaca tipo estas elektita
por kunigi E; kun FEs, tial la integrajo

E>
AN = dA,

13

do tipo espago pode ser assim orientado, mas a
orientacao pode variar sob mudanca de molusco.

Sejam dois eventos E; e F», finitamente se-
parados. Na mecanica Newtoniana a separagao
temporal entre eles é simplesmente to, — t1, e
a separagao espacial é simplesmente |7y — 7] .
Na relatividade especial a questao é mais sutil,
porque ambas separacoes dependem do referen-
cial inercial que se use. E em um molusco de
Einstein a questao é ainda mais sutil, como vere-
mos.

Separacao finita é soma de separacoes in-
finitesimais. Noés ja definimos duas separagoes
temporais infinitesimais distintas: o intertempo
proprio dr e o intertempo d7. E definimos
também duas separagoes espaciais infinitesimais
distintas: distancia propria dA e distancia dL.
Entao nés temos 4 separacoes finitas distintas,
para tratar. Essas separacoes sao definidas ao
longo de curvas escolhidas no espagotempo. Re-
pare que hé infinitas curvas do tipo espago para
unir dois quaisquer eventos. Porém pode nao
haver curva do tipo nulo, nem do tipo tempo,
que o faca.

Se uma curva do tipo tempo comeca no
evento F; e termina no evento F5, entao a inte-
gral

(24)

Ey

calculada ao longo da curva, é o intertempo

préprio entre os eventos, nessa curva. E claro
que AT nao varia por mudanca de molusco. Se
outra curva do tipo tempo for escolhida entre
aqueles eventos, o novo intertempo proprio terd
outro valor, em geral. A existéncia de uma curva
do tipo tempo ligando dois eventos implica a e-
xisténcia de uma infinidade de curvas do tipo
nulo, e uma infinidade do tipo espago, ligando
aqueles eventos.

Se uma curva do tipo espaco € escolhida para
unir F; com FEjy, entao a integral

(25)

Ey
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kalkulita lau la kurbo, estas la propralongo
de kurbo inter la eventoj, lau tiu kurbo.

Klare, A\ ne varias per sango de molusko.
Se alia kurbo de spaca tipo estas elektita
inter tiuj eventoj, la propralongo de nova
kurbo havos alian valoron, ordinare.

Kompletante, ni difinas intertempon
AT kaj distancon AL, inter du eventoj
en elektita kurbo. Ambau pendas de mo-
lusko. Por ia ajn kurbo kunigante F; kun
FE, ili estas difinitaj per

E>

AT = dT',
Eq
kie la integro estas farita lat la kurbo [14].
Speciala kurbo por integro de ambau (26a)
kaj (26b) estas spacotempa geodezio en-
tenanta F, kaj Es. Tiu geodezio povas havi
ian tipon. Por integro de (26b), alia spe-
ciala kurbo estas geodezio entenanta punk-
tojn P, kaj P», kalkulita kun metrikaj ko-
eficientoj h,; skribitaj en (8c).

Estas moluskoj kies intertempoj AT
estas haveblaj sen bezoni integri (26a).
Ekzemple, molusko kies kvar funkcioj
Jou/+/goo estas komponoj de kvargradi-
ento de iu funkcio, kiu ni nomas ¢7I'(z").
Tial (18) diras ke la intertempo AT de
evento Fy al evento FEs valoras T(E;) —
T(Ey) por ia ajn kurbo, en tiu molusko.

Oni povas montri [4, pago237]| ke iu
ajn finia peco de spacotempo permesas mo-
luskojn kun goo = 1 kaj go; = 0. En tiuj
moluskoj, (18) simpligas al d7T" = d¢, do iu
intertempo AT koincidas kun At.

8 Samtempaj eventoj

Sekcio 4 difinis samtempajn najbarajn
eventojn en elektita molusko; ili havas
nulan intertempon d7T, t.e., ili havas [4,
pago 237

cdt =

o (z#) da’
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calculada ao longo da curva, é o comprimento
préprio da curva entre os eventos, ao longo

daquela curva. E claro que A\ nao varia por
mudanga de molusco. Se outra curva do tipo
espago for escolhida entre aqueles eventos, o com-
primento proprio da nova curva tera outro valor,
em geral.

Para completar, definimos o intertempo AT e
a distancia AL , entre dois eventos escolhidos em
uma curva. Ambos dependem do molusco. Para
uma curva qualquer ligando F; com FEs, eles sao
definidas por

E>
AL= [ 4L,

Eq

(26)

onde a integragao é feita ao longo da curva [14].
Uma curva especial para a integracao de ambas
(26a) e (26b) é uma geodésica espagotemporal
que contenha F; e F,. Tal geodésica ter qual-
quer tipo. Para a integracao de (26b), uma outra
curva especial é uma geodésica que contenha os
pontos P; e P,, calculada com os coeficientes
métricos h;; escritos na (8c).

H& moluscos em que os intertempos AT po-
dem ser obtidos sem precisar integrar (26a). Por
exemplo, um molusco em que as quatro fungoes
Jou/+/goo sejam componentes do quadrigradi-
ente de alguma funcdo, que chamamos ¢T'(z").
Entao a (18) diz que o intertempo AT do evento
E; para o evento Es vale T(E,) — T(E;) para
qualquer qualquer curva, nesse molusco.

Pode-se mostrar [4, pag. 237] que qualquer
porcao finita de espacotempo admite moluscos
com goo = 1 e go; = 0. Nesses moluscos a (18)
se simplifica para dT'" = dt, portanto todo in-
tertempo AT coincide com At.

8 Eventos simultaneos

A secao 4 definiu eventos wizinhos simultaneos
em um dado molusco: eles tém intertempo d7T’
nulo, ou seja, eles tém [4, pdg. 237]

Goo(z*)



CBPF-NF-012/11

Figuro 2:
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a: En malfermita linio en spaca reto, ni elektas eventojn samtempajn lau linio;

valoro de loka tempa koordinato ¢ de eventoj varias lau la linio, ordinare. b: Arbo en spaca
reto, kun iom ajn da brancoj, sed sen fermita spaca cirkvito; en tiu arbo ni povas elekti eventojn

samtempajn lau linio.

Figura 2: a: Em uma linha aberta na rede espacial, nés selecionamos eventos simultaneos por
linha; o valor da coordenada temporal local ¢ dos eventos varia al longo da linha, geralmente.
b: Uma arvore na rede espacial, com qualquer quantidade de ramos, mas sem circuito espacial
fechado; nessa arvore nés podemos selecionar eventos simultaneos por linha.

estante z# kaj x* 4 da* koordinatoj de
eventoj en molusko. Kaj ni vidis ke
sango de molusko ordinare malfaras fru-
ajn samtempecojn, sed kreas novajn.

Nun ni difinas samtempecon de eventoj
finie apartitaj en spaca reto de molusko.
Por tio, ni kreas novan koncepton, tiun
de samtempeco lau linio en spaca reto [4,
pago 237]. Ni elektas iun ajn linion £ sen
memcrucigo en spaca reto, kaj elektas iun
ajn eventon E en tiu linio. Tial ni povas
trovi, ekde evento F kaj en ambat direk-
toj de linio £, sinsekvajn samtempajn na-
jbarajn eventojn (d7' = 0) en £. Kvankam
samtempaj najbaraj eventoj havas valorojn
de loka tempo t tre similaj, eventoj en
punktoj sufice apartitaj en £ povas havi
valorojn de t tre malsimilaj. Tamen ni
diras ke tiuj eventoj estas samtempaj latu
L. Vidu Figuron 2a. Tiu koncepto validas
ankall por arbo de samtempecoj en spaca
reto de molusko, kiel en Figuro 2b.

Atentu ke du eventoj, samtempaj lau
linio £, en elektita molusko, ne estas
samtempaj lau alia linio £, ordinare. Tio
ordinare malpermesas ekziston de fermita
linio en spaca reto, kie ¢iu paro de najbaraj
eventoj estas samtempaj. Konsekvence ne

sendo z* e z* + da* as coordenadas dos eventos
no molusco. E nods vimos que uma mudanga de
molusco geralmente desfaz simultaneidades an-
teriores, mas cria novas.

Agora nés definimos simultaneidade de even-
tos finitamente separados na rede espacial de
um molusco. Para isso, nds criamos um novo
conceito, aquele de simultaneidade por linha na
rede espacial [4, pag. 237]. Escolhemos uma
qualquer linha L£ sem auto-intersecao na rede
espacial, e escolhemos um qualquer evento FE
nessa linha. Entao podemos encontrar sequen-
cialmente, a partir do evento £/ e em ambos os
sentidos da linha £, eventos vizinhos simultaneos
(dT = 0) sobre £. Embora eventos vizinhos si-
multaneos tenham valores de tempo ¢ local muito
semelhantes, os eventos em pontos suficiente-
mente separados sobre £ podem ter ¢ com valo-
res muito diferentes. Mesmo assim, vamos dizer
que todos aqueles eventos sao simultaneos por
L. Veja a Figura 2a. Esse conceito pode ser es-
tendido para uma drvore de simultaneidades na
rede espacial do molusco, como na Figura 2b.

Repare que dois eventos, simultaneos por
uma linha £, de um dado molusco, nao sao si-
multaneos por outra linha L£,, em geral. Isto
impede a existéncia, em geral, de linha fechada
na rede espacial, em que todo par de eventos vi-
zinhos na linha seria simultaneo. Consequente-
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ekzistas, ordinare, eventoj finie apartitaj
en spaca reto, estante samtempaj lau iu
ajn linio. Vidu Figuron 3.

Bonkonate, ¢iu finia peco de spacotempo
permesas moluskojn tiel ke ¢iuj eventoj es-
tas samtempaj lau iu ajn linio [4, pago
286]. Tial ni diras ke tiuj eventoj estas
samtempaj (sen indiki linion) en tiu mo-
lusko. Ekzemple, en molusko kun gg; = 0
¢iuj eventoj kun sama valoro de t estas
samtempaj, lai (27).

Aliaj moluskoj oferantaj (tutan, por
emfazo) samtempecon havas la tri kvo-
cientojn go;/goo ne pendantaj de t, kaj
plue estantaj komponoj de trigradiento de
funkcio, kiun ni nomas —ct(x’). Tio estas,

9oi (ta l’j)
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mente nao existem, em geral, eventos finitamente
separados na rede espacial, simultaneos por qual-
quer caminho. Veja a Figura 3.

Como é bem conhecido, toda porcao finita
de espagotempo admite moluscos com pares de
eventos simultaneos por qualquer caminho [4,
pég.286]. Dizemos entao que esses eventos sao si-
multaneos (sem indicar caminho) nesse molusco.
Por exemplo, em um molusco com gy; = 0 todos
os eventos com mesmo valor de ¢ sao simultaneos,
segundo a (27).

Outros moluscos com simultaneidade (global,
por énfase) tém os trés cocientes go;/goo nao de-
pendentes de t, e ademais sendo componentes
do trigradiente de uma funcao, que chamamos
—ct(z7). Tsto é,

_ o) (28)

goo (ta xj)

Tial, kondi¢o por samtempeco (27) sim-
pligas al dt dt(z7), kies solvo estas
t —ty = t(2?) — t(x}). Per vortoj, se oni

elektas eventon Ey := [to, 3], tial funkcio
t(27) indikas valoron de t en evento [t, z7],
kiu estas samtempa al evento Ej lat iu ajn
linio en spaca reto. Ni ¢iam povas konstrui
tiel molusko, en finia peco de spacotempo.

Ni scias ke du najbaraj eventoj gen-
eras guste unu geodezion. Se tiuj even-
toj estas samtempaj (d7° = 0) en iu mo-
lusko, tial la geodezio estas de spaca tipo.
Kaj la rapido (22) rilata al eventoj estas
nefinia en tiu molusko. Ni difinas geodezio
de samtempecoj, geodezion de spaca tipo
kie ciuj najbaraj eventoj estas samtem-
paj, en tiu molusko [15, 17]. Malsimile
al aliaj geodezioj, ¢i tia ne estas direkte-
bla per plieganta 7. En Newtona inter-
preto, gi prezentas movadon de hipoteza
objekto sentiva al gravito, sed vojaganta
kun nefinia rapido.

9 Sinkronaj horlogoj

Kutime ni diras ke du horlogoj estas sinkro-

Cc

oxt

Entdo a condi¢do para simultaneidade (27) se
reduz a dt = dt(2?), cuja solugao é t — t

t(27) — t(x)). Em palavras, se se escolhe um
evento Ey = [to, z}] , entdo a funcio t(z7) indica
o valor de t no evento [t,z’], que é simultaneo
ao evento Ej por qualquer linha na rede espacial.
No6s sempre podemos construir um tal molusco,
em uma porcao finita do espagotempo.

Sabemos que dois eventos vizinhos geram
uma unica geodésica. Se esses eventos forem
simultaneos (d7" = 0) em algum molusco, entao
a geodésica é do tipo espago. E a velocidade (22)
relacionada aos eventos ¢é infinita nesse molusco.
Nos definimos como geodésica de simultanei-
dades aquela geodésica do tipo espago em que
todos os eventos vizinhos sao simultaneos, nesse
molusco [15, 17]. Diferentemente das outras
geodésicas, ela nao pode ser orientada mediante
T crescente. Numa interpretacao Newtoniana,
ela representa o movimento de um hipotético
objeto sensivel a gravitacao, mas que viaja com
velocidade infinita.

9 Reldgios sincronos

Comumente dizemos que dois relégios estao
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Figuro 3:

P kaj ) estas punktoj de spaca reto, kunigitaj per linioj £, kaj L, en la reto.

Supozu ke evento [t,, ()] estas samtempa al [¢t, P] lau linio £,. Ankau supozu ke alia evento
[ty, Q] estas samtempa al [¢, P], sed lat linio £,. Ordinare t, # t,, tial unuigo £, U L}, ordinare

ne estas fermita linio de samtempaj eventoj.

Figura 3: P e () sao pontos da rede espacial, ligados pelas linhas £, e £, na rede. Suponha que
o evento [t,, Q] seja simultaneo ao [t, P] pela linha £,. Suponha que também o evento [t;, Q]
seja simultaneo ao [t, P], mas pela linha £,. Em geral t, # t,, entdo a unidao £, U £, ndo é em
geral uma linha fechada de eventos simultaneos.

naj se ili ‘montras la saman horon’. En
Newtona mekaniko kaj en speciala rel-
ativeco la koordinathorlogoj estas ciam
sinkronaj, car ili estas tiel elektitaj. Sed
se ni uzas spacotempajn koordinatojn pli
generalaj, ni bezonas esti pli precizaj por
difini sinkronon.

Por najbaraj koordinathorlogoj, bona
difino estas: en elektita molusko, horlogoj
de z¢' kaj xo" + dz’ estas sinkronaj en mo-
mento ty se iliaj montroj ty estas samtem-
paj (AT = 0); t.e., se evento] [tg,xo'| kaj
[to, 7o’ + dz’] estas semtempaj en tiu mo-
lusko. Tial, kondico (27) por samtempeco
de najbaraj eventoj, kune kun dt = 0,
oferas la kondicon por sinkrono de najbaraj
koordinathorlogoj en momento t;:

sincronos quando eles ‘estao marcando a mesma
hora’. Na mecanica Newtoniana e na rela-
tividade especial os relégios de coordenada
estao sempre sincronos, porque assim sao es-
colhidos. Mas se nés usarmos coordenadas
espagotemporais mais gerais, nos teremos que
ser ser mais precisos para definir sincronia.

Para relogios de coordenadas wvizinhos, uma
boa definicao é: em um molusco escolhido, os
relégios de xo' e xy' +da? estao sincronos no mo-
mento ty se suas marcagoes to forem simultaneas
(dT = 0); isto é, se os eventos [tg, xo'] e [to, To' +
dz'] forem simultaneos nesse molusco. Entao a
condigao (27) para simultaneidade de eventos vi-
zinhos, e ademais dt = 0, dao a condicao para
sincronia de relégios de coordenada vizinhos no
momento %y :

goi (to, l‘oi) dl‘z =0. (29)

Atentu ke sinkrono ordinare estas mo-
menta, car go; ordinare varias lat la tempo.

Por koordinathorlogoj finie apartitaj
en spaca reto de molusko, oni proponas
sinkronon lau linto. Tial, estu evento
[t., x']. Kaj selektu linion £ en spaca reto,
entenante punkton ‘. Sekvante marku
eventojn [t,,y’] samtempajn al evento
[ty,2'], en ambati direktoj de linio L.
La horlogo de ¥’ estas nomita sinkrona al
horlogo de z*, laii linio £ kaj en momento

Repare que uma sincronia ¢é geralmente mo-
mentanea, porque os go; geralmente variam com
0 tempo.

Para relégios de coordenada finitamente
separados na rede espacial de um dado molusco,
propoe-se a sincronia por linha. Assim, seja um
evento [t,, z']. E escolha-se uma linha £ na rede
espacial, contendo o ponto z'. Depois marque-
se sucessivamente os eventos [t,, y] simultaneos
ao [t,,x'], para ambos os lados da linha £. O
relégio de 3 é dito sincrono ao relégio de 2%, pela
linha £ e no momento t,, se t, = t,. Repare que
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ty, se t, =t,. Atentu ke la kvanto de tiuj
aliaj horlogoj povas varii de nulo al nefinio,
kaj ke la sinkrono ordinare estas momenta.

Klare ke (29) verigas en moluskoj kun
la tri funkcioj go; = 0. Tial en tiuj mo-
luskoj ¢iuj koordinathorlogoj estas sinkro-
naj, lat iu ajn linio kaj en iu ajn momento,
ec se la aliaj metrikaj koeficientoj ggo kaj
gi; pendas de tempo.

Sekcio 8 montris ke moluskoj havan-
taj goi(z*)/goo(z"*) = —cVit(2?) perme-
sas generalan samtempecon. Tio suges-
tas ke ni faru Sangon de tempa koordinato
t — t' =t —t(27), kiu nuligas miksitajn
komponojn gy de nova molusko. Tio es-
tas, la koordinathorlogoj de nova molusko
estos ciam sinkronaj.

10 Kelkaj komentoj

Sekcio 8 montris ke molusko hazarde elek-
tita, por spacotempo ankau hazarde elek-
tita, ordinare ne permesas tutan samtem-
pecon. Pli klare, ordinare gi ne perme-
sas ekziston de eventoj samtempaj lau
iu ajn linio. Sed ¢iu evento E = [t, P]
havas infiniteziman samtempan najbaron.
Alivorte, ciam ekzistas infinitezima na-
jbaro de punkto P en spaca reto, kies ko-
ordinathorlogoj obeas samtempecon (27).
Oni facile provas ke ¢iu paro de eventoj de
tiu najbaro estas ankati samtempaj.
Infinitezima  sinkrona disko estas in-

teresa subaro de tiu najbaro. Gi estas in-
finitezima dudimensia disko en spaca reto
kies koordinathorlogoj estas sinkronaj. Do,
¢iu ajn evento estas centro de tial disko.
Sinkrona linio en spaca reto ekzistas en
molusko kie unu el la tri komponoj go; es-
tas nula. Ekzemple, se go; = 0, tial (27)
verigas en linio kie nur x! varias. Simile,
sinkrona surfaco en spaca reto ekzistas en
molusko kie du el la tri funkcioj go; estas
nulaj. Fakte, en tia surfaco ¢iuj koordi-
nathorlogoj estas sinkronaj lat iu ajn linio
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a quantidade desses outros relégios pode variar
desde 0 até infinito, e que a sincronia é geral-
mente momentanea.

Claramente a (29) é verdadeira nos molus-
cos com as trés funcoes go; = 0. Entao nesses
moluscos todos os relégios de coordenada sao
sincronos, por qualquer caminho e em qual-
quer momento, mesmo se os outros coeficientes
métricos goo € g;; dependerem do tempo.

A Secao8 mostrou que os moluscos com
9oi (") /goo(2") = —cV;t(27) permitem simul-
taneidade global. Isso sugere que facamos a mu-
danga de coordenada temporal t — t' = t—t(27) ,
que torna nulos os termos mistos gg;; no novo
molusco. Ou seja, os relogios de coordenada do
novo molusco estarao eternamente sincronos.

10 Alguns comentarios

A Secao 8 mostrou que um molusco escolhido ao
acaso (para um espagotempo escolhido também
ao acaso) nao admite simultaneidade global, em
geral. Mais claramente, ele geralmente nao per-
mite existéncia de eventos simultaneos por qual-
quer caminho. Porém todo evento E = [t, P] tem
uma vizinhanga simultanea infinitesimal. Isto é,
sempre existe uma vizinhanca infinitesimal do
ponto P na rede espacial, cujos relogios de coor-
denadas cumprem a simultaneidade (27). Prova-
se facilmente que todo par de eventos dessa vizi-
nhanca é também simultaneo.

Um disco sincrono infinitesimal é um interes-

sante subconjunto dessa vizinhanga. Ele é um
disco bidimensional infinitesimal na rede espa-
cial, cujos relogios de coordenadas sao sincronos.
Portanto, todo evento é centro de um tal disco.

Uma [linha sincrona na rede espacial existe
em molusco onde uma dentre as trés fungoes go;
for nula. Se, por exemplo, go; = 0, entao (27)
¢ verdadeira em linha onde somente z?
Semelhantemente, uma superficie sincrona na
rede espacial existe em molusco onde duas das
trés fungoes g¢o; forem nulas. De fato, em tal
superficie todos os relégios de coordenada sao

varia.
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kunigante ilin, en la surfaco.
Pli generale, sinkronaj surfacoj ekzistas
en moluskoj kun

goi(t, 27)

en tiuj moluskoj, surfacoj ¢(z7) = konst
estas sinkronaj.

11 Gravita Doppplera

efiko

En onda fenomeno, Dopplera efiko estas
sango de frekvenco v, observata, kom-
pare kun frekvenco vy,, igita el fonto. Tiu
efiko estas priskribita per Dopplera faktoro
D = Vs /Vjon. Se D > 1, oni diras ke
okazas albluigo, kaj se D < 1, oni diras ke
okazas alrugigo. Kelkaj kialoj por la nee-
galeco D # 1 estas rapido kaj loko de fonto
en momento de eligo de ondo, kaj ankau
rapido kaj loko de observanto en momento
de ricevo.

Praktika maniero por sciigi Doppleran
faktoron estas unue supozi ke fonto eligas
du signalojn, apartigitajn kun sufice mal-
granda propra intertempo A7y, mezu-
rita per fonto; poste kalkuli la propran
intertempon Ar,,, mezurita per obser-
vanto, inter ricevo de tiuj signaloj. Tial
la Dopplera faktoro estos [16]

D = ATfon/ATobs .

En speciala okazo ke fonto kaj obser-
vanto estas fiksitaj en spaca reto de ne-
movebla molusko (tiu, kiu ne malformigas
lat la tempo), tial [5, pago 414]

D=

estante Py, kaj Py, pozicioj de fonto
kaj observanto en reto. En molusko de
Schwarzschild, ekzemple, kie goo = 1 —
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sincronos por quaisquer linhas na superficie.
Mais geralmente, superficies de sincronia
existem em moluscos com

)

nesses moluscos, as superficies ¢(z7) = const sao
sincronas.

(30)

11 Efeito Doppler
gravitacional

Em um fenomeno ondulatério, efeito Doppler
¢ uma mudanca na frequéncia v, observada,
em comparacao com a frequéncia vy,, emitida.
Esse efeito é descrito pelo fator Doppler D :=
Vobs/Vion - S D > 1, diz-se que ocorre desvio
para o azul, e se D < 1, diz-se que ocorre desvio
para o vermelho. Alguns motivos para a de-
sigualdade D # 1 sao a velocidade e a localiza-
¢ao da fonte emissora no momento da emissao,
e também a velocidade e localizagao do receptor
no momento da recepgao.

Um modo pratico de se conhecer o fator
Doppler é primeiramente supor que a fonte emita
dois sinais separados por um intervalo de tempo
proprio ATy, suficientemente pequeno, medido
pela fonte; depois calcular o intervalo de tempo
préprio Aty medido pelo observador, entre o re-
cebimento desses sinais. Entao o fator Doppler
sera [16]

(31)

No caso especial de fonte e receptor estarem
fixados na rede espacial de um molusco esta-
ciondrio (aquele que nao se deforma ao longo do
tempo), entao [5, pag. 414]

gOO(pfon)

goo(Pobs) 7 (32)

sendo Py, e P,y as posicoes da fonte e do re-
ceptor na rede. No molusco de Schwarzschild,
por exemplo, onde ggo = 1 —2Gm/(c*r), o fator
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2G'm/(c*r), la Dopplera faktoro por lumo
falanta de alto hjfo, gis alto h.s Ce nia
planedo (kun radiuso R kaj maso M) estas
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Doppler para luz caindo desde uma altura Ay,
até uma altura h,ps no nosso planeta (com raio
R e massa M) é

. 1— (2GM/C2>/(R+hfon)
-\ 1= (2GM/2) /(R + hops)

estante g := GM/R? la akcelo pro tera
gravito en marnivelo kaj Ah 1= A ton —Rops -

12 Reveno al estinto

Generala relativeco permesas surprizan
eblecon, revenon al estinto. Tio signi-
fas ke persono revenanta de vojago povas
vidi lokajn horlogojn montrante momenton
antatian al de ekvojago. Tiu ebleco estas
ofte trovita en moluskoj rotaciantaj rilate
al inercia referencosistemo.

Ekzemple, konsideru spacotempon de

Som-Raychaudhuri [17],

e(ds)? = [edt + (wr?/c) dp)?

La materio kongruanta al tiu metriko es-
tas elektre sargita polvo, rigide rotacianta
cirkat akso z de inercia referencosistemo.
Sen perdi generalecon, ni supozas rotacion
en hora direkto (—Zz ), implicante w > 0.
La polvo restas en molusko de (34). Ni
montros ke persono revenas (pli maljune)
al loka estinto, se vojagas en cirklo kun
r > c/w konstanta, kaj kun konstanta
rapido v > ¢?/(wr), en direkto mala al tiu
de w.

Por nia studo en cirklo, suficas konsid-
eri

9

sendo g := GM/R? a aceleragao da gravidade
terrestre ao nivel do mar e Ah = hyon — hops -

12 Retorno ao passado

A relatividade geral permite uma surpreendente
possibilidade, o retorno ao passado. Isto significa
que uma pessoa regressando de uma viagem pode
ver os relogios locais mostrando um momento an-
terior ao da partida. Essa possibilidade é fre-
quentemente encontrada em moluscos rodando
em relacao a um referencial inercial.

Por exemplo, considere o espagotempo de

Som-Raychaudhuri [17],

—r¥(de)* — (dr)? — (d2)*. (34)

A matéria associada a essa métrica é uma poeira
eletricamente carregada, rodando rigidamente
em torno do eixo z de um referencial iner-
cial. Sem perda de generalidade, nés supomos
a rotagao no sentido hordrio (—Z' ), implicando
w > 0. A poeira estd em repouso no molusco
da (34). Nos vamos mostrar que uma pessoa
retorna (mais velha) ao passado local, se viajar
em um circulo com r > ¢/w constante, e com
velocidade constante v > ¢?/(wr), no sentido
oposto ao de w.

Para nosso estudo no circulo, basta-nos con-
siderar

(cd7)? = [cdt + (wr?/c) de]? — r?(de)?. (35)

Komence, atentu ke du najbaraj koordi-
nathorlogoj en sama cirklo » = konst ne
estas sinkronaj. Fakte, du najbaraj eventoj
[t,7, o] kaj [t +dt,r, ¢+ dy| estas samtem-
paj se gopdz” =0, t.e., se

De inicio, perceba que dois relégios de coorde-
nada vizinhos em um mesmo circulo » = const
nao sao sincronos. De fato, dois eventos vizinhos
[t,r, @] e [t + dt,r, ¢ + dy| sdo simultaneos se
gopda* = 0, isto &, se
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cdt + (wr?/c)de = 0. (36)

Supozante ke w kaj dy estas pozitivaj,
verigas dt < 0, indikante ke koordi-
nathorlogo de ¢ + d¢ malfruas rilate al
tiu de ¢. Do, se io ekvojagas el ¢y
en loka momento t;, en malhora direkto
(direkto mala al rotacio w), kun nefinia
rapido, tial gi atingos pozicion ¢y + dy en
loka momento ty — (wr?/c*)de. Se tiu io
dauras kun nefinia rapido en cirklo r =
konst, gi revenos al komenca pozicio ¢, en
loka momento ty — (27wr?/c?). Tio estas,
gi revenos en momento antatia al tiu de
ekvojago.

Sed persono ne povas havi |[v| = oo,
li devas havi |v] < ¢. Tial ni demandas:
¢u estas rapido |v| < ¢ kaj radiuso r tiaj
ke momento de reveno de vojaganto estas
frua je momento de ekvojago, en universo
de Som-Raychaudhuri? Surpriza respondo
de generala relativeco estas jes.

Fakte, rapido de vojaganto en cirklo es-
tasv = dL/dT , estante dL = rdyp lau (13),
kaj dT = dt + (wr?/c?*)dep lai (18). Tial

rde

Supondo w e d¢ positivos, entao dt < 0, indi-
cando que o relégio de coordenada em ¢ + dyp
estd atrasado com relacao aquele em ¢. As-
sim, se algo partir de ¢y no momento local %,
na diregao anti-horaria (diregao oposta a rotagao
w), com velocidade infinita, ele atingird a posi¢ao
¢o + dp no momento local g — (wr?/c*)de. Se
esse algo prosseguir com velocidade infinita no
circulo r = const, ele retornara a posicao ¢y no
momento local ty — (2rwr?/c?). Ou seja, ele re-
tornara em um momento anterior aquele da par-
tida.

Mas uma pessoa nao pode ter |v| = 0o, ela
tem |v| < c¢. Entdo nds perguntamos: havera
uma velocidade |v| < ¢ e um raio r tais que o
momento do retorno do viajante seja anterior
ao momento da partida, no universo de Som-
Raychaudhuri? A surpreendente resposta da re-
latividade geral é sim.

De fato, a velocidade do viajante no circulo
é v =dL/dT, com dL = rdy segundo (13), e
dT = dt + (wr?/c*)de segundo (18). Entao

BT (wr?/c?)dy

Car v = konst implicas dg/dt = Ap/At,
tial en kompleta turno (Ay = 27) okazas

(37)

Como v = const implica de/dt = Ap/At, entao
numa volta completa (Ap = 27) ocorre

2rr

YT ALY 2rwr?/c?’ (38)
Do ‘ Entao
At =271r(1/v —wr/c?), (39)

montrante ke At estas negativa se v > ‘ mostrando que At é negativo se v > c¢*/(wr).

2/(wr). Car ni ankail impozas v < ¢,
la kondico por persono reveni al estinto en
spacotempo de Som-Raychaudhuri estas

Como impomos também v < ¢, a condicao para
a pessoa retornar ao passado no espagotempo de
Som-Raychaudhuri é

c/(wr) <wvfe<1. (40)
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0 1

wr/c

Figuro 4: Strekata regiono, ¢/(wr) < v/c < 1, indikas parojn de radiuso r (kun unueco c/w)
kaj rapido v (kun unueco c) rilataj al reveno de vojaganto al estinto, en spacotempo de Som-

Raychaudhuri.

Figura 4: A regiao tracejada, ¢/(wr) < v/c < 1, indica os pares de raio r (com unidade c¢/w) e
velocidade v (com unidade ¢) relacionados a retorno de viajante ao passado, no espagotempo

de Som-Raychaudhuri.

Figuro 4 indikas regionon de ebeno [r,v]
rilata al reveno de vojaganto al estinto.

13 Konkludo

Pluraj niaj fruaj artikloj diskutis pri spa-
cotempo ¢e la speciala relativeco [1, 16,
18]. Aliaj artikloj traktis pri fenomenoj
en generala relativeco [15, 17, 19]. Ni
nun diskutis plidetale pri spacotempo ce la
generala relativeco.

Sekcio 1 traktis pri temoj gravaj por la
artiklo: normhorlogo, propratempo, kon-
stanteco de ¢, kaj sekondo.

Sekcio 2 emfazis kiom libere la spa-
cotempaj koordinatoj estas elektitaj en
generala relativeco, speciale la loka tempa
koordinato. Komencantaj fizikistoj ofte ne
kredas ke tiel generalaj koordinatoj povas
esti utilaj por precizaj kalkuloj.

Sekcio 3 montris kiel la spacotempa
metriko rilatas tiujn arbitrajn koordina-
tojn al infinitezimaj propraj distancoj dA,
al al infinitezimaj propraj intertempoj dr.
Por tio, sole la konstanta rapido ¢ de lumo
en vakuo estis uzita.

Sekcioj 4 — 6 difinis distancon dL inter
du najbaraj punktoj fiksitaj en spaca reto,
kaj intertempon d7 de evento al najbara

a Figura 4 indica a regido do plano [r,v] rela-
cionada a retorno do viajante ao passado.

13 Conclusao

Varios artigos nossos anteriores discutiram sobre
espagotempo na relatividade especial [1, 16, 18].
Outros artigos trataram de fenomenos na relati-
vidade geral [15, 17, 19]. Nés agora discutimos
com mais detalhes sobre o espacotempo na rela-
tividade geral.

A Secao 1 tratou de importantes topicos
para o artigo: relégio padrao, tempo proéprio,
constancia de ¢, e segundo.

A Secao 2 enfatizou o quanto livremente as
coordenadas espacotemporais sao escolhidas na
relatividade geral, especialmente a coordenada
temporal local. Fisicos iniciantes frequentemente
nao creem que coordenadas tao gerais possam ser
luteis para céalculos precisos.

A Secao 3 mostrou como a métrica espaco-
temporal relaciona essas coordenadas arbitrarias
as distancias proprias infinitesimais d\, ou aos
intertempos proprios infinitesimais d7. Para tal,
somente a constancia da velocidade ¢ da luz no
vacuo foi usada.

As Secoes 4 — 6 definiram distancia dL en-
tre dois pontos vizinhos na rede espacial, e in-
tertempo d7T' de um evento para outro, vizinho.
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evento. Ambau dL kaj dT estis difinitaj
en inercia referencosistemo restanta rilate
al elektita spaca reto, najbare al la even-
toj. Oni ordinare konsentas ke dL kaj
dT" estas kvantoj kiuj plej similas al New-
tona distanco kaj intertempo. Tri-dimensia
metriko h;;(x*) por la spaca reto estis de-
rivita, denove uzante sole la konstantan
valoron c. Plu, rapido v rilatante du na-
jbarajn eventojn estis prezentita, pendanta

de spacotempa koordinataro uzita. Gia
modulo superas c, se la intervalo estas de
spaca tipo.

Sekcio 7 klarigis ke, en generala rel-
ativeco, distancoj kaj intertempoj rilataj
al eventoj finiaj apartitaj ne estas kiel en
Newtona mekaniko. Nun bezonas enkon-
duki koncepton de distanco kaj intertempo
lat elektita kurbo en spacotempo. Simile,
Sekcio 8 difinis samtempecon de eventoj
lau elektita linio en spaca reto, kaj Sekcio
9 difinis sinkronon de horlogoj lau elektita
linio en spaca reto.

Sekcio 10 anoncis ekziston de du intere-
saj infinitezimaj subaroj de spaca reto. La
unua estas tri-dimensia, permesante ekzis-
ton de samtempaj eventoj. La dua estas
du-dimensia, entenante sinkronajn koordi-
nathorlogojn.

Sekcio 11 prezentis gravan prognozon
de generala relativeco, tion de gravita al-
bluigo de lumo falanta sur tero. Alia prog-
nozo estas gravita alrugigo de lumo es-
kapanta el stelo. Kutime tiuj du efikoj
konkursas, kaj la gravita alrugigo ordinare
estras.

Fine, Sekcio 12 faris detalan ekspon-
adon de reveno al estinto en spacotempo de
Som-Raychaudhuri. En tiu universo kun
w = 1 turno/jarcento, persono revenas al
estinto se vojagas en cirklo kun radiuso r =
70 lumjaroj kun konstanta rapido v = ¢/4,
en direkto mala al w. Kruda takso donas
komfortan radiusan akcelon (¢irkau triono
de tera gravito ¢e marnivelo), por teni

23

Ambos dL e dT" foram definidos em um sistema
inercial de referéncia em repouso relativamente
a rede espacial em uso, na vizinhanca dos even-
tos. Ha concordancia geral, em que dL e dT' sao
as quantidades relativistas que mais de perto re-
presentam a distancia e o intertempo Newtoni-
anos. Um métrica tridimensional h;;(z#) para
a rede espacial foi derivada, novamente usan-
do unicamente o valor constante c¢. Ainda,
uma velocidade v relacionando dois eventos vizi-

nhos foi apresentada, dependente das coorde-
nadas espacotemporais usadas. Seu médulo ex-
cede ¢, se o intervalo for do tipo espago.

A Secao 7 deixou claro que, na relativi-
dade geral, distancias e intertempos relaciona-
dos a eventos finitamente separados nao sao
como na mecanica Newtoniana. Agora é pre-
ciso introduzir-se o conceito de distancias e in-
tertempos ao longo de alguma curva escolhida
no espacotempo. Semelhantemente, as Secoes 8
e 9 definiram simultaneidade de eventos e sin-
cronia de relégios, ambas ao longo de uma linha
escolhida na rede espacial.

A Secao 10 anunciou a existéncia de dois in-
teressantes subconjuntos infinitesimais da rede
espacial. O primeiro ¢é tridimensional, per-
mitindo existéncia de eventos simultaneos. O
segundo ¢ bidimensional, contendo relogios de
coordenadas sincronos.

A Secao 11 apresentou uma importante
predicao da relatividade geral, o desvio gravi-
tacional para o azul, de luz caindo na Terra.
Outra predigao é o desvio gravitacional para o
vermelho, de luz escapando de uma estrela. Em
geral esses dois efeitos conflitam, e o desvio para
o vermelho geralmente predomina.

Finalmente, a Secao 12 fez detalhada ex-
posicao de viagem no tempo no espagotempo de
Som-Raychaudhuri. Em um tal universo com
w = 1 volta/século, uma pessoa retorna ao pas-
sado se viajar em um circulo com raio r = 70
anos-luz com velocidade constante v = ¢/4, na
direcao oposta a w. Uma estimativa grosseira da
uma confortavel aceleracao radial (cerca de um
tergo da gravidade terrestre ao nivel do mar),
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vojaganton en orbito. ‘ para manter o viajante em 6rbita.
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