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Resumo

Samtempa geodezio estas geodezio de spaca tipo kies paroj de najbaraj eventoj estas
samtempaj (go,da* = 0). Tiuj geodezioj estas studataj en ekstera regiono de metriko de

Svarcsild.

Geodésica de simultaneidade é uma geodésica tipo espago em que todo par de eventos
vizinhos é simultaneo (go,dz* = 0). Essas geodésicas sao estudadas na regido exterior da

métrica de Schwarzschild.

1 Enkonduko

Ni konsideras limhavan regionon de spa-
cotempo, kaj supozas ke tiu regiono enhavas
kelkan graviton. Elektante du eventojn en
tiu regiono, ni nomas geodezio, linion kiu
unuigas ilin, tiel ke la sumigo de infinitez-
imaj intervaloj, ds, en tiu linio estu mini-
muma per infinitezimaj varioj de tiu linio, es-
tante fiksataj giaj ekstremoj. La spacotempo
de relativeca teorio permesas tri tipojn de
geodezioj: spacan, nulan, kaj tempan. En
geodezio de elektata tipo, ¢iu infinitezima
intervalo havas tiun saman tipon.
Kompreneble, fizikistoj zorgas precipe pri
tempa geodezio (priskribanta movadon de
maso libere fluganta en gravito) kaj pri nula
geodezio (priskribanta movadon de lumo).
Sed matematiko konsideras ke la tri tipoj es-

1 Introducao

No6s consideramos uma regiao limitada do
espagotempo, e Supomos que essa regiao contém
alguma gravitagao. Dados dois eventos na
regiao, nés denominamos geodésica, uma linha
que os una, tal que a soma dos interva-
los infinitesimais, ds, ao longo da linha seja
minima sob variacoes infinitesimais da linha,
mantendo-se fixas as extremidades. O espaco-
tempo da relatividade geral permite trés tipos
de geodésicas: espacial, nula e temporal. Em
uma geodésica de um dado tipo, todo intervalo
infinitesimal tem aquele tipo.

Os fisicos se ocupam principalmente com
geodésica temporal (descrevendo massa voando
livremente na gravidade) e com geodésica
nula (descrevendo movimento de luz). A
matematica, porém, considera igualmente im-
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tas same gravaj. Tiu fakto stimulis nin atenti
spacajn geodeziojn.

Se koordinatoj estas lokataj en la spa-
cotempa regiono, speciala klaso de spacaj
geodezioj aperas: la samtempaj geodezioj
[1]. En ili, ¢iu infinitezima intervalo havas
gopdz" = 0, estante dz* la apartigoj de ko-
ordinatoj [2, pago 350].

Geodezio persistas geodezio per Sango de
koordinatoj, kaj ankau gia tipo persistas la
sama. Tamen, samtempa geodezio en elek-
tata sistemo povas ne persisti samtempa,
kvankam persistas spaca. En ¢i tiu artikolo
ni studas samtempajn geodeziojn en la pli

ordinara formo de metriko de Svarcsild [3)].

2  Svarcsild

Ni konsideras linielementon
e(ds)? = (1 — p/r)(edT)

estante € = +1, kaj estante p := 2Gm/c? la
radiuso de Svarcsild. En ¢ tiu artikolo ni
prizorgas nur la eksteran regionon r > p kaj
ni konsideras nur la ebenon 6 = 7/2; do ni
uzas

e(ds)” = (1= p/r)(cdT)* -

Se intervalo estas de spaca tipo oni uzas
—1, kaj renomas ds — dA. Kaj en
linielemento (2), kondi¢o de samtempeco
gopdx” = 0 implicas dT" = 0. Tiuokaze (2)
plisimpligas al

€E =

egala al metriko de spacia sekcio en ebeno ‘
0 = n/2. Car (3) ne pendas de ¢, tial en éu ‘

2 (dr)?
1—p/r

portantes os trés tipos. Esse fato nos estimulou
a atentar para geodésicas espaciais.

Se coordenadas sao instaladas na regiao
espagotemporal, surge uma classe especial de
geodésicas espaciais: as geodésicas de simul-
taneidade [1]. Nelas, todo intervalo infinitesi-
mal tem go,dz* = 0, sendo dz* as separacoes
de coordenadas [2, pag. 350].

Uma geodésica se mantém geodésica sob
mudanca de coordenadas, e também o seu tipo
se mantém. Entretanto, uma geodésica de
simultaneidade em um sistema pode nao ser
de simultaneidade em outro sistema, embora
ainda seja tipo espacial. Neste artigo nos estu-

damos geodésicas de simultaneidade na forma
mais usual da métrica de Schwarzschild [3].

2 Schwarzschild

Noés consideramos o elemento de linha

—72(df)* — r?sin”® §(dyp)?, (1)

sendo € = &1, e sendo p := 2Gm/c* o raio de

Schwarzschild. Neste artigo nés nos ocupamos
apenas da regiao exterior r > p e noés conside-
ramos apenas o plano 0 = 7/2; entao nos usa-
mos

(dr)?
1—p/r

Se o intervalo for do tipo espago usa-se
€ = —1, e se redenomina ds — dA. E no ele-
mento de linha (2) a condi¢ao de simultanei-
dade go,dz* = 0 implica d7T" = 0. Nesse caso a
(2) se simplifica para

—r*(dp).

(2)

(3)

igual a métrica da se¢ao espacial no plano 6 =

/2. Como a (3) nao depende de ¢, em cada
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geodezio okazas u, = konst =: —ry. Kon- | geodésica ocorre u, = konst =: —ry. Entao
sekvence u¥ := dp/d\ = g*¥u, = ro/r*, do | u¥ :=dp/d\ = g*¥u, = ro/r?, portanto
dp = (ro/r?)dA, (4)
kaj (3) reskribigas kiel | e a (3) se reescreve como
(dr)* = (1= p/r)(L = 10*/r*)(dN)*. ()

Tirante dA el (4) kaj lokante gin en (5) oni
generas diferencialan ekvacion por samtem-
paj geodezioj:

Extraindo d\ da (4) e colocando-a na (5) gera-
se uma equacao diferencial para as geodésicas
de simultaneidade:

(dr)?* = (r/ro”)(r — p)(r* — 10”)(dep)*. (6)

Sen perdi generalecon, ni supozas ke rg estas
pozitiva.

Ni rememoras la jenan geometrian fak-
ton: se ry estas distanco de Euklida rekto
al origino, tial en radiusaj infinitoj de rekto
okazas dp/dr = +ry/r?. Do, farante r — oo
en (6), montrigas ke samtempaj geodezioj
havas asimptotojn kies kolizia parametro es-
tas rg.

Pozitiveco de (dr)? en (6) okazigas du kla-
sojn de solvo kun r > p:

Sem perder a generalidade, nés supomos que
T seja positivo.

Noés relembramos o seguinte fato geométrico:
se ro for a distancia de uma reta Euclideana
a origem, entao nos infinitos radiais da reta
ocorre dp/dr = =4rg/r*. Assim, fazendo-se
r — oo na (6), mostra-se que geodésicas de
simultaneidade tém assintotas cujo parametro
de impacto é r.

A positividade de (dr)? na (6) produz duas
classes de solucao com r > p:

1:ir>rg>p;

2:r>p>rg.

Tiuj klasoj estos malkune ekzamenataj.

2.1 Klaso 1

En klaso r > rqg > p, la radiusa valoro rg
indikas perihelion, kaj (6) reskribigas kiel

rodr

‘ Essas classes serao examinadas separadamente.

2.1 Classe 1

Na classe r > rg > p o valor radial ry indica
periélio, e a (6) é reescrita como

dp ==+

La integro de (7) de ro gis r estas elipsa
funkcio; vidu figuron 1. La geodezio cirkatas

Jr(r=p)(r =)

(7)

A integral da (7) desde ry até r é uma fungao
eliptica; veja a figura 1. A geodésica circunda
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Figuro 1: Du samtempaj geodezioj (dikaj linioj) de klaso 1: r > o > p. Punktitaj cirkloj havas
radiuson 7y, kaj la maldikaj linioj estas orientitaj asimptotoj. Ili tangas la punktitan cirklon,
kaj A¢ estas la angula vario de unu al la alia. En a ni uzis ro = 4p/3, farinte A¢ ~ 7/2. En b
ni uzis rg = 1,04p, farinte A¢ ~ 57 /4.

Figura 1: Duas geodésicas de simultaneidade (linhas grossas) da classe 1: r > g > p. Os
circulos pontilhados tém raio g, e as linhas finas sao assintotas orientadas. Elas tangenciam o
circulo pontilhado, e A¢ é a variacao angular de uma para a outra. Em a nés usamos ro = 4p/3,

que faz A¢ ~ 7/2. Em b nés usamos ry = 1,04p, que faz A¢p ~ 57 /4.

la altirantan centron, kaj ju pli granda estas
la totala angula vario A¢ de gia tangento,
des malpli granda estas la perihelio 7.

Tiu vario estas la elipsa funkcio

o centro atrativo, e a variacao angular A¢ to-
tal da sua tangente geométrica ¢ tanto maior
quanto menor for o periélio rq .

Essa variagao é a fungao eliptica

Aoro) =2 [ ldi| ~ 7, 8)

kies grafo estas en regiono ry > p en figuro 2.
Tie ni vidas ke A¢(p) — oo . Do oni montras
ke en ajn du punktoj (kun r > p) trapasas
nefinia nombro de samtempaj geodezioj.

2.2 Klaso 2

En klaso r>p>rq, la pozicio p estas perihe-

lio. Car la kolizia parametro ry de la asimp-
totoj estas malpli granda ol p, tial la asimp-

totoj pasas tra la sfero r = p de Svarcsild.
Por koni la formon de la geodezioj ni inte-
gras (7) de p gis r. Vidu figuron 3.

La totala vario de oriento de geodezio es-
tas la integro

cujo grafo esta na regiao ro > p na figura 2. Ali
nés vemos que A¢(p) — oo. Mostra-se entao
que por quaisquer dois pontos (com r > p)
passa uma infinidade de geodésicas de simul-
taneidade.

2.2 Classe 2

Na classe r > p > ry a posicao p é periélio.
Como o parametro de impacto rg das assintotas
é menor que p, entdo as assintotas passam

através da esfera r = p de Schwarzschild. Para
conhecermos a forma das geodésicas nods inte-
gramos a (7) desde p até r. Veja a figura 3.

A variacao total da orientacao da geodésica
¢é a integral

Aofro) =2 [ " lde| 7, Q



CBPF-NF-012/10 5

Figuro 2: Totala vario A¢(rg) de oriento de samtempa geodezio de klaso 1: r > ry > p kaj
de klaso 2: » > p > ry. Speciale, la cirklo kun radiuso ry = p estas samtempa geodezio, kun
A¢(p) = o0o. Ne konfuzu ¢i tiun geodezion kun la nula geodezio ankau cirkla, sed kun radiuso
3p/2. Malpozitivaj valoroj de A¢(rg) por ro < 0,67p indikas ke samtempa geodezio kun tre
malgranda kolizia parametro r estas forte forpusata de centra maso.

Figura 2: Variagao total A¢(rg) da orientagao de uma geodésica de simultaneidade da classe 1:
r > 1y > pedaclasse 2: » > p > rg. Em especial, o circulo com raio 7y = p é uma geodésica
de simultaneidade, com A¢(p) = oo. Nao confunda esta geodésica com a geodésica nula
também circular, mas com raio 3p/2. Os valores negativos de A¢(ry) para ro < 0,67p indicam
que geodésica de simultaneidade com parametro de impacto rg muito pequeno é fortemente
repelida da massa central.

kies grafo estas en regiono ry < p en figuro 2. ‘ cujo grafo esta na regiao ry < p na figura 2.

3 Komentoj

Bonkonate, la samtempaj geodezioj de spa-
cotempo de Minkovski estas Euklidaj rek-
toj. Tio okazas ankau en spacotempo (1) de

Svarcgild, sed nur en regionoj kun tre mal-
forta gravito (r >> p). Tamen, se la kolizia
parametro 7y valoras proksimume la radiuso

p de Svarcsild, do la samtempa geodezio tre
malsimilas Eiklidan rekton, precipe en re-
gionoj cirkau p. Tio estas klare vidata en
figuroj 1 kaj 3.

Pensu pri Euklida trispaco, kun liniele-
mento (d\)? = (dr)? 4+ r?(dp)? + (d2)?, kaj
pri la paraboloido 22 = 4p(r — p), rota-
cianta cirkau akso z. Uzante tiujn du ek-
vaciojn, la linielemento de paraboloido estas
(3), la sama linielemento kies geodezioj es-

tas la samtempaj geodezioj de Svarcsild kun

3 Comentarios

E bem sabido que as geodésicas de simul-
taneidade do espacotempo de Minkowski sao
retas Euclideanas. Isso ocorre também em

Schwarzschild (1), porém apenas nas regioes
com gravitacdo muito fraca (r >> p). En-
tretanto, se o parametro ry valer aproximada-

mente o raio p de Schwarzschild, a geodésica de
simultaneidade difere muito de uma reta Eu-
clideana, principalmente nas regioes perto de
p. Isto é visto claramente nas figuras 1 e 3.
Considere o triespaco Euclideano, com ele-
mento de linha (d\)? = (dr)?+72(dp)?+(dz)?,
e o paraboldide 22 = 4p(r—p) , de revolugao em
torno do eixo z. Usando essas duas equagoes,
o elemento de linha do paraboléide é (3), o
mesmo elemento de linha cujas geodésicas sao

as de simultaneidade de Schwarzschild com
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Figuro 3: Tri samtempaj geodezioj (dikaj linioj) de klaso 2: r > p > rq. La punktitaj cirkloj
havas radiuson p, kaj la ne punktitaj havas radiuson r,. La maldikaj linioj estas orientita]
asimptotoj. Ili tangas la cirklon kun radiuso rg; la angula vario de unu al la alia estas A¢. En
a ni uzis rqg = 0,1p, farinte A¢p < 0; en b ni uzis ry = 0,67p, farinte Ap = 0; kaj en ¢ ni uzis
ro = 0,99p, farinte A¢ > 0.

Figura 3: Trés geodésicas de simultaneidade (linhas grossas) da classe 2: r > p > ry. Os
circulos pontilhados tém raio p, e os nao pontilhados tém raio ry. As linhas finas sao assintotas
orientadas. Elas tangenciam o circulo com raio ry; a variacao angular de uma para a outra é

A¢. Em a nés usamos ro = 0,1p, que faz A¢ < 0; em b nds usamos ry ~ 0,67p, que faz A¢p = 0;
e em ¢ nos usamos ro = 0,99p, que faz A¢ > 0.

A

<

0 = mw/2. Geodezio de klaso 1 rilatas al | 6 = 7/2. Geodésica da classe 1 se relaciona
geodezio de paraboloido kiu ne trairas ekva- | a geodésica do paraboldide que nao atravessa
toron r = p de paraboloido, kaj geodezio de | o equador r = p do paraboldide, e geodésica
klaso 2 rilatas al tiu kiu trairas. Vidu fig- | da classe 2 se relaciona a uma que atravessa.
uron 4. Veja a figura 4.
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Figuro 4: Skizo de paraboloido 2? = 4p(r — p), kaj du el giaj geodezioj. A estas geodezio ne
trairanta ekvatoron r = p de paraboloido, kaj rilatas al samtempa geodezio de Svarcsild en
figuro 1b. B estas geodezio kiu trairas, kaj rilatas al samtempa geodezio en figuro 3a.

Figura 4: Esboco do paraboléide 22 = 4p(r — p) e duas de suas geodésicas. A é uma geodésica
que nao atravessa o equador r = p, e se relaciona a geodésica de simultaneidade na figura 1b.
B é uma geodésica que atravessa, e se relaciona a geodésica de simultaneidade na figura 3a.



