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ABSTRACT

In this work a numerical integration scheme for a.
system of non-linear ordinary differentiai equations is pre;
sented. This system derived from a finite element spatial
discretization; associated with the non-linear vibration of

a continuum.

The convergence of the step-by-step integration
-algorithms depends on the stability of the approximation
operator. In linear problems the stability condition for the

central difference operator is At < TK/n, where T is the

K
shortest period of free vibration of the discretized problem,
Therefore if the number of elements of the discretized system
is increased to obtain a better approximation for the vibra-

tion modes, the stability condition requires a reduction of

the time step size.

Apresentado'no I Simpdsio Nacional de Calculo Numérico. Belo
Horizonte, MG, 30/10 a 19/11/1978.



For most vibration-problems, the lower modes are sig-
nificéntly the most important ones. For this reason a finite
difference operator combined with a modal decomposition is
derived, for which a less restrictive stability condition
namely At < Ty,/m, is obtained, N* being the number of

modes used to répresent the solution.,

RE SUMO

Neéte trabalhq.abresenta-se um esquema nﬁmérico.para
integragﬁo do sistema de equagges diferenc;ais; ngo_lineares,
associado a vibragges nSo lineares de meios continuos. Este
sistema de equagoes ordindrias resulta de uma aproximégao de
elementos finitos no dominio espacial.

A convergéncia dos algoritmos de integraggo passo-a-
passo esta condicionada & estabilidade do operador de aproxi
magao. Assim por exemplo, em problemas lineares, a estabi-
lidade do operador de diferen§a finita central estd condicig
nada a escolha dé um intervalo de integragao At < TK/n, em
que T, é o menor periodo de vibragao livre do probleﬁa dis
cretizado. Isto significa que aumentando-se o numero de ele
mentos do.sistema discretizado, visando uma melhor represen-
tagao dos modos de vibragao e portanto da solugao do proble-
ma, obrigatoriamente o intervalo de integragao devera ser re
duzido a fiﬁ de atender a condigEo de estabilidade, |

Considerando-se que, normalmente os primeiros modos
sao os predominantes, propoe-se um algoritmo de diferenga fi
nita combinado com uma deéomposigao modal, onde a condigao de

estabilidade fica reduzida a At < T.,/m, sendo N* o nime

" ~ ~
ro de modos usados na representagao da solugao.



Introdugdo

O problema de vibragaes de meios continuos consiste na
integragdo de um sistema de equagoes diferenciais parciais no
dominio 8x[0,T], com condigoes de contorno definidos na fron
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teira de B e condigzés iﬁiciais em t=0. B8 C R é o domi-
nio espacial e [0,T] é o intervalo de definigdo da varidvel
temporal.

Na obtengao de solugoes aproximadas deste problema
faz-se inicialmente uma discretizaggo espaqiél, integrando-se
a seglir o sistema de equagges diferenciai; ordindrias no teﬁl
po, resultante desta discretizaggoﬂ A discretizagao eSpgcial
geralmente é feita através do método dos elementos finitos ou
atravéé de autofungges definidas em todo o domfinio espacial,
A integragao no tempo pode ser feita através da decomposigdo
modal, no caso de problemas lineares, ou através de integraggo

numérica, por meio de algoritmos de integragdo passo-a-passo,

tipo diferenga finita, no caso geral,

Neste trabalho apresenta-se um esquema para integragao
das equagges diferenciais, resultantes da discretizaggo espa-
cia; do problema de vibragges nao-lineares, de sistemas conti
nuos, no qual se procura preservar a generalidéde dos algorii_
mos de inteéraggo numérica e as vantagens computacionais da
andlise modal. Este esquema consiste no uso do algoritmo de
diferenga central combinado com uma decomposigao modal sobre

as primeiras autofungoes do correspondente problema linear.

.



1. Convergencia do algoritmo de diferenga central.

P . ~ . . ~
A andlise da convergencia dos algoritmos de integragao
passo-a-passo, aplicados a problemas de valor inicial, normal

mente é feita através do seguinte teorema:

Teorema 1 (Teorema de Lax). Dado um problema de valor
inicial bem posto e um operador de diferenga finita ’A(At)
que satisfaga a condigao de consistencia, a aproximagdo dada
por A(At) serd convergente se e sé se o operador for estd-

vel. [ 1]

Considere-se a equagao de Vibrag3es forgados de um os-
. -~ 3 .
cilador harmonico linear:

%+ 03x = f(t) : (1.1)

com condigoes iniciais:

x(0) = X, e  x(0) = io | (1.2)

Soluggoraproximada deste problema, no intervalo limita
do [0,T], serd obtida via diferenga finita central. Para

tanto, o intervalo [0,T] é dividido em N intervalos,

At = T/N, aproximando-se a derivada En’ no instante
tn = nAt, por:
) X - 2x_ + x
. n+1 n n-1
xn = 5 (1.3)
At

Substituindo (1.3) em (1.1) obtém-se a equagdo de dife

renga fiﬁita:

2,.2 : 2
Xpe1 = (2=0%2t%)x - x . o+ £ At (1.4)



Definindo-~se os vetores:

x v x f
n+l n 2 n
= H = F = l.
Xn+l x 3 X . e o At 0 (1.5)
: n n-1
" pode-se escrever,
L o 6
§n+l - ézn + En’ (1 )
sendo a matriz A(At) dada por:
2 - w?at® - 1 | :
A(at) = I (1.7)

. v 1 0

A equaggo (1.6), aplicada recursivamente, permite es-

crever o vetor Xn+1 em termos das condiQEes iniciais, ou
seja:-
xi, .
51 =1 3 com X, = X, + ont
X
o
X, = AX,) + Fy
X, = AX, + F_, = A°X, + AF. + F_
3 T 282t 2= 201t N1t L2
_ n n n-4 '
Xne1 = A Xy + E A F, , (1.8)

. bod . ~
Pode-se agora, analisar a convergencia da solugao apro

ximada (1.8), com base no teorema de Lax.

a) O problema (1.1), com as condigoes iniciais (r.2), é

bem posto, e tem solugao exata, dada por:

t
x(t) = x  coswt + ko/m senwt + %-{ £f(t) seny(t-7)dr (1.9)
-
0

b) A aproximagdo de diferenga finita para a derivada §n
é consistente ¢ da ordem de At2. 0 que pode ser mostrado

através do desenvolvimento de Taylor:



. 1 e 2 1 e 3 I
X .1 = Xg t Xy At + 53 x, AT + 37 *n At? + 6(AtT)
. 1 e 2 1 e 3 A
Xa1 = Xp - Xy At 4 57 X AT - 5y ox AT 4 6(at’)
donde:
*n+1 ->2xn * Xp-1 . 2 '
+ =X+ 6(at°) (1.10)
At2 n

c) Finalmente, o esquema de diferenga finita, representado
pela equagao (1.8), é estdvel, e portanto convergente, (Teore
ma 1), para todo f(t) 1limitado, se a sequéncia de operadores

A,Az,...,An, permanece limitada quando n 4'mv e At = 0.

e

Esta condigao é equivalente a:

Ayl <2 ()
sendo *1 e 12 os autovalores dé é, obtidos através da-
equagao ’ |

det(A-AI) = O | (1.12)

A partir de (1.11) e (1.12) chega-se & condigao de es-
tabilidade, em termos do intervalo de integragao, ou seja:

At'<%% | ' (1.13)

sendo T = 2ﬂ/m, o periodo das solugBes homogéneas da equa-
¢ao (1.1); ou o periodo de vibragGes livres do oscilador har-

a ., . ~ .
monico, cuja equagao de movimento é (1.1).

Conclui-se, portanto, que a solugao de diferenga fini- -
ta (1.8) converge para a solug@o de (1.1), quando At -+ O e

u-+ o, e que a aproximagdo é da ordem de Atz, para At < 1 /m.



2, Vibragdo de sistemas continuos lineares.

No estudo de vibragoes de meios continuos, (equagoes
diferenciais parciais), faz-se inicialmente uma discretizagao
do problema, ﬁop meio de aprokimagaovna variavel espacial,
conduzindo a um sistema de.equagges diferenciais ordindrias
no tempo. Este sistema de équagBes é entao integradovvia al-
goritmos de integracgao passo-a-passo ou via andlise modal, ém
certos casoé particulares.

Nesta segao procura-se analisar as imﬁlicagaes da con-

. |
digao de estabilidade (1_.13), quando o algéritmo de diferenca
central é utilizado com diferenteé'aproximagges na vafiével_
espacial, em um problema simples-de vibragges de meios conti-
nués. | |

Considere~se, por exemplo, o problema clédssico de vibra
gses lineares de uma viga bi-apoiada, de comprimento L, massa
por unidade delcbmﬁrimento mv e rigidez a flexao W, sujei=-
ta a agao de uma forga distribuida p(x,t).

A equégao diferencial deste problema é:
ahu(x,t)

o0x

com condigoes de contorno:

mu(x,t) + W p(x,t); x € [0,L] e t € [0, (2.1)

-_u(o,t) = u(L,t) = O, e‘

aZu 2

2 (0t =25 (L) =0 ~ (2.2)

e condigoes iniciais, supostas homogéneas, isto é:

' u(i,O) = ﬁ(x,O) = 0.‘ ' (203')



i

Para obtenc3o de solugSes aproximadas a equagdo (2.1)

rd .. a ) . . : .
@ escrita na forma wvariacional,

L : L L
e auu
muav dx + W= v dx = p(x,t)v dx
o o ?x ' 0

. ’ ~ . ‘ . ~
que, apdés integragoes por partes, e considerado as condigoes

de contorno (2.2), chega-se a:

L L L .
. 2% 32w
muv dx + W—pF —5dx = p(x,t)v dx (2.4)
0 0 9x ox 0 o :

onde, u € V = {ué€ H2[O;1J, t.q. u(0) = u(L) =0}, é a
soluggo procurada, e satisfaz (2.&), para todo elemento
vev., H éum espago de Hilbert, de ordem m.

Dois tipos de fungges de aproximagao serao usados

autofungoes do operador e aproximagao de elementos finitos.

2.1 Aproximagao por autofungoes.

Neste caso o deslocamento u(x,t) é aproximado por:

. N - T
Wi(x,t) = £ osen Xy (£)  (2.5)
n
. n=1
nmx ~ ~
em que sen f— » Sao as autofungoes do problema:
ahu .
_E-—= Au . (2.6)
dx T , : '

com as condigSes’de contorno (2.2). Un(t) s3o fungdes in-
cbégnitas, a sérem determinadas.
Levando (2.5) & (2.3) e considerado que qualquer
v € V pcde ser escrito como combinagao das autofungges
nlmx '

sen s tem-se:

oL



L N
(’ m I U,(t) sen LUX | sen 37X gx 4+
0]

4=1 1 L L
L N 2 2 2.2
ad rr Lmx nm nTx
+ DN () sen ——-— sen —— dx =
L=1 L™ ;2 L

L

f p(x t) Sen n?lx dx; n=l,2,ooo,N (2.7)

0

Devido a ortogonalidade das autofungBes, chega-se ao seguinte

conjunto de problemas desacoplados:

U (t) = £ (t) (2:8)

com .U (0) = ﬁn(o) 0; n=1,2,...,N.

Sendo )\ _ e fn(t) dados por:

A
' L mT W
)\n =n )\l; )‘l =Z'[r; (2.9)
L.
£ (t) =v£%. p(x,t) sen E%E.d " (2.10)
)

a) Integragao numérica.

Se se pretende obter solugao de diferenga finita para o
conjunto de problemas (2.8), deve-se observar, em cada equa-

ggo, a condigao'de estabilidade do algoritmo, que neste caso é:

: T o _
(At)n <fEE-; n=1,2,...,N . (2.11)

em que Tn é o n-ésimo periodo de vibragao da viga, dado por:

2n 1 2mn »
=g =y (G wg =Ry (2.12)

o que significa que o intervalo de 1ntegragao critico, (Atc)

decresce na proporgao de l/n , ou seja:



(8ty) =%§ (8t_),

b) Integragdo exata.

(2.13{

Conforme mostrado na equagao (1.9), cada um dos problemas

(2.8), tem solugao exata,
t

1

Yn

o

u_(t) =

. « 3 ~ N ’
o gue permlte escrever a aprox:Lmag:ao u ’ comos

N .
uV(x,t) = T L1 senX| £ (r)sen w_(t-r)dr
. . W L n n
‘ n=l "n
8]
"cujo erro é dado por: &
N s 1 nx () o (o m ) g
[a”=ul = | & 5 sen —~— £, (1)sen wﬁ(t-f)dTl
n=N+1 "n
' 0
Supondo que a fungao p(x,t) é dada por
O; para- t < O
p(x,t) =
’ P, para - t =2 0
tem=se:
- Po 2po :
fn(t) = 53 PO = n=1,3,5,...
N - P
u(x,t) = . % Z sen-E%E-(l-cos wnt)
n=1,3... nwn
sendo o erro limitado por:
© 2p l
|uN-u| < )y o
n=N+1 nw2
: n
2 .
como, W _ = nhkl, tem-se:.

N @ . 1_5 1 L
[u"-u] = JE X, (3) 5K, (1)

ou seja:

£ (T)sen wn(tJT)dT

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

/D



. L .
|uN—u[‘s X, (7:7) (2.20)

A seguir obtém-se a solugdo aproximada de (2.3), via
elementos finitos, procurando-se relacionar a estimativa do

erro assim obtido, com a estimativa apresentada em (2.20).

2,2 Aproximagao de elementos finitos.

Para construgido da aproximag3o de elementos finitos,
o deminio [O,L] é dividido em Ne elementos, interpolando-
se o deslocamento u(x,t), dentro de cada;eiemento, Neste
j

caso 'se supoem os elementos iguais, com comprimento h = L/Ne
e serao adotados como fungdes de interpolagdo os polinamios
clbicos de Hermite.

| A partir dos interpolantes locais cpge) constroem-se
as fungOes de interpolagao global 2., que constituem uma
base para o subespago de aproximagao Sh, ou subespago de

elementos finitos [ 2], ent3o,

Sh = span (§l’§2,o.o,§-K}, » (2.21)
em que as &, sao:
_ . (n-1) (n)
®on-1 = @3 U ¢
_ . (n-1) (n)
®on = 9y u e,
sendo:
2 3 2 3
¢(9) 1 - 3xe . 2xe cp(e) _ BX _ 2xe
1 h? h’ 3 n” h3
2 3 2 3
2x x x x
(e) _ e e (e) e e
¥y = Xy = o+ — 9,7 = - =+ —3



Deste modo a soluggo.aproximada, via elemento finito,

W= g 3, (x)D, (t). (2.22)
i=1

onde K ¢é o nimero de graus de liberdade do modelo de ele-

mentos finitos, no caso K = 2Ne,

A aproximagao (2.22) levada 4 equagao variacional
(2.3), conduz ao seguinte sistema de equagges diferehciais or

dindrias no tempo

M B+ KD=F(t) (2.23)

) o~ ) 3 i L3 3 v
onde. M e K sao chamados matrizes de massa e rigidez

~

respectivamente, cujos coeficientes sao dados por:

L

Mij = m g, Qj dx (2.24)
0
Yooa%, azéj .

K;5 = W — 5= dx (2.25)
o 9x 9x

0 vetor Q,‘contém as.fqu3es incégnitas Di(t). F é o ve-

tor de cargas, cujos componentes sao,
L

F. = p(x,t)@i dx (2.26)
0 :

Associado & equagao (2.23), pode-se construir o proble

ma de autovalor algébrico:

- h - V
KD=>2 MD (2.27)
que é a forma aproximada do problema (2.6).
h ~ . ~
Os autovalores x&’ £ =1,2,...,K, sao aproximagoes

dos autovalores exatos XL, L =1,2,...,K, enquanto que as



autofungbes aproximadas uz, sao .dados pors:

n_ K <
u = I éi(DL)_ (2.28)
i=1 1
d: constitue uma aproximagao para a autofunggo exata

inx
u -
L = sSen i .

As estimativas dos erros de aproximagao, no cdlculo
dos autovalores e autovetores, sobre um subespago Sh, de
elementos finitos, podem ser obtidas a partir de teoremas de

senvolvidos por Strang e Fix [2], apresentados a seguir.

c i .
Teorema 2. Se Sh'C H" & um espago de elementos fi-

1

que os autovalores aproximados Ar- sao limitados, para 'h

nitos de grau (k—l), entao existe uma constante C, tal

pequeno, por:

h 2(k-m) .k/m
Ay S Ay <A, + Ch (tc-m) AL/m (2.29)

4 4

Teorema 3.  Se Sh'c H" & um espago de elementos fi-

nitos de grau (k-1) e A é um autovalor distinto, entao

4

para h pequeno:
’ L

PN

h h,? k,, 2(k-m),, k/2m '
hay-uyll = (] (u-up)” dx)” < c [nn In, (2.30)
o .
Se AL é um autovalor repetido, entdo as autofungoes
uj pPodem ser escolhidas de sorte que estas estimativas se-

jam ainda validas.

Para ovproblema em estudo, em que m = 2 e k = 4

e N . » . . . ~
(pollnomlos cibicos), estas estimativas s3o:



/‘-/

-~ ©para os autovalores,

'AL < Af S Ay + Cy n ).,f (2.31)
- para as autofungoes,
hy, 4
lu,-u,ll = c, nY | (2.32)
AL )

Do mesmo modo que no caso anterior, o sistema de equa-
gSes (2.23), pode ser integrado aproximadamente (integragaov

passo-a-passo) ou exatamente (decompOSigao modal).

a) Integragao numérica da equagao aproximada,

A aplicagao do esquema de diferenca central & equagao

(2.23), conduz ao sistema de eqUagges algébricas,

) .
MDPniy = (5 Dn En)At + g(zgn - Pn-l) v (2.33)
em que D . . é o vetor de incégﬁitas.

E importante observar que neste caso a condigao de

estabilidade, e consequentemente de convergéncia, do algoritmo

¢,

At < Ti/ﬂ | (2.34)

h |, ' . . ~
em que TK € o menor periodo de vibragao do problema discre=-

tizado, isto é:

B 2n/ugs  wy =4 Ap | (2.35)

b) Integragio exata da equagdo aproximada.

Uma vez resolvido o problema de autovalor aproximado (2.27%

. ' . h
e conhecidos o0os autovalores e autovetores aproximados, )\, e

4



ﬁL’ L =1,2,...,K, pode-se desacoplar o sistema (2.33), a-

través da seguinte transformagdo de coordenadas:
D=QU : (2.36)

em que as colunas da matriz Q sao os autovetores DL’ is-

to é: Qj& = (BL)-’ j=1,2,...,K, esta matriz dos autove-

J
tores é.conhecida em vibragoes como matriz modal.

Substituindo (2.36) em (2.23) pré multiplicada por

QT, tem-se:
Mg l+TKQU = E(v) (2.37)

Se se consideram autovetores ﬁL’ ‘'normalizados em re

1ag§o.é matriz de mossa M, e tendo em vista a ortogonalida
~ . R —

de dos mesmos, tem-se:
T T h
@ Mg=I e Qg k=[] (2.38)
portanto, o sistema (2.37) é desacoplado em k equagoes,

. h . h S
U, + A, U =£f, (2.39)

com UZ(O) = UZ(O)f= o;. L =1,2,...,k.

Cada uma destas equagaes pode ser integrada exata-

mente conforme mostrado anteriormente, Uma vez obtida a so-

lugao nas coordenadas modais U{, obtém-se a solugao nas va
ridveis iniciais do problema, DL’ através da transformagao
(2.36).

Este procedimento é conhecido como andlise modal (ou

decomposigao espectral) e é muito comum no estudo de vibragoes

de sistemas lineares.

Deve-se notar que na aproximagao de elementos finitos,

19



dois tipos de erro estao envolvidos:

1) erro de aproximagao das autofungoes, conforme mostrado
em (2.32)
2) erro de truncamento na série de fungoes de aproximagao,

devido ao fato de se trabalhar num subespago de dimens3o fi=-

nita. Este erro é semelhante ao apresentado em (2.16).

Além disto, de acordo com (2.32), o erro de.aproxima-
gao nas autofungodes ur, crescem com o autovalor X;, comb
Ay <21, < A3 ey gste erro sera maior nas autofuﬁsges supe-
riores, o gué signifiéa que na obtengao de solugoes aproxima;
das, via andlise modal, nao vale a péna levar em confa a con-
tribuigao de todos os modos aproximados q?,

erro de aproximagao dos modos superiores pode ser da ordem

uma vez que o

do erro de truncamento na série de autofungoes.

Seja K a dimensao.do éubespago sP ge elementos fi-

. h s o L -
nitos e u a aproximagao de elementos finitos obtida com

~ . h h *h
todas as K. autofungoes aproximadas, uL € S, e u a
aproximagao obtida com as N¥* primeiras autofungoes aproxi-
h h ~
madas, uL €. S . Seja,’ainda, uN a aproximagao obtida com

as N primeiras autofungges exatas. Deste modo pode-se defi

S R [ | (2.41)
le™ | = 1w} | (2.42)
ey = llu™-uf | (2.43)

Do ponto de vista prdtico, colocam-se entiao as seguin-

tes questodes:

/5
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1) Dada a dimensao K de Sh, qual o nimero minimo de
~ . x *h :
autofungoes aproximadas, N tal que “e ”o seja da mesma
ordem de Heh” .
o

2) Dado N, qual dimensdo K, de sh, tal que ||eh||o

seja da mesma ordem de HeN“o.

_ . . . . .

Respostas precisas a estas perguntas, sd sao possiveis
com o conhecimento da'soluggo exata u, portanto s em casos
particulares. Entretanto, a partir das estimativas (2.20) e

(2.32), algumas conclusoes podem ser obtidas:

3 -~ . ~ -
1) A velocidade de convergencia-da solugao aproximada u
é maior que a velocidade de convergencia da autofunggo apro-
R . h ’
ximada Uy

A partir de (2.20) e (2.32) tem-se:

L
. N 1
" h y
) lluy-vyll < Ca B My
Considerado que h = L/Ne e Ay = N4 L) obtém-se:
A
, h 1 L
”uN"uN“ < c'z(ﬁ'e_) N. _ . ) (2'“’1‘")

Conclui-se portanto que para se ter estimativas de mes
ma ordem deve-se ter Ne > N e K >> N, jd que para o pro-

blema em estudo K = 2Ne,

2) Uma vez que, convergéncia de ul para u; implica em,
, - . . h . ‘
convergencia de uL para uL, deve-se ter N < N* << K,
N *h
sempre que | e ”o’ e ™

o “eh”o forem da mesma ordem.

3) Do ponto de vista numérico pode-se definir uma ordem de

13
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preferencia, em termos de menor esforgo computacional:

I - aproximagao via autofungdes exatas
II - aproximagdo de elementos finitos e integragdo
exata das equagoes diferenciais resultantes, via
andlise modal
ITY - aproximagao de elementos finitos e ihtegragao apro-

ximada das equagges diferenciais resultantes.

>Evidentemente que a classe de problemas estudados em
I, estd contida em II, que por sua vez estd contida em IIT,.
A clésse I é extremamente restrita, pqis somente em casos
muito particulares se pode conhecer as autofungges a, .

No estudo devproblemas reais de engenharia, € comum a
utilizagao de aproximagao de elementos finitos combinada com .
andlise modal, no céso em que o sistéma de equagSes diferen-
ciais resultantes pode ser desaéoplado pela matriz modal,
(classe 11).

Quando nao & possivel désacoplar o sistema de equagges
diferenciais reéultante, utiliza-se a integraggo numérica no
tempo, (classe III). Neste 1ltimo caso estariam os problemas

de vibragoes nao-lineares e mesmo lineares, com coeficientes

dependentes do tempo (sistemas nao autonomos).

3. Vibragao de sistemas continuos nio lineares.

Considere~se ainda o problema anterior, admitindo-se,
no entanto, que o material da viga tem um comportamento elas-

toplastico perfeito. Neste caso a forma variacional da equa-
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gao de movimento &:

L
mu v dx + f,‘[cc(v)dﬂ dx
0

onde Q é a regiao definida pela seggo transversal da viga,

- /L
[’ p(x,t)v dx (3.1)
0

0 e ¢ representam os campos de tensao e deformagao na dire-

950 longitudinal, sendo
' 2

e(v) =223 o (3.2)
3x :
em que z é um eixo no plano de flexgo, perpendicular a x
e com origem na linha neutra.
A lei.de comportamento, relagao ten$56 x deformagao,
para materiais elasto-plasticos perfeitos é dada, em forma

infinitesimal, por:

o] < 0, ou

do = Edg para . y ’ : (3.3)
|o] =0, e o0do < O
Yy

ou

do = 0 para lo] = g, e odog =2 0 . (3.4)

Chamando de Q, a regiao de 1 tal que do0 = Edeg e
Op a regiao de I tal que do = O, (obviamente, Qe‘U Qp::
= 1), a equagdo (3.1), pode ser escrita na forma:
ot L 32y 32y |
o o 8% 3x /o

..rL L ‘ ‘
= | p(x,t)v ax - [ f oy ¢(v)an ax (3.5)
o o Ja, |

em que se supbds o médulo de elasticidade E e a segdo trans-
versal da viga, independentes de x. A constante W, rigidez

a flexao, é dada por



W = E 22 dn (3.6)

0

A nao liﬁearidade da equagao (3.5), decorre do fato de
nao se conchecer a priori a regiao plastica Qp. Neste caso,
o algoritmo de diferenga finita é particularmente conveniente,
posto que, de sua aplicagao a equagao (3.5), resulta automati-
camente um sistema algébrico linear, em cada intervalo de in-
tegrégzo, (consequéncia natural dos algor{itmos explicitos).A

Aplicando-se o>esquema de diferenga central (1.3) a

equéggo (3.5) obtém-se:

L L
mu .V dx = Jr m (Zun-un_l)v dx +
O .

0

L 2 L .
2 37U av :
+ 87 W—p — dx - E e(u ) e(v)an dx} +

o °x 3x o /a_(n)
_ p
L o L . .
2 . 4 :
+ AtT{ » p(x,tn)v dx - | Qp(n)cy ¢ (v)dQdx} (3.7)
- 40 ‘ L ¢)
Em (3.7) a vnica incégnita é uoqe Qp(n) é conheci-
da, uma vez que em tn Jja sao conhecidos os campos de deslo-

camento u , e consequentemente e(un) e O

n

Da aplicagao do método dos elementos finitos a equa-

gao (3.7), resulta o sistema de equagGes algébricas:

M Pn+l = B .(3'8)

sendo
2 2
Ry, = 8t"[K-K (n)JD, + M(2D -D__,) + At"(E_-P ) (3.9)
E fdcil mostrar que a condigao de esﬁabilidade (2.34),

‘ T
do correspondente problema linear (Atc = EEQ, é suficiente
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para o esquema (3.8), uma vez que em cada intervalo At,

tem-se, associado a (3.8), o problema de autovalor linear:
< h -
M D=3 (n) [K-K (n)]D (3.10)

como a matriz Kp(n) é sempre positiva, o que pode ser obser

vado diretamente em (3.7),
D" K, (n)D=0; vDeR (3.11)

consequentemente, xz(n) < A?, o que implica em: At:-_z Até
do correspondente problema linear, (ver equagdo (3.34)).
Interpretado fisicamente, significa dizer que a estrutura
fica menos rigida apés a plastificagao e consequentemente
passa a ter frequénciés naturais menores, e peiodos de vibra
gao mais longos.

Permanece, portanto, a questao da estabilidade condi-
cional, e surge outra: mesmo no caso nao linear, é possivel.
tirar proveito da decomposigao modal? Em.principio a respos
ta seria nao, uma vez que a matriz modal nao desacopla o pro
blema niao linear.

Nickell [ 3] propde um esquema de decomposigao modal
incremental, no qual se resolve o problema de autovalor
.(3.10), em instantes discretos tn' Dentro de cada incremen

to, At =t_ .-t a solugao é obtida, como no caso linear,

n+l n’
tomando-se apenas os N¥* primeiros autovetores de (3.10).
Apesar do inccnveniente de ter que calcular o problema de
autovalor (3.10) a cada instante tn’ Nickell, conclue que
.este esquema tem vantagem computacional sobre a integragao

direta do sistema de  equagoes diferenciais, quando N* << K.

Propoe-se, a seguir, um esquema para integragao do



sistema das equagges diferenciais, resultante da discretiza-
gao do problema de vibragoes nao lineares de sistemas conti-
nuos, no qual se procura preservar a generalidade dos algorii
mos de integragao direta e as vantagens computacionais da a-
nalise modal. Este esﬁuema consiste no uso do algoritmo de
diferénga central combinado com uma decomposigao modal sobre

as N* primeiras autofungoes do correspondente problema li-

- near.

Seja Q*, a matriz modal constituida dos N* primei-

ros autovetores do problema de autovalor (2.27), isto é:
Q;& = (54,)3' j=1,2,...,N% | (3.12)

Aplicando, a equagao (3.8), a transformaggo de coorde

nada,
Dner = Q7 gn+1 (3'13)
tem~se, v . ‘
MQ*U =R, ‘ (3.14)

~n+1l ~T1

pré-multiplicando (2.14) por Q*T, e considerando (49),
chega-se a A
T
= Q¥ R (3.15)

gn+l ~ ~n
finalmente, voltando a&s coordenadas iniciais, obtém-se o al-
goritmo proposto:

= ¢*¢*" R | (3.16)
Pergunta-se:

1) O esquema (3.16) é convergente?
2) Sendo convergente, que vantagens tem (3.16) frente a

(3.8)?



A primeira pergunta responde-se afirmativamente, sem-
pre que (3.8) for convergenté, porque quando N* tende a K,
consequentehente g* . tende a 9 e gQT nada mais é que a
inversa da matriz M.

Naturalmente que (3.16) sé tem vantagens frente a
(3.8) quando N* << K. Isto é, para problemas em que a velo
cidade de convergéncia da solugao aproximada, via autofungges
da parte linear do o?efador, for maior.que a velocidade de
convergencia da aproximagao de elementos finitos;A Este fato
é de se esperar, principalmente em problemas fracamente nao-
lineares. .

Além disso, como a aproximagio via autofungdes, & uma
- aproximagao global, enquanto que a aprokimaggo de eleméntoé
finitos é local, é dé se esperar que a relagao N¥/K, de-
créSga na medida em que a dimensao do problema cresce, e tam
bém na medida em que aumenta o nimero de vincﬁlos do problema.
Por exemplo, é de se espefar reléggo N*/K menor para uma
viga continua, do que para uma viga de um sé vao.

Outro dado importante é a funcgao carregamento p(x,t).
Nos casos mais comuns, a projegao do carregamento-é sempre
maior sobre os primeiros modos.

Para N* << K, o algoritmo proposto em (3.16) tem,
frente ao esqﬁema convencional de»diferengé central (3.8),

duas vantagens principais:

1) a estabilidade de (3.16) estd condicionada a At < TN*/n,
enquanto que em (3.8) esta condigdo é At < TK/h, portanto
(3.16) permite o uso de intervalos de integragdo maiores.

Por exemplo, para o problema em estudo, os intervalos de in-

L



tegragao criticos estao relacionados por:
K .2
(Btdnx 2 () (at)g ~(3.27)

2) reduz o numero de graus de liberdade, eliminando os
modos mais elevados, evitando que estes modos perturbem a

solugao.

A desvantagem de (3.16) frente a (3.8) & a necessida-
de de se calcular o probiema de autovalor (2.27). Entretan-
to este cdlculo sé precisa ser feito uma vez, podendo-se a-

través de rotinas de iteragao de subespago, calcular aperas

os N¥* primeiros autovalores e autovetores. Além disto, na

definigdo do intervalo de integragao é importante o conheci-

mento das frequéncias de vibragao do problema linear.

4, Exemplo numérico.

Visando a comprovaggo de alguns dos reéultados e con-~
clusoes apresen%ados anteriormente, analisou-se a viga mos-
trada na figura 1, usando-se diferentes discretizagges de e~
lementos finitos, para o cdlculo dos autovalores e autoveto-

s . A .
res, e da resposta dinamica,
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Figura 1 - Viga bi-apoiada com carga unifbrpe; Variagao da car
ga no tempo. Diagrama tensao x deformagao.:

4,1 Cdlculo dos autovalores.

Os autovalores e autovetores exatos, deste pfoblema,
sao conhecidos e portanto pode ser feita a comprovaggo das
estimativas obtidas para a aproximagao de elementos finitos.

Conforme visto anteriormente, deve-se esperar no cal-

P . h . ~
culo dos autovalores aproximados AL’ aproximagoes da ordem

de,
h' ) (4.1)
ou, em termos de logaritmos,

16g(Af - KL) - log )\, < 4 log h + log c (4.2)

1

0 que significa que num grifico 1log h X 1og(1: - AL),

(4.2) é a equagao de uma reta com coefiente angular 4.

A figura 2 mostra a confirmaggq destas estimativas pa



ra 0os quatro primeiros autovalores, calculados com malhos de:
2, 3, 4, 5, 6 e 8 elementos iguais. Pode-se notar que a me-

dida que h diminue, as linhas tendem a retas com coeficien-

te angular 4.
' . At

-40}

:

~

v
~—
- O
O

Y

~20}

¢=arc tg4

! ’ .dﬁ O%'
-0.2 -04 -0. -0. -
logh

Figura 2 - Taxa de convergéncia dos auto-valores aproximados

1
10

4,2 Cdlculo da resposta dinfmica.

Para o cdlculo da resposta dinamica, utilizou~-se uma
malha de 6 elementos iguais, fazendo-se uso da simétrica em
relacdo a L/Z.

Procurando confirmar a convergéncia do algoritmo de
diferencga finita combinado com decomposigao modal, equaggo
(3.16), calculou-se a respoéta elastopldstica da viga mos-
trada na figura 1, usando-se diferentes numeros de modos do
problema eldstico. Os resultados da andlise, para os deslo

camentos a meio vao, estao mostrados na figura 3., Verifica-



se que com‘apehas cinco modos (At = 1.25 x 10-5 seg.) os re
sultados obtidos jd sao muito prdéximos daqueles calculados
com o algoritmo de diferenga finita convencional

(0t = 2.0 x 10-6‘seg.). Enquanto que a solugao obtida com

(At = 6.25 x 10”3 seg.) praticamente coincide

sete modos

com a solugdo de diferenga finita.

6
? o) /“-“\,
[ Pt TN L% I\
= sf ~ 277 D
o . \\\. 4 . \\\_
N\ 7/ ! N A
lg \\.:;-—',//’ , }\:.:: //I
9 ‘4- ] 6
s DIF. FINITA CONVENCIONAL—  (Bt=2.00x10°s )
TP R : «ee-7MODOS (Dl=6.25x10°s)
O . . : -5
L DIF. FINITA +DEC. MODAL { —.— 5M0DOS (At=1.25X107s)
w -
= 2} ---~3mopos [At=0.50x15%s)
O
o
-t
w A
o
1 1 1 1 2 :1 1 ]
30 60 90 120 _ 150 180 210 240
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Figura 3 - Convergéncia do algoritme de diferenga
finita proposto.

5. Conclusoes.

No estudo de vibragges ngo‘lineares, desde que se
possa mostrar que a velocidade de convergéncia de solugoes
aproximadas-via antofungges da parte linear do operador, se
ja maior que a velocidade de convergéncia da aproximagao de
elementos finitos, pode ser vantajosa a mudanga da represen

tagdo da solugdo aproximada da base de elementos finitos pa



ra a base de autofungoes, (decomposigao modal).

A conclusao anterior é extensivel a vibragoes de sis-
temas lineares ndo autdnomos. Neste caso as autofungdes sao
da parte conétante (independente do tempo) do operador,

Esta mudanga de base sé terd sentido nos casos em que
o nimero de éutofungaes, necessarias para representar satis-
fatoriamente a soluggp, se ja pequeno comparado com o0 nimero
total de graus de liberdade do modelo de elementos finitos.

Da decomposigao modal resulté um sistema de eqﬁagzes
diferenciais acopladas (apenas a parte linear ou a parte
constante ficam desacoplados), porém de menor ordem que o
sistema original. Este sistema resultante é entao integrado
via aigoritmos de integragao passo-a-passo. No caso do al-
goritmo de diferenga central (condiéionalmente estdvel), a
condigao de estabilidade passa a ser menos rigorosa, permi-

tindo o uso de intervalos de integracao maiores.

e
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