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ABSTRACT

In this papen the inst nesults o4 a study on the dynamics
04 a pile drniven into the ground unden the action of a pile hammer are

presented. They refen to the mathematical and numerical analysis of the

problem.
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O objetivo desta nota & apresentar e discutir al-
guns resultados obtidos na analise de um problema de visco-elas
ticidade dinamica com atrito, que aparece em Engenharia de Fun
dagoes. Tais resultados referem-se tanto & andlise tedrica do
modélo adotado para o problema, como também 3 andlise numérica.
Sao resultados parciais de uma pesquisa ainda em andamento no
Laboratdrio de Calculo do CBPF, na qual estao envolvidos, além
do autor, os Professores Raul Antonino Feijoo e Carlos Antonio

de Moura.

O problema consiste em analisar o movimento de
uma estaca penetrando no solo, sob o efeito das forgas caracte
risticas de um bate-estacas, resisténcia do solo e atrito na su
perficie de contato. Suporemos a estaca unidimensional, o que &
um modélo proprio para alguns tipos de estacas metdlicas (vide
obras do Metrd no Rio de Janeiro...). Em consequéncia,a forga de
atrito terd que ser simulada por uma forga de massa e ndo super
ficial, e a resisténcia do solo por uma forca atuando na ponta

penetrante da estaca.

A situagao & a dos diagramas na Fig. 1 abaixo, on
de estao representados os estados de movimento inicial e num ins

tante t > 0, relacionados pelo operador movimento
m.o+ [0,1] » [u(o,t),l+u(l,v)] ,

que leva um ponto x da configuragao inicial da estaca na posi



]
i
1"
Q
< — 77
|

|
l
F0) I
(o 1
t-0 ~ X=0 1 + >0
I |
| | Fle
| = 0+ U(of) fl )
| £ |
§ |
| |
| |
|
'. il
¥=4 x x=1 v‘ii
IES
1 sdlo B
i Olo
leA ? kz i
;
| !
I h i kg
]
Fig. 1
cao x+u(x,t), onde u(x,t) & o campo de deslocamentos. As

forcas que atuam na estaca sao:

F(t) - forca transmitida ao sistema pelo martelo do bate-
estacas; sua agao se exerce sempre na "particula"
x =0;

f(x,t) - forca de massaj; € devida a um campo externo;

-k,u(l,t)- forga de reagao resultante das propriedades elasti

cas do solo; sua agao se exerce sempre na ponta da



estaca, ou seja, na particula x =1

~e

—kzﬁ(l,t)-forga de reacao resultante da viscosidade do solo;

sua agéo se exerce sempre na ponta da estaca:;

g(x,t) - forga de atrito que sd comega a atuar numa "particu
la" x quando esta entra no solo, isto &, guando
x + u(x,t) > 1; isto implica de imediato numa repre
sentacdao na forma g = H(x+u-1l)-g, onde H é a fun

cao de Heaviside e g seria o valor mesmo da forga.

A forgca de atrito & uma forca de agao de contato
superficial, mas neste modélo unidimensional da estaca ela se
ra uma forga de massa, O que & uma idéia natural para tal situa
gao. O seu comportamento & dado pela lei de Coulomb, que diz(vi

de Duvaut-Lions [l]): "num instante t e num ponto qualquer da

regiao de contato,

(i) se |g] < F |F
(1)

(ii) se |g| = F |F entao existe X > 0 tal que Q= - Ag,

-

onde F & o coeficiente de atrito e Fy é a forga normal a es

trutura". No nosso caso, Fy & a pressao exercida pelo solo so

bre a estaca e dal

(2) |F.| = Ky(x+u-1) ,

N

onde K & o coeficiente de Rankine (0,4 <K <3), e y &o pe



so especifico do solo.

A lei de Coulomb (1) (i)— (1) (ii) implica na se

guinte relagao, que & satisfeita para qualquer tempo t em to

dos os pontos de contato:

(3) g(v=0) + FIF | ([v] - [a]) >0,
onde u & a velocidade real e v seria uma "velocidade vir
tual”.

Invocamos neste ponto o "principio das potén

cias virtuais", pois para o estudo de problemas de atrito & ne
cessario postular~se condigoes de equilibrio "globais". Segundo
P. Germain [2], "num referencial Galileano, e para uma cronolo
gia absoluta, a poténcia virtual associada as forcas de inércia
de um sistema S & igual & poténcia desenvolvida por todas as
forcas aplicadas ao sistema, tanto externas quanto internas,

qualquer que seja o movimento virtual de S§ considerado”. No

nosso caso, supondo a area e o perimetro da segao transversal da

estaca iguais a 1,

1 1
(4) J oli(v-u)dx = - j o(vx-ﬁx)dx
0 0

+ [Fk,u(l,t) - k,u(l,t)] (1) - a(1,t)]
+ F(t) [v(0) - u(o,t)] +

1
+ j f (v-u) dx
0

1
+ J H(x+u-1)g (v-u) dx '
0



onde o0 = tensor de tensoes, p = densidade da estaca (= 1, por

simplicidade), v-u = velocidade virtual e v_ = QZ.
X X

Supondo uma lei de comportamento linear para a es

taca, qual seja,

(5) g =au_, + bu ’

implicamos uma sua classificagao no dominio dos "sb6lidos visco-

elasticos". Isto, e mais a consideragao de (3), transforma (4)
em
(6) (4, v-u) + a(ux PV T ux)

+ b(ux,vX - ux) + [klu(l,t) +

+ k,u(l,0)] (1) - wl,e)] + HEF[F],[v] - |u])
> (£,v - 0 + F(t) [v(0) - a(o,&)] , ¥ v,
rl
onde (u,, u,) = J u; (%) u, (x)dx.
0

Se definirmos, para cada u , o funcional

J(u;-): Hl(O,l) - R

1

v —> yFK J H(x+u-1) (x+u-1) |v(x) |dx ,
0

1 -
onde H (0,1) & o espago de Sobolev usual, podemos reescrever



a condicdao de equilibrio (6), e o problema do movimento da es-
taca serd descrito matematicamente pelo problema de valor ini

cial seguinte:

(7) (1) u(x,0) = 0,
(7) (ii) u(x,0) = 0,
(7) (iii) (i,v-u) + alu,, v, - ﬁx) +

+bu , v, -u) + [ku(l,t) + k,u(l,t)] -
cv(1) - w(l,v)] + J(wv) - J(uz;n) >
> (£,v-u) + F(t) [v(0)=-u(o,t)] ,
¥ veH (0,1).

Escrito nesta forma, o problema da estaca é uma

questao matematica bem definida. O que se pergunta &:

(1) Que condigoes sobre os dados f e F garantiriam a exis
téncia de uma solugdo tnica e estavel?
(2) Que tipo de algoritmos poderiam ser desenhados para o ca&l

culo efetivo de tal solugao?

Indicaremos entao alguns resultados parciais obti

dos, que nos darao algumas respostas.

Teorema 1. Se Q = (0,1) e



e IV (0, »; L°(Q)),

th
-~
Hh

. 1
e F,Fel(0,o; HZ(9Q)) , F(O)

|
o
-

ent3o existe uma Gnica uelL (0, »; HI(Q)), e com U ¢
L¥(0, @ ;H (2)) n L?(0,; B (), #eL”(0,» ; L (Q)) N

2
N L (0, »; H (), tal que (7) (1) —(7) (iii) es

tao satisfeitas para ela.

Um roteiro da demonstragao & o seguinte:

Etapa 1 - Unicidade. Suponhamos que u e u, fossem solugoes
e tomemos u = u, - u, . Escolhendo v = ﬁz na inequagao (7)
(iii) escrita para u; , v = ﬁl na inequagao (7) (iii) escri
ta para u, e somando os resultados, obtemos
(i,u) + a(u_,u) + blu, puy) + k,u(l,t) +
+ k,u(l,t)] G(l,t) < J(u; u,) - J(u,; u,)
+ J(uz_; u;) - J(u27 1.-12);

u(0) =0 ; u(0) = 0.

-

Dai,

. . k
G + 2 a0 +bla ) + o £ ut,y

L
2 2 dt 2 dt

4
dt

1
+ kzuz(l,t) < FyK f [|{12| - |ﬁ1]] [H(x+u1 -1) -
0



© (x+u, -1) - H(x+u, -1) (x+u, -1)] dax

e 2
< 2FyR{|u] (t) + |ul® ()},
onde |f| = V(f,f) . Se integrarmos de 0 a t:

. 2 t .2
Iu|2(t) + kluz(l,t) + |ux|(t) + ZkZJ u (1,7)dr +
0

t . 2 t_ .2
+ 2 J lux| (1)dt < 4FyK J {|u]” (7) +
0 0

+ |u[2(T)} dr .

2
Mas kluz(l,t) +[ux| (t) majora

el (0) = Jul®e) + Ju |” (&),

em vista de
1
u(xlt) = U(l,t) - J ux(Crt) dg ’
X
e dai, pelo lema de Gronwall.

. 2 2
lal (&) + [lul]” (£) =0,

isto e, u, = u,.

Etapa 2 - Existéncia. No estudo dessa questao seguimos o cami

nho seguinte:

19 Passo: Tomamos uma regularizagao convexa J€ do funcional J
1 . . .
e, como estamos trabalhando no espago H (Q) inteiro, caimos nu

ma equacao variacional equivalente para uma nova variavel de




pendente u, ¢

(8) (H_,v) + alu_,v,) + b ,v) +

+ [kyu (1,8) + k,u (1,8)] v(1) +

1
+ yFK J H(x+u_-1) (x+u_-1) @;(u ) v (x)dx
0

= (£,v) + F(E)v(0) , ¥ veHIEQ ,

onde ¢_(f) & uma conveniente regularizagao convexa de |[f

A estimativa a priori basica desta equagao &

. 2 t.o2
(9) e+ fla @ s j a0 (et <

¢ Jt{fflz(T) + [P’ _s(mlar
0 H 2

com C independente de & e t , que resulta de (8) quando

se escolhe v = u. e observa que

1
1 . L3
JOH(x+u€ -1) (x+uE - l)<I>€(u€)uE dx > 0.

2Q Passo: Mostramos pelo método de Galerkin (parametro = h)
que a equagao regularizada (8) tem solugao. Para se poder pas
sar ao limite "na dimens3o" uma outra estimativa basica & esta

belecida, gqual seja,

2 . t 2
(10) 625+ (1R e 4 j 162" (o) ar
0
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t-o2 ¢ (2
{|£]" (v)ar + |F| _i(v)dr}

2
< £ (0)+CJ
0 H 2

onde C & independente de € , h e ¢t.

39 Passo: Por fim, passamos ao limite € > 0 na inequacgao e-

quivalente para u_ verificando gque o limite u satisfaz (7).
Teorema 2. Nas condigoes do teorema 1 ,
lim |ul(t) =0 e lim |d](t) =0 ,
o0 >0

isto &, "o movimento tende para o repouso quando t > «".

Demonstracao parcial. Como u(x,0) = 0,
) ' tl
u(x,t)) - ulx,t,) = [ “t(x,t)drt ,
t

2

de onde sai

t
ul (£)) = [al(t) ] < J 1[ﬁI(T)de sup [@i] (t, - t,)
t Octge
2
ou seja, Iﬁ[(t) & uniformemente continua em [p , +»©) . Isto,
mais o fato de que |u|(t) & integrivel em [0 ,»), implica

a primeira assertiva. A demonstracao da segunda assertiva &

mais elaborada.

Os teoremas 1 e 2 oferecem uma resposta a pergun
ta 1). Vejamos agora uma alternativa para atacar o problema

colocado na pergunta 2). Discretizaremos a variavel t em ni
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veis tn = nAt, onde At & um "passo” dadoe n =20,1,2,..., e
1 .

aproximaremos H (@) por um subespacgo Vh de "elementos finitos

guadraticos e continuos". Para uma funcgao o™ , com dominio nos

niveis do tempo, definimos

n+1 n
(11) atan = & ____ - O ,
At
n+l n-1
(12) 6tun = 2 -2 ,
2At
n n-1 n+l n n-1
(13) azun _ Btu - Stu _ o - 20 + a _
t 2
At (At)
-1
§.a - 3. o"
= 2¢( t t ),
At
(14) o™ = P g e - 07 =
. n n
= o + eAtata
n n n-1
= o + 20A0t8.00 - 8At3.a , 8 ¢ [0,1],
n+1+96 n+d
n+8 _ a = 0 _ n n+l_ n
(15) R = ” = d.a + G[Ftu 3,0 1.
Como aproximagoes para u(x,tn) , n =1,2,3,...,

propomos entao fungoes Un(x) definidas pelas condigoes seguin

tes:

(16) " ev, , n=0,1,2,...,
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(17) U =U =20,
2 n n n n
(18) (atU 'V T GtU ) + a(Ux ,vhx étUx)
n
+ ((StUX ' Vv

n
hx GtUx)

+ [k, + k8. 07 (1)] [y, (1) - 8.0 ()]
nQ — n. n
+ J(UY s v) - J(U ;8. U) 2

n
> (£ vy = 8. U + Fn[vh(O) -

h

n
- StU (0)] , v vy € Vh.

Tal esquema & consistente com (7) na 0(at?).

Observemos que em vista de (13) a inequacao (18)

pode ser escrita na forma

(GtUn Py T GtUn) + b %f (GtU2< ' Vax T GtUi<)
+ Bk, 0™ I - s 0" (W]
+ B Bt v) - s u™]
2 %; (£ 7 Vp ~ atUn) - %; (Uﬁ{’ Yhx GtU2<) -
- S v I - s 0]
+ 'Az_t F, Oy (0 - 5,0 0)] +
+ (BtUn-l Py - GtUn) =

€ HI(Q) ’

n
Ln(vh - GtU ) , vy



13

1 ~ . . .
onde Ln : H (Q) > R sao funcionais lineares e continuos. Se

definirmos

At
(u,v) + b?T(ux ,vx) +

a(u,v) =
At
+ > kzu(l) v(l) ,
jn(V) = %J(Un;v) ’

1 » -~ —~ ~ ]
para u,veH (Q), as aproximagoes sao entao caracterizadas pe

las formulas

(19) vev, ., n=0,1,2,...,
(20) v =u' =0,
(21) a(stun )V - atun) + 3 (v) - jn(GtUn)
> L (v, = 86U , v eV,
(22) O S Lol S 5, 0", n=1,2,....

A primeira pergunta &: estarao bem definidas? Ou
seja, para cada n podemos tirar GtUn como Gnica solugao do
"problema estacionario" (21)? A resposta & sim, visto que
a(.,.) & uma forma bilinear em HI(Q) X HI(Q) continua, simé
trica e coerciva, Lng(Hl(Q))' e jn : HI(Q) > R sao continu-
Os e convexos (ver Glowinski-Lions-Trémolidres [3]). Além dis
so, podemos caracterizar § u®  como solugao do problema

t

(23) inf {ég alvy ,vy) = Lo(v) + 3 (v},

vhs:Vh

O que nos sugere que para o seu calculo devemos usar um algo
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ritmo de otimizagao. Visto que estamos lidando com um funcional
nao diferenciavel, as possibilidades estdo com os algoritmos do
tipo "pesquisa de ponto de sela", como, por exemplo, os de Uza
wa e Arrow-Hurwicz [3]. E nosso objetivo, nesta pesquisa que
estamos desenvolvendo sobre o "problema do bate-estacas", fazer
testes numéricos com o maior nimero possivel de algoritmos exis

tentes.

Uma segunda pergunta &: quao distante estarao as
U™ (x) calculadas por (19)—(22) da solugao exata u nos niveis
de tempo nAt? O seguinte teorema nos da informagao sobre a
convergencia para zero da diferencga e?l(x) = u(x,tn) - Un(x) ’

gquando At+ 0 e h+0.

Teorema 3. Quando At e h tendem para zero, existe uma cons

tante o tal que, com (%%)2 <a <1,

N .

YU (x)e t) —> u(x,t) ’
3=0

N-1

L 80 (8) — urx,t)
j=1

2 2 -
ambos em L (0,T ;L (Q)) forte, onde T > 0 &€ um instante dado,

NAt =T, e

j = 341

0 nos outros casos.

Obviamente este ainda nao € um resultado bom no

contexto do nosso modélo, visto que éle nada diz a respeito da
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convergéncia das aproximagoes do campo de deformagdoes e do cam
po de tensoes. Avaliagoes das velocidades dessas convergéncias,
no sentido do comportamento assintotico do erro, também ainda
nao foram obtidas, pois em principio dependeriam de uma maior

regularidade da solugao exata, O que nao temos.
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