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1. INTRODUCTION

Les applications holomorphes entre des espaces Tocalement convexes
etant un sujet courant d'etude, nous aborderons dans cet expose quelques
aspects de cette matiere concernant exclusivement les limites des applica
tions holomorphes et le comportement de 1'holomorphie par perturbation de
topologie. Les affaires sont typiques de la dimension infinie, en ce
sens que nous irons mettre 1'accent sur certaines nuances qui disparais-
sent en dimension finie. Faute d'un livre de reférence, nous nous voyons

obligés de donner certaines definitions et notations. Voir aussi 3,2, 5,

2. TERMINGLOGIE ET SYMBOLISME
Sauf mention du contraire, nous indiquerons par E et F des espaces

localement convexes complexes, et par U une partie ouverte non-vide de E.
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Pour tout m € N, nous representerons paroﬁs(mE;F) et GKmE,F) les espa~
ces vectoriels des applications m-lingaires symétriques continues de M
dans F et des polynomes m-homogénes continus de E dans F, respectivement.
On a la bijection lingaire canonique

A ed ("ESF) A & @("ESF)

donnee par R(x) = AX™ pour tout x € E.

3. APPLICATIONS HOLOMORPHES

Soit:ﬁ(U;F) 1'espace vectoriel des applications f: U > F telles que,
pour chaque £ € U, i1y a une suite de coefficients A_ e J%(mE;F), me N,
tels que pour toute semi-norme continue B sur F on puisse trouver un voi-

sinage V de £ dans U pour lequel

- m
Vi alF(x) - I Ax - g)gl =0
Moo | k=0 .

uniformement pour x € V. Pour chaque f et £ donnés, F étant séparé, la

suite (Am), m e N, est unique; on ecrira alors
d"f(g) = m! A e oL, ("E5F),
amf(g) = m! Rm e @(Me;F)Y,

qu'on identifiera de la fagon canonique a f(m)(g) e F lorsque E = C.

Soit aussi H(U;F) 1'espace vectoriel des applications f: U »~ F satis-
faisant aux conditions precedentes, majs cette fois ci d'une fagon plus

genéreuse au sens que A 5«£%(mE;E), meN, oi Festun complatd de F;
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donc
H(U;F) = #(UsF) N U,
ou FU est 1'espace vectoriel des applications de U dans F. C'est clair

que H(U;F) est independant du choix de F.

La préference entre les faisceaux 3¢ et H pour developper la theorie
est une question de gout personnel; ils sont parfois plus naturels au

points de vue naif et technique, respectivement.
On a $(U;F) < H(U;F) © C(UsF), ceci etant 1'espace vectoriel des ap-
plications continues de U dans F; on ne change pas la définition de & et

H si 1'on prends des applications m-lin€aires symetriques pas nécessaire-

ment continues Am:Em -~ F, me N, en imposant alors la continuité de f.

Par passage aux quotients séparés de E et F, on ramene 1'étude de &

et H au cas sépare.

Nous dirons que F est différentiellement stable si ®(UsF) = H(U;F)

quels que soient E et U, ce qui est equivalent a prendre seulement E = C.
D'aprés 1'integrale de Cauchy, c'est le cas si F est sequentiellement
complet. C'est aussi le cas ci F est integralement complet, c'est-a-dire
que, pour toute mesure de Radon u sur un espace compact K et 1'applica-
tion continue f: K = F, 1'intégrale /s fdu appartient toujours a F et

non seulement a ?; ce qui arrive quang 1'enveloppe convexe fermee de tou-
te partie compacte de F est compacte, en particulier si toute partie pre-
compacte fermée de F est compacte, donc si toute partie borneée fermee de

F est complete, ou si F est complet.

Si f ¢ H(U;F) et S est un sous-espace vectoriel de F contenant f(U),

alors f ¢ H(U;S). On a aussi 1'énoncé correspondant pour ¥, sous réser-
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ve que S soit différentie]]ement stable pour la topologie induite.

Voyons un exemple oU 1'on peut avoir un espace normé lequel n'est pas

differentiellement stable.

EXEMPLE 1. Soit U le disque ouvert de C de rayon 1 et centre 0. In-
troduisons f: U - F donnée par

fz) = (1, ..., 2", ...)sze U,

ol F est le sous-espace vectoriel de cN engendre par f(U). Munissons F
d'une topologie localement convexe separee telle que f e H(U;F), et le

N

complete F soit contenu continiiment dans C , par exemple .celle induite

par 1a topologie usuelle de 1P, of 1 < p <+ = Posons

N

a_ = tM) e, men;

m

c'est l1a suite dont les termes sont tous 0 sauf celui d'ordre m lequel est

eégal a 1. Or, a_ n'appartient pas @ F si m > 1. Donc, f n'est pas dans

m
F(UsF). Alors, F n'est pas différentiellement stable.

Donnons un exemple od 1'on peut avoir un espace normé différentielle-
ment stable Tequel n'est pas complet. En réalité, la stabilite differen-

tielle se presente dans plusieurs exemples courants.

EXEMPLE 2. Soit F un espace localement convexe complexe séparé, en-
gendré en tant qu'espace vectoriel par une partie B Tinéairement indepen-
dante infinie telle que 1'ensemble & orthonormale a B soit formé par des
formes lineaires continues sur F, Fixons f ¢ H(U;F), oU U est une partie

ouverte connexe de C. Pour toute ¢ €@, 1'ensemble X(¢) ou la fonction
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complexe ¢ o f holomorphe dans U s'annule est fermé et discret dans U, donc
denombrable, ou bien egal a U. Or, pour tout z € U, T1'ensemble des ¢ ¢ ¢
telles que ¢[f(z)] # O est fini. I1 en résulte que 1'ensemble des ¢ € @
telles que ¢ o f # 0 est fini; en fait, dans le cas contraire on aurait

une partie infinie dénombrable A de & telle que ¢ o f # 0 si ¢ € A, donc

U= LVJ X(¢)

oeh
ce qui est impossible, U n'etant pas denombrable. Alors f(U) engendre un

sous-espace vectoriel de F de dimension finie. Par suite f edf(U;F). On

en conclut que F est differentiellement stable.

4. LIMITES DES APPLICATIONS HOLOMORPHES

Munissons C(U;F) de la topologie de la convergence compacte.

PROPOSITION 1. H(U;F) est toujours ferme dans ©(Us;F). Pour F fixe,
H (U;F) est ferme dans €(U;F) quels que soient E et U si et seulement si F

est differentiellement stable.

Preuve, I1 suffit de traiter le cas ou F est separe.
Voyons la premiére partie de 1'enonce. Soit f appartenant a 1'adhe-

rence de H(U;F) dans €(U;F). Fixons £ ¢ U. Posons A, = f(g). Nous allons

definir Am: M. F pour toutm=1, 2, ... Si Xys covs X € E, choisissons
des nombres reels r;, ..., r_ > 0 tels que
£ + Al X, + ..o # Am X, € U

quels que soient Ay € C, lxj|‘§ ry pour tout j=1, ..., m
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Posons

1 f FE+ X X + ovu + 2 X

m!(2mi)"
l*a|=f1

IAm|=rm

ou 1'intégrale a sa valeur dans F. On peut affirmer que:

1) 1la valeur de Ap(Xyseees xm) ne depend pas du choix de r ,... Ig;

2) A, est m-lineaire et symetrique;

3) sixeU, r>1estun nombre reel et (1-A)€ + Ax ¢ U quel que

soit A e C, |A] < r, alors, pour tout m ¢ N,
f[(]-x)gﬂx]
k 1
f(x) - 1 A (X=€)" = 5o J Am+1(x_]) da.
k=0 [A]=r

D'apres 1'integrale de Cauchy et la formule du reste de Taylor, ces as-
sertions sont vraies si f est dans H(U;F), parce que alors

Ay(Xysees ) = o dTF(E) (X5 n e sX)s

par passage a la limite, elles restent vraies quand f appartient a 1'ad-
hérence de H(U;F) dans ©(U;F).

Pour toute semi-norme continue 8 sur F fixee, choisissons un voisina-
ge V de & dans U et un nombre réel r>1 tels que (1-A)€ + Ax e U si X e C,

[A| < retxeV, etque

¢ = sup {B{f[(1-1)&+rx]}; AeC, |A|<r, xeV}
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soit fini. Alors, pour x e Vetme N, on a

m - C
B[f(X) -1 Ak(x—é)kJ S
k=0 rM(r-1)

et par suite f € H(U;F) parce que chaque Am est continue, ou bien parce

que f est continue. I1 en resulte que H(U;F) est ferme dans @(U;F).

Si F est differentiellement stable, alors F(U;F) = H(U;F) est
ferme dans E(U;F).

Si F n'est pas différentiellement stable, i1 existe f dans
H(U;F) n'appartenant pas & J(U;F), ol U est une partie ouverte non-vide
de C. Choisissons £ e U tel que f(m)(a) ne soit pas dans F pour au
moins une valeur de m =1, 2, ... Nous pouvons supposer que U est un
disque de rayon assez petit et centre & pour que
o0

flz) = | et Mgy (z-e)"
m=0

uniformément pour z € U. Or, chaque f(m)(g) € F, ol Fest dense.
Alors f appartient a 1'adherence, pour la convergence uniforme sur U,

de 1'ensemble des restrictions a@ U des polynomes de C dans F; donc f est
dans 1'adherence de F (U;F) dans @(U;F). 11 en résulte que $(U;F)
n'est pas fermé dans ©(U;F). QED

REMARQUE 1, On a déduit la suffisance dans la deuxieme partie

de 1'enoncé ci-dessus de sa premi€re partie. Reciproquement, la suf-
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fisance dans la deuxiéme partie entraine que & (U;F) est fermé dans
€(UsF) si F est complet, donc que H(U;F) est fermé dans &(U;F) pour F

arbitraire.

5. COMPORTEMENT DE L'HOLOMORPHIE PAR PERTURBATION DE TOPOLOGIE

Soit QB(U;F) 1'espace vectoriel des applications f:U -~ F ample-
ment bornees, c'est-a-dire telles que, pour tout £ € U et toute semi-
norme continue B sur F, i1 existe un voisinage V de & dans U tel que 8
soit bornée sur f(V); c'est le cas si f est continue, ou bien localement
bornee. Du reste, si F est semi-normable, f est amplement bornée si et
seulement si elle est localement bornée. Si f est amplement bornee,
alors f(K) est bornee pour toute partie compacte K de U; la reciproque

est valable sous reserve que E soit semi-metrisable.

On sait que f e f(U;F) si et seulement si
fl(UNS) eBUNS;F)

pour tout sousespace vectoriel S de E de dimension finie, et si en plus

f € GB(UsF): De meme pour le faisceau H.

S1 7, et T, sont deux topologies localement convexes sur un es-
pace vectoriel, on ecrira T, <‘r1 pour indiquer que toute partie bornee
a la fois pour 1, et T, posséde son adh&rence pour T, bornée pour T,

(et gratuitement bornée pour 1, aussi). C'est le cas si 1, < T,, ce qui

explique 1la notation choisie.



203

REMARQUE 2. On a T <71, dans un des deux cas suivants:
(1) Toute partie bornée pour T, est aussi bornée pour T, .

(2) T, est localement fermée par rapport a 1, , c'est-a-dire que
tout voisinage pour T, d'un point contient un autre voisinage pour T, de

ce point lequel est fermé pour T,

PROPOSITION 2. Soient E et F deux espaces vectoriels complexes.
Representons E et F munis des topologies localement convexes Tj(E) et
Tj(F) par Ej et Fj’ respectivement, pour j = 1, 2. Si UCE est ouverte
pour T (E) et T,(E) et non-vide, representons U en tant qu'un sous-espace

topologique de Ej par Uj, pour j = 1, 2. Alors
F(U s FY NGB, F)e #(U,; Fp)

Sous reserve que T,(F) <<T§(F)'

Preuve. Soit f appartenant au premier membre de 1'inclusion ci-
dessus. Considérons d'abord le cas ol E est de dimension finie. En sup-
posant pré]iminairement que rl(E)c:»rz(E), fixons £ € U. Soit
Am s<£;(mE1; Fi)s me N, la suite des coefficients qui correSpdndent a
fed(U; F)etdcg, daprés Te §3. Soit W un voisinage equilibré compact

de 0 par rapport a 1,(E) tel que £ + WC U, Or f e@B(U,; F,); alors

2
f(E+W) est bornee pour T,(F). ElTe est aussi bornée pour T, (F) a cause de
f eiﬁ(Ul; F,) et de Ta compacité de W pour T (E). Par suite, 1'adhérence
X pour T (F) de 1'enveloppe equilibrée et convexe de f(£+W) est bornee
pour T,(F). D'apres 1'intégrale de Cauchy calculée pour T, (F) supposée

separee, on a
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1 f(E+Ax)
j—-—'—-—-—dx

Amxm=___

2mi m+1

A1

pour x € W, Le théoréme de la valeur moyenne entraine alors que Am M e X
si x ¢ W. Par passage au quotient sépare, cette conclusion reste valable
pour t,(F) arbitraire. Donc Am s<£;(mE2; Fz). Choisissons un nombre reel
r>1tel que £ + rWc U, Par répetition d'argument, on voit que 1'adhéren
ce Y pour 1,(F) de 1'enveloppe equilibrée et convexe de f(&+rW) est bornee
pour TZ(F). SixeVz=g+W,onaura (1-1)E + Ax € £ + rW c U pour tout

Ae C, |A] < r; donc

m 1 FLT-A)E+ XX
f(x) - ZAk(X-E)k=—— - ]dx

k=0 2m ) ler ™)

E

d'apres la formule du reste de Taylor calculée pour T,(F) supposée séparee.
Le theoreme de 1a valeur moyenne entraine que
m 1

F(x) - T A (x-E) € ——— ¥
k=0 k rm(r-1)

pour tout xeV et meN. Par passage au quotient sépare, cette conclusion
reste valable pour t,(F) arbitraire. I1 en resulte que

400

flx) = I Alx-g)"
m=0

uniformement pour xeV, la convergence etant par rapport a TZ(F). On a

bien que fa"A’(Uz; F,)-

En suite, supposons 1 (E) et 7,(E) arbitraires. Représentons

E muni de sa topologie localement convexe séparee T,(E) par E 5 et U en




tant qu'un sous-espace topologique de E, par Uo‘ Or, de TI(E), TZ(E)C TO(E)

et de la premiere partie de la preuve, on deduit que
F(u,s F)naB(y,; F)c

F(UgsFy) N AB(UsF, ) (U sF,)s

donc feH(U ;F,). Pour conclure de 13 que fe # (U,; F,) i1 suffit de mon-

trer que f est constante modulo S et T, c'est-a-dire que x X,€Uy X,= X,€S

1
entrainent que f(x,) - f(x;)eT, ol S et T sont les plus petits sous espa-
ces vectoriels fermes de E et F pour 1,(E) et 1,(F), respectivement. I1 est
a remarquer que U = U+S. Indiquons S muni de sa topologie localement conve-
xe separee par So- Pour tout xeU fixé, definissons g: S > F par g(t) =

= f(x+t) si teS. On abien que ge#(S,; F,) parce que f eR(U sF,). Or,
g(S) est bornee dans F, parce que fe@B(U,; F,). D'aprés le thZoréme de

Liouvillie, g est constante sur S modulo T.
Si maintenant E est arbitraire, on voit que
.ﬂ(‘U2 N S)e :EP(Uzﬂ S; F,)

pour tout sous-espace vectoriel S de E de dimension finie, et en plus

f edB(U,; F,). Donc fedf(U,; F,). QED

——

REMARQUE 3. Utilisons les notations de la Proposition 2. Si
1'on suppose que 7, (F) <7,(F) et aussi * (F) <7 (F), on a
H(U,s Fynas(u,; F,) =
ﬂ(uzi F2)n G’\B(Ul; Fl);
d'autre part, si 1'on suppose que 7,(F) <7,(F), 1,(F)c =,(F) et

TZ(E)C: T, (E), on a
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H U5 FONABWU,; F,) =F(U,: F,) .

PROPOSITION 3 (Liouville). Soient E et F un espace localement
convexe et un espace vectoriel complexes, respectivement, et U une partie
ouverte non-vide de E. Representons F muni des topologies Tocalement con-
vexes Tj(F) par Fj, pour j = 1, 2. Alors toute application entiére
fed(E; F,) bornée sur E par rapport & TZ(F) doit etre constante sur E,

sous réserve que T,(F) <t (F) et que 7,(F) soit séparde.

Preuve. On a, par la Proposition 2,
fe #(E; F ) NQB(E; F,)c H(EsF,),

donc f est constante sur E, d'apres la forme classique du theoréme de

Liouville. QED

On va voir par les deux exemples suivants que les Propositions
2 et 3 sont en d&faut sans 1'hypothése que t,(F)<t,(F), méme si 1'on

remplace @B(U,; F,) par ©(U,; F,) et pour des espaces normés.

EXEMPLE 3. Prenons E et F comme etant C et 1'espace de Banach
< des suites de nombres complexes tendant vers zero. Soit U le disque
ouvert dans E de rayon unite et centre a 1'origine. Introduisons f:U-F
donnge par f(z) = (1,..., 2",...) pour zeU. Les f(z), zeU, &tant lingai-
rement indéependants, pour toute o: U = C i1 existe une forme Tinéaire ¢
sur F telle que ¢[f(2)] = o(z) quel que soit zeU. Considérons sur F non

seulement sa norme usuelle, mais aussi une norme plus grande donnée par
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[yt = sup Uiyl 5 [o(y) |}

pour yeF. On a les topologies t (F) et 1,(F) associees a la norme usuelle
et a cette nouvelle norme sur F, la premiere etant plus petite que la deu-
xieme. Choisissons g continue mais pas holomorphe. Alors f est continue

par rapport a 1,(F), comme il resulte de
() = flz) T = sup {If(z,) - f(z)]ls |o(z,) - o(z)]}

pour z,, z, € U; mais f n'est pas holomorphe par rapport a Tz(F), ce qui
est une consequence de ¢ = ¢ o f et de la continuité de ¢ par rapport a
T,(F). Or, f est holomorphe par rapport a t,(F). Donc, on n'a pas
1'inclusion

H(U; FINOU; FHcH(Us F) .

EXEMPLE 4. Prenons E et F comme dans 1'exemple precedent. Fi-

an>1/n

Xons une suite de nombres réels a, > 0, neN tels que ( -~ 0 pour

n -+ et introduisons f: E - F donnee par f(z) = (ao,..e, anzn,..,)
pour zekE. Or, f est entiere par rapport a la topologie t,(F) définie par
la norme usuelle sur F. Les f(z), zeE, etant lineairement independants,

i1 existe une nouvelle norme sur F telle que f(E) soit bornee par rapport

a la topologie 1,(F) correspondante. Or, f n'est pas constante.

REMARQUE 4. La proposition 2 et la condition (1) de Ta Remarque -
2 entrainent le résultat connu suivant. Soient E et F un espace localement
convexe semi-metrisable et un espace vectoriel complexes, respectivement,
et U une partie ouverte non-vide de E. Representons F muni des topologies

localement convexes Tj(F) par Fj, pour j = 1, 2. Alors, si toute partie
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bornee pour T, (F) est aussi bornée pour T,(F), on a jP(U;Fl)c: ¥ (UsF,).
Voir aussi 4.

REMARQUE 5. La Proposition 2 et Ta condition (2) de Ta Remarque 2
entraTnent le résultat connu suivant. Soient E un espace localement con-
vexe semi-métrisable et U une partie ouverte non-vide de E. Indiquons par
F un espace vectoriel de fonctions complexes sur un ensemble Y. Soit
T,(F) Ta topologie sur F de la convergence ponctuelle sur Y. Introduisons
aussi une autre topologie localement convexe 1, (F) sur F telle que
T (F) © T (F) et que T (F) soit localement fermée par rapport 3 t,(F).
Alors, f: U > F est holomorphe par rapport & t,(F) si et seulement si f
est ponctuellement holomorphe, c'est-a-dire que 1'application f est holo-
morphe par rapport at (F), et sienplus f applique toute partie compacte
de U dans une partie de F bornee pour T (F), ce qui ici est gquivalent 3
dire que f applique toute partie compacte de U dans une partie de F pre-
compacte pour T,(F). Si 1'espace vectoriel des fonctions complexes sur
Y & supports finis est contenu et dense dans F pour T ,(F), le resultat
précédent se réformule en termes d'une base topologique d'un espace locale-
ment convexe complexe F et de 1'equivalence de 1'holomorphie d'une applica-
tion f: U~ F et de son holomorphie par composantes suivant la base, ceci

- . . - - . . ]
sous reserve des conditions correspondantes aux précedentes. Voir aussi

Pour ne pas alourdir 1'expose, nous nous dispenserons d'examiner les

questions analogues pour le faisceau H.
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REMARQUE 6. Le theoréme de Liouville classique résulte de la Proposi-
tion 2 si TZ(E)~est la topologie dont les seules parties ouvertes sont E et

¢, si 1 (F) = 1 (F) est s€paree et si U = E.
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