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'RESUME. On indique une condition suffisante pour qu'une application indefi-
niment différentiable d'une variable vectorielle s valeurs vectorielles soit
quasi-analytique. On utilise, pour celd, des majorations des différentielles

successives par des multi-seminormes.

X paraitre aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paria.
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Soient & et F deux espaces vectoriels topologiques reels lo-
calement convexes, ¥ etant séparé. Considerons une application
indefiniment différentiable p: U —»7F, oﬁ Uc & est ouvert et con
nexe 1. Désignons par Dm\’(x) sa m-eme differentielle au point
xe Us ctest done une application m-linéaire symétrique hypoconti
nue 2, definie sur la puissance cartesienns €% = &x...x &(m fois)
a valeurs dans ¥, dont la valeur au point (xl,...,xm)e&m sera
notee par Dmtp(x; xl,...,xm)e ¥. Nous dirons que ¢ est quasi-ang
lytique si, quel que soit xe¢ U, le sous-espace vectoriel ferme
de ¥ engendre par tous les D™ w(x; xl,...,xm), POUT Xy30+.sX €&
et m=0y 1,... arbitraires, est indépendant de x et coinclde a-
vec le sous-espace vectoriel ferme de ¥ engendre par w(U). Ceci
entraine que, si DT @(x)=0 pour un certain xeU et tout m= 0,1,
«++y alors ¢= 0, Notons que, si ¢ est localement quasi-analyti

quey ou sl ¢ est analytique, alors elle est quasi-analytique.

Une m-semi-norme o sur &, pour m = 0, 1,..., est une fonc-
tion reelle positive sur &0 telle que, pour chaque 1=1,...,m,1a
fonetion partielle Xy -*am(xl,...,xi,...,xm) est une semi-norme
au sens usuel les vecteurs xje €, pour j=1l,...,m, § # 1, etant
fixes (une O-semi-norme est un nombre réel positif; toute l-semi-
nornie est une semi-norme usuelle). On supposera de plus ot syme-
trique. On dira que une suite (Olm), M=0, lyeeey OU o, est une
m-semi-norme symétrique sur &, satisfait a la condition de Den-~
joy-Carleman si & est son sous=-espace vec.toriel engendré par les

xe d tels que
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1
2 . = 00, (1)

m)sup(l,h) m"/«'m(x,"“"’x,xl)ooo’xh)

(x répete m-h fols) quels gue solent h=0, ly... et xl,ooo,théa
Remarquons que, si € est semi~-norme et«xm definie pax-am(xl,o.,,
X,) = Mm"xlu“‘"xm“’ ou M >0 (comme ctest toujours le cas si

& = R), 1a condition de Denjoy=-Carleman est alors satisfalte si

et seulement si 1

Z m = 00y (2)
myl Mm

auquel cas tout x ¢ & satisfait a (1). Ceeci est a ltorigine de

la terminologie ci-dessus.

THFOREME. Pour que ¢ soit guagi-analvtiques 11 suffit que,pour
toute semi-norme continue § sur ¥, on puisse trouver
une suite (o )y m=0,y 1, ouoy on am'est upe m-semi-
norme symétrique sur &, satisfaisant a la__condition

de D oy=Carlema telle gue

B[Dm?(x; xl,oou,xrn)]\{am(xl,on-’%n)
quels que solent xe Uy Xqs.cc9X € E, m=0, 1y000 o

Ce théorgme contient comme cas particulier la partie suffi-
sante du théoréme classique de Denjoy-~Carleman. Drautre part,
i1 est une conséquencg, par récurrence finle,; du theoreme clas-
sique de Denjoy~Carleman. Un aspect a signaler dans 1tenonce du
théqréme ci-dessus est que l'on admet pour les differentielles

deg majorations uniformes (par rapport a xeU) par des multi-se=-
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mi-normes symétriques générales, et non pas forcement par cel-
les du type particulier %d(xl)“‘“()ﬁn)" ou o est une semi-nor

me sur &, ce qul du reste est naturel, parce' que la fonction

(xl"“"%) - ;gg ﬁEDm(P(x; 7*;1"“’ xm):l R
pourvu qu'elle soit partout finie sur'%m, constitue elle-meme h+}
ne m-=-semi-norme symétrique sur &. Observons que le théoréme de
cette note entrafne le corollaire bien connu suivant: pour que
¢ solt gquasi~analytique, il suffit que, pour toute semi-norme
econtinue f3 sur ¥, 1l existe une semi-norme cortime o sur & et  une
suite (Mm), m=0y 1y 0. & termes positifs satisfaisant a (2),
telles que || Dm‘P(X)lL¢B$Mﬁ quel que soit x:iU; ce qui revient
a prendretxm(xl,..o, xm) = Mh&(xl)uooaixm)o Neanmoins ce corol
laire ne suffit pas dans les cas qu'on a en vue. Le theoreme
de quasi-analyticité cl-dessus ﬁrouve s0n application immédiate
dans ltétude du probléme dtapproximation de Bernstein 3.

* ok %k
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