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RESUMO

A gualidade de aproximagdo do MEtodo Variacional em Mecd
nica Estatistica € testada no caso de um oscilador clissico a -
narménico com potencial do tipo x°M e ainda do tipo (x%)+(x*) .
A comparacao dos resultados vapiacionais com os exatos para o
calor especifico, a suscetibilidade elétrica e a frequéncia meé-
dia de oscilacgéo, revela que o citado método fornece resultados
surpreendentemente bons no intervalo completo de temperaturas
(desde T = 0 a T » =»). No caso particular do calor especifico ,
este método leva ao resultado exato para potencial do tipo x 20

e fornece, para potencial do tipo (x2)+(xq), comportamentos

assintSticos (T>0 e T+ =) exatos ou quase exatos.

ABSTRACT

The quality of approximation of the Variational Method in
Statistical Mechanics is tested in the case of a classical anhapr
monic oscillator with a potential of the xzn—type and also of
the (x2)+(xu)-type. Comparison between the variational and exact
results for the specific heat, the electric susceptibility and
the mean oscillation frequence, shows that the Vapiational Method
leads to surprisingly good results in the whole domain of tempera
tures (from T=0 to T-»o0). In the particular case of the specific -
heat, this method leads to the exact result for a potential of

2

the x n—type, and gives, for a potential of the (x2)+(xq)vtype,

the exact or almost exact asymptotic behaviours (T-»0 and T-»c0).



I - INTRODUGAO

Entre as muitas formulagaes variacionails dos mals diver -
sos problemas em Fisica e Matemidtica, intencionamos portar nos-
sa atengdo ao chamado Método Variacional em Mecénica Estatisti-
ca(l’2’3). Este método, pela sua simplicidade e flexibilidade ,
tem permitido resolugaes aproximadas de inUmeros problemas de
Fisica té€rmica, cabendo destacar a resolugdo variacional do mo-

delo de Bardeen, Cooper e Schrieffer )

para o fendmeno da su -
percondutividade. Este método tem sido utilizado em Vérias opor
tunidades na discussdo da evolugao térmica da dinBmica de osci-
ladores anarm8nicos, em cristais e outros sis’cemas(”5 a 13).

Em uma tentativa para ponderar O erro cometido ao se usar
este método, calculamos o comportamento térmico do calor especi
fico, da suscetibilidade elétrica e da frequéncia média de osci
lagao de um oscilador anarmdnico classico com potencial do tipo
x2n. A comparacgao dos resultados exatos com aqueles obtidos va-
riacionalmente, levou-nos a uma conclusao interessante: o Méto-

do Variacional fornece, para as treés grandezas consideradas, as

dependencias térmicas exatas, o erro atingindo exclusivamente o

valor dos fatores nimericos, com a feliz excegao do calor espe-
-* . » - .- - - ] Lol
cifico, em cujo caso ate o fator numerico e o exato! - deveria-
mos ter intitulado o presente trabalho "Sobre uma maneira erra-
da de achar o resultado certo"... - E claro que o fato de se
obter, no caso do calor especifico, o resultado exato pode ser
considerado como uma coincidencia; entretanto, o fato de ter ob
tido, em todos os casos, as dependéncias térmicas exatas, € um

. -~ . . . - . - - .
bom indicio da maior credibilidade do Metodo Variacional em com
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paragdo com varios dos m&todos perturbativos habituais. Volta-
remos sobre este ponto na Segdao V, na ocasido de analisar po =
tenciais mais realistas do que x*D, Nas Segoes II, III e IV
sao comparados, para um potencial do tipo xzn, os resultados e
xatos e variacionais do calor especIifico, da suscetibilidade e

da frequencia respectivamente.

IT - CALOR ESPECIFICO

Consideremos um oscilador anarmdnico cléssico cujo Hamil

toniano e

2
1
. = 1)
P E 4 b (brajn=123,0.) <
e calculemos o seu calor especifico.

IT1.1 - Calculo exato

A energia interna U do oscilador é dada por

© an _bx®AT
e

= 1 )
U=<af) - "ikT+ ’ J“M o~ bRk

—°

L
,2.(\+Jﬁ)k-r

portanto o calor especifico & dado por

C - E;_(‘_+ j_;) (2)



II.2 - Método Variacional

Consideremos o Hamiltoniano variacional

L 2p
Mo=i+B74 uo"l/z/?’/'“) -

ALY

onde n3o precisa ser p=n e B & o pardmetro variacional. A ener
gia livre variacional F (diferente da energia livre exata F) &

dada por

E=Fo+<A*P“‘H>0>° -_-Fo +b<7<1n>o B<7§ >

n+l )

. 0/ 2
Ry bap) T on)T B (T

e

ZF

onde F € a energia livre associada aéf;, e.<...>6 a média
canonica calculada com a lei de probabilidade proporcional a

e—)‘%/kT

. A condicdo de minimizacdo 3F/3B = 0 leva a

r 'zvm) P/V‘ . =
=J2bwn —— %P’ (kT) (1)

M (=)

onde utilizamos a seguinte generalizacdo do teorema classico de
equiparticgao

K
KD = ZPB
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A relacgdo (4) joga o papel de uma equagao de estado. Podemos

agora calcular a energia interna:

UsddP) =2KT 4 b,

ni n/p |
AxT+b -—-————'—N ~E ( %} = %-(H-—%——)k‘l"
: r (zp) |

—
—

onde foi utilizada a relacao (4). Segue imediatamente o calor

especifico
C K - J_)
- .ET (l 7]

que coincide exatamente com o valor exato (expressao (2))

III. SUSCETIBILIDADE ELETRICA

De modo geral a suscetibilidade elétrica isoterma a cam-

po externo E nulo de um oscilador portador da carga g, & dada

por
- : Iz *
= Qom XNEF % X
Xr >0 OE T S Pe=0

Procederemos entaoc a calcular 7(T para o oscilador asso-

ciado ao Hamiltoniano (1).

ITII.1 - Calculo exato

Temos que



o ._bx"‘"ykr/"" b AT (2 e
<><17=J_i:x>«"e J_ﬁf‘e' Sl ( >

portanto

C —%-—\
XT_ : j(’ﬁ/ZVY} fq\'/n (k 'r) (5)
nm) b

III.2 - Méetodo Variacional

0 uso do Hamiltoniano variacional (3) nos leva a

R gt n(3/2p) i
Xr=q <X>°/W* KT n(1/2p) (B )

l

- r0an ) rG) g (kTS/LW

2w P(EEN) r(1/2) "

onde usamos, na ultima etapa, a relagao (4). Comparando este
resultado com a expressdo (5), constatamos que o érro s6 atin-
ge o fator numérico, obtendo-se a dependencia térmica exata

Com a intencgao de conhecer quantitativamente o erro cometido ,



definamos o quociente
\/n

Q _ZI.:- R ,
A R C - D CHR M€Y

Os casos n=p e p=2n=2 levam a Qx = 1, e o caso n=2p=2 leva a

Qy < 0,85.

IV - FREQUENCIA DE OSCILACAOQ

Consideremos agora o comportamento térmico da frequéncia

de oscilagao do nosso oscilador.

IV.1 - Calculo exato

Chamando & a energia mecinica total do oscilador, a equa

gao de conservagao da energia

m ( -f‘l—'z-)l‘—}* 10X1m = E_

Z N At
leva imediatamente 3 seguinte expressio para a frequéncia de
oscilagao
xm -\ -
::’ZW,TF I _ 'LV)]
05 2= T & o)
T
0
) ‘/Vh‘/z n-l M-\
_ 2T P/ b £ =Yy
= -_— — l_ E;

2\/V\ [P U /lm)]z wi =



onde T & o periodo de oscilagdo e b Xén =£.
Procedamos neste ponto ao cdlculo da densidade de estados
P(E.). Chamando ¢(E) o nlmero total de estados cuja energia e

inferior a E,, temos

Am —L{T:L
Ble) < (L) = bf dx (am(E-r) < €

portanto

ple)= 9 < <

Podemos agora calcular a média térmica de.ﬁlrkfﬁ 1,2,3...):
g/&-r v(h-)
jole £ o LTe
A\ .
<'ﬂ" > = 1-w . &/kT
(e g0 ¢
0
YN =Crint ') v(n-1)
v V( Y (\(T> Ed
- o \+ W
r {2

portanto

e
e zrn T2 Y(M me)} ("‘T)% (6)

L S\ D., (‘/,zm)]z

-

(s
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IV.2 - Método Variacional

A fim de fazer a comparacao mais natural, escolhemos p=1

no Hamiltoniano variacional (3), portanto

I/QM : w-)

fl—-—W[ P(M)] (H)TW )

n(2/2)

kA
onde introduzimos a definic3o BEm{/2 na relacdo (4). Comparan

~ N -
do as expressoes (6) e (7), malis uma vez constatamos que o Me-
todo Variacional fornece a dependéncia térmica exata. Para ava

liar o érro numérico definamos o quociente
QY = A/

] ()

R r(m) ()

Vi

2w

expressao que, no caso particular n=2, toma a forma

| . ; Ve
Qi)zzl/“['“(‘/ﬁ)] (/) V oaq| M4 %)

e [r(E] L)



(1 (2) (4)

Em particular temos Q 5" = 1,346 Qg = 1,277; Qq° ~ 1,180
e QS{_G) ~ 0,933,

V - POTENCIAL MAIS REALISTA

Consideremos agora, a fim de ser um pouco mais realistas,

um Hamiltoniano do tipo

2
W= + L wmwtxty bx? (8)
am 2

~ . 3 ~ .
onde nao temos incluido o termo em x~ para nao complicar desne-
cessariamente nossa discussao (a influencia de este tipo de ter
mo & discutida na Ref. (13)). Nesta Secdo restringiremos nossa

discussao ao calor especifico.

V.1l - Comportamentos assintoticos exatos

0 calor especifico é dado por

- M WKY/2RT 8 /keT
J dx (%w&xﬂbx'*) e e
)=

S MWt XY2kT - bX4/kT
T So\xxew‘mX/ & o/

-0°

C =K
A

—bxu/kT

No limite T -0 podemos desenvolver e em serie de

potencias, obtendo-se (%)
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Gka)

(9)
L ,

c~k(1-

mt w4

. . -mw'2x2/2kT -
No limite T ~» o podemos desenvolver e em se-

rie de potencias, obtendo-se

NE ]"(B/La) w W ~ k(2 Y _v_\_n_gs__":_ (10)
<~ o Tee)H{E o i)

V.2 - Primeiro tratamento variacional

0 tratamento do Hamiltoniano (8) com o Hamiltoniano varia

cional
7 S
éhfz :._EL_ 4.,L.Mﬂ£:L"X
X 2

nos leva a equagéo(l2)

K T AT \2_\31<W- = O
Q- o =

(13)

assim como ao calor especifico

€o=k(\~%%%)

No limite T ~» 0 temos

Lo~ w(l—l— él"kT>

W Lol
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- . - [nd -
que coincide com o comportamento assintotico exato (9).

No limite T —» oOtemos

|
\z\ew)'/” (4 wd w2

N
wmt 12 KT
" d
8\
k ‘ ~ k(3 2. +0,03¢ AL

) %ﬂ{ \{m a7 kT

Comparando este resultado com a expressao (10) vemos que

o limite de Co & o exato, e que o termo seguinte do desenvol-

vimento tem a dependencia térmica correta mas um fator numéri-

co levemente errado.

V.3 - Segundo tratamento variacional

Discutamos novamente o Hamiltoniano (8), mas agora com o

Hamiltoniano variacional anarmonico
“+
A*P‘:: P = $b><ﬁ
2V

A minimizagao da energia livre variacional nos leva

equacgao



-12-

_ P(q"/"‘) VVINIJ-E_; b
(/b)) (kT

=0

cuja solugdo satisfaz os seguintes comportamentos assintéticos:

n(3/u) wmwt o
+ P(I/L)) I_L)—-kT no limite T—» o0,

Bl |

r(3/a)] W, -’_[P('/M)YEWT
(BN[P(‘/Q)} I‘T— P(?’/n) W'_qu no limite T-»0.

Por outro lado, o calor especifico & dado pela expressao

P (/) muw
z - k)2 n(/a) VKT
'T 2 ) M%) wmw®
0 (1/4) \BKT
portanto

C‘"’k(q T ) VokT

no limite T—p 00O,
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_ __1__' f‘('/‘i) TLkT
c G~k T TER|

a9 LT
-4 —
> k(1-438 ——
no limite T-»O.

Vemos assim que o Hamiltoniano Ml leva, no limite T-¥ oc,
ao calor especifico exato (expressao (10)), e leva, no limite
T-»0, a um erro que s6 afeta o coeficiente numérico (expressao
(9)).

Os resultados apresentados nesta Secao na discussao do
Hamiltoniano (8), mostram claramente a flexibilidade, assim co

mo as limitagdes do Método Variacional.

VI - CONCLUSAO

0 estudo térmico de osciladores anarmBnicos com potenciais do
tipo x?™ ou do tipo (x2)+(x”), mostrou que, no que se refere
ao calor especifico, & suscetibilidade elétrica e a frequen -
cia média de vibragdo, o Método Variacional leva a resultados
surpreendentemente bons, e isto na gama completa de temperatu-
ras (desde T=0 até T-»<d. No caso particular do calor especifi
co, este método leva ao resultado exato para um potencial do

2n, e fornece, para um potencial do tipo (x2)+(xu), com-

tipo x
portamentos assintéticos (para T-»0 e T-s»o00) exatos ou quase-e
xatos. 0 fato deste método de aproximacdo fornecer resultados

bons na gama completa de temperaturas, pode ser considerado co

mo a sua melhor qualidade, sendo portanto muito adequado para



_lLl__

descrever qualitativamente (e, atée certo grau, quantitativamen-
te) fendmenos que ocorrem a temperaturas intermedidrias (por e-
xemplo, transigoes de fase), longe dos limites T-»0 e T—» ocoque
sao os dominios de validez da maioria dos métodos perturbativos
tradicionais.

Nao careceria de interesse testar o Método Variacional em
outras situagoes, tais como: inclusdao de termos (x®) no poten -
cial (existencia de dilatacdo), fendmenos quanticos, aspectos
cooperativos (rede cristalina de osciladores anarmdnicos acopla
dos), precisao na determinagdao de midximos, minimos e pontos de

inflexao ocorrendo a temperaturas intermedidrias, etc. Mas es -

tes aspectos nao foram contemplados no presente trabalho. No
~ . e~ . 1

que se refere aos aspectos quanticos, Ja sao conhe01dos( 5) 0s

comportamentos assintoticos exatos (para T =»0 e T-—>99) do ca

lor especifico, o que permite testar os eventuais resultados va

riacionais.



-15-

REFERENCIAS

1. R.P.Feynman - "Statistical Mechanics", W.A. Benjamin, Inc.
(1972); Capitulo II, Segoes 2.6 e 2.11.

2. K. Huang - "Statistical Mechanics", J. Wiley (1963); Capi-
tulo X, Segao 10.3.

3. R. Balian - "Physique Statistique". (Cours de 1'Ecole Poly
technique 1973/1974) - Paris; Capitulo IV, Segao 4.2.1.

4. J. Bardeen, L.N. Cooper, J.R. Schrieffer, Phys. Rev. 108 ,
1175 (1957).

5. N.VBoccara, G. Sarma - Physics 1, 219 (1865).

6. E. Pytte - Phys. Rev. Lett. 28, 895 (18972).

7. N.S. Gillis, T.R. Koehler - Phys. Rev. Lett. 28, 369 (1972).
R. Conte - Journal de Physique 35, 67 (1874).

M. Gnininvi - "La Dynamique de Réseau Cristallin dans 1le Mo
déle Pseudo-Ionique. Applications a BaTi0, et KNDO," - Tese
de Doutorado de Estado, Universidade de Dijon-Franca (1977).

10. C. Tsallis - Nuovo Cimento 34B, 411 (1976).

11. C. Tsallis - Phys. Stat. Sol. 86 (1978).

12. C. Tsallis, J.W.F. Valle - A ser publicado - Concerning the
use of the Variational Method in Statistical Mechanics of
anharmonic systems.

13. R.A.T. de Lima, C. Tsallis - A ser publicado.- Debye-Waller
factor, thermal expansion and specific heat of anharmonic
crystals.

14. R. Kubo - "Statistical Mechanics" - Ed. North-Holland (1965)
Capitulo II, pg. 156.

15. M. Schwartz, Jr. - J.Stat.Phys. 15, 255 (13976).





