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A teoria classica da aproximagao contem varios resultados pro-
fundos da Matemética, mas a sua organizagao em uma teoria geral
ainda ¢ uma tarefa a ser realizada. Alguns dos seus problemas fup

damentais, nessa direcao, continuam de pe.

Historicamente, a introdugao dos espagos vetoriais topolégicos
localmente convexos e o teorema de Hahn-Banach, em suas varias for
mas, conduziu a uma enorme simplificacao de certos aspectos da te-
oria da aproximagﬁo, correntes no fim do seculo passado e no infeto
deste século, o gque fol possfvel gragas, sobretudog aos trabalhos

ploneiros em Analise Funcional, de S. Banach e ¥, Riesz.

Posteriormente, os trabalhos de M. H. Stone, sobre a teoria de
Weierstrass, de N. Wiener, sobre a analise ¢ a sintese harmonica,e
de I. M. Gelfand, & respeito das élgebras de Banachj; colocaram em

devido relevo o aspecto algébrico de certos ramos da teorla da a-

S
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proximacao, como parte de um movimento moderno de algebrizagcao da

Analise.

Présentemente, as fontes principals dos problemas mais atrasen-
tes da teoria da aproximacao sao as equagoes diferenclais par-
clais,y as variedades analfticas, complexas ou reais, e diferencia-

rd o) 2
vels, a analise harmonica e as algebras de operadores.

£ de esperar-se que certas extensoes adequadas do conceito de
convexidade local, aliadas a uma melhor compreensao do papel dos
me todos algébricos em Anélise, conduzam a uma organizaggo razoavel

-~ L] ~ r4
da teoria da aproximagao e a solugao de varios de seus problemas.

Na presente exposiggé,-SSBre o problema de Bernsteiny, iremus
nos limitar ao caso de fungSes reais, uma vez que o0 caso de fun=-
gSes complexas ainda apresenta dificuldades, nao completamente ely
cidadas fora do caso auto-adjunto. As questoes que trataremos po-
dem ser reformuladas em termos de élgebras de operadores em espagos
vetoriais topolégicos, passando a ter sentido, como jé ocorre noto
riamente com o teoréma de Welerstrass-Stone, no caso nao comutati-
vo. Nao abordaremos , porém, tal aspecto da teoria, que ainda se

encontra enm estégio preliminar e fragmentérioo

ESté'confergncia expositoria, realizada.no Terceiro Coléquio
Brasileiro de Matemdtica, que teve lugar no Instituto de Matemati~
ca da Universidade do Cearé, Fortaleza, em junho de 1961, contenm
alguns resultados obtidos pelo autor, no perfodo em que esteve co-
mo professer visitante na Brandeis University, em Waltham, Mag=
sachusetts, U.S:A. Un resumo de tails resultados apareceu em .nota do

autor cltada na Bibliografia.



87
1.  Motivagao

Consideremos um problema de aproximacdo classico da teoria da
integragaoc, que conduz, de modo naturaly ao tipo de problema de a=-
proximagao para fungoes cont{nuas que discutiremos na presente ex-
posino, tipo esse que se apresenta, também, de varias outras for-

-~ » ~
mas importantes, sobre as quails, porem, nao nos deteremos.

Dada uma medida positiva um no espago euclideano gn, tal que
todos os polinomios reais de n variavels reals sejam de poténcias
p-e'simas p-integra:veis, condig:a'o essa Independente de p, enté'o, no
espago LP(p) das fungdes reals em R™ de poténcias p-ésimas p=in-
tegra’veis, onde 1 {p<oo, temos & considerar a sub-élgebra ﬁ_’n dos
polinamios reals de n variaveis reais. Um problema de aproximagao
natural, que ocorre em multas situagoes importantes, consiste em

saber-se se @, ¢ denso em £P(p). Pelo teorema de Hahn-Banach,

tal equivale a perguntar sob gue condigoes

J.xln £(x) du(x) = 0, m ¢ E® arbitrario,
felpm)y, L/p+1/q = 1,

onde R é o conjunto dos inteiros naturais 0y 1y 2y oe.y implicam

que £{x) = 0 em quasi todo gn, ou seja, em que hipéteses referen-
tes & p, toda fungao £ ¢ £3(p) fica determinada pelos seus momen=
tos

ey = [xm £(x) dp (x); me §°
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Quando ¢ suporte S de p e compacto, basta gque notemos que a 5;1,
gebra €(S) das fungdes reals continuas em S ¢ densa em .\_ep(p|$_) e
que, em virtude do teorema de aproximagao de Weierstrass, a alge-
bra fnls ¢ densa enm ¢(S), para que possamos concluir que fn 4
denso em §p(}l)_., Quando, porém, nao supomos que o suporte seja

compacto, esse raciocinio passa a ser inaplicével e, efetivamente,

€, pode deixar de ser denso em 2P0,

EXEMPLO 1. Consideremos uma medida positiva m na reta B, cujo sy
porte esteja contldo no conjunto Z de todos os inteiros. Para ca-
da x, seja P > 0 a magsa concentrada em x ¢ Z, de modo que, se f

for p-integrével, entao

[ran = {cwrpzca}.

Para que P; esteja contido em £P(p), devemos precisamente ter

> 'xml}lx,xeg < + 00, m e N,

o que equivale a que, para cada m = Oy 1y 2y ccoy @ SUCESSAO
{xm Py xe..Z} seja limitada. Se {ﬁPx, xe g} £or uma sucessao de
nimeros reails tal que I(le <K Py bara todo xe¢ Z e um certo K >0,

entao

oe) = g{ 0, 1), xez

define uma forma linear contfnua sobre ._gp(}!) (no caso p»> 1 devido
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a 2 }1x<+oo). Para que ¥ anule-se sobre fl’ deveremos ter
m _ .
Z{‘Pxx,xeg}-o, me H.

Se ¥# 0, ou seja, se ¥ # O para algum xe 2, entao Ql nao sera dep
SO em zp(}i). Para darmos um exemplo de uma tal sitnaggo, seja F u=~
ma fungao real, infinitsmente diferenciavel, par, periddica de perig
do 1, na reta real R. Essa fung&o tem uma serie de Fourier, que
converge uniformemeﬁte, juntamente com todas as sunas diferenciadas.
Portanto, se {th, xez_} for a sucessao dos coeficlentes de Fourier
de F, a expressi'o dos mesmos por meio das derivadas de F mostra-nos
que, para cada m = 0, 1, 2, ...y & Sucessao {xm @ s xe_Z_} 6 limitg
da. Por outro lado, se admitirmos que F e todas as suas derivadas

sao nulas na origem, teremos

1

Z{‘Px xm, xﬁ_z.} = 0, meﬂo

Finalmente, se F # O, entao ao menos um de seus coeficientes de Fou
rier serd diferente de O. Tomandos pois, Py = |'Px| y X€ 4 obtefe-

mos o exemplo dese jado.

EXEMPLO 2. No exemplo precedente, a medida conslderada em R ¢ dis~
ereta. Outro exemplo, em que a medlda e contfnua., e o seguinte. To

memos

dp(x) = exp (-]x]™) ax

em R, onde *x>0. E claro que fl C ¥P(p) para L¢poo. Verifica-

~se que £, ¢ denso em ap(y) se e 30 se a1, Portanto, o caso O<a<l
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fornece o0 exemplo em vista.

Nao obstante tais exemplos, em certos casos de destaque aip
da podemos provar que G_’n ¢ denso em .‘_6_p(}l), atraves de um racioci
nio semelhante ao acima indicado na hipétese de p possuir um su=-
porte compacto, e que, na realidade, e uma generalizagé'o de tal

rd
raciocinlo, como passamos a expor.

S ¢ uma parte fechada de ﬂn, donde resulta a sua compacida=-
de local. Seja X(S) a algebra das fungdes reals contfnuas em 8§,
de suportes compactos. Indiguemos com EOO(S) a élgebra de Banach
das fungoes reais contf{nuas em S, nulas no infinito, munida da
norma do supremo. Como K(S) esta contida em £,.(8) e K(s) ¢ den-
sa em £2(p|S), resulta facilmente que e sera densa emLP(8) des-
de que sejam satisfeitas as duas condigé'es seguintes, v sendo uma

certa funcao real contfnua em S

a) Qualquer que seja o polinomio Pefn

sua restrigao a S pertence a goo(s) (o que se exprime dizendo que

s 0 produto por de

e rapidamente decrescente no infinito, sobre S) e o conjunto

{(PIS)oaﬁ Pe Qn}

¢ denso em EOO(S) (0 que se exprime dizendo que wr e uma fungao pe

so fundamental em S). Dai resulta que w nunca se anula em S.
b) 1w € de poténcia p-e'sima integra'.vel relativamente a p|S.

Com efeito, se fe K(S), donde fwcK(S), dado €>0, existe

Pe Qn tal que



donde 91

J}f(x) - P(x)|? dp(x)<E. J‘l/ha(x)lp ap(x) .

Consequentemente, a aderencla de enléP(PIS) contem K(S), logo e

e,
identica a £P(u]8). (0 mesmo raciocinio se aplicaria se substitufs-
gsemos S por uma parte localmente fechada de gn contendo o suporte de
#y que, em particular, pode ser EF)B 0 caso do suporte compacto cor

responde a podermos tomar w= 1,

Désse modoy como em varios outros problemas de aproximagso en
volvendo espagos de fungoes integréveis,‘reduzimos um problema de
‘densidade a outro problema de densidade paralelo e anélogo, envol-
vendo, poréﬁ, funQSes continuas e normas dadas por supremos, em lu~

gar de fungges integréveis e normas expressas por integrais.

EXEMPLO 3. Consideremos os polingmios de Hermite na reta

qn
Hn(x) = (=1)2 exp(xa) i exp(mxa) =
ax™?
n{n-1) n{n-1)}(n=-2)(n-3)
= (2x)" - «-I—i— (2x)0"2 4 — (2x) 4.,
]

para n = 0, 1, 2, 0.y que Se apresentam como autofungoes da equa-

¢ao diferencial do tipo Sturm-Liouville
y' = 2xy' +Ay =0

correspondentes aos autovalores A= 0y 25 45 oo (outras equagSes
diferenciais dando lugar a questoes da teoria da aproximagao analo-

gas as que vamos indicar). Tais polinamios cumprem a relagﬁo - de
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ortogonalidade _
J" H (x) H (x) exp(-x2)ax =
=00 . . Znn'n/i? .(-m = n)V’

na qual é de notar-se que cada polin@mio real de uma variavel real

pertence aiz(}l), onde
dp(x) = exp(-xZ)dx . -

Portanto, o sistema dos polinomios pormalizados de Hermite

@ /AP EGE (n=0,1, 2, ...)

, 2 -
e ortonormal em £ (p#); on, o que equivale, o gistema das funcoeg de
Hermite , ‘

E(x) = (2Pt v/ exp(x?/2) B (x) (=0, 1, 2, ...)

e ortonormal no espago sﬁz(ﬁ) das fung;t:)'es de quadrados integréveis re
lativamente a medida de Lebesgue na reta R. Surge, entao, o proble
ma de saber~se se o0 sistema dos polinamios normalizados de K-:H'ermite,
ou, 0 que equivale, se o sistema das fungSes de Hermite, sao siste-
mas ortonormais completos, ou seja, bases ortonormals nos espagos

respectivos, em qual caso toda fungao f de ZZ(R) tem o0 seu desenvol

vimento de Fourier em série de fungoes de Hermite

£(x) = '):{an En(;), nc,lj} ’

00
= ,(flgn) =J £(x) Bn(x)dx (n=0,1, 2,...);"5

=00
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como témbefm f 5 univocamente determinada por sua-se'rie de Fourier-
-Hermite, que converge para f em 4_2(_13). - 0 fato do sistema ortonop
mal dos polinamios normalizados de Hermite ser completo equivale a
dizer-se que. Ql e denso em :;2(}'). Portanto, a propriedade das fup
goes de Hermite constitulrem uma base ortonormal em 2!_2(_&) (o que 6
fundamental no estudo espectral da transformagao de Fourier em
Z2(R) visto que tal transformagao € um operador uniterio cujas an-
tofungOes sao preclsamente as fungoes de Hermite), ¢ uma consequeqn
cip da observagao de que, se tomarmos |

w(x) = exp(-cxz)

entao as condigoes a) e b) acima enunciadas sao satisfeitas, desde
que 0 <e¢ <1/2. |

De um modo mals geral, o fato de Qn ser denso em a_C_-p.(}n), onde
1y é uma medida positiva em ﬁn tal que

J exp(pllx |} dp(x) < 0

r ) ~ ' ~
e x —>| x| € uma norma em R, resulta da observagao conhecida, sg

bre a qual voltaremos mais adiante, de que
wix) = exp(=|| x ||)

5 um peso fundamental em B3 ¢ que, por sua vez, ¢ um casgo particu-
lar do fato de que “

w(x) = exp(-Il x II¥) (at>0)
é um peso fundamental em B™ se e s6 se a>1 (ver Exemplo 2 ¢ Exeme
plo 4). .

Consideragoes an£10gas as do Exemplo 3 se repetem a prOpc;si-
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to dos polingmios de Laguerre no intervalo [o, +00] relativamente

a medida du (x) = exp(~x)dx.

. Notacoe

Indicaremos com Eh a élgebra dos polinamios reals de n vari
aveis reais. R e C indicarao os sistemas dos numeros reals e com
plexos. N e 2 representarao os sistemas dos inteiros naturais 0,
l, 23 «o» & de todos os intelros. EF, g?, EF e ;F serao os produ-

tos cartesianos respectivos, de n fatores iguais.

Sendo E um espago uniformizavel separado (espago completa=
mente regular), indicaremos com E(E) = €@(E, R) a algebra das fun-
coes reais contfnuas em E. A topologia natural de %(E) sera a tQ
pologia da convergéncia uniforme sobre as partes compactas de E,
definida pela fam{lia de seminormas {pK} em Y(E), onde KCE e com
pacta e

pte) = sup{ £ 5 xek}, fe G(E).

Se N for uma parte fechada de E, entao gk(E) = Ek(E: R) in-

dicara o ideal fechado de €(E) formado pelas fungoes que Se anu-

lam sobre N.

E%(E) = E%(E, R) representara a algebra de Banach das fun-
goes reais cont{nuas limitadas em E, onde a norma e definida pelo

supremo, ou seja

Il = sup {Ie)]5 xeB},  fe G@).

Sendo E um espa¢o localmente compacto,,ggo(E)= € (E, R) in
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dicara a sub-algebra de Banach de fb(E) das fungoes que se anulam

no infinito.

K(E) = X(E, R) designara o 1deal denso de foo(E) formado pe-

las fungoes de suportes compactos.

Usaremos as notagoes €(E, C), €y(E, C), &, (B, C), _‘goo(;»z:, c)

e XK(E, C) para indicar os conceitos correspondentes aos prececen-

tes, no caso de fungoes complexas.

Pessaremos a indicar uma das formulagSes do problema de apro-

~ o £
ximagao de Bernstein, em sua versao classica.

Dada we B(R"), diz-se que essa fungao e papidamente decrescen-
munf_m_i,jg em R® quando ano c goo (™), ou seja quando todp poli
nomio real em Bﬂn multipiieado por w da uma fungé‘o‘que se anula no
infinito, B equivalents requerer-se que todo polindmio real em RO
vezes w dé uma fungao limitada. Nessas duas condigSes, em lugar de

um polin3mio arbitrafrio, basta que consideremos monomios quaisquers.

0 problema classico de aproximagao de Bernstein consiste em
determinar-se condigoes necessarias e suficientes as quais deve sa-
tisfazer we f@oo(_!_l;n) suposta rapidamente decrescente no infinito, pa
ra que E’_nw seja denso em goo(gn), Quando tal ccorre, diz-se que &
funggo w @ um peso fundamental. Para isso, é necessario que wr mi;g
ca se anule em B,n, pois se w se anulasse num ponto t, a aderéncia de

_@_’n w estaria contida no ideal fechado pré?pzf.io de gm(g_n) formado
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pelas funcoes nulas em t e, portanto tal aderéncia nao seria igual
a goo (E®). O fato, porem, de we €{R™) ser rapidamente decrescen-
te no infinito e nunca se anular nao basta para que essa fungiid Sg,

ja um peso fundamental.

EXEMPIO 4. Em E,n, tomemos

W, (x) = exp(-llx'"q), x ¢ R® ,

# ~ & o
onde @« > 0 e x —>||x] € uma norma em R®. Entao w, € uma fungao re

al continua em _11“, rapidamente decrescente no infinito, estritamepn

te posgsitiva em todos os pontos de En. Demonstra-se que w-ae' um pg

Fd
so fundamental se e 50 se a > 1.

Se w £0r um peso fundamental e Ae¢ Ry, A# O, entdo Aw sera
também um peso fundamentalo Notemos que, como um peso fundamental
nunca se anula, podemos, em dadas situagSes, supsmle estritamente
positivo em todos os pontos, bastando considerar o peso . .fundamen=-
tal w ou entao =% Indlcaremos com @n o conjunto de todas as fug

gSes reais contfnuas que sejam pesos fundamentais em _13,n e que se-

jam estritamente poslitivas em todos os séus pontos.

PROPOSICEO 1. Se wys w; ¢ B(B®), |wyl< |w,|,%; nunca se anula em
R% e w, £Oor um peso fupdamental, entdo wy sera um peso fundamental.

Demonstracac. Seja @ uma forma linear continua em 1‘,’00 (R™), Defi-

namos a forma linear contimua ¢ em 'é’oo(Bn) por

Y (f) = ¢ (f wy /), fe wem(ft“)°
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-y ~ : o A
Supondo-se que {7 se anule sobre ﬁ)n LR entao llf se anulara sobre

E’wa

portanto, sobre @oo(Rn), visto que 'K(R®) ¢ denso em l?oo(Rn), don-

; donde ¥ = 0. Dai resulta que ¢ se anulara sobre K(R®) e,

de ¢ =0, o que demonstra que G’n wy & denso em \Qoo(Rn), 1sto &, wy

4
sera um peso fundamental.

COROLARIO. Se wy, w, ¢ €(R"), nunca se anula em B", wy goincide
com w fora de um compacto e wp ﬁor um peso fundamental, ggg wq

sera um peso fundamental.

A Proposigdo 1, tao simples, envolve uma pequena surpresa. A
primeira vista, a 1deia intuitiva de we ¢(R™) ser um peso fundamenw~
tal parece glgnificar que w deve ser'suficientemente longe" de O
para gque -Pn w possa ser denso em 'eoo(Rn)o Por isso, 0 pensamen-
to mals natural seria numa proposiggo do tipo seguinte: se w'l,
, € €(rY), |w1| < |w2| y Wy £Or um peso fundamental e w, for ra-
pldamente decrescente no infinito, entao W sera um peso fundamen-
tal. Tal proposigi'o, porém, 6 falsa ¢, em seu lugar, deve ser con-
slderada a propos;l.gﬁo acima demonstrada. A explicagao, que aparecg
ra maiis tarde de modo repetido e fundamental, reside na segulnte op
servagé:o: o fato de we G(Rn), rapldamente decrescente no infinito
e nunce nula, ser um peso fundamental e assegurada por condigé'es rde

decrescimento no infinito ‘"bastante répido".

EXEMPLO 5. Na notagao do exemplo 4, se o> >0, podemos determinar
+ C>0 de modo que &, £ C wB., Supondo~se w>»1 >R >0, vemos que wy =
2 Wy > 0 e um peso fundamental, mas que waEC w-B>0 nao & um peso

fundamental, nac obstante Wy ¢, 8 W, ser rapldamente decrescente



98
no infinito.

Notemos que a parte positiva do exemplo 4, consistente em afir
mar que w- e um peso fundamental desde que > 1, na realidade so e
crucial para «= 1, a vista da Proposigao 1. De fato, se az1l, to~-
mando B= 1 no Exemplc 5, podemos determinar C> O de modo que
W, €£C ‘afl e, entao, sabendo-se que w, nunca se anula e que wy e um
peso fundamental, dai resulta que wy, e um peso fundamental para to-
do a«21. Vejamos, pois, como se demonstra rapidamente que wy e um pe
g0 fundamental. Para tal, precisaremos dos dois lemas gerais seguin
tes, dos quals o segundo jé e um fragmento (no caso complexo auto=-ad
junto) de uma proposiggo que estabeleceremos mais adiante a respeito

do problema geral da aproximagao de Bernstein (ver Proposigao 10).
LEMA 1. Dado o espaco localmente compacto E, gseija @ uma m—;ﬁlﬁ_@,-
bra auto-adjunta, contendo l,de ¥, (E, C). aderéncia de 4 em ﬁb(E,g)
contera B o(Es C) se e 50_se Q fOr separadora.

Demonstraggoo Suponhamos @ separadora. Introduzamos a compactifica-
gao PBE de Stone-Cech. @ identifica-se a uma subalgebra (Q  de
Y(BE, C) e £ (Ey C) identifica-se ac ideal €4y(PE; C), onde N e o com
plementar de E em BE. Pelo teorema de Welerstrass-Stone, Y (3E, C)

esta contido na aderencia de pQ em €(BE, C), visto que BQ;.é autoad=
Junta, contém 1 e o separadora em E. Logo Eco(E’ Q_,) esta contida na

aderéncia de & en Eb(E, €Y. A reciproca é clara.

compacto E, seia @ uma sub-slgebra
auto-ad junta, contendo 1 e separadora de ¥ (E, C). Se we ﬁoo(E, c)
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nao ge anula em E, entdo @ w egtd contida e & densa em ¥, (Es C).

Demons d0. & patente que Qw esta contida em Qoo(E, C). Se fe
K(E, C), entao f/we K(E, C)c ﬁoo(E, C), donde resulta que f/w
pertence a aderencia de @ em gb(E, C)y polo Lema 1. Dal segue-se

L) ~
que f pertence a aderencia de Q w em Eb(E, C)y ou seja, em _Vfoo(E,C_)ﬁ
Logo K(E, C) esta contido na aderéncia de Q= em € (Ey C). Basta,

entao, observar que K(E, C) é denso em gOO(E, c)l.

~

PROPOSICAO 2. A funcao dada por

w(x) = exp(-]x[), =xe B%,

#
onde x — x| & uma norma em R" ego fundamental.
e uma norma em Ho

Demonstracac. K imediato que w e uma fungao real contfnua rapida-
mente decrescenté no infinito, sobre B_n, Seja <E uma forma linear

n
cont{nua em EOO(B_ ) que se anule em _ﬁ_)nw, ou seja,

¢ [xmw(x)] =0, me N? .

Usemos a notagEo < Zy X>= Z zZ, X, e introduzamos a transformada de
Fourier

F(z) = <PxAl}a::p(.uz,:m ) . w(x)], ze gt

L4

onde ¢ e suposta extendida de modo natural a goo(nn, C)e {’x indica
que <_{> e aplicada a expressé'o entre parentesis considerada como fup
950 de X apenas, z sendo um mero parametro, Vejamos para quais valg
res de z a expressao de F(z) tem sentido, ou seja, a fungao de x &

gqual aplica-se cI)x pertence a ﬁoo(Rn, C). Ora, se z = t+ 1iu, onde_
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t, ueft_n, entao
exp(i<z,x>)w(x) = exp(1<ty, x>) exp(-<uy, x>~ x1{) .

No segundo membro, ¢ primeiro fator tem modulo 1l, logo ¢ limitado pa~-

ra X€ _B_n, Quanto ac segundo fator, notemos que o0 mesmo se anula no
~ 1 '
Infinito, como fungao de X € R, desde que || u | < 1, onde u =~ Jlul

denota a norma dual soObre Bn, pois

-<uyx> = x| & - (1= Jul’) I=xi .

Portanto, F(z) é definida e evidentemente anal{tica pelo menos na
faizxa £ de C™ em torno de B® caracterizada por |lu]| < 1. Pela hi-
pétese de que fb se anule em gf_’nw-, todas as derivadas DT F(z) se a=-
nulam para z = 0. Logo F(z) é identicamente nula em { e, em particy

lar, F(t) = O para todo t € R®, ou seja,

¢ fexp(L<t, x>)w(x)] =0, tecR.

Ora, o espago vetorial & gerado pelas fungoes

x — exp(i <t; x> ), teR" ,

€ uma subalgebra, auto-adjunta, contendo 1 e separadora, de ﬁb(ﬁn, c).

Aplicando o Lema 2, vemos que ¢ =0. Logo 'an é den'so em _foo(_lin).

4. Aleuns 'grité’rios cléssicog

A partir das Proposicoes 1 e 2, obtemos imediatamente o resulta
do seguinte, que e o critérlo classico mais simples para que uma fun-

gao seja um péso fundamental.
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PROPOSICEO 3. Se we ¥(B™) nunca se anuls e se existe K>0 tal gue

lw(x)] < K.exp{- lIx|), xe R? ,

onde x =~ ||x| ¢ uma porma em R™, entfio w € um beso fundamental.

Outro critério conhecldo, mais geral do que o precedente, de

demonstragao mais delicada, e o seguinte.

PROPOSICKO 4. Se we €(R™ nu

B € Y(R) amente po em todos os ponto o

B(-t) =B(t) , teBR,

log 1/B(t) ¢ uma funcio convexa de log t para t > 0
+00
J 1/t? log 1/B(t) dt = + oo,

{w(x)| € B(xl), =xeR?,

onde x — [lx| ¢ uma norma em B®, entdo w € um peso fundamental.

A PrOposigé'.o 3 corresponde ac caso em que
B(t) = K- exp(-{t|), teR.

F
Outro criterio classico, que nos limitaremos a enunciar no caso
n = 1l, que empregaremos mais adlante, e cujo enunciadoe correspondente

» »
no caso n>»1 e claro, e o seguinte.

PROPOSICAO 5. Se we €(R) punca se anula e se

E{Um@;mzl} =+ 00 ,



onde

M, = sup'{Jtmtu(t)l; t e 3} R m=0, 1, 2y oooy

entao w e um peso fundamental.

Notemos, a proposito da Proposicao 5, que se we $(R) e [~2as2]
for o menor intervalo fechado da reta extendida E contendo o supor-
te de w, entao mVMm —~ X\ para m —~ co. De fato, de um lado

M < C A, onde C é o supremo de |w] em [=A, A]. Dai resulta que

lim. sups mJMﬁ-$ N

em qualquer caso. Por outro lado, Mﬁ ?-ltmtﬁ(t)l fornece=-nos

lim. inf. WM >2,

Em particular, caso w ninca se anule, nb@g:—ﬁ» 00 para m —> 00, is-
to é, o termo geral da serie considérada na Proposigao 5 tende para
zero. Isso exclul a possibilidade de que a citada serie seja diver-
gente pelo motivo de que seu termo geral nao tenda para zero e ilus=-
tra o fato de que a Proposicao 5 nao e banal. A Proposicaoc 3, no ca-
son =1, e um caso particular da Proposigao 5, pois entdo aparece a

I d A 2
serie harmonica, que e divergente.

Existem varias demonstragses conhecidas- das Proposigaes 3 e 4,
as quais nos dispensaremos de apresentar aqui, sem 0 que nossa expo-
siggo se alongaria demasiadamente, motivo pelo qual vamos nos limitar
a citar as excelentes monografias de Horvath e Mergelyan indicadas na

Bibliografia.

Salientemos, apenas; que uma das demonstragges conhecidas da
Proposiggo 5 consiste em cobte-1la como corplério do teorema de Denjoy-

~Carleman seguinte, da teoria das fungoes quasi-analfticass se £ for
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uma fungao real infinitamente diferenciavel num intervalo aberto I

'da reta R, tal gque

= (Vg na1) =+ o,
onde

% = sup {|f(m) (t)5 te I} ’ =0, 1y 2y eeey

e se f(m) (a) =0 param =0, 1y 2, ... num certo ponto ael, en-
tao £ = O identicamente em I. Se admitirmos ésse teorema classico
(ver as exposigSes de Carleman e Mandelbrojt citadas na Bibliogra-
fia), a Proposigao 5 pode ser obtida de ume maneira anafloga a que
usamos para estabelecer as ProposigSes 2e 3 Comefeltoy, da di-
vergencia da sérle citada no enuncidado da Proposigao 5, resulta

que Mm< 00 uma infinidade de vezes. Por outro lado, Mm< o e con
sequSncia de Mm+l<°°' Logo Mm<oo para m = 0, 1, 2y ...y Ou seja
we rapidamente decrescente no infinito. Seja ¢ uma forma linear

continua em fw(ﬁ) que se anule em -‘-)1 w,y isto e,

ti>l:;1::mw(x)]=0, me N .
Introduzamos a transformada de Fourier
F(t) = §x [exp(1tx)w(x)] , t € R,

a semelhanga do que fol felito na demonstragao da Proposicas 2, sal
vo que, desta felta, limitamo-nos a valores reais do argumentc de
F(t). Notemos que F € definida e infinitamente diferenclsvel em R
e que |

F(m)(t) = ‘Fx [exp(itx) (ix)mw(x)] y teB, meXN,
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pois w & rapidamente decrescente no infinito. Ora

lF(m) (t)|$ Il - L pim) (0) =0, teB, melN .

Pelo teorema de Denjoy~Carleman, vem F = O em R, donde, peloc lLema
2y 40 mesmo modo que na demonstraggo de Proposiggo 2y tiramos §=0,
o que estabelece a densidade de Qlw em goo(,&)o Essa demonstragao
indica a intima relagao existente entre o problema da aproximagao

de Bernstein e a teoria das fungoes quasi~analftieas, relagao essa

que ainda nao foi exaustivamente explorada.

O problema consistente em determinar-se condigSes necessarias
e suficientes para que we Y(R) seja um peso fundamental foi resol
vido pela primeira vez, em completa generalidade, por Pollard (ver

Bibliografia), que demonstrou o resultado fundamental seguinte.

PROPOSICAO 6. Se we €(R) punca se anula e e rapidamente decrescen-

sup

+ P . : '
onde log x ¢ _igual a log x se x>1 e a 0 se x {1, o _supremo sendo
tomado §3bre todos p € El tails gue

Ip(t) w(t)| <1, .teR .

Aparentemente, 0 enunciado anélogo ao teorema de Pollard acji

ma, no caso geral n>1 ainda nao e tratado explicitamente na lite-
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ratura. ZEsse teorema, alem de outros semelhantes, Jé conhecidos,
nao obstante darem uma bonita soluggo a0 prcblema classico propos
to ﬁor Bernstein, para a qual tanto contribuiram o préprio Berns-~
tein e alguns de seus discfpulos da escola russa, tém, por outro
lado, o inconveniente de nao conterem, de modo simples, as condi=
¢oes suficientes conhecidas como casos particulares, como, por e-
xemplo, as'PrOPOSIQSes 2y 3 e 43 nem se aplicarem facilmente em
certas situagoes nas quals seria de se esperar que um resultado
geral, como o teorema de Pollard, fosse a chave poderosa do pro-

blema particular em questao.
~ s
Outr arsao do oblema cla o de aproximacao de Be e

Alem da forma citada do problema.cléssico da aproximagao de
Bernstein, no caso das fungSes cont{nuas (§3), citemos outra
versao do mesmo problema, um pouco mais geral, alem de mais outra,
suficientemente geral, capaz de englobar o problema que tomamos |
como motivagao no §1 e as formas dlscutidas no §3 e no presente
paréérafo. Nao entraremos, porém, numa discussao ampla de tais
casos mais gerais, nem abordaremos aqui o estudo de extensdes deg
sas novas versoes a casds de egpagos mals gerals do que o de EF,
a exemplo do que plénejamos fazer nos parégrafos com a versao do

problema de Bernstein descrita no §3 .

' Dada uma fungao real w (ndo necessariamente cont{nua) em
R®, introduzamos o subespace vetorial Ew(?_n) = Ew(gn, R) de €(R™®)

das fungoes f tais que

Iel, = Itwl = sup {If(x) w(x)|; xe gn}u:oo,
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semi-normado por £ —> ﬂfllw » Trata-se de um espa¢o normado no
caso, que admitiremos, em que w nunca se amile (ou, de um modo
mais geral, quando o conjunto dos pontos em que w se anula nao
tenha pontos interiores). Vamos indicar com Cw,, (R?) =

=€ Wm(ﬁ,n, R) o subespago vetorial fechado de Yw(R") formado
pelas fungaes cujos produtos por w tendem para zero no infini-
to. Notemos que Ew(B®) reduz-se a Eb(ﬁn) quando @ =1, Sem al
terar o espag¢o normado gm(ﬁn) e seu subespago vetorial gwm(g,n),
podemos supor que w > 0‘, bastando, para 1isso, substituirmes w

por |wl.

¥

Notemos que K(R®) esta contido em Luw(B™) se e s6 se w for
localmente limitada e que, entao, a aderancia de K(R®) em Gu(R™®)
e Ewoo(B_n)o Passando a admitir a hipotese de que @ seja lo-
calmente limitada, podemos supsr também, sem alterar o espago
normado %w(R™) e seu subespaco vetorial Evm(ﬂn), que w seja sg
micontinua superiormente; bastando, para tal, substituir w> 0
por sua envoltoria semicontinua superiormente, que e finita enm

gn visto que w e localmente limitada.

o~ ’ 2
Por tais razoes,; vamos nos limitar ao caso de w semiconti

nua superiormente, tal que w({x)> O para todo xeRP.
Notemos que 1€ &w(R®) se e s6 se w £6r limitada.

Temos que _@nc Buw(R®) se e so se todo polindmio real em
En multiplicado por w der uma fungé.'o que tende para zero no in-
finito, o que exprimiremos ainda dizendo que w e rapldamente de
crescente no infinito. Em outros termos, f,nc %-(R?) equivale

n
a an 14 woo(ﬁ, )a

1
LN
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Indiquemos com O(R™) = Q(R™, R) o subespaco vetorial de
€(R") das fungdes f que sao lentamente crescentes no infinito, ig
to e', tais que, para cada f, existam constantes K>0 e m*0 veri-
ficando

|£(x)|< K (1+ Iz, =xeR?,

onde x — | x| & uma norme em Bn. Notemos que -ﬁ-)nc [+ 4 (Bn); e

que an €w(B™), ou seja an me(_ﬁ_n), equivale a & (R®)c Gw(R™),
ou seja a & (R®) = E’woo(ﬁn). E claro que K(B®)c ¢ (R®). Portan~-
to, supondo w rapidamente decrescente no infinito, a aderencia de
¢ (B") em €w(R) ¢ ¢ woo(ﬁn). Além disso, sob a hipotese de que
w sejla rapidamente decrescente no infinito, constata-se a equiva-
léncia das hipéteses seguintes: a) a aderencia de Qn em Eg(Bn) coq

tem X(R®); b) a aderencia de fn em Pw(R?) contem ¢ (B™)s ) -G-)n e

denso em ¢ woofﬁn).

0 problema classico da aproximagao de Bernstein, em sua se-
gunda versao, consiste em, dada uma fungao real semicontinua supe-
riormente w, estritamente positiva em todos os pontos de _ﬁn e ra~-
pldamente decrescente no infinito, determinar c?ndigaes necessarlas
¢ suficientes para que Qn seja denso em Ewoo(ﬁn). Em virtude do
que dissemos ha poucoy 1sso equivale a determpinarmos condigSe-a ne-
cessarias e suficientes para gue '5(_1111) esteja contido na aderencia

g (R") esteja contido na aderéncia de

de Qn em Qw(R™); ou para que

n
Qn em € «(R").

Observemosy o que se verifica facllmente, que, se we g(a"),
w(x)>0 para todo xe En e w for rapidamente decrescente no Infinj
to, entao f,n sera denso em ¥ wm(ﬂn) se e s0 se w for um psso fulj

damental. Para uma tal fungé'o gog;:{;;ua wy as duas versoes do ro
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blema de Bernstein sao equivalentes. Nésse sentido, esta nova ver
sao 7a problema de Bernstein é mais geral do que a anterior, pois,
na situaggo presente, w pode ser descont.{nua, a0 passo que a for-
mulagé'.'o anterior s6 tinha sentido no caso de w ser continua. No

» ~
fundo, porem, as duas versoes se equivalem.

De uma maneira mais geral ainda, seja f:" um espag¢o vetorial
semi<hormado de fungges.reais"em Bn, satisfazendo as duas condicoes

seguintes:

a) K(R®) esta contido e é denso em ¥ Alem disso, se, para
cada parte compacta K¢ ﬁn, indicarmos com 'I_g(ﬂn, K) o subespago ve
torial de 'I_{(En) das fungoes de suportes contidos em K, sendo
x(gn; K) normado pelo supremo, entao a aplicagé’o identidade de
K(R®, K) em ¥ ¢ continua (o que traduz-se dizendo que a aplicagao

identidade de K(B") em ¥ & contfnua desde que K(R®) seja munido

de sua topologla natural de limite indutivo de Dieudonne-Schwartz).

b) En esta contido em E.

Nessas circunstancias, uma formulagao ainda mais geral do
problema de aproximagio de Bernstein sobre ljn, que engloba os pro-
blemas de aproximagao apontados no §1 5, no §3 e no infecio do pre
sente parégrafb, consiste em determinar condic;Ses nec_:esss:rias e su
ficientes para que Qn seja denso em :_T, ou, o rnue equivale, para
que K(B™) esteja contido na aderencia de Q)'n em_:}l.

Um problema anélogo apresenta-se quando, em lugar de supor=

mnos }' um espago semi-normado, admitimos, de modo mais geral, que

¥ seja um espago vetorial topolégico localmente convexcsy © que

» r
corresponde a tomarmos varios pesos, em lugar de um so. Iremos, po

rém, refreiar-nos de examinar mais de perto tais generalizagSes.
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6. 0O teorema de Weler ~Stone
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Antes de abordarmos o estudo do problema generalizado da a-
proximagao de Bernstein, fagamos uma brewe revisao do problema ge
neralizado da aproximagao de Welerstrass, ou seja do teorema de

Welerstrass-Stone.

Considerembds um espago uniformizavel separado E, Dada uma
sub-algebra Q de €E), a qual, para simplificar, suporemos conter 1,
o problema generalizado da aproximag'éo de Welerstrass consiste em
descrever a aderénéia de € em €(E); e, em particular, em saber quan

do @ ¢ densa em €(E).

A af],gebra Q induz uma relaggo de equivaléncia, que designare
mos por E/Q, em E, desde que definamos x'~x" se x', x" € E e f(x!)=
= f(x") qualquer que seja fe @. Entao, fe ¥(E) pertencera a aderépn
cia de @ em €(E) se e somente se f for constante em toda classe de
equivaléncia segundo E/@; e, em particular, @ sera densa em &(E)
se e somente se Q for separadora em E, isto é, E/Q for a ldentida-
de. Tal resultado geral constitul o teorema de Welerstrass-Stone.
Em virtude da topologia usada sobre ¥(E) ser a da convergencia unj
forme sobre as partes compactas, a demonstragio do teorema de
Welerstrass-Stone, no caso geral de E ser uniformizavel separado,

,
reduz~se imediatamente ao caso em que E e compacto.

0 pro a ge ado de apro ao de B

Seja N uma parte fechada de um espago uniformizafvel separado
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E., Consideremos uma subalgebra @, contendo 1, de €(E-N) (nao de

€(E)!) e um sub-espago vetorial w do ideal fechado Yx(E). Admita-

mos que W seja um Q-médulo, no sentido de que multiplicando, em E -
- N, uma fungao qualquer de @ por uma fungao qualquer de w, obtemos
uma fungao em E -N que coincide, em E-N, com uma (e, portanto, 1

ma so) fungé‘o de W; isto é, na realldade, que o sub-espago vetorial
W|E - N, restricao de @ a E-N, seja um g-modulo. Exprimiremos isso
escrevendo, simbolicamente, @ w ¥ quando na realidade deveriamos

escrever @-w|E~N = @|E-N,

0 problema generalizado de aproximagac de Bernsgtein consiste
em procurar descrever a aderéncia de @ ‘em €(E), ou seja, em €y(E),
sob tais condigoes, ou seja, sabendo-se que & e um Q-—mc;dulo; ey, em
particular, em saber quando & ¢ denso em Ei(B).

EXEMPLO 6. Mostremos em que sentido o problema generalizado de
aproximagao de Bernstein contem, como caso particular, o problems

classico de Bernstein indicado no §3. Consideremos a compactifi-
cagao de Alexandroff, E, de B_n, obtida pelo acréscimo do ponto do
infinito. Tomemos N como sendo o conjunto reduzido ao ponto do ip
finito. Ponhamos @ = _@no Dada we €(R™) rapidamente decrescente
no infinito, se extendermos cada fungao de G—)“n w a B, de modo a reg
peitar a continuidade, ou seja definindo-a como 1gual a O no infie
nito, obteremos um sub-espago vetorial @ de €y(E), que e um @-mody
. lo. O problema de saber-se quando w e um peso fundamental equiva-
le ao problema de investigar-se quando w ¢ denso em EN(E). De um
modo mais geral, o problema de saber-se qual e a aderéncia de -@n w

em Qw(ﬁn) equivale ao problema de determinar-se a aderéncia de

em E.(E).
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Existem doils casos partlculares do problema generalizado de

~ ~ A
aproximagao de Bernstein, que merecem uma mengao neste instante.

EXEMPLO 7. Suponhamos que N seja vazio e que & = &, na notagao a-
cima introduzida. Recaimos, entao, na situagao que caracteriza o
problema generallzado de aproximaggo de Weierstrass, E nesse sen-
tido que a teoria da aproximaggo de Bernstein contem, como caso eg
pecial, a teoria da aproximagﬁo de Welerstrass, de modo gue os re-
sultados a serem deduzidos a propésito do problema generalizado de
aproximagao de Bernsteln deverao compreender o teorema de Welers-

trass-~Stone.

EXEMPLO 8. Suponhamos que N seja vazio e que(z.se reduza as fun-
gaes constantes. g(é, entao, o sub-espago vetorial mais geral de
Y(E). Em tais condigGes gerals, nao podemos esperar uma descrigao
simples e interessante da aderéncia de W, a nio ser atraves da in-
formagﬁo que nos proporciona o teorema de Hahn-Banach, ou seja, que
fe E(E) pertence a aderéncia de wem ¥(E) se e somente se toda for
ma linear continua em E(E), dada por uma medida concentrada numa
parte compacta de E, que se anule sobre W, necessériamente se anu-

le também em f.

Num certo sentido, o problema generalizado de aproximagao de
Bernstein é excessivamente geral, pols compreende como caso parti-
cular uma situagao muito'geral, como & do Exemplo 8. Na realidade,
o que iremos fazer, ao abordarmos o problema generalizaddlde Berng
tein, consiste em reduzir o caso geral ao caso particular do Exem-
plo 8, atraves do conceito de tipo finlto, que passaremos a apresep

tar.
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Retornemos, pois, ao problema generalizado. @ induz uma re-
lagao de equivalencia E/@ em E-N (nao em E!), desde que definamos
X'~ x" se x'y x"e E-Ne f(x') = £(x") qualquer que seja fe Q.
Se fe ¥(E) e £ pertence a aderéncia de w em €(E), ¢ claro que, pa-
ra toda parte X de E, a restrigﬁo X pertenceré a aderéncia em
€(X) do sub-espago vetorial w|X, restrigao de @ a X. Diremos que
we do tipo finito sob.@ quando, reciprocamente, fe €(E) pertence
necessariamente a aderéncia de wem ¥(E) desde que a restrigao
f|XU N pertenga a aderéncia em P(XUN) de W|XUN, qualquer que se-
Ja a classe de equivalgncia X segundo E/Q. Em outros termos, o fa
to de & ser de tipo finito sob @ significa que pddemos decidir quapg
do f de ¥(E) pertence a aderéncla em %(E) de & atraves da informa-

¢ao de que cada f£|XUN pertence a aderencia em g(XUN) de w|XUN,

qualquer que seja a classe de equivaléncia X segundo E/Q.

EXEMPLO 9., Retomemos as notagSes do Exemplo 6. Suponhamos, além
disso; que & nunca se anule em R". Notemos que @ ¢é separadoraem
E« N, ou seja, cada f:lasse de equivalgneia segundo E/@ reduz-se a
um ponto de R%. Se fe €x(E)s € claro que £|{x}u N pertence a
Ql{x}u N, qualquer que seja xegn, pols w nunca se anula em _lin.
Portanto, néste exemplo, ?_x_?'seraf de tipo finito sob @ se e somente
se w f£Or um peso fundamentj;alo Se supuzermos, entao, que  nao
seja um peso fundamental (Exemplo 4), teremos um caso em que @ nao

¢ de tipo finito sob Q.

A denominacao de tipo finito tem a sua origem na circunsté‘g
cia de que, entao, podemos descrever a aderencia de & por seu com
portamento em E, ou seja a distancia finita. No cdsq geral, em que

nao se verifique necessariamente a condigio de tipo finito, a des-~
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criggo da aderéncia de l_t_fdependeré de condigaes gque, vagamente, in-
dlcaremos como sendo do tipo Stone-Cech misturadas com questoes de
analiticidade mas que, na realidade, nao se encontram ainda bem ex-
ploradas na literatura do assunto. O estudo do problema de Berns-

teln, fora do cagso de tipo finito, mal esta esbogado.

PROPOSICAO 7. Se N £6 s & gera de tipo finito sob Q.

-~ » -
Essa proposigao, no seu caso geral, e consequencia imediata

do caso especial em que E ¢ compacto, o qual sera estabelecido mais

adlante (Proposigao 9).

A exemplo do teorema de Welerstrass-Stone e pelo fato da topo
logia usada sobre E(E) ser a da convergé‘ncia uniforme sobre as par-
tes compactas, em lugar de considerarmos o caso geral de um espago
uniformizavel separado E, e suficiente que tratemos o caso em que E
seja compacto. Ora, entac E- N e localmente compacto. Alem disso,
EN(E) identifica~-se, como algebra de Banach, a €, ,(E-N), de modo
que & ldentifica-se ao sub-espago vetorial |E - N de ¥,(E-XN). No-
temos que @|E-N ¢ um @-modulo, sem necessidade do esclarecimento
feito a propésito de & ser um q-mc;dulo, pols as fungoes de w|/E-N e
Q sao todas definidas no mesmo conjunto, a saber E~ N. Mudando, ep
tao, de notagao e passando a designar com E e & o que estavamos in-
dicando com E-N e |E- N, somos levados a reformular o problema ge

neralizado de aproximagao de Bernstein, num espago localmente com~-

pacto, do modo seguinte.

Dado um espago localmente compacto E, consideremos uma sub-
-algebra @, contendo 1, de €(E) e um sub-espago vetorial  de
E’OQ(E).- Admltamos que @ < ¢y isto é, que & seja um Q_-—médulo. 0
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problema generalizado de aproximaq&o de Bernsteln num espa¢o local-
mente compacto consiste em procurar descrever a aderéncia de %W em
E’OO(E) sob tais condigoes, isto €, sabendo-se que &' € um &-modulo; e,

em particular, em saber quando & € denso em Ebo(E)"

Sob tal forma, o problema classico do § 3 e um ¢aso particular
patente, desde que tomemos E = R", @ = -@n e &= fnar, onde we ER™)
e rapidamente decrescente rio Infinito. o

No caso localmente compacto, @ induz uma relagao de equivalep
cla E/Q en E, “éi.-ijas ¢classes de equivaléncia sao fechadas em E, logo
l-oc::alxﬁénte compactas. Dizer-se que & e de tipo finito sob @ signi-
fica dizer-se que fe %E) perfence a aderéncia de ?ﬁbo(E) de W se
(e s6 se) flXe EOO(X) pertence & aderéncia em goo(X) de #|X, gual-

quer que seja a classe de equivaléncia X segundo E/&.

A partir déste instante; vamos nos limitar ao problema genera
“"11zado de aproximaqé'o de Bernstein no caso localmente compacto, em

virtude dos motives acima expostoé, por simplicidade. Os resulta-

dos que enunclaremos no caso localmente compacto traduzem-se ingtan- .

taneamente em proposigoes no caso uniformizavel separado. Deixare-
mos aos cuidados do leitor a tarefa de explicitar tais enunciados

ne caso geral.

Terminemos este parégrafo com a seguinte proposigao, cuja de=~

monstragao ¢ muito simples e sers omitida.

PROPOSICXO 8. Consideremo e o localmente compacto E, uma sub
=algebra @, contendo 1, de ¥(E) e un sub-espaco vetorial ¥ de € (E)
que seis um @-modulo. Fntaos:

1) Para gue @ seia densoc em EOO(E)' & necessario que, para ca-
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da xeE, exista algup we ¥ tal que w(x) # 0. Se @ £Or separadors

e w for de tipo finito sob @, essa condicao & suficlente.
2) Se w tiver um gerador e ¥(E) como @-modulo, isto &  ge

« =@« para que % sela denso em ¥ (E) ¢ necessario que o nunea

se_anule e gue O seja separadora. Se w f£or de tipo finito sob @&,
essag condigSeg sao suficientes.

Alguns caso articulares do problema de Bernstei

Antes de abordarmos alguns resultados gerals, referentes ao
problema generalizado de aproximagao de. Bernstein, estabelegamos di
retamente uns resultados mais simples, que ja constituem um fragmen
to da ideia da teoria geral e que sa0 casos particulares dosg teére-

mas que demonstraremos mais adiante.

PROPOSICA0 9  Sedam E um espaco compacto, @ uma sub-algebra, gon-
tendo 1, de ¥(E) e @ um sub-espaco vetorial de %(E) que sela um
Q-mddulo. Entdo ¢ de tipo finito sob @.

Demponstracao. Indiquemos com 7 a aplicacao cont{nua de E sObre o
espago quociente compacto F de E modulo E/@. Dada ge 4(E), suponha
moes que, para toda clagsse de equivalé'ncia XeF, veriflique~se que
g|X pertence a aderéncia de g|X em €(X); ou seja, que, fixado €3> 0,
para todo X€F haja Ux € & tal que

lwy(x) - g(x)|< & xeX .,
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0 conjunto

Ky = {x€E; lwx(x) - s(x)|>/5}

e compacto e disjunto de X. Logo "(Kx) e compacte, contido em F e
nao contem o ponto X de F. Pela propriedade da intersegao finita,

existem Xl’ evsy xse F tai's que

™ (le.) A ...N "(Kx&) =9

Pelo teorema da partiggo cont{nua da unidade num espago compacto,
logo normal, sejam @, > 0 funq'ées reals continuas em P tais que
%, anule-se sobre 7 By Yo i =15.008y07 ® =1emF. Conside-
remos as fungbes reals contfnuas ¥, = ¢, 7w >0, i = lgeeey 8y om E,

que verificam J ¥, = 1. Afirmamos que
(1) | £ v (x)w, (x) - g{x)|<E, xcE,
- i xi

Essa desigualdade e uma consequancia de
(2) "le(x)lwxi(x) - g(x)|$ E ] X € E 9 1 = 1’...’3’

e da observac;ao de que, para cada x € E, (2) e valida no sentido es

trito para a0 menos um £ = 1,...8. De fato, se
(3) wai(x) - g(x)| < €,

entao (2) @ clara. Em caso contrario a (3), temos que x € Ky 5 dop

de ‘Pi(x)

0, e (2) ainda @ verdadeira. Além disso, esse racioc{
nio mostra-nos que, se ¥,(x) > 0, entdo (3) ¢ verdadelra, de modo
que (2) vale no sentido estrito, bastando, entao acrescentarmos que,

dado x € E, de 2, ¥, = 1 resulta que ¥;(x)>0 para ao menos um
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1 = 15008, Tendo, entao, demonstrado (1), para cada § >0 determi

nemos f;y..0,f, € Q tais que
l"Pi(X) “fi(X)i<6’ er, i 21’00033’

pelo teorema de Welerstrass-Stone, pois cada <Pig 1 = 14.0098y e
constante em cada classe de equivalé‘ncia em B. Bscolhendo § sufi-

cientemente pequeno, teremos
1> fi(x)&fxi(x) ~ g{x)|< & f¢e B,

oun seja,
": fini"gﬂ<€o

Basta, entao, notarmos que

para concluirmos a demonstragac.

A t{tulo de motivagao das hipéteses feitas nas duas proposigSes
seguintes, tegamos os seguintes comentérios. Dado um espago localmep
te compacto E, sejam d uma submélgebra, contendo 1, de ‘_Q,(E) e W un
sub-espago vetorial de _EOO(E)Q Notemos que @ #C & implica que
Quw < g (B). Se fixarmos @, para que @ wC fm(E) qualquer que sg
lja. G, ¢ necessario e suficierite que ¥ < K(E), Por outro lado, se fi
xarmos (&, para que Q C fm(E) ‘qualquer ‘que. seja ¢ ¢ necessario e syfl
clente que QCZ (E).: Tais coment-‘grioéj_chamm a nosss atengao sobre .
dols casos ‘exf‘remos,‘um no qual @c %,(E) e o outro no qwal wcK(B).

,‘. .ﬁ“ll \‘.'
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PROPOSICAC 10. Sejam E um espaco localme ¢ compacto, @ uma sgb-a:l-
gebra, contendo 1, de Eb(E) e @ um _sub-espaco vetorial de £ (E) gue
seja um @-médulo. Entdo @ ¢ de tipo finito sob Q.

Demonstracao. 'Pass‘emos a compactificagao de Stone-Cech, fE, de E,
Entao § (E) identifica-se a €(p E)y de modo que @ identifica-se a u-
ma sub-algebra S, contehdo 1, de g(ﬁ E). .Por outro lado, foo(E) i
dentifica-se a EN(ﬁ E), onde N é o complementar de E em PE, de mo-
do que & se identifica a um sub-espago vetorial S de ﬁN(P E). No-
temos que B W e um ﬁQ,-médulo. & determina uma relagao de equiva-
lencia pE/PQ enm [:'IE, a qual induz E/@ em E. Seja ge goo(E) tal quey
qualquer que seja a classe de equivalénéia X em E segundo E/&, a
restricao g|X pertenca a aderéncia de ¥|X em £€,(X). Notemos que a
extensao continua [ég de g a [BE, que se anula sébre; N, e tal que,
qualquer que seja a classe de equivalencia X em pE segundo BE/BQ,
a restricao ngX pertence a aderéncia de pé_{IX em f_é',(p E), Pela
Proposigao 9, ng_!é de tipo finito sob p@. Logo ﬁg‘pertence a ade-
rencia de f¥ em E(p E), donde resulta que g pertence a aderéncia de

& em gb(E), ou seja, em £ (E).

No estabelecimento da proposigio seguinte, necegsitaremos do
lema classico abaixo indicado, sobre partigoes continuas da unidade

» ! -~ o
num espago uniformizavel separado, nao necessariamente normal.

LEMA 3. Seiam E um espago ugiformigg’ el separado e Ki’ I =1y.0098%
partes compactas de E tais que Kln o) K, = 2. Entao existem fun-
oes real ontinuas @y > Oy 1 = 1ge-°ys, em E tais gue cada x,; se
anule sobre Ky» 1 = 1yeonssy e 2 ¥ =1 en E,
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Demongtracao. Apliquemos o teorema classico da partigao contfnua da
unidade ao espago K = Ky U ... U K,y que e compac‘c.o, logo normal,
Bxistem fungoes reais cont{nuas By > 0 em K tais que B, se anule 80-
bre K,, 1=1, ceey Sy € 2 Pi = 1 em K. Usemos o lema cléssico, ag
segurando-nos que, num espago uniformizavel separado, toda fungé'o re
al contfnua, definida numa parte compacta, pode ser extendida a uma
fungao real contfnua, definida em todo o espagco. Seja, entao, %> 0
uma fungao real cont{nua em E tal que a, <1, Wl[K = Pl' Suponha-
mos ter definido as fungoes reais continuas ¥, > 0 em E de modo que
X Forot @ Sl emE e miIK = pi’ 1 =1y.04y7. Se r s - 2, notemos
que 0¢ B, €1 - (P1+;..+Pr) =1 =(¥ +...+ @ )|K, de modo que pode
mos determinar uma fungao real continua *opq > 0 em E tal que
Uy &l -(¥ +oota), « +1IK = Pp+y* Ser =s-1, tomemos o =

r -]

=1 - {a,+,..+ 0'-3_1) e notemos que a; > 0, mSIK = B4» 0 que completa

a demonstragao por indugao.
Outra forma de reduzir-se o lema ao teorema da partigaoc cont{nua
da unidade em espagos compactos, consiste em passar-se de E a sua comg

pactificagao de Stone-Cech, ME.

PROPOSICA0 11. Seiam E um espaco localmente compacto, @ uma sub-alge-
brascontendo’l, de €(E) ¢ & um sub-esvaco vetorial de K(E) gue sela um

@-modulo. Entdo e de tipo finito sob @ .

Demonstracao. A demonstragdo desta proposigao sera uma extensao da g
presentada no caso da Proposigao 9. Indiquemos com 7w a aplicagao cop
tinua de E no espago €(@), produto cartesiano de R por si mesmo @& ve~-

zes, ou sejay, eSpago das funqaes reais sobre &, aplicac}go que a cada

i
:‘
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x € E associa o ponto w(x) = {f(x)}, fe@, de €(@). FNotemos que a re-
1ag§o de equivaléncia, definida por w sobre E, coincide com E/&, de
modo que as classes de equivaléncia em E segundo E/@ correspondem-se

biunivocamente com as imagens rec{procas w*l(y), y € m(E). Dada

ge fco(E), suponhamos que, para toda classe de equivalencia X =
= v-l(y), vy ¢ m(B), verifique-se que g|X pertence a aderencia de

w|X em EOO(X); ou seja, que, fixado &> 0, para todo y € w(E), haja

&, € &tal

y
|w~y(x) - g{x)| <€, x e Ty,
0 conjunto

Ky = {er; lgy(x) - g(x)| >€}

e compacto e disjunto de v']‘(y)o Logo 'rr(Ky) é compacto, contido em
m(E) e nao contem y. Pela propriedade da intersegao finita, existem

Y1re+09 ¥g € m(E) tais que

- (Kyl) N...N W(Kys) =9 .

Pelo Lema 3, sejam &, > 0 funcoes reais cont{nuas em m(E) tals que
@, se anule sObre ﬂ‘( Kyi)’ 1 = 1y0a0y Sy 82 %, =1 em 7(E). Consi
deremos as fung:Ses reais continuas ‘Pi = Oti Tys i=1y.009 8y em E, que

verificam X % = 1. Afirmamos que

| 5 ¥ (x) w (x) - g(x)|< € x eE,
i yi

A comprovacao desta desigualdade e ana’loga a uma felta no decorrer da
demonstragao da Proposicao 9 e sera omitida. Seja K uma parte compag

ta em E tal que

lg(x)]| <€, Wy (x) = 0, x € E -K, 1=1,...8.
1



121

Para cada 8> 0, determinemos £13000y £ € Q tais que

'(Pi(X) - fi(X)l< 5 9 X € K’ j. 1,-00,3’

pelo teorema de Weierstrass-Stone, pois ¢&, 1 =1...98), é constan~-
te em cada classe de equivaléncia em E: Escolhendo § suficientemep

te pequeno, teremos

|Z £4(x) wyi (x) - g(x)| <&, x e K.

Ora, tal desligualdade é verdadeira nao so em K, mas tambem fora de K,
ou seja,

2 fiwyi-—gl|<5«

Basta, entdo,. que notemos que

para concluir a demonstragao.

As Proposigoes 9, 10 e 11 sao casos particulares da proposigao
segulnte, que se apresentaré rals adiante como um caso particular na-
tural do Teorema 6 (correspondendo,exatamente, ao caso em que podemos
concluir que uma certa série de termoé positivos;é divergente, pois
seu termo geral nao tende para 0; vér a observagao apés o Teorema 5).
Deixaremos aos culdados do leitor a demonstragao da PrOposiqio 124 no

estilo das que apresentamos para as precedentes.
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PROPOSICAO 12. Sejam E ym espago localmente compacto, Q@ uma_gub-gl=-
gebra, contendo 1, de E(E) e & um sub-espaco vetorial de fm(E) que
seia um @-modulo. Se, quaisguer que sejam f € @, we &y yerificar-se

gue f ¢ limitada no suporte de «, entdo w sera de tipo finito sob@.

Terminemos este parégrafo tecendo uns comentarios a respeito da
relagao mitua entre essas proposigdes. A Proposigao 9 € caso particy
lar evidente da Proposicao 10, ou da Proposicao 11, ou da Proposigao
12, correspondendo aoc caso de E ser compacto. Por outro lado, a Pro-
posigao 10 fol aqui apresentada como consequancia da Proposigao 9, mo
tivo pelo qual demos uma demonstragﬁo direta da Proposiqao 9, que ¢
ligelramente mais simples do que a demonstracao da Proposig¢ao 11, em
lugar de apresentarmos a Proposicaoc 9 e, portanto, a Proposicao 10,
como casos particulares da Proposigao 11. Notemos que nao apresenté-
mos, porém, a Proposicdo 11 como consequéncia da Proposigao 9. Nas
demonstragaes das ProposigSes 9, 10 e 11 (além de 12), fizemos uso do
teorema de Welerstrass-Stone. Por outro lado, a Proposigao 9 e, eon<
sequentemente, cada uma das Proposigoes 10, 11 e 12, contem como caso
particular o teorema de Welerstrass-Stone, bastando, para ver-se isso,
aplicar a Proposigac 9 sob a hipotese de que @ = &. Portanto, o teo-
rema de Welerstrass-Stone equivale a cada uma das Proposigoes 9, 1?,
11 e 12. Finalmente, notemos que as PropOSLQSes 9, 105 11 e 12 sao
consequéncias do resultado mals simples que estabeleceremos a prop531
to do problema generalizado de aproximagao de Bernstein, a saber, 0

eriterio exponencial (ver Corolario ao Teorema 4).
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No presente parégrafo, iremos indiecar, sistematicamente, éom
E um espago localmente compacto, com @ uma sub-a’lgebra, contendo 1,
de Z(E) e com & um sub-espago vetorial de EOO(E), sendo & um @-modu-
lo, isto 6, Q@< i .

As Proposigoes 10, 11 e 12 (bem como a Proposigao 9, mas de um
modo mascarado, pois nela supomos a compacidade, que faz esvanecer o
infinito) mos‘tram-nos que certas condigSes de comportgmento no infi-
nito, das fungoes de & e &, garantem-nos que i seja de tipo finito
sob @ Uma analise do espirito das Proposigoes 10, 1l e 12 e das
condigoes classicas suficientes para que uma fungao seja um peso
fundamental, tais como as ProposigSes %2y 4 @ 5y indicam-nos que o fa
to de @ ser de tipo finito sob @ deve, normalmente, ser assegurado
por condigaes de decrescimento suficientemente répido no infinito,
das fungoes de é}'-em relagao as funcoes de {, ou alternativamente, por
condigoes de crescimento suficientemente lento no infinito, das fun-
coes de @ em relagao as fungoes de &. Com o objetivo de estabelecer-
mos resultados preelscs e mals gerais em tal diregﬁo, comecemos com o

lema preliminar seguinte.

LEMA 4. Sejam T um espaco topoldgico separado, K uma colegao de par-
teg compactas de T cuija intersecao e vazia, & ums colegio de rela-
..goeg de equivalenclas gdpre T tals que:

(1) Se Re R, o saturado B(K) de toda parte compacta K de T e

4

(2) Se Ry R,c® existe ReR tal gue, em 12, o prafige de R
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esteja contido nos gréficos de Rl e Rao

(3) Se x,yeTyx #y, existe Re & tal que X e y nao sejam I
R =eguivalentes.

Entdo existe Re @ tal que

(14R(K); Kefx} =9 .

Demonstragac. Se R e &, ponhamos
Ly = [1 4R(K); Ke'&} s

,

que € um conjunto fechado, por (1). Ponhamos, também,
L= {LB; Re@} = (] {R(K); Kek, .RGQ} )

que tambem e fechado. Afirmamos que L < K gqualquer que seja Ke X,

De fato, sejam x¢ L, Ke ¥. Entac x € R(K), ou seja, R(x) fl x # 0,
para toda RG@. Por compacidade e por (2), existe y pertencente a
rR(x) [] K qualquer que seja Re ®. (3) implica que x = y, donde ob-
temos xe K, como queri’amosa Isso prova que LS K qualguer que se-
ja Ke¥, donde L = §. Fixemos um Ke¥X, visto que K nao é vasio. Por
compacidade e por (2), de L = @ obtemos que Ly ﬂ K = £ para uma cer
ta Re @ Isso implica que LR = @, pois LR e R-saturada e uma R-

-classe de equivaléncia contida em LR estaria, também, contida em

R(K) e, portanto intersectaria K,'contra a hipotese de que I’Hn K=g.

COROLARIO. gSedjam T =TT {Tis 1€ I} um produto cartesiano de espagos

topologicos separados e ¥ uma colecio de partes compactas de T, gcula
tersecao ¢ vasia. Entao ste uma parte finita Nde I tal gue,

sendo
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Tyt T {Ti; ie I} — TT {Ti; ie N}

a_projecao natural de produto em sub-produto, entao

1 {ry(K); kKe¥} =9 .

Demonstragac. Para toda parte finita N de I, seja Ry a relagao de

equivaléncia em T dada ﬁor

x RH y vale se e sO se vN(x) = TrN(y), X,y T,

e ponhamos

® = {Ry; NC I finito }

Como TN e contfnua, se K& T for compacta, FN(K) seré compacta, logo
fechada, de modo que

Ry(K) = 2l my(K)

N

sera fechada. A condigﬁo (1) do Lema 4 é, pois, satisfeita. As cop

digdes (2) e (3) sdo evidentes. Logo ha uma parte finita N de I tal

que

N ot rg0); Ke &} =2,
ou seja, ‘

vﬁl [n {‘n‘N(K); Kex}] =8,
ou ainda ‘

n{wN(K); KeK}=9.

. Ld
Com o objetivo de enunciar o proximo teorema, introduzamos as

seguintes notagoes.

Indiquemos com En o conjunto das fungoes reaig'contfnuas, estri

tamente positivas em todos os pontos de B_n', que sejam pesos fundamen-
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tals no sentido do problema classieco de Bernstein (§3 ).

Seja A um conjunto de geradores de (@ como élgebra com unldade,
de modo que @ coincide com o conjunto das f€&(E) que podem ser es-
critas como

£ =pey4 ceay £.)

sendo pe..p ’ fie 4, i = lys0s9r e T =1,y 2, ... convenientemente es-

colhidos.

Seja, também, W um conjunto de geradores de W como g‘-mo'dulc, de
modo que & coincide com o conjunto das wefm(E) que podem ser escri

tas como

&=
fl wl +ooo+ fr wr’

onde f;¢ @e wje Wy 1 =1, cooyrer =1, 2, ... sao convenientg

mente escolhidos.

TEOREMA ln §93 para dia ﬁiﬁhgma QQ Eg::agg:eﬁ fl’ ceoy .fn € A,UGW,

existir Be _@n tal que
Iw(x)l € B[fl(X), poo9 fn(X)]s X e E,
entao @ sera de tipo finito sob .

Demonstracaoc. A demonstragao desta proposigao sera uma extensao das
expostas para aé ProposigSes 9 e 11. Comecemos notando que, se we &
e se X £for uma classe de equivaléncia de E segundo E/@, existe w'e&
tal que w]X = w'|[X e & seja uma combinagao linear finita, com coe-
ficientes em R (e nao apenas com coeficientes em @!) de elementos

de Wo Com efeito, temos



127

w:Zfi Wiy £y .y w, e Wy £ = lgoooy Io

Se ja ¢; o valor constante de £y sobre Xy £ =1, oooy . BEntao w'=

L) ~
= z Cy Wy responde a assergao.

Tendo feito tal observagé'o, indiquemos com T a aplicaggo con-~
t{nua de E no espago E(A), produto cartesiano de R por si mesmo A
vezesy Oou seja, espago das fungaes reals sabre A, aplicagé’o essa
que a cada xe¢ E associa a fungao real w(x) sobre A dada pdr m(x)(f)=
= f(x) se fe A, Notemos que a relagao de equivalé'ncia, definida por
7 sobre E, coincide com E/{, de modo que as classes de equivaléncia
em E segundo E/& correspondem=-gse biunivocamente com as imagens in-

versas v“l(y), yen(E), pois A gera .

Dada gegoo(E)’ suponhamos que, para toda classe de equivalep
cla X = vnl(y), ye m(E), verifique~se que g|X pertence a aderencia
de W|X em EOO(X); ou seja, que, fixado €>0, haja wy € & para todo
ye w(E) tal que

lwy(x) - g{x) <&, xer L (y)

Em virtude da observagao inicial, podemos supor quez.fy seja uma com
binagao linear finita, com coeficientes em R, de elementos de W. O
conjunto 1

K. ={x6B; lwyx) = gx)|>¢}
& compacto e disjunto de W”l(y)o Logo v(KY) e compacto, contido em

m(E) e nao contem y. Dai resulta que,y sendo

K = {W(Ky)i ye v(E)} R

a intersecao de :_[_(5 vasla. Pelo corolario ao Lema 4, existem fiEA,

i=1, ...y ny, tals que, se 5}t> for a aplicag'a'o de E en ﬁ,n dada por
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@ (X) = (fl(x)’ sascy fn(X))’ er,

entao
N {lrex,)] s ygn-(E)}; g .

Por compacidade, determinemos ¥g€ m(E)y 1 = 1ly...y 5y de modo  que

n{é[w(KYi)]; A T

Em virtude de _E_l_n ser um espaco normal e pelo metodo das pa.rtigé'es

cont{nuas da unidade, existem funcoes reais cont{nuas @ > 0 tals

que ¢ se anule sobre %[-n-(.Ky )],1 =1y ooy Sy 62 % =1enm R™.
i v
Consideremos as fungoes reais cont{nuas ‘Pi = oy <I> 20y 1 = 1500098,
em B, que verificam ) $; = 1. Afirmamos que
(1) 12 e (x)w,_ (x) - g(x)]<E, xekE .
1 ¥yi
Essa desigualdade e uma consequéncia de
(2) P (x) |w, (x) - glx)|¢ce Y, (x)y XeE, 1 =1,..0y 8,
i ¥y i

e da observagao de que, para cada xe€ B, (2) ¢ vallda no sentido es-

trito, para ao menos um 1 =1y ...y s« De fato, se
(3) : lw, (x) - g(x}] < &,
Vi

entao (2) é clara. Em caso contrario a (3), temos que xe Kyi, don~
de ‘Pi(x) = 0 e (2) ainda € verdadeira. Alem disso, esse raciocinio
mostra-nos que, se ‘Pi(x)>0, entao (3) e verdadeira, de modo gque

(2) vale no sentido estrito, bastando, entao acrescentar que, dade
xeE, de . ¥, = 1 resulta que 'Pi(x)>0 para ao menos um 1 = ly...98.

Tendo, entao, demonstrado (1), ou seja
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2 oq[r10005 s £, w0 - gwdlee, xes,

como cada O 1 %1, voay 8 € uma combina¢ao linear finita, com
i _
coeficlentes em Ry de elementos de W, podemos re-escrever essa desl

gualdade do seguinte modo
(4) IS By[£1x)s oees £,0)) - W) - gx)l<E, xeE,
onde By =1y ...y my 8830 combinagoes lineares finitas, com coefi

cientes em R, de Oy 1 =1y ...y sy ey consequentemente, sao limita

das em ;B_n'e WJ € Wy J =1y evey me

Pela hipétese do teorema, para cada J = l, ..y My ha Bj € ﬁ%l

tal que
(5) le(x)ls Bj[fl(X)’ s a0 fn(x)]’ er’ j = 1, sesy M.

, . " on n
Alem disso, como B3 e um peso fundamental em R" e como ﬁj Bjﬁ_ga}ﬂ )y

dado 8> 0, existe P;: € _03, J =1 ¢.2y my tal gue
J -n

|B4C6) By(£) - py() By(£)] <S8, teB% J=1,...,m,

donde

(6) |8y [£205 +os £,00] B0 - py [0ty <8,

x‘eE, J = 1’ LR N | m’
em virtude de (5). Combinando (4) e (6) e escolhendo § suficiente-
mente pequeno, obtemos |

IS pj[fl(x), ey fn(x)] wy(x) - g)|<E,  xeE,
ou seja,

L |
“Z p;] (fl"...’ fn) wj - gll(ﬁ.

Basta, entao, que notemos que
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Z Pj(fli' cosey fn) wj > Q_&_f_c:g

para concluir a demonstragao.

fsse teorema reduz a pesquisa de condigSes suficlentes, que nos
assegurem o caso de tipo finito no problema generalizado de aproximg
gao de Bernstein, a determinagao de condigoes suficientes ‘para que u
ma fungao seja um peso fundamental no problema clasgico de aproxima-
gao de Bernstein. Portanto, o problema de descrigao de aderéncias,
no caso geral, fica, assim reduzido ao problema de densidadq, no ca-

so de dimensao finita.

Passemos, agora, a redugEo do problema de descrigSO de aderen-
clas, no caso geral, ao problema de densidade,; no caso uni-dimensio-
nal. Como no teorema de Welerstrass-Stone, bem como na maloria dos
setores da teoria da aproximagaoc, o caso geral deve Qeduzir-se ao
caso unidimensicnal. No caso @o problema de Bernstein, porém, a re-
dugao do caso geral ao caso unidimensional apresenta uma dificuldade
adicional, que nao ocorre na redugao do caso geral ao de dimensao fi
nita, sendo de nctar-se, também, que algo e perdido na passagem  ao
caso unidimensional. fisse fato ¢ um aspecto das dificuldades anal{~
ticas maiores, quehsé associam a0 problema de Bernstein, quando ele

»
e comparado com o problema de Welerstrass.

Para efeitos do enunciado do Teorema 2y seja}f‘um conjunto de
funqSes reais continuas, estritatamente positivas em todos os pontos
de B, tal que, para cada n = 1, 23 +..y Se By € Fyi=1ly, ceoyny, e

B for a fungao real definida em B por

BS) = tnf {ByCe)s eny BN s 6= (s e 50BN

~ L ~ ~
entao necessariamente Be §n. De acordo coimm a Proposicaso 1, isso e-
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qulvale a digzer-se que, para cada n = 1, 2y ...y se B £or uma fungé.'o
real contfnua, estritamente positivd em todos os pontos de B_n, tal
que

B(t)<By(t;)y t = (tys oooy £) e B% 1 =1, «0uy ny
entao Be 8 . Da definigao de X, results que Fc 6_31.. Nao sabemos se
@1 possul a propriedade indicada para ¥. Se 3 se referisse a gn, e
nao apenas a R, teriamos um enunciado correspondente da propriedade
acima descrita, que nos dispensaremos de mencionar explicitamente,
pois sera inutil para nos, bem como a questao de saber-se se 8 poss

sul tal proprledade.

IEOREMA 2. Se, para cads par de geradores fe A, weW, gxigtir Be &
fal que
lw(x)] ¢ B{£(x)], X e E,

entao & gera de tipo finito sob @.

ngoggtggg&o. De acordo com o Teorema 1, basta que mostremos que, pa
ra cada sistema de geradores f;€ A; 1 =1, 00y Ry WeW, existe
Be@n tal que |

|W(X)I\<~, B[fl(X)’ ccoy fn(X):l ) ero

Por hipétese, existem Bie E, i1=1, sy ny tals que

]w(X)Ié Bi[fi(X)]’ ~x€ E, i ‘_"l’ oolo’ n’
resultando a assergao da propriedade de E
Indiquemos um caso particular do Teorema 2. Para 1sso, geja’

-n
seja o expoente real a>0, n =1y 24 4o . Notemos que, se a>1l e

B o subconjunto de @n’ das fungdes B tais gque B%e _@n qualquer que
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Be B , entao B%B = g*1 ¢ limitada, donde resulta que B® e @n,pela
Pro;ﬁosiggo 1. Se 0<a<l e Be @n’ nao resulta necessariamente que
B“e@_n (ver Exemplo 10 abaixo). Portanto, B, ¢ uma parte prdpria de
e .

n

IEOREMA 3. Se, para cada par de geradores fe A, weW, exlstir Bs§1

al gue

je(x)]| < B[f(x)], xeck

entao ¥ gera de tipo finito sob Q.

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2y basta gue mostremos que El
tem a propriedade de 3", indicada imediatamente antes do enunciado do

mesmo teorema (caso particular de uma propriedade ané.loga. de En’ que
nos dispensaremos de enunciar e justificar). De fato, sejam By e By

1 =1y «¢vy n. Ponhamos
= - n
B(t) - inf Bl(tl), voco0 8y Bn(tn)} L] t - (t1’ L ] tn) GB &

Lembremos que goo(ﬁn) € o produto tensorial topoldgico de fw(ﬁ) por
sf mesmo, n vezes, com 0 que queremos dizer, simplesmente, que gwcg")
¢ a aderencia do seu sub-espago vetorial gerado pelas fungoes da fop
ma

= - n =
£f(t) = fl(tl)... fn(tn), t = (tlg...,tn)eji ; £5€ Eoo(g), I = 1yeesyn.
Dai resulta que, se &fi, 1 =1y cevy n, forem pesos fundamentais em R
e &r for definida por
- _ n
w(t) _C')-l(tl) s 0 &)’n(tn)’ t b (tl’ *vo0) tn) < g H

entdo & sera um peso fundamental em RZ. Portanto, da Proposigao 1

e da desigualdade
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- ' /n 1/n |
e [Bye)] T een [Bad] T b b Gy s 1) S ER

resulta gque Be Qn, como quer{amos mostrar.

EXEMPLO 10. Mostremos que En & uma parte pré'pria de -@n’ atraves de

um exemplo que nos fol comunicado por P. Mallilavin, em carta de 19
de mar¢o de 1961, Vamos construlr um contra-exemplo ao fato de que
Be B, deve implicar B% B, no caso 0 <a<l. Um esbogo da demong -
tragdo ¢ o seguinte. Se;ja.{In uma sucessao de intervalos abertos
disjuntos, sendo In de extremildades Rn e e Rn,.onde {Rn} e crescepn

te de modo bastante ra'pido. Indiquemos com u a medida definida por

ap (t) =dtem |J I, au(t) =0 em R~ | I, .
Ponhamos %

»(8) "-"Jd,.l
0

Seja A\ a sucessao par tal que
mA(t) =_Z {1;16/\, Al t } = parte inteira de p(t).

Ponhamos

oo
log Bl(x)ﬂ= I logl1 +x° t'ZI - du(t) ,
0

o) = {x; |x -} < exp(- exp.exp(;\j)},
o= U {g(,\); ;\e/\} .
Definamos HB cont{nua de modo que

B(x) = By(x}, =xeR-&,
(1) | log B(A) = = h(A) log |Al, Ae A,
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onde h e uma fungao par que cresce para o0 infinito muito lentamente

quando |A| ~» o0. Se ja P, © pnlinsmio

o/
Py(2) = Tf{(l-za/)\z); Al < B, T, /\GA} :
Entao
|pn(x) B(x)| g 1, XeR ,
para todo n, desde que {Rn} e h sejam escolhidos convenientemente.

Pelo teorema de Pollard (Proposicao 6), vemos que Be@l. Se consi-

~derarmos Ba e um polinSmio p tal que

|p(x) BHx)|¢ 1, xeR ,

p nao pode ter mais de a.mA(p) zeros no cireculo de centro na origem
e raio p. Usando-se um argumento do tipo do mddulo ma'.ximo, vemos

que o comportamento de p resulta essencialmente da estimativa (1) g
cima, donde B% @1 falso, pelo teorema de Pollard. Essa situagao e,

naturalmente, patolégica. Se tivermos a hipétese adicional
|B(x+t)/B(x)| =0(1); xeR, |t]|<1,

e possivel provar-se que B € @1 implica B% @l para todo a>0,

10, Algumas formas gg__x_';icg' 1 ares dos critérios gerais

Vejamos algumas consequéncias Interessantes, de aplicaggo prg’_
tica mais acessivel, do Teorema 3 combinado com os criterios cléssi._
cos indicados anteriormente (Proposigoes 3, 4 € 5). Manteremos o]

significado das notagoes E, @, &y, Ae W do parégrafo precedente.
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LEMA 6. Sela ¥ o conjunto das we Z(R) estritemente positivas em
todos os pontos, para cada uma das guals existe B e B(R) gstritar

g Q g em todos o 0 tal a

B(-t) = B(t), teR,
log 1/B (t) ¢ uma fungao convexa de log t para t >0,

+00
I 1/t2. log 1/B(t) - dt = + 0,

jw(t)|< B(t)y teR .

Entao }_" < B

Demongyrgggc. E claro que ECZ @1, pela Proposigao 4. Alem disso,

se wed, entao w% ¥ para todo numero real a>O0,

TEOREMA 4. Se, para cada par de geradores fe A; weW, existir uyma
funcao Be ¥(R), estritamente positiva em todos os pontos, tal gue

B(-t) = B(t)g te R,y
log 1/B(t) € uma fungdo convexa de log t para t >0,
+00

J 1/t% . 1og 1/B(t)- dt = + o0,

lw(x) < B{£(x)], =xcBE,

entfo & sers de tipo finito sob @.

Demo 0. Resulta imediatamente do Tegrema 3 e do Lema 6.

COROLARIO. Se s para cadg par de geradores fe¢ A, weW, gxistirem
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gﬁmeros reals Ky k> 0, tais que

I(J(X)Ié K-exp[—k[f(x)l], xek,

entao & sera de tipo finito sob @.

LEMA 7. Seija 2 a, uma serie de termos reais positivos, tails que

QKM@I‘.Q_LQQL S>0 para o qual am+1~‘és an? m= 1y 2y eos o
Entéo

(1) Z{am;m>1}=+oo

”
€. pDara cada k =1, 24 ...y eguivalente a

(1-k) Z{akm; m'),l} =+ 00,

~ Il . * -
A demonstracao e simples e classica.

LEMA 8. Seia F o conlunto das « € €(R), estritamente positivasg

em todos os pontos, tais gue

Z{Vm/Mm; m>1}= + 00,

onde
Entaog'c _1?1.

Demonstracao. E claro que _S_"t:: @1, pela Proposicao 5. Tomemos we ¥
e um numero real a>0 e mostremos gue w? e 2’, donde resultara o le

ma. Seja k = 1y 23 ... tal que 1/k $a. Pela Proposigao 1, basta
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que mostremos que z = &fl/ke F. Ponhamos

Nm=sup{ltm z(t)]; teg}, m =0y 1y 2y eoe o

Temos que provar que .

& by

+ 00, onde b

m l/n\i/Nm *

Otra,

b = &y onde am=l/n\1/ ’

e {Mm}- 6 a sucessao definida no enunciado do lema 8, de modo que

iremos aplicar o Lema 7 para, da divergéncia de Z 89 concluirmos
a divergéncia de Z bm' Notemos que & £ Mo' Portanto, se M°>l,

teremos

IO RPN LY (TE) i

donde  ' '
am+l< \/Mo' an

Se M <1y entao «+§ 1, donde

eV ¢ o]/l

e, portanto a ., £ &a,. Em qualquer hipdtese, teremos -

111
a4l £ S ap s S = sup {JMO, 1}

e o lema fica demonstrado.

m
e itamente positivos. Po 08

w(t) = inf {Mm/ltml; m=0, 1, 2, } .

LEMA 9. BSela {M} s m =04 1y ooy uma sy cegggo _de gg’meros reals
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n\l/Mm-++oo (m — o00), 2, {1/“3/Mm 3 m)l} = +00,

entao @ pertence ao conjunto ¥ do Lema 8.

Demonstracao. Notemos que a continuidade de w resulta de que
Mm/ltml—-*oo (m = o0) ,

uniformemente sobre toda parte compacta de R. Os pontos restantes

a serem verificados sao evidentes.

TEOREMA 5. Se, para cada par de geradores fe A, eW, tivermos

> 1/1\17Mm5 m>,1}=+oo

M = sup {lf(x)mw(x)l; X € E} s M =041, 2y vee

entao & sera de tipo finito sob Q.

Demonstracao. Podemos determinar uma sucessao {Nm; m = 0, 1,...}

de numeros reals tais gue
m m -
N>O, N 2>M, \/Nm——>—+oo, Y 1/\/ N = + oo,
Ponhamos
B(t) =il'1f {Nm/ltml; m.:O, 1’ 2’ onc}l
Pelos Lemas 8B ¢ 9, B e El' Além disso,

ler(x )] € B[f(x)], | xeE,

e basta ter o Teorema 3 em conta.
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0 Teorema 5 foi demonstrado primeiramente por Malliavin, su-
pondo que @ seja sepafadora, que & tenha apenas um gerador &5y ou
seja W = {w}, o qual nunca se anule, e que a sérle indicada para
esse w e para toda fe A seja divergente, a conclusao sendo, em
tal caso (ver Proposicdo 8) que & ¢ denso em E%O(E). 0 método
de demonstracaoc de Malllavin, porém, & diverso do adotado acima,
nao sendo claro como generalizar o metodo de Malliavin a fim de

obter os Teoremas 1, 2y 3y 4 ¢ 6. Tals teoremas e o0 conceito dge

tipo finito nao figuram no trabalho de Malliavin.

OBSERVACAO., O Teorema 5 contem como caso particular a Proposigao

12. De fato, sob as hipéteses dessa prOposigao, ¢ imedliato que

Z{l/’i‘/Mm; m>,1} = +00

para fe d, we&) pols o termo geral dessa gérie € limitado inferior
mente por um nimero real estritamente positivo e, portanto, nao
tende para zero. Aliés, reciprocamente, se, quaisquer que sejam
fed, weW, a série acima for divergente, devido ao fato de que
seu termo geral nao tende para zero, e facll verificar que as hi-
poteses da Proposigao 12 sao satisfeitas. Em outros termos, a
PrOposiggo 12 corresponde preclsamente ao caso de aplicabilidade
do Teorema 5, em que e possfvel concluir a diverggﬁcia da citada
série porque seu termo geral nao tende para zero. Notemos, igual

mente, que a Proposlcao 12 resulta do corolér;o ao Teorema 4.
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