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Tempa vojago kaj geodezioj en generala relativeco
Viagem no tempo e geodésicas em relatividade geral

Resumo

Ce la Generala Relativeco, en homogena metriko de Som-Raychaudhuri, ni studas
geodeziojn de la tri tipoj: tempa, nula, kaj spaca, speciale la malmulte konatajn samtem-
pajn. Ni ankati studas ne-geodezian cirklan movadon kun konstanta rapido, speciale
fermitajn kurbojn de tempa tipo, kaj movadon de vojaganto al estinto.

Na Relatividade Geral, na métrica homogénea de Som-Raychaudhuri, estudamos as
geodésicas dos trés tipos: tempo, nulo e espaco, em particular as pouco conhecidas de
simultaneidade. Estudamos também movimento circular ndo geodético com velocidade
constante, em particular curvas fechadas do tipo tempo, e movimento de viajante ao

passado.

1 Enkonduko

Cu estas ebla, ke vojaganto revenas al
deirpunkto en antaua momento? Teknike
dirante, ¢u estas ebla kauza malobeo?
Newtona mekaniko respondas mne, sed

Generala Relativeco respondas jes. gajnas
ke Godel [1] unue priskribis sistemon kun
tio ebleco. Aliaj fizikaj sistemoj, nomi-
taj modeloj de Godela tipo, estis poste
studitaj. En ili, la materio povas reveni
al estinto, sed havante kelkan ne-gravitan
akcelon. Tio estas, gia movado estus ne-
geodezia.

Ci tiu artikolo studas geodeziajn kaj
ne-geodeziajn movadojn en speciala mod-
elo de Godela tipo: la universo de Som-
Raychaudhuri [2]. Ni priskribas la geodeziojn|
de la tri tipoj: tempa, nula, kaj spaca. El
la spaca tipo, ni priskribas specialan oka-
zon: la samtempajn geodeziojn, kiuj en-
tenas nur samtempajn najbarajn eventojn
en la elektitaj koordinatoj. Ni montras ke
kauza malobeo ne estas, se la movado estas
geodezia. Ni poste studas specialan kla-
son de ne-geodezia movado, kaj prezentas
movadojn kun reveno al estinto.

La linielemento de Som-Raychaudhuri
estas skribita en la formo [2]

1 Introducao

Sera possivel que um viajante retorne ao
ponto de partida em um momento anterior ao
da partida? Em termos técnicos, sera possivel
uma violacao da causalidade? A mecanica New-

toniana responde nao, mas a relatividade geral
responde sim. Parece que Goédel [1] foi quem
primeiro descreveu um sistema com essa possibi-
lidade. Outros sistemas fisicos, chamados mode-
los tipo Godel, foram depois estudados. Neles, a
matéria pode retornar ao passado, porém tendo
alguma aceleracao nao-gravitacional. Isto é, seu
movimento seria nao-geodético.

Este artigo estuda movimentos geodéticos e
nao-geodéticos em um particular modelo tipo
Godel: o universo de Som-Raychaudhuri [2].
Descrevemos as geodésicas dos trés tipos: tempo,
nulo, e espaco. Dentre o tipo espaco, des-
crevemos um caso especial: as geodésicas de
simultaneidade, que contém somente eventos
vizinhos simultaneos nas coordenadas esco-
lhidas.  Mostramos que nao ha violacdo de
causalidade nos movimentos geodéticos. Estu-
damos entao uma classe especial de movimentos
nao-geodéticos, e apresentamos movimentos de
matéria com retorno ao passado.

O elemento de linha de Som-Raychaudhuri
na ¢é escrito na forma [2]

€(ds)? = [cdt — (Qr?/c)dp]” — (dr)? — r¥(dg)* — (dz)?, (1)
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kie ¢ = +1,0,—1 por intervaloj de tempa
tipo, all nula, au spaca, respektive. Latu la
generala relativeco, la materio rilata al tiu
metriko estas elektra polvo, kun unuformayj
masdenso kaj Sargdenso. La polvo restas
relative al la spaca teksajo, kaj la Lorentza
forto en iu Sargo estas nula.

Car goo = 1, la koordinathorlogoj estas
normhorlogoj. La kinematika parametro
de rotacio valoras (), kaj estas spactempe
konstanta. Do najbare al origino la spaca
teksajo [r, ¢, z| rotacias kun angula rapido
) = konst cirkau akso z, relative al iner-
cia kompaso. Ni supozas {2>0, implicante
rotacion de teksajo en malhora direkto, kiel
figuro 1 montras. Tamen, tiu elekto ne im-
plicas fizikan limigon.

yin

onde ¢ = +1,0,—1 para intervalos tipo tempo,
ou nulo, ou espaco, respectivamente. Segundo a
relatividade geral, a matéria relacionada a esta
métrica é poeira eletricamente carregada, com
densidades de massa e de carga uniformes. A
poeira esta parada relativamente a trama espa-
cial, e a forca de Lorentz em cada carga ¢é nula.

Como ggp = 1, os relogios de coordenada
sao relogios padrao. O parametro cinematico de
rotacao vale €, e é espagotemporalmente cons-
tante. Entdo na vizinhanca da origem a trama
espacial [r, ¢, z] gira com velocidade angular ) =
const em torno do eixo z, relativamente a uma
bussola de inércia. Noés supomos €2 > 0, impli-
cando rotacgao da trama no sentido anti-horéario,
como a figura 1 mostra. Entretanto, essa escolha
nao implica limitagao fisica.

Tin

Figuro 1: Najbare la origino, la spaca teksajo de Som-Raychaudhuri [z, y] rotacias kun angula
rapido € relative al spaca teksajo [z, yin], en malhora direkto.

Figura 1: Na vizinhanga da origem, a trama espacial de Som-Raychaudhuri [z, y] roda com
velocidade angular ) relativamente a uma trama inercial [2;,, yin], no sentido anti-horario.

En la sekvanta sekcio ni komencas solvi
geodeziajn ekvaciojn. En sekcio 3 ni stu-
das la geodeziojn (helicajn) de la tri tipoj,
cirkat la akso z, kaj en 4 la samtempajn
geodeziojn (rektajn). En sekcio 5 ni stu-
das cirklajn movadojn de vojaganto al sia
pasinto. Kaj en 6 ni konkludas kaj prezen-
tas interesajn konsiderojn. Sekve ni difinas
kelkajn utilajn kvantojn, kiuj estos deta-
lataj en [4].

Distanco inter du najbaraj punktoj en
spaca teksajo:

Na secao seguinte nés comegamos a resolver
as equagoes geodéticas. Na secao 3 estudamos as
geodésicas (helicoidais) dos trés tipos, em torno
do eixo z, e na 4 as geodésicas (retilineas) de
simultaneidades. Na secdo 5 estudamos movi-
mentos circulares de um viajante ao seu passado.
E na 6 concluimos e apresentamos consideracoes
interessantes. A seguir nds definimos algumas
quantidades tteis, que serdao detalhadas em [4].

Distancia entre dois pontos vizinhos na trama
espacial:

AL := \/(QOiQOj/QOO — gij)daidad, 05 =1,2,3. (2)

Atentu ke dL nuligas nur se la du punktoj
koincidas.

Atente que dL é nula somente se os dois pontos
coincidem.



CBPF-NF-009/11

Intertempo de evento z* al evento z* +
dat:

Intertempo do evento x* para o evento z# +
dat:

dT = go, dz*/(c/goo) - (3)

Se la intervalo dz* estas de tempa tipo (au
nula), kaj se d7" estas pozitiva, tiuokaze ob-
jekto (au lumo) povas iri de x# al a# +dz* .
Se tamen d7T" estas malpozitiva, la movado
de objekto (att lumo) estos de x* + da*
al x#. Se dz* estas spaca, dT' indikas la
tempan ordon de eventoj por inercia ob-
servanto fiksata en la spaca teksajo en z# .
Ni faru rimarkon pri propra intertempo.
Atentu ke (ds)? estas difinata per liniele-
mento (1), sed la signumo de ds ne estas
fiksata. Por ds # 0, ni interkonsentas

Se o intervalo dz* for tipo tempo (ou nulo), e se
dT for positivo, entdo um objeto (ou luz) pode ir
do evento x* para o evento x* + dz#* . Se porém
dT for negativo, o movimento do objeto (ou luz)
sera do evento x* + dz* para o evento z*. Se
dx* for tipo espaco, entao d7' indica a ordem
temporal dos eventos para um observador iner-
cial fixado na trama espacial em x* .

Facamos uma nota sobre intervalo de tempo
proprio. Atente que (ds)? est4 definido pelo ele-
mento de linha (1), porém o sinal de ds nao esta
fixado. Para ds # 0, nés convencionamos

dT/ds > 0. (4)

Speciale, en movadoj de tempa tipo (ds)/c

estas la intervalo d7 de pasita propratempo,

do s pligrandigas dum la movado.
Rapido inter x* kaj x* 4 dat:

Em particular, nos movimentos tipo tempo

(ds)/c é o intervalo dr de tempo préprio decor-

rido, portanto s aumenta durante o movimento.
Velocidade entre x* e z# 4 dat:

Vi=dL/|dT]. (5)

Oni konstatas ke V' < ¢ se kaj nur se dz*
estas de tempa tipo.
Difinoj (2) kaj (3) implicas

Constata-se que V' < ¢ se e somente se dz* for
tipo tempo.
As definigoes (2) e (3) implicam

e(ds)? = (edT)? — (dL)?, (6)

same kiel en speciala relativeco. Do dT',
dL kaj V estas, respektive, intertempo, dis-
tanco kaj rapido, rilataj al movado de ob-
jekto (se V' < ¢), en inercia referencsis-
temo restanta relative al la spaca teksajo,
en evento x*; alivorte, inercia referencsis-
temo fiksata al spaca teksajo en tiu punkto
kaj en tiu momento.

Por la metriko de Som-Raychaudhuri,
la distanco kaj la intertempo estas

exatamente como na relatividade especial. En-
tao d71', dL e V sao respectivamente intervalo
de tempo, distancia e velocidade relacionados ao
movimento de um objeto (se V' < ¢), em um re-
ferencial inercial parado relativamente a trama
espacial, no evento x*; em outras palavras, um
referencial inercial fixado na trama espacial nesse
ponto e nesse instante.

Para a métrica de Som-Raychaudhuri, a dis-
tancia e o intertempo sao

dL = \/(dr)? + (rdp)? + (d2)?, dT =dt — (?/c*)dy. (7)
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2 Ekvacioj de geodezioj | 2 Equacoes das geodésicas

Linielemento (1) ne pendas de t,p,z. | O elemento de linha (1) independe de ¢, ¢, z. En-
Do la respondaj kovariantaj komponoj de | tao as correspondentes componentes covariantes

la kvarrapido w* := da*/ds estas kon- | da quadrivelocidade u* := dz*/ds sdo cons-
stantaj, en geodezia movado: wy = 7, | tantes, em um movimento geodético: ug = 7,
u, = =3, u, = —(¢. Uzante u, = guu”, | u, = =05, u, = —(¢. Usando u, = g,,u", resul-
rezultigas tam

n = cdt/ds — (Qr*/c)dy/ds,
3 = (—Qr?/c)(cdt/ds) — (r* — Q% /?)dp/ds,

© 0o
-

—( = —dz/ds. (10)
Atentu ke (7b) kaj (8) implicas | Atente que (7b) e (8) implicam
n=cdT/ds. (11)

Pro konvencio (4), ¢iam n > 0. Devido & convencao (4), sempre n > 0.
Per rearangoj en (8)—(10), okazas Mediante rearranjos em (8)—(10), ocorrem

cdt/ds = BQ/c+n(l—Q%r?/c?), (12)
dp/ds = B/r*—nQ/c, (13)
dz/ds = (. (14)
Por havi dr/ds, ni metas (12)—(14) en lini- | Para termos dr/ds, nés inserimos (12)—(14) no

elemento (1), ricevante elemento de linha (1), obtendo

2
@rjasp == (5= 12) L s - (15)

Car p? = (dr/ds)? + r3(dp/ds)?, p estas | Como p? = (dr/ds)? + r(de/ds)?, 1 é nulo so-

nula nur en movado paralela al la akso z. mente nos movimentos paralelos ao eixo z.
Nun ni komencu integri (12)—(15). Unue Vamos comegar a integrar (12)—(15). Primeiro
ni kombinas (13) kun (15), ricevante combinamos (13) com (15), obtendo
ar\* (B8 0\,
) = R —r?, 16
(dg@) a <T2 c " (16)
La solvoj de (16) estas cirkloj, ‘ As solugbes da (16) sao circulos,
r? + a® — 2ar cos(p — @) = p*, pi= M= p*+ ki) (17)
Y 2779 Y 779 Y

onde a e p( sdo respectivamente as posicoes ra-
dial e angular do centro do circulo, e p € o raio,

kie a kaj ¢ estas respektive radiusa kaj
angula pozicio de la cirkla centro, kaj p es-
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~—_ 7 =

Figuro 2: La cirklo (17) por okazo a > p. La cirklo estas orta projekcio de geodezia trajektorio,

en ebeno z = konst.

Figura 2: O circulo (17) para o caso a > p. Ele é a projecao ortogonal de trajetéria geodética

em um plano z = const.

tas la radiuso, kiel figuro 2 montras. Car Ju
en (15b) ne pendas de 3, ankat la radiuso
p ne pendas.

Do ¢iu geodezia trajektorio estas deseg-
nata en cirkla cilindro kun radiuso p kaj
akso paralela al akso z, je distanco a. Tio
estas montrata en figuro 2 por a > p, ek-
vivalente § > 0. Figuro 3 montras aliajn
okazojn, por kelkaj valorojde 3. Se 3 =0,
tial a = p, kaj la trajektorio krucas la ak-
son z. Se 3 < 0, la cilindro cirkauas la ak-
son. En speciala okazo 8 = —cu?/(4n9Q),
okazas a = 0, tio estas, la akso de cilindro
estas la akso z.

Oni konstatas ke la kalkuloj de geodezioj
kun a = 0 estas tre simplaj. Ili estas far-
itaj en la sekvanta sekcio. Car [7] mon-
tris ke la linielemento (1) estas spactempe
homogena, ni povas forkonduki geodeziojn
kun a = 0 al iu regiono de spactempo. Sek-
cio 4 studos malkune la interesan okazon
a — o0.

3 Geodezio kun a =0

Substituante a = 0, r = p = konst, kaj
B = —cu®/(4nQ) en (12)—(14), ni ricevas

cdt_772—|—C2+e
ds 2n ’

Car la kvociento dz /dp estas konstanta, ni
konstatas ke la paSo de la cirkla helica tra-

de_ 20 &
ds c

como a figura 2 mostra. Como x na (15b) nao
depende de 3, tampouco o raio p depende.

Entao toda trajetéria geodética esta desenhada
em um cilindro circular com raio p e eixo paralelo
ao eixo z, a uma distancia a . Isso estd mostrado
na figura 2 para a > p, equivalentemente § > 0.
A figura 3 mostra outros casos, para alguns va-
lores de 3. Se § =0, entao a = p, e a trajetoria
cruza o eixo z. Se # < 0, o cilindro circunda o
eixo. No caso especial 8 = —cu?/(4n2), ocorre
a = 0, ou seja, o eixo do cilindro ¢ o eixo z.

Constata-se que os calculos de geodésicas com
a = 0 sdo muito simples. Eles estao feitos na

secao seguinte. Como [7] mostrou que o ele-
mento de linha (1) é espagotemporalmente ho-
mogéneo, no6s podemos transportar as geodésicas
com a = 0 para qualquer regiao do espagotempo.
A secao 4 estudara separadamente o interessante
caso a — 0Q.

3 Geodésica com a=0

Substituindo a = 0, » = p = const, e § =
—cp?/(4n82) em (12)—(14), obtemos

P (18)

Como o cociente dz/dy é constante, nés cons-
tatamos que o passo da trajetoria helicoide cir-
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p>0 =20 B=-cu?/@nQ)

B<0

Figuro 3: Orta sekcio de cirkla cilindro subtenante geodezian trajektorion. La pozicio de la
cilindra akso relative al akso z (origino 0) pendas de 3. Sago indikas direkton de pligrandigo
de T en geodezio.

Figura 3: Secao reta de cilindro circular que suporte uma trajetéria geodética. A posicao do
eixo do cilindro com relagao ao eixo z (a origem 0) depende de 3. A flecha indica o sentido do

aumento de 7" na geodésica.

jektorio estas konstanta.

Car la direkto de Q estas malhora,
la malpozitiva signumo en (18b) implicas
ke la geodezia parametro s pligrandigas en
la hora direkto. Do (4) diras ke la tempa
parametro 71" ankaii pligrandigas en la hora
direkto. Tio estas jam indikita en figuro 3.

Ni integras (18b) farante ¢ varii de
0 al —27 kaj ricevas As, la pligrandigon
de s dum unu kompleta helicero. Poste,
uzante (18a) kaj (18c) ni ricevas At kaj Az
akumulitaj en unu helicero:

e

As = —
s ol

Ap = 27,

Por kompleti la priskribon de ¢i tiuj geode-
zioj, ni uzas (17b) por ricevi la radiuson de
la cirkla helico,

C

’ =50

Por prezenti pli klaran priskribon, ni
substituas parametrojn n kaj ¢ kun aliaj pli
familiaraj. Uzante (6) kaj (11) ni ricevas la
rapidon V difinita en (5) kiel funkcio de 7,
kaj gian inverson, montritan en figuro 4:

Vie=/1—¢/n?,

At =

cular é constante.

Como o sentido de € é anti-horario, o
sinal negativo na (18b) implica que o parametro
geodético s aumenta no sentido horario. Entao a
(4) diz que também o pardmetro temporal T" au-
menta no sentido horario. Isso ja fora indicado
na figura 3.

Nés integramos a (18b) fazendo ¢ variar desde
0 até —27 e obtemos As, o aumento de s durante
uma espira completa. Depois, usando (18a) e
(18c) nés obtemos At e Az acumulados em uma
espira:

T e+ (2
— 14+ — A
29( + P ), Z

m(c

= Ta (19)

Para completar a descricio destas geodésicas,
nods usamos (17b) para obter o raio da hélice cir-
cular,

e+ (2
2

: (20)

Para apresentarmos uma descri¢ao mais clara,
nos substituimos os parametros 7 e ( por outros
mais familiares. Usando (6) e (11) nés obtemos
a velocidade V' definida em (5) em fungao de 7,
e sua inversa, mostrada na figura 4:

1

T G vye)

(21)
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Figuro 4: Rilato (21) inter parametroj n kaj V.
Figura 4: Relagao (21) entre os pardmetros ne V.

atentu ke V' estas konstanta. atente que V' é constante.

Ni uzas ankati la angulon a € [—7/2, N6s usamos também o angulo a € [—7/2,
/2], ke la orientita trajektorio faras kun | /2], que a trajetéria orientada faz com os
ebenoj z = konst: planos z = const:

tan av ;= dz/\/(dr)2 + (rdep)?. (22)
Car & tie r = konst, tial tan @ := dz/|pdep|. | Como aqui 7 = const, entdo tana := dz/|pdyp).
Uzante geodeziajn ekvaciojn (18b,c), kaj | Usando as equagdes geodéticas (18b,c), e (20)—
(20)—(22), ni ricevas (22), obtemos
%
(= "7 sina. (23)
c
Do, uzante parametroj V kaj «, la Assim, usando os parametros V e «, as vari-
varioj (19) en unu kompleta helicero kaj la | agoes (19) em uma espira completa e o raio (20)
radiuso (20) reskribigas se reescrevem

2

— _mc _V2/p2 T o2 :ﬂ'
Ap 2, As Q\/e(l Vz/e?), At Q(l 53 €08 a), Az q sina, (24)

p= 2‘;2 cos v . (25)
Ekvacioj (25) kaj (24d) diras ke la As equagoes (25) e (24d) dizem que o raio p
radiuso p kaj la paSo |Az| de helico pen- | e o passo |Az| da hélice dependem linearmente
das lineare de la konstanta rapido V' ; sed | da velocidade constante V' ; mas p diminui com
p plietigas se |a| pligrandigas, kvankam | |«|, enquanto que |Az| aumenta. Integrando
|Az| pligrandigas. Integrante (7a) por unu | (7a) para uma espira completa, utilizando as
kompleta helicero, uzante ekvaciojn (18) de | equagoes (18) das geodésicas e (23) e (25), nos
geodezioj kaj (23) kaj (25), ni ricevas obtemos

%4
AL = R (26)
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montrante ke la longo de helicero ne pen-
das de la klino a. Do trajektorio similas
risorton. Fakte, premante risorton, la paso
|Az| plietigas proporcie al pligrandigo de
radiuso p. Tio permesas facile konstrui
geodeziajn trajektoriojn kun sama propor-
cio V/Q, kiel figuro 5 montras.

.
7
’

/
/

-
e

A

]

78

A

o

mostrando que o comprimento de uma espira nao
depende da inclinacao «. Entao uma trajetoéria
se assemelha a uma mola. De fato, compri-
mindo-se uma mola, o passo |Az| diminui pro-
porcionalmente ao aumento do raio p. Isso per-
mite facilmente construir trajetérias geodéticas
com mesma razao V/€), como a figura 5 mostra.

Figuro 5: Heliceroj kun sama proporcio V/2 havas la saman longon.
Figura 5: Espiras com mesma razao V/Q tém o mesmo comprimento.

Ni kalkuku ankaii la intertempon |AT| |

okazantan en helicero. Car V estas kon-
stanta, tial |AT| = AL/V , tio estas,

Vamos calcular também o intertempo |AT)|

ocorrido em uma espira. Como V' é constante,

entdo |[AT| = AL/V , isto é,

m
AT = 5. (27)

Ni konstatas ke |AT| pendas nek de V' nek
de a. Vere, |AT| valoras la duonon de
la periodo 27/ de loka rotacio de spaca
teksajo relative al la inercia kompaso.

En la tri sekvantaj subsekcioj, ni kon-
sideras malkune geodeziojn de tempa tipo,
nula tipo, kaj spaca tipo.

3.1 Geodezio de tempa tipo

Ek. (25) montras ke la radiuso p de he-
lico estas proporcia al rapido V', kaj p
plietigas se la klino a pligrandigas. Plu,
p < ¢/(2Q). En é tiu limo, la movado es-
tas plana. Aliflanke, se la klino estas mak-
simuma (|a| = 7/2), do la radiuso p es-
tas nula, kaj la movado okazas en akso z.
Tiuokaze, se ( = 0 do V = 0, indikante
objekton restantan en akso z. Kiel ni kla-

Constatamos que |AT| ndo depende nem de V
nem de «. Na verdade, |AT| vale a metade do
periodo 27/Q da rotagao local da trama espacial
com relagao a bussola de inércia.

Nas trés subsecgoes seguintes, nds conside-
ramos separadamente as geodésicas tipo tempo,
tipo nulo, e tipo espaco.

3.1 (Geodésica tipo tempo

A equagao (25) mostra que o raio p da hélice
¢ linearmente proporcional a velocidade V', e
diminui se a inclinagdo « cresce. Além disso,
p < ¢/(292). Neste limite o movimento é plano.
Por outro lado, se a inclinagao for maxima (|a| =
7/2), entdo o raio p é nulo e 0 movimento ocorre
no eixo z. Neste caso, se ( = 0 entao V = 0,
indicando um objeto parado no eixo z. Con-
forme nés esclarecemos na se¢ao 2, nés podemos
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rigis en sekcio 2, ni povas forkonduki ¢i tiun
geodezion al iu regiono de spacotempo, do
konstruante la geodeziojn de la polvo gen-
eranta graviton.

Ek. (24c) montras ke la intertempo
At en unu kompleta helicero estas pozitiva,
kaj valoras inter 7/(292) kaj 7/€2; gi estas
ju pli granda des malpli la rapido V' estas
granda, kaj des pli la trajektorio estas ver-
tikala. Ni konstatas ke (24c) malpermesas
katizan malobeon en geodezioj de tempa
tipo kaj nula tipo; ili ¢iam havas At > 0.

En geodezioj de tempa tipo kun r =
konst, (12) indikas ke dt/ds estas kon-
stanta. Sed en geodezioj kun r # konst,
dt/ds ne nur estas malkonstanta, sed es-
tas malpozitiva en regionoj kun r sufice
granda. Tio signifas ke vojaganto kun tiu
movado renkontas valorojn de ¢ sinsekve
plietaj en tiuj regionoj. Tamen, en unu
kompleta helicero, la pozitivaj kontribuoj
de dt/ds en regionoj kun malgrandaj r
superas tiujn malpozitivajn kontribuojn,
okazante pozitivan rezulton por At.

La paSo |Az| de helico en (24d) estas
proporcia al la rapido V', kaj estas ju pli
granda des pli la trajektorio estas vertikala;
gia maksimuma valoro estas mc/S.

La propra intertempo A7 := (As)/c en
unu kompleta helicero estas en (24b):

T

AT = 0
Ni konstatas ke A7 ne pendas de la
klino aw. Ankau ke, en unu kompleta
helicero, la propra intertempo (28) estas
plieta ol la intertempo (27). Efektive,
(cAT)? = (cAT)? — (AL)?.

3.2 Nula geodezio

Se V = ¢, (24)—(27) simpligas al

= %(1 +sin’a), Az= %Csin&
Ni konstatas ke la konstanta radiuso (29c¢)
de luma helico estas malgranda se la klino

At

V1=V2/c2.

Y p:2Q

transportar esta geodésica para qualquer regiao
do espagotempo, assim construindo as geodésicas
da poeira geradora da gravitagao.

A equacgao (24¢) mostra que o intertempo de
coordenada At em uma espira completa é sempre
positivo, e vale entre 7/(2€2) e 7/§2; ele é tanto
maior quanto menor for a velocidade V', e quanto
mais vertical for a trajetéria. Nos constatamos
que (24c) nao permite violacdo da causalidade
nas geodésicas tipo tempo e tipo nulo: elas sem-
pre tém At > 0.

Nas geodésicas tipo tempo com r = const,
a (12) indica que dt/ds ¢ constante. Porém nas
geodésicas com r # const, dt/ds ndo somente é
variavel, como ¢é negativo nas regioes com 7 su-
ficientemente grande. Isso significa que um via-
jante com esse movimento encontra valores de ¢
sucessivamente menores nessas regioes. Entre-
tanto, em uma espira completa, as contribuigoes
positivas de dt/ds nas regides com 7 menores
superam aquelas contribui¢cdes negativas com r
maiores, ocasionando um resultado positivo para
At.

O passo |Az| da hélice na (24d) é linear-
mente proporcional a velocidade V', e é tanto
maior quanto mais vertical for a trajetoria; seu
méximo valor é mc/S.

O intertempo préprio At := (As)/c em uma
espira completa estd na (24b):

(28)

Nés constatamos que A7 nao depende da incli-
nacao «. Também que, em uma espira com-
pleta, o intertempo préprio (28) é menor que
o intertempo (27). Efetivamente, (cA7)? =
(cAT)? — (AL)?.

3.2 Geodésica nula

Se V = ¢, (24)—(27) se simplificam para

c
—cosa,

e
AL — ﬁ y
Noés constatamos que o raio constante (29¢) da
hélice de luz é pequeno se a inclinacao |o| for

™
AT| = —. 2
AT =2 (29)
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|a| estas granda. Speciale, se |a| = 7/2,
tial p = 0, kaj la movado de lumo estas en
akso z. Aliflanke, la maksimuma diametro
de helico estas 2p = ¢/Q, okazanta se la
movado estas plana. Do la horizonto de
eventoj por iu observanto estas cilindra sur-
faco kun radiuso ¢/€2, kies akso estas par-
alela al akso z kaj krucas la observanto [7].

Ekvacioj (29d) kaj(29e) prezentas la
longon de luma helicero, kaj la intertem-
pon por trakuri gin. Fine, (29a) montras
ke en nulaj geodezioj ankai ne estas kauza
malobeo.

3.3 Geodezio de spaca tipo

Simile kiel en tempa kaj nula tipoj, la he-
licaj movadoj de spaca tipo povas igi rek-
taj, en akso z. Aliflanke, ne estas limesa
supremo por radiuso p, kiu estas proporcia
al rapido V. Ekvacioj (24) kaj (25) perme-
sas spactempe fermitajn geodeziojn (At =
0). Ili ankan permesas At < 0, sed tio ne
implicas kauzan malobeon, ¢ar kurbo de
spaca tipo ne respondas al movado de ma-
terio nek de lumo.

La propra longo A\ := As de helicero
de spaca tipo estas en (24b), kun e = —1:

AN

Tiu A\ estas plieta ol la longo AL = 7V/)
de helicero. Efektive, (AN)? = (AL)? —
(cAT)?.

4 Samtempa geodezio

Samtempa geodezio en elektata molusko
estas geodezio de spaca tipo (¢ = —1) kies
infinitezimaj intervaloj dz* havas intertem-
pon d7" nulan [3, 4], do rapido V — oo.
Atentante (8) oni vidas ke n — 0, kaj
Vn/ec — 1, kaj do (17) implicas radiuson
p — oo kaj distancon a — oo. Tamen,
la troajo |a — p| povas esti limhava, kiel ni
supozas en ¢i tiu sekcio.

e

Q
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grande. Em particular, se |a| = 7/2, entao p =
0, e o movimento da luz ocorre no eixo z. Por
outro lado, o maximo diametro de uma hélice é
2p = ¢/, ocorrente se 0 movimento for plano.
Portanto o horizonte de eventos para qualquer
observador é uma superficie cilindrica com raio
¢/, cujo eixo é paralelo ao eixo z e passa pelo
observador [7].

As equagbes (29d) e (29¢) apresentam o com-
primento de uma espira de luz, e o intertempo
para percorré-la. Finalmente, (29a) mostra que
tampouco nas geodésicas nulas ha violacao de
causalidade.

3.3 Geodésica tipo espacgo

Como nos tipos tempo e nulo, os movimentos
helicoidais do tipo espaco podem tornar-se retos,
no eixo z. Por outro lado, nao ha limite superior
para o raio p, que ¢ linearmente proporcional a
velocidade V. As equagoes (24) e (25) permitem
geodésicas espagotemporalmente fechadas (At =
0). Elas permitem também At < 0, porém isso
nao constitui violagado de causalidade, pois uma
curva tipo espago nao corresponde a movimento
de matéria nem de luz.

O comprimento proprio A\ := As de uma
espira tipo espaco estd na (24b), com € = —1:
V2/c2—1. (30)

Esse AX é menor que o comprimento AL =
7V /Q da espira. Efetivamente, (AX)? = (AL)?—
(cAT)?.

4 Geodésica de simultanei-
dades

Geodésica de simultaneidades em um molusco
escolhido é uma geodésica do tipo espaco (e =
—1) cujos intervalos infinitesimais dz* tém in-
tertempo d7" nulo [3, 4], e portanto velocidade
V — oo. Atentando (8) se vé que n — 0, e
Vn/c — 1, e portanto (17) implicam raio p — oo
e distancia a — oo. Entretanto, a diferenca
la — p| pode ser finita, como nds vamos supor
nesta secao.
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Car a # 0, la rezultoj de sekcio 3 ne val-
idas ¢i tie. Do ni reiras al sekcio 2. Uzante
difinon de a en (22), kaj uzante (13)—(15),
ni ricevas ( = sina kaj pu = cosa. Do ni

difinas
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Como a # 0, os resultados da se¢do 3 nao
valem aqui. Entao retornamos a se¢ao 2. Usando
a definicdo de a em (22), e usando (13)—(15),
nos obtemos ( = sina e p = cosa. Entao nos
definimos

D :=(3/cosa, (31)
kaj reskribas (12)—(15) kiel | e reescrevemos (12)—(15) como
dt DR dp D dz ar\? o
- = - = — = — | =(1-D . 2
L= 2 s, o= gcosa, - =sina, (ds) ( /1) cos” (32)

Car dT = 0 en (6) implicas |ds| = dL,
ekvacioj (32b,c,d) estas la bonkonataj ek-

vacioj de rekto en trispaco.
Fakte, ni kombinas (32b) kun (32d):

(dp/dr)* =

kies solvo estas

rcos(p — ¢o) =

Kiel figuro 6 montras, tiu solvo estas rekto
kies distanco al akso z estas |D|. Tiu rekto
estas projekcio de geodezia trajektorio en
ebenoj z = konst.

Ekvacio (32a) informas ke la vario
de tempa koordinato t latlonge la trajek-
torio okazas unuforme. Kaj informas ke
en movadoj paralelaj al akso z (tiuokaze
a = +7/2) la legajoj de ¢ ne varias. Fine,
komparante (32a) kun (32b), ni konstatas
ke de/dt > 0.

5 Reveno al estinto

Ni montris ke fermitaj trajektorioj de
geodezioj de (1) estas cirkloj, kaj mon-
tris ke la direkto de movado estas mala
al ), tio estas, gi estas hora. Ni montris
ankati ke neniu geodezio de tempa kaj nula
tipo malobeas kauzecon. Nun ni montros
ke (1) permesas vojaganton en ne-geodezia

Como d7T" = 0 na (6) implica |ds| = dL,
as equagoes (32b,c,d) sdo as bem conhecidas
equacgoes de uma reta no triespago.

De fato, combinamos (32b) e (32d):

1
r2(r2/D2— 1)’ (33)
‘ cuja solucao é
D, ¢y = const. (34)

Como a figura 6 mostra, essa solugdo ¢ uma reta
cuja distancia ao eixo z é |D|. Essa reta é a
projecao da trajetéria geodética em planos z =
const.

A equagdo (32a) informa que a variagao
da coordenada temporal ¢ ao longo da trajetoria
ocorre de modo uniforme. E informa que nos
movimentos paralelos ao eixo z (caso em que
a = +m/2) as leituras de t nao variam. Final-
mente, comparando (32a) com (32b), constata-
mos que dp/dt > 0.

5 Volta ao passado

Nés mostramos que as trajetorias fechadas das
geodésicas da (1) s@o circulos, e que o sentido
do movimento é oposto a €1, ou seja, é horario.
Mostramos também que nenhuma geodésica tipo
tempo ou nulo permite violar a causalidade.
Agora nds vamos mostrar que (1) permite via-
jante em movimento nao-geodético violando a
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Figuro 6: Rekto (34); gi estas projekcio, en ebeno z = konst, de arko de cirkla helico kun nefinia
radiuso.
Figura 6: A reta (34); ela é projecao, em plano z = const, de um arco de hélice circular com

raio infinito.

movado, neobeante kauzecon. Pro matem-
atika simpleco, ni konsideras nur cirklajn
movadojn en ebeno z = konst, kun centro
en akso z kaj rapido V' konstanta.

Unue ni malkovru la direkton (horan an
malhoran) de movado de vojaganto. Por
tio, suficas konsideri ekvaciojn

causalidade. Por simplicidade matematica, va-
mos considerar somente movimentos circulares
em plano z = const, com centro no eixo z e ve-
locidade V' constante.

Primeiramente vamos descobrir o sen-
tido (horario ou anti-horario) do movimento
do viajante. Para isso, basta considerarmos as
equacoes

V =r|de/dT|, (5)
1 =dt/dT — (?/c*)de/dT.  (7b)

Kun r kaj V konstantaj, tiuj ekvacioj im-
plicas konstantecon de dy/dT kaj dt/dT .
Rememoru ke kauza malobeo postulas ke la
sumo At de infinitezimoj dt estu malpozi-

tiva, en kompleta turno de vojaganto. Car
At/AT = dt/dT, kaj car AT > 0, tial
dt/dT < 0. Do (7b) implicas de/dT <
0. Do, inercia observanto fiksata en spaca
teksajo, najbare la trajektorio, asertas ke la
direkto de movado de vojaganto estas hora.
Nun ni malkovru la rilaton inter r kaj V'
por ke estu katiza malobeo. Por tio, suficas
postuli d¢/dT" < 0 kaj V = —rde/dT en
(7b); ni ricevas la kondi¢on por malobeo

Com r e V constantes, estas equacoes implicam
a constancia de de/dT e dt/dT. Relembre que
a violagdo da causalidade exige que a soma At
dos infinitésimos dt seja negativa, em uma volta

completa do viajante. Como At/AT = dt/dT,
e como AT > 0, entdao dt/dT < 0. Portanto
(7b) implica de/dT < 0. Assim, um observador
inercial fixado na trama espacial, na vizinhancga
da trajetoria, afirma que o sentido do movimento
do viajante é horario.

Vamos agora descobrir a relacdo entre r e
V' para que haja violagao de causalidade. Para
isso, basta exigir dt/dT" < 0e V = —rdyp/dT em
(7b); obtemos a condigdo para violagao

Vr>c2/Q. (35)

Ni kalkulu At la varion de koordinata ‘

tempo en unu kompleta turno. Gi estas

2rr

Vamos calcular At, a variagdo do tempo

‘ coordenada em uma volta completa. Ela é

At =
v

c2

B QrV) 7 (36)
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ke klare estas negativa se katizeco estas
malobeata, vidu (35).

Ni kalkulu ankat la propra intertempo
AT de vojaganto, en unu kompleta turno.

Car AT = AT/1 — V2/c? | kaj car AT =

27 /V | tial

2rr
AT = —
T \%

Tiu rezulto koincidas kun tio de speciala
relativeco.

6 Konkludo

Car la modelo de Som-Raychaudhuri es-
tas homogena, izometra transformo forkon-
dukas geodezion, de iu regiono de spa-
cotempo al iu ajn regiono [8]. Speciale,
rezultoj pri dL, d7T" kaj V estas nevari-
antaj per tiu forkonduko. Do, per simpla
kalkulo, ni konstatis ke ¢iu geodezia tra-
jektorio estas cirkla helico kun konstanta
paso, kaj akso paralela al akso z. Ni kon-
statis ankat ke la rapido V' de movado es-
tas konstanta, je direkto mala al 2; car
ni elektis 2 > 0, tial la geodezia movado
estas hora. La radiuso p de helico, la
rapido V', kaj la angulo o de klino de
geodezia trajektorio rilatas per (25), t.e.
p = (V/2Q) cos a; tiu rilato klare postulas
ekzisti maksimuma radiuso por geodezioj
de tempa tipo.

Interesaj specialaj okazoj de helico es-
tas: 1) Rekto en iu direkto, kaj nefinia
rapido; ili estas la samtempaj geodezioj; 2)
Rekto paralela al akso z, kun finia rapido;
3) Cirklo en ebeno z = const; tiuokaze
p="V/(2Q). En ¢ tiu lasta okazo (cirklo),
estas la eblecoj: 1) p = 0, por geodezio
de tempa tipo de restanta objekto, kiel
la polvo de modelo; 2) p < ¢/(22), por
geodezio de tempa tipo; 3) p = ¢/(212), por
nula geodezio, tio estas, movado de lumo;
4) p > ¢/(29), por geodezio de spaca tipo;
5) p — oo, por samtempa geodezio.

Ni montris ke geodezioj de (1) obeas
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que claramente é negativa se a causalidade for
violada, veja (35).

Vamos calcular também o intertempo préprio
AT do viajante, em uma volta completa. Como

At = AT\ /1 -V?/c? e como AT = 271V,

entao

1-V2/e2. (37)
Este resultado coincide com o da relatividade es-
pecial.

6 Conclusao

Como o modelo de Som-Raychaudhuri é ho-
mogéneo, uma transformagao de isometria trans-
porta uma geodésica, de alguma regiao do es-
pacotempo para qualquer outra regiao [8]. Em
particular, resultados sobre dL, dT" e V sao in-
variantes sob esse transporte. Assim, mediante
um calculo simples, constatamos que toda tra-
jetéria geodética é uma hélice circular com passo
constante, e eixo paralelo ao eixo z. Constata-
mos também que a velocidade V' do movimento
é constante, no sentido contrario ao de €2 ; como
escolhemos €2 > 0, entdo o movimento geodético
é horario. O raio p da hélice, a velocidade V e
o angulo a de inclinacao da trajetéria geodética
relacionam-se por (25), isto é p = (V/2Q) cos «;
essa relacao claramente impode existir um raio
maximo para geodésicas tipo tempo.

Casos particulares interessantes da hélice
sao: 1) Reta em qualquer dire¢do, e veloci-
dade infinita; sdo as geodésicas de simultanei-
dades; 2) Reta paralela ao eixo z, com veloci-
dade finita; 3) Circulo em plano z = const; neste
caso p = V/(29). Neste dltimo caso (circulo) ha
as possibilidades: 1) p = 0, para geodésica tipo
tempo de objeto parado, como a poeira primor-
dial do modelo; 2) p < ¢/(292), para geodésica
tipo tempo; 3) p = ¢/(212), para geodésica nula,
isto é, movimento de luz; 4) p > ¢/(22), para
geodésica tipo espago; 5) p — oo, para geodésica
de simultaneidades.

No6s mostramos que geodésicas da (1) néo
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katizecon. Sed estas bonkonata[7] ke estas
movadoj de akcelata materio kiuj neobeas.
Sercante tial movadojn, ni studis cirklon
en ebeno z = konst. Ni montris ke nur
movadoj kun hora direkto kaj p > ¢*/(VQ)

malobeas katizecon. Ci tiu minimuma ra-
diuso estas la duoblo de maksimuma ra-
diuso, ¢/(292) , por geodezio de tempa tipo.

Estas tre diskutita, akcepti modelon
de universo permesanta vojaganto reveni
al estinto. Meze de konsekvencoj de katiza
malobeo, estas la perdo de libera volo. Es-
tas ankau malaj konkludoj, kiel tio rilata
al direkto de movado. Fakte, vojaganto en
tournée de reveno al estinto perceptas ke
sia angula pozicio ¢ plietigas lau sia pro-
pratempo 7 pligrandigas (dy/dr < 0). Do,
li asertas ke la direkto de sia movado estas
hora. Ankat inercia observanto fiksata en
spaca teksajo, en punkto najbara al tra-
jektorio, asertas ke la direkto de movado
estas hora, poste vidi ke ¢ de vojajanto
plietigas lau la propratempo 7., de obser-
vanto pligrandigas (de/d7.ps < 0) .

Nun konsideru observanton restanta
en centro de la cirklo, en » = 0. Li ne
povas vidi rekte la movadon de vojaganto,
car la radiuso de la cirklo estas pligranda
ol la diametro de geodeziaj trajektorioj
de lumo, ke irus de vojaganto al obser-
vanto. Sed ni farigas ke imagoj de la
movado estu sendataj al la centra obser-
vanto per optikaj fibroj radiuse etenditaj.
Pro simetrio, la tempo de aliro de ¢iu imago
de vojaganto al observanto estas la sama.

Car vojaganto en hora movado konstatas
valorojn de t pli kaj pli etaj, kaj la ko-
ordinathorlogoj estas sinkronaj al la cen-
tra horlogo per radiusaj rektoj, tial la cen-
tra observanto vidas vojaganto aliri kun
dp/dTeen, > 0, tio estas, en malhora di-
rekto, lau la propratempo 7., de centra
observanto pligrandigas. Se horlogo de
vojaganto estas filmata, la observanto vi-
das ke gi markas male la tempon, kaj vidas
vojaganton marSante dorse, kaj atdas lin
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violam causalidade. Porém é bem sabido|[7] que
existem movimentos de matéria acelerada que vi-
olam. Procurando tais movimentos, estudamos
circulo em plano z = const. Nos mostramos que
somente os movimentos com sentido horario e

p > 2/(VQ) violam a causalidade. Este raio
minimo é o dobro do méximo raio, ¢/(2€2), para
uma geodésica tipo tempo.

E muito discutido, aceitar-se um modelo
de universo que permita um viajante voltar ao
passado. Entre as consequéncias da violagao da
causalidade, estd a perda do livre arbitrio. Ha
também conclusoes contraditérias, como aquela
relacionada ao sentido do movimento. Com
efeito, um viajante em tournée de volta ao pas-
sado percebe que sua posi¢ao angular ¢ diminui
a medida que seu tempo préprio 7 aumenta
(de/dr < 0). Assim, ele afirma que o sentido
do seu movimento ¢ horario. Também um obser-
vador inercial fixado na trama espacial, em um
ponto na vizinhancga da trajetoria, afirma que o
movimento do viajante tem sentido horario, apos
ver que o ¢ do viajante diminui a medida que o
seu tempo préprio 7,5 aumenta (dy/dT.ps < 0) .

Agora imagine um observador parado no
centro do circulo, em » = 0. Ele nao pode
ver diretamente o movimento do viajante, pois
o raio do circulo é maior que o diametro das tra-
jetorias geodéticas da luz, que iriam do viajante
até o observador. Porém nés fazemos com que
imagens do movimento sejam enviadas ao obser-
vador central por meio de fibras 6ticas estendi-
das radialmente. Por simetria, o tempo de ida
de cada imagem do viajante até o observador é o
mesmo. Como o viajante em movimento horario

constata valores de coordenada temporal ¢ cada
vez menores, e os relégios de coordenada estao
sincronizados com o relégio central pelos cam-
inhos radiais, entao o observador central vé o
viajante deslocar-se com dp/d7e, > 0, isto é,
no sentido anti-horario, a medida que o tempo
proéprio 7., do observador central aumenta. Se
o relogio do viajante for filmado, o observador o
vé marcando o tempo ao contrario, assim como
vé o viajante andando ‘de costas’ e o ouve falar
ao contrario. Essas estranhas percepcgoes aler-
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paroli male. Tiuj strangaj perceptoj aver-
tas la centran observanton, ke dg/d7,ps > 0
estas nefidinda por aserti ke movado de
vojaganto estas malhora.

Tiu paradoksa fakto estas klarigita se ni
atentas al sinkrono de koordinathorlogoj.
En metriko (1), du koordinathologoj fiksi-
taj en la sama duonebeno ¢ = konst estas
sinkronaj per iu vojo en la duonebeno, kiel
(7b) kun d¢ = 0 montras. Speciale, koor-
dinathorlogoj fiksitaj latilonge la cirkla tra-
jektorio de vojaganto estas ¢iam sinkronaj
al koordinathorlogo de centra observanto
en r = 0, per radiusaj vojoj. Tio ne im-
plicas ke tiuj horlogoj estas sinkronaj inter
ili, per vojoj en la cirklo. Vere, ili ne estas.
El du najbaraj horlogoj, tiu kun plieta ¢
estas malfrua rilate la alia. Fakte, postu-
lante samtempajn momentojn (d7° = 0) al
la horlogoj, (7b) montras ke la horlogo en
plieta ¢ montras valoron (2r?/c*)de pli-
eta ol de alia horlogo. Do en unu kompleta
turno en hora direkto, la akumulita mal-
fruo estos A't := 27Qr?/c*.

Nun, pensu pri vojaganto kun tre mal-
rapida cirkla movado (V' << ¢), en hora
direkto. Poste unu turno, li maljunigas
AT = AT = 27r/V . Sed loka tieulo
maljunigas At = AT — A’t, inter la du
pasadoj de vojaganto. Tiu kvanto estas or-
dinare pozitiva, indikante maljunigo. Se
tamen la rapido de vojaganto estas multe
pli granda, tial AT estas multe plieta, kaj
la malfruo A’t estas la sama. Okazos
AT < At se rapido de vojaganto obeas
Vr > ¢®/Q. Tiuokaze At < 0, indikante
ke lokaj tieuloj junigis inter la du pasadoj.

Citajoj
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tam o observador central de que dp/d7,ps > 0
nao é confiavel para se afirmar que o movimento
do viajante seja anti-horario.

Esse fato paradoxal é esclarecido se nos aten-
tarmos a sincronia dos reldgios de coordenada.
Na métrica (1), dois reldgios de coordenada fi-
xados em um mesmo semiplano ¢ = const es-
tao sincronizados por qualquer caminho no semi-
plano, conforme (7b) com dy = 0 mostra. Em
particular, os relégios de coordenada fixados ao
longo da trajetéria circular do viajante estao
sempre sincronizados com o relégio de coorde-
nadas do observador central em r» = 0, por ca-
minhos radiais. Isso nao implica que esses relo-
gios estejam sincronizados entre si, por cami-
nhos sobre o circulo. Na verdade, eles nao estao.
De dois relogios vizinhos, aquele com ¢ menor
estd atrasado com respeito ao outro. De fato,
impondo-se momentos simultaneos (d7" = 0) aos
relogios, a (7b) mostra que o reldgio que tem ¢
menor estd marcando o valor (Qr?/c?)dy menor
que o outro relégio. Entdo em uma volta com-
pleta no sentido horario o atraso acumulado seréa
A't = 27Qr? /2.

Agora, pense num viajante com movimento
circular bem lento (V' << ¢), no sentido horario.
Ao completar uma volta, ele terd envelhecido
AT ~ AT = 27r/V . Porém um habitante local
terd vivido At = AT — A’t, entre as duas pas-
sagens. HEssa quantidade é geralmente positiva,
indicando envelhecimento. Se porém a veloci-
dade do viajante for muito maior, entao AT sera
muito menor, enquanto o atraso A’t se mantera
igual. Ocorrerda AT < A’t se a velocidade do
viajante obedecer Vr > ¢?/Q. Nesse caso ocor-
rera At < 0, indicando que os habitantes locais
rejuvenesceram entre as duas passagens.
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