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1. ¥ous nous proposons d1étudier le probleme dtapproximation de

Bernstelin. ciest-a—dire lrapproximation polynomiale pondéréeo Il
stagit 1a de liapproximation uniforme sur des parties non compag
tes dtun eépaéé; mals, en realite, sur des parties qui sont la
trace sur l'espace en question des parties compactes d¥un espace
plus grand. Une compensation pour le falit quion approxime uni-
formeément sur des parties non compactes, (oa certaines fonctions
peuvent etre non bornées), coﬁsiste, comme il est classique, dans
liutilisation de ''poids". Pour construire une theorie de ltap-

proximation pondérée, dtune fagon suffisamment gépérale, pour
qutelle englobe les cas simples connus, il faut envisager des
poids de deux cotés. Diune part dans la definition dtun espace

vectoriel topologique pondéré, les poids sont utilises pour ltin
troduction d'un tel espace. Diautre part dans la definitiondtun

sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel topologique ponderé,
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nach des fonctions appartenant a C(E) quil sont bornées, munie
de la norme du supremum. S1 E est localement compact, CO(E)
est 11idéal ferme de Cb(E) des fonetlons srtannulant a lrinfini,
considére comme une algébre de Banach. K(E) est 1'ideal de

C(E) des fonctions a supports compacts.

Le probléme dtapproximation de Bernstein pour les fone~
tions continues se présente classiquement sous des formes va~-
riées, dont nous citons la sulvante. Soit s3>0 une fonetion
reelle positive semi-continue supérieurement sur R, Indiquons
par Csb(Rn) lvespace vectoriel des f ¢ C(R®) telles que sf

solit bornée, muni de la semi-norme.
f ~> sup {s(x)lf(x)l; xeRn}

Alors K(B™) est contenu dans Csb(Rn) et son adhérence est ltes-
pace vectorilel Cso(Rn) des £ e C(R®) telles que sf stannule a
1tinfini. Supposons de plus que s soit un poids par rapport 5
l'algébre Pn des polynames réels sur Rng c'est—;-dire que

P e Csb(Rn), ce qui dquivaut a Pn(:.Cso(Rn): on exprime ceci en
disant que s est a décroissance rapide a l'infini.‘ Le probléme
diapproximation de Berqstein consiste a donner des conditionsné
cessalres et suffisantes portant sur s pour que Pn soit dense
dans Cso(Rn); on dit alors que s est un poids fondamental. On
indiquera par'ﬁn_l'ensemble des fonections reelles ﬁositives se~
mi-continues supérieurement s qui sont des polds fondamentaux

sur R®. On désignera par Bn lrensemble des fonctions reelles

a

positives semi-continues supérieurement s telles qud s® soit un
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poids fondamental. sur R" pour ntimporte quel exposant réel a0,
On a BnC“_“ Bn.

Soit E un espace topologique uniformisable séparé, sous-
espace topologique ouvert et dense dtun autre espace topologique
uniformisable séparé ﬁo On indiquera par 9E la frontiere de E
dans ﬁ, donc fermee dans ﬁo Considérons_un ensemhie S de fone=-
tions réelles positives semi-continues supérieurement sur E. Dé
signons par CSb(E, E) 1e sous-espace vectoriel de C(E) des £ tel
les que§ quels Qué solent a ¢ dE et s €S, sf reste bornee au
point a: 11 existe un voisinage V de a dans ﬁ tel que sf soit
bornee sur VﬂEu On considérera Csb(E? E) comme un espace vec-
toriel topologique localement convexej; sa topologie est definie

par la famille de semi-normes:

fEICSb(E, ) J— sup [s(x)lf(x)l; xeKNE}

on seS et Kek compact sont arbitraires. Soit CS,(E, B) le
sous=espace vectoriel topologique de.CSb(E, ﬁ) des f telles que,
quels que soient ae€d E et se S, Sf tend vers la limite O au point
é, (pour tout Ef)O i1 exlste un voisinage V de a dans % tel que
sf soit bornée en valeur absolue par € sur VNE), Remarquons que
CSO(E§ E) contient toujours ltespace vectoriel K(E, E) des feC(R)
dont le support dans E, (fermé dans E et disjoint de dE),  est
aussi fermé dans B. Ajoutons que K(E, E) est dense dans CSO(E,ﬁ)
et que 1tadhérence de K(E, E) dans CSbe, %) est identiqﬁe a

CS, (E, B) si on ajoute des conditions simples, telles que T soit
localemente compact; ou métrisable. CSb(E, E) et CSO(E, ) sont

des Cb(E)-moduleso Notons que, sans changer les espaces vecto=-
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s »

riels topologigues ponderes Csb(E, ﬁ) et C8,(E, ﬁ), on peut toue
jours remplacer S par un ensemble plus grand, de semi-normes qui
soitxfiltranto Dans la sulte, nous allons supposer que S solt
déjg tel que lrtensemble dés-semi—normgs en question soit £il-
trant. Si E est localement compact et ﬁ est nrimporte guelle com
pactification de E, alors en prenant S réduit a ls fonetlon cong

tante 1,y on aura

csb(Ea ﬁ) = Cb(E)" CSO(E; ﬁ) = CO(E)g K(®, ’E‘) = K(E)i

a AN 2
Dans 1la pratique on pense a E comme etant la compactification

d'Alexandroff.,

3. Soit w un sous-espace vectoriel de CS (E, ﬁ)_et a une sous-
algebre de C(E) conterant 1'unité_tels que w soit un a~module,
donec awcw. Le probléme d'approximétion de Bernstein consiste,
sous de telles conditions, a se demander quelle est }!adhérence
de w dans CSOCE, ﬁ); et, en particuller, a chercher des condi-
tions pour éue w soit dense dans CSO.(E9 £). ILe probleme dvap-
proximation de Bernsteinnn'est pas encore résolu, ni sous cette
forme générale, ni meme dans des cas particuliers connus, a caun
se des difficultes anaiytiques auxquelles il donne lieu. Nous
_allons considérer une veréion plus stricte de ce probléme. Re-
marquonsgs pour cela, que dans le cas particulier ég a. consiste
seulement eﬁ fonctions consfantes,(n est le sons~esﬁace vecto-
riel le plus general de CSO(E, E) et 11 n'y a pas grand chose a
dire en ce qui concerne 1tadhérence de w,y sauf pour ce qui ré-
sulte du théoreme de Hahn-Banach. Ce cas particulier étanttrop

général, quel est le sens dtetudler le probléme drapproximation
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de Bernstein ? La fac¢on dfaborder lretude de ce probl%me gquion
adoptera consiste précisgment a ramener le cas général auv  cas
particulier indiqué, moyennant la notion de localisabilite, en
envisageant les ensembles de B ou les fonctions appartenant a a
sont des constantes. Considérons la relation drtequivalence E/c
sur B deéfinie par a gquand on consid;re deux elements X vy € E
comme etant equivalents si f(x) = £(y) pour toute f € a. Chaque
classe d?équivalence X est fermée dans E, donc ouverte et dense
dans son adherence § dans gu On peut considerer la frontiére
oX de X dans %, 1renzemble S|X des rastrietions 3 X des fonc-
tions de S et ltespace vectoriel topologique C(S]X%ﬁXf %), le-
quél contient comme sous-espace vectoriel liensemble w|X forme

des restrictions §4X des eléments de w. On dira alors que lta-

dhérence de w dans CSO(E, B) est localiéable par rapport a  a
(ou simplement gue w est localisable par rapport ; s pour
simplifier) si, pour que f soit adhérent a w dans CSO(Eg B) 11
suffit (et il faut toujours) gque sa restriction fl|X a X soit a=-
dhérente a (QIX dans CSO(X, X) quelle que soit la classe d'equi
valence X suivante E/a. Le probléme dtapproximation de Berns=
tein, an sens striet; consiste alors a trouver des conditions
nécessaires et suffisantes pour qufon ait la propriété de loca=-
1isabilitéo Remarquons ques si a est sépafante sur. E (clest-a-
dire si pour x, ye€E et x # v, il existe fea telle que f(x) #
£(y)) et si w est partout non nul sur E (ctest-a-dire si xeE
il existe wew telle que w(x) # 0), alors w sera dense dans

CSO(E, E) pourvu que « soit localisable par rapport a o
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4, On appelera probléme drapproximation de Weierstrass le cas
A A » -

particulier ou E = E, donec dE = @. Le theoreme classique de

Weierstrass=-Stone entraine alors le résultat suivant, (il 1ui

est drailleurs equivalent).

THEOREME 1. Opn a toujours la propridté de localisabllite dans

le cas du Drobléme d’apnro;imation de Welerstrass.

Le cas borne du probléme drapproximation de Bernstein est
celul oa toute fonetion appartenant 5 o. est bornee aux points
de @E, c?est-ahdire, pour tout a €@ E, il existe un volsinage
V de a dans ﬁ tel que la fonction soit bornée dans VA E. Crest
hien le cas si @F est vide, donc pour le probléme dtapproxima~

» B Id
tion de Welerstrass; le theoreme 1 etant alors un cas parficu-

» -
lier du theoreme ci-dessous.

THECREME 2. On a toujours 1: proDriété de localisabilité dans

le cas borné du probleme dfapproximation de Bernstein.

On notera liimportance gue nous attacherons au cas borné,
parce gue une méthode possible de démonstration de résultats gé
néraux de localisabilité consiste a se ramener 5 ce cas la. Il
est 5 remarquer ques dans un sens, le cas borne est sans inté—
ret au point de vue de la theorie de ltapproximation de Berns-
tein, laquelle a vrale dire ne commence que en dehors de ce cas:
malgré cela, le cas borne est utile en tant gque point de passa=~

»
ge de certaines demonstrations.

“ s ’ o ”
5. Passons a enoncer un resultat general de reduction au pro-

bleme classiqué. Pour celé, indiquons par A un ensemble de gé-
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nerateurs de a, en tant que algébre topologique a unite: crest
donc un sous-ensemble de a tel que la sous-algébre unitaire de
o. engendrée par A soit dense dans q pour la topologie de C(E).
Diautre part, soit W un ensemble de générateurs de w en tant

gque Q.-module topologique: ctest un sous-ensemble de w tel gue
le a-module engendré par w soit dense dans w pour la topologie

de CSO(E, E).

THEOREME 3. Supposons ques quels que golient fe Ay weW, se¢8S
et KC B compacks 1l existe b € By (notation indiquée, dans lte-

noneé dn probléme dtapproximation de Bernstein classique) telle

aue
s(x)|w(x)] ¢ blf(x)] si xe KNE.

Alors on a 1la gropriété de localisabilité.

Une démonstration consiste a se ramener au théoreme
précédento Une demonstration directe est aussi connue. Le thég_
reme 3 nous permet denoncer des conditions générales de suffi-
sance pour la propriété de localisabilité a partir de certains
critgres classiques sur la droite R. En particulier, on aura

les résultats suilvants.

THEOREME 4. Supposon e els gque golent fe Ay, weW, s¢S
) » .
et KCE compa i1 exigte 1 fo on reelle continue b sur R

strictement positive partout. telle gue

b(t) = b(=t),

log 1/b(t) egt _convexe en-log t pour t >0,
+o0 :
| 1/%%.108 1/6(t).at = +



pour laguelle on ait
s(x)|wix) ¢ blr(x)] sixekng,

Alors on a la proprieté de localisabilite.

A
COROLLAIRE. Si quels que solent fe Ay weW, s€S et KcE compagt,
11 existent des nombres réel_s_ C>0, ¢>0 tels que

s(x) fw(x)] € C-e“c"[f(X)I si x€KNE,

on a la propriete de localigabilite.

THEOREME 5. Supposons que, quels que soient fe A, weW, seS et

Ke E compacty on ailt

T
ke

2. o T
mel Mm

LY I
ol on g pose

M, = sup {s(x)lf(x)m wix)!s xeKnE} (m =0, 1, ov.)

Alors on a la g;ogxiété de loca L_i_sabilit_e:g

Le corollaire ci-dessus est le critere de localisabilité
le plus simple. I1 résulte non seulement du théoreme 4, mais aus-
gsi du théoréme 54 parce qu'il correspond au falt que la série en
question est divergente parce guielle majore l1la serie harmonique

Y 1/m = +o0.

B . . & Q » Fd A .
6. Comme on a dit, le theoreme 5 resulte du theoreme 3, mails on
» . # A = rd a
peut aussl demontrer directement le theoreme 5 moyennant un theore

me de Denjoy=-Carleman vectoriel.

Soient E et I deux espaces vectoriels topologiques reels

localement convexes. Considerons une application indefiniment dif
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férentiable f£: U —> Fy ou UcE est ouvert et connexe {pour la

notion classique dfapplication vectorielle indefiniment diffe-

rentiable, voir, par exemple, S. LANG, Introduction to Diffe-
rentiable Manifolds, pag. 6, USA (1962); en realité, le theore
me quton va énoncer reste valable pour drtautres versions con~
nues et moing exigeantes de cette notion). Désignons par
Df(x) sa m~ime différentielle anu point x€ U: clest dénc une
application m-linéaire symétrique hypo=~continue, definie sur la
puissance cartesienne E" =Ex ... x E(m fois) a valeurs dans
F, dont la valeur au point (xl, csos xm)G:Em sera notee par
DU (x, Xy soes xm)e.Fo Nous dirons que f est quasi-analytique
si, quel que soit xeU, le sous-espace vectoriel ferme de F en-
gendré par tous les Dor(x, Xys ooes xm), POUT X3 cooy X, € E et
m =0, 1, «.. arbitraires, est indépendant de x et coincide avec
le sous-espace vectoriel fermé de F engendré par £(U). Ceei en-
traine que, si D®f(x) = 0 pour un certain xeU et tout m = 0, 1,
eeey alors £ = 0. Une m-semi-norme a, sur E, pour m= 0y lgcony
est une fonction reelle positive sur ET telle que, pour chague
1=1, «..3 my, la fonetion partielie x; —> am(xl,ooo,xi,cn.,xm)
est une semi-norme au sens usuel, les vecteurs xje'E, pour J =
=1y sse9m et j # 1, etant fixes (une O-semi-norme est un nom
bre réel positif; toute l-semi-norme est ure semi-rorme usuelle).On
supposera de plus a, symétriquen On dira que une suite (am),m=
= 0y 1y coey ou a, ¢st une m-semi-norme symétrique sur E, satig
feit a la condition de Denjoy-Carleman si B est son sous-espa=

ce vectoriel engendré par les x€E tels que



175

1
? .= 4+ oo

- m
m 3> sup(l,h) “%m(x’"u-axaxlaeee,xh)

(on x est répéte m - h fols) quels que solent h = 0y 1y ... et
Xprceey xhe:E° Remarquons que, si E est semi-norme et any defi-
nie par a (X;se.09x ) = MmH xlll eee | X lly ou M >0 (comme

ctest toujours le cas si E=R), la condition de Denjoy-Carleman

est alors satisfeite si et seulement si

1
T o =t

m A
myl Mm

auquel cas tout xe E satisfait a la condition de divergence ci~

dessus. Cecl est a lrorigine de la terminologie adOptée.

THEOREME 6. Poyr que f goit quasi-analytigue, 11 suffit gue,

pour toute semi-norme continue b sur F, on puisse trouver ume
suite (am), m=0, 1, sce gﬁ an est une m-semi-norme sxgétrigue

sur B, satisfaisant a la condition de Denjoy-Carleman, telle gue
m
bD f(x, Xl, *0e 9 xm)]é am(xlsooc,):ﬂl)

quels dque goient xe U, Xq9 eeoy X 6B, m=0, 1, oo
Ce théoreme contlent comme cas particulier la partie

suffisante du theoreme classique de Denjoy-Carleman. Dtautre part,
il est une conéequence, par récurrence finie, de la partie suffi-
sante du théoreme classique de Denjoy-Carleman. Dans la condition
suffisante cl-dessus pour quiune application indefiniment diffeé-
rentiable dtune variable vectorielle a valeurs vectorielles soit
quasi=analytique, on utilise, donc des majorations des differen-

tlelles successives par des multi-semi-normes. Ctest un point de
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vue plus général gque celul consistant a insister sur des majora=-
tions par des multi-semi-normes du type (xl,ooo,xm) —ﬁ>Mha(x1)o,o
a(xm), ol 2 est une semi-norme sur E, ce qui nous donne un theo-
reme de Denjoy=-Carleman vectoriel plus fort que le theoreme cou-
rant. Le theoreme de quasi-analyticité eci-dessus trouve son ap-
plication immédiate dans la demonstration du théoréme 5. Remar-
quons j a ce propos, gue le corcllaire au theoreme 4, lequel, com
me on a déja dity est aussi un corollaire au théor;me 5, se laig
se démontrer d'une fagon directe comme consequence du theoreme

suivant, ou la notlon dranalyticite est a préciser suivant une

des définitions courantes.

THEOREME 7. Toute fonction f analvtique est quasi-analvtigque.

Terminons par le commentaire suivant. Les questions traitees ici
sont des cas particuliers dtautres plus générales, a savolr cel-
les posées par le probléme d'approximation de Bernstein pour les
fonetions continuement différentiablesa Jusqutau présent, trgs
peu de choses ont ete ecrites sur ce chapitre important de 1la

théorie de lvapproximation.
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