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§ 1. La premiere partie de 1'exposé concerne les alge-
bres et modules de fonections différentiables, clest-a~dire le pro-
bléme d 'approximation de Welerstrass pour les fonctions différent;

ables.

Solent E une varieté m-différentiable et E™(E) 1‘'algébre
des fonctions reelles m-différentiables sur E, munie de la topolo-
gie de la convergence uniforme d‘'ordre m sur les parties compactes
de E.

La structure des idéaux fermés de @™(E) est connue (Whit-

6y,

ney

La nature des sous-algébres denses de E™E) est aussi con

nue (Nachbin®).

* Texte resume d'une conference au Gongres International des Mathamaticlens,
Stockholm, Suede, 1522 Aout, 1962, a paraitre sous forme complete dans les
comples rendus de cette reunion,

#*% Actuellement a la Faculté des Sciences de 1'Universite de Paris.
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Dtune facon plus générale, (L etant une sous-algebre con=-
tenant 1 de ER(E) et W etant un (A-sous-module de E™(E), on se de
mande si 1‘adhérence de & pour la topologie précitée est identi-
que 5 son adherence pour la topologile de la convergence uniforme
dlordre m seulement sur les parties compactes de E sur chacune

desquelles les fonctlons de (£ solent constantes.

Des questions plus générales se posent pour les fonctions
m-différentiables 5 valenrs vectorielles et pour des espaces m~-dif
férentiables au lieu de variétes m-différentiables, en vue des

»
resultats connus dans le cas des foncticns continues.

La détermination (Nachbing) de toutes les algébres topo
logiques localement convexes admettant un calcul symbolique avee
des fonctions réelles m-différentiables de variables réelles, fai
sant intervenir non seulement des algébres locales mais aussi des
algébres semi~locales, nous amene a des conjectures qui restent a

elucider.

A rd
§ 2. la deuxieme partie de liexpose concerne l'tapproxima
3 & - - -
tion polynomiale ponderee des fonctions contlnues, donc le proble

me dfapproximation de Serge Bernstein pour des fonctlons continues.

Soient E un espace uniformisable séparé, N une pgrtie fer
née de E, Q une sous-algébre contenant 1 de 1talgebre € ( EN) des
fonctions reelles continues sur 1'touvert complémenﬁéire de N dans
E, & un sous-espace vectoriel de 1ridéal %ﬁ(E) des fonetions ré=-

elles continues sur E s'annulant sur N tel que l'espace vectorisl
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tdl[N, restriction de W a { N, soit un @-module.

Le probléme de Bernstein consiste a chercher, sous de tel-
les conditions, uﬁe description de 1tadherence de W pour la topolo
gie de la convergente uniforme sur les parties compactes de E. On
appele probléme dtapproximation de Welerstrass le cas particulier

oﬁ N est vide.

On dit que & est de type fini sous (4 si l'adherence de
& pour la topologie précitée coincide avec son adhérence pour la
topologie de la convergence uniforme seulement sur les parties com
pactes X de E contenant N telles que sur chaque Xr\[N les fonec~
tions de (L soient constantes. On a toujours & de type fini sous

@A si N est vide.

LY
On peut se poser le probleme de Bernstein strict, consis-
‘ L) L3 » L) -
tant a trouver des conditions necessaires et suffisantes pour gu'on

ait le cas de type fini.

Ce probléme strict est résolu si E est la droite reelle R
complétée par le point a 1'infini et N est réduit au point a 1'ip
fini,(},étant l'algébre des polynames sur R et & ayant un généng
teur partout non nul (Pollard®).

Des conditions suffisantes générales sont connues (Mallia

vinl, Nachbin®),

Bien que 1le probléme de Welerstrass soit complétement re-
solu par le théoréme de Welierstrass~Stone, le probléme de Berns-
tein general ou strict et ses rapports avec les fonctions vecto=

rielles quasi=-analytiques restent ouverts.
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, :
§ 3, Les deux parties de L'expose sont des cas particu-

" o« N -
liers dt'une meme question, a savoir le probleme de Bernsitein pour

Fd
les fonctions differsntiables,

Ces guestions se posent pour des algebres de fonctions
ceomplaexes non necessairement auto-ad jointes et se formulent en
- »
termes dtalgebreg d'operateurs sur des espaces vectoriels topo-

L
logiques, de tagon a avoir un sens dans le cas non-commutatif.

ro) LY
In faut remarquer que meme le probleme de Welerstrass
LY ld - L4 4 »
n'est pas completement resolu dans le cas general non necessaire

#
ment auto-adjoint et non necescairement commutatif,

% ok ok

Bibliographie

1. MALLIAVIN, P. - L'spproximation Polynomiale Ponderée sur un Espace Loca-
lement compact ~ Anerigan Journal of Mathematics, vol. 81 (1959).

2. NACHBIN, L. - Sur les Algebres Denses de Fonctions Différentiables sur u-
ne Varlete - Comptes Rendus de L'Academie des Sciences de Paris, tome 228
(1949).

3. NACHBIN, L. ~ Algebras of Finite Differential Order and the Operational
Calculus - Annals of Methematics, vol. 70 (1959).

4. NACHBIN, L. = On the Weighted Polynomial Approximation in a Loecally Jom-
pact Space ~ Proceedings of the National Academy of Sciences of the USA,
vol. 47 (1961).

5. POLLARD, H. = The Bernstein Approximgbtion Problem - Proceedings of the
American Mathematical Society, vol. 6 (1955).

6. WHITNEY, H. = On Ideals of Differentiable Functions - American Journal of
Mathematics, vol. 70 (1948).

WA W HHNN
N



