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1. INTRODUGEO

Os espinores tém papel fundamental na f{sica moderna, parti-
cularmente devido ao fato de que segundo a relatividade restrita;
as leis da natureza devem ser Lorentz~-covariantes, isto é, - as
descrigaes matematicas dessas lels devem ter forma invariante |
por transformagSes de Lorentz préprias,‘ortécronas, inbmogéneas.
Como decorréncia, os campos regidos por essas equagoes devem sén ‘
elementos dos espagos vetorials das représentaqges do grupo de

Lorentz e, portanto, devem ser tensores ou espinores.’

Os espinores foram descobertos por E. Cartan em 1913, maé‘
foi somente em 1929 que Van der Waerden criou uma nota@go ﬁtilv
para a élgebra espinorial, anélbga a élgebfa tensorial da relat;
vidade especial. Em 1933 Infield e Van der Waerden desenvolve-

ram a analise espinorial de modo covariante, paralelo & analise
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tensorial no espago Riemann. A linha de Infeld-Van der Waerden
foil seguida em um trabalho publicado em 1953 por Bade e Jehle 1

e posteriormente ampliado por Parke 2 e Jehle em 1965, que for
mularam espinorialmente equagSes de onda, covariantes pelo gru=
po homogéneo de Lorentz. Em 1957 P. Bergman 3 publicou um im-
portante trabalho sobre espinores a duas componentes em relati-
vidade geral. Nesse trabalho desenvolveu uma teoria espinorial,
nos moldes da linha Infeld~Van der Waerden de 1933, onde intro-
duziu matrizes hermitianas, que sao gemeralizagoes .as matrizes
de Panli. Tais matrizes contém a estrutura gJQmétrica do espa
¢o riemanniano da relctividade geral. Essas matrizes determi-

nam univocamente o tensor métrico, mas dado o tensor meétrico as
matrizes ficam determinadas a menos de uma transformaggo local
independente da transformagﬁo de coordenadas. A formula@ﬁo ma=-

tricial de Bergmann permite a descriggo do campo gravitacional

de modo bastante conveniente. Foi, entretanto, somente com R,

4

Penrose “, em 1960, que a moderna teoria da gravitagao reconhe-

ceu e explorou com profundidade as vantagens do calculo espino-

rial a duas componentes.

Recentemente S foil estabelecida a conexao entre o formalis
mo de Bergmann e o de Penrose. Por outro lado e possfvel formu
lar a teoria especial da relatividade por meio de quaternions e
assim o féz F. Klein em 1911 Desde essa época ateé recentemen-
te nao surgiram esforgos importantes no sentido de se aprofun-
dar a aplicaggo dos quaternions a relatividadey se bem que os

houvesse no sentido de aplica-los as teorias quﬁnticaso Em 1964,
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6, onde o autor formulou a él-

surgiu um trabalho de P. Rastall
gebra e a analise dos quaternions de Hamilton de modo conveniep
te e os aplica a relatividade restrita e ao espago-tempo rieman
niano, mas Rastall explora de modo pouco extenso a correlagaoen
tre quaternions e espinores, restringindo-se aos espinores de
primeira ordem. Ha também interessantes trabalhos de Sachs 7’
que a partir dos trabalhos de Bergmann estabelece equagses do

campo gravitacional mais gerais que as equagaes de Binstein.

O objetivo do presente trabalho é estabeler.y de modo cla-
roy e completo, desde as nogSes bésicas, o papel dos quaternions
na teoria da relatividade; é alargar a conexao entre as formulg
goes espinorial e quaterni&nica da relatividade. Para isso for
mula-ses por meio de quaternions, a teoria dos espinores a duas
componentess de modo ngtural, independente de qualquer apélo a
teoria das representagces. Mostra-se a conexao entre o formalis
mo de Bergmann e a formulagao tetrada da relatividade e demons-
tra-se que a formulagao matricial de Bergmann de identifica a
fornulang quaternianica quando trabelhamos com uma base quater
nisnica.adequada. Torna-se evidente que a formulaggo por qua-
ternions contém simultanesmente a representagao tensorial real
e a correspondente representagao espinorial herm{tica da relati

vidadee.



IT. ALGEBRA DE QUATERNIONS

} -
Como T. Kahan 8, definiremos a algebra de quaternions como
rd R N
uma algebra, sobre um corpc comutative, com uma base de quatro

elementos, 1, us vy w que respeita a tabela de multiplicaggo se

guinte:

~ Q 4

SN
o g:; 2 1 a v W
1 1 bl v W
u u 1w W XV
v v = 1p ~Bu
W W =V Bu =31

onde o e (3 sao elementos do corpc e o f3 £ 0, A base 1; u, vy w

4 A .

e chamada base canonica. HEgcolhendo=se novas bases obteremos

»

algebras isomorfas. Para o nosso trabalho adotaremos o corpo

dos complexos e escelheremos como base conveniente para os nos-
b . . | . O . 1 QYZ [ 3

sos objetivos os quaternions oy o~y 0~y O- correlaciona-

< A
dos a base canonica de seguinte modos

<0 _ . . . 2 .
o} = 1y 61‘“‘5&5 o= v, 0'3 = =iw

[

Imporemos o e (:3 igualis 2 unidade multiplicativa do corpo.
Entao:
O )2

(& =1 =59, (51)¥=1, (62)%=1

(62)2= (-1)% = «(w)? = () = + 1

A base &% gy (X=0, 15 25 3), ¢ constitufda de elementos cujo

quadrado vale 1 = ¢° ., Os quaternions introduzidos sao tambem
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chamados biquaternions de Hamilton. Um quaternion A é entao uma
quédrupla ordenada de complexos A = (AO, Al’ AZ’ A3), € chamare-

mos de A, a componente o do quaternion
> %
A=>_ A, 6 = (A, Ayy Aoy AB). (1.11)
=0

A igualdade de dois quaternions é definida pela igualdade das

componentes de mesmo fnaice:
A=BT"> Ay =By
0 quaternion zero é aquéle em que A, = 0, para todo . Se %
é um complexo qualquer, entao:

AA = (AAb, 2A1, AR5, AAB) . (2.11)

A soma de dois quaternions A, B é definida pela soma das coum
ponentes, isto é:
(4, +Bys 4y +B;, A, +B,, Az + 33>
e (3.11)
A=-B=A+(=-1)B

A+ B

Com a operagao de soma, e multiplicagdo por um escalar, oS
quaternions, constituem um espago vetorial de dimensao quatro s§

bre o corpo dos complexose

Os quaternions também respeitam as propriedades associativa

e distributiva:
A(BC) = (AB)C

' (4.1II)
(A +B)C = AC + BC ; C(A + B) =CA + CB

A tabela de multiplicagio de quaternions nos mostra que a él
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gebra de quaternions nao é Eomutativa.

o

. 4
Vamos impor que os guaternions de base O satisfagam, alem

da normalizagao a 1, as propriedades: |
gk st+ sle® =0 (5.I1)
k AL, ko, #0
o d¥ gloygl | - (6.11)
cude ky Ay m sao uma permutagdo ciclica de 1y 2y 3-

Se um quaternion & A= (Ays Apa Ass A.3), o qua* rnfon adjune

to associadoy K, é aqu~1a definido comos

Em particular &%= &9 e
&E = - ¥, se k £0
Désse modo y 3
| U T
A= L AO(.C, o
o

v
=

£ claro que A = A.
Se A e B sdo dois quaternions, entao AB = BR.
Se A & um complexo e A um quaternion, entao vale %A = XA.

0 ecalculo direto nos mostra a il formulas

3
&% ps™ = wZh e (8II)
oL= ’

| ol =0
Quando nao houver duvidas, omitiremos a unidade G°.



Uma outra férmula ﬁtil 62

3 3 _—
S %P as*=3_ o 5Pas = ah, 5O . (9.II)
o=0 ®=0

A norma de um gquaternion é definida como sendo o produto ae-

le por seu adjunto.
Na base {65*}, a norma de A seras
- _ 2 2 2 2
AL = (4,)7= (47)7- (A5)7= (Az)7 . (10.II1)
Como corolério temos: \
(AB)(AB) = (AR)(EBB)
isto é, a norma de um produto de dols quaterr " ons e o produto
das normas dos fatores.
Se um quaternion tem norma nula éle se diz singular.

Se AA = 1y o quaternion se denomina unimodular.

Se um quaternion A é nio singular, define-se o quaternion
inverso de A como A™Ll tal ques
A
s
Se o quaternion e unimodular, A~

A~ =

(11.I1)

=14

Da formula (11.II) vem: A~ A = aa™L =1,

Uma outra consequéncia da férmula (11.II) é que: (aB)™L =

= B 271, desde que A e B tenham inversos.

Vamos definir um importante conceito que é o de quaternion
hermitiano associado a um quaternion A:
+ * ok k%
A = (AO’ A1, AZ’ Az), (12.11)

* o
onde A, e o complexo conjugado da componente Ayde A. Com essa
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definigao vé-se que (a)t = BTal,

Umn quaternion sera hermitiano se for igual ao seu hermitia-
no associado, isto é:} A= LT e dal decorre que todas componen-
tes de um quaternion hermitiano sao reals. Definiremos quater-
nion complexo conjugado do quaternion A, ao gquaternion
2" =y, A, - A A;) o (13.1I1)
‘Das definigoes (7.II), (12.II) e (13.II) resulta que

A= £ =7 ]

(bt =a; W =a; ) =aD |
Se 1 € um numero complexo, valem tambem: , (14.11)

Gat =2 a5 o' =

(A7l = a1, 471

P

Esta Ultima propriedade vale somente se A% O e AA # O.

Vamos introduzir uma métrica no espago vetorial da algebra

dos quaternions por meio da definigao do produto escalar de dois

quaternions.

Define-se produto escalar de dois quaternions por:
AlB =% (45 + BE) =2 (3B + Ba) =

3
hand &° 'oII
A B %;l; Az Bx & (15.1I1)

¢ produto escalar de dois quaternions é um quaternion propor

clonal a &°.

Em particular,
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§%6%=°; -5%|6¥=¢40° sek £0 ;
e 5Y6P= o se X £[3.

Essas propriedades nos sugerem introduzir o "tensor métrico®
no espago dos quaternions como sendo:
g P= %P = 6P|6™ = P> (16.1I)
De modo expl:fcitos
g°° =1, ékk=-=1 (k £0) e éd(3=0 se oEB.

Com auxflio dos é"‘@ podemos definir os éuﬂt ~or meio do

sistema de equagoess

3

Se*P . =087 (17.11)
0 f&’(

onde 6; é zero se oA e vale 1 se oL="7 .

A resolugao do sistema (17.II) nos daras

=1

e

gOO gkk = ""1’ se k ﬁ 0; gmra =0 se aﬁ[ao
Com auxflio dos é“ﬁ podemos introduzir componentes cova-

riantes e contravariantes de um quaternion.

De fato: % 3 }‘
alB = X o, 6% 1| L BgeP )=
0 0

3
=T 3 2B &6P =

% (=0

3 o 3 o
=&° 3 A“Bﬁé@= > a,B |&°

oL 5[3=0 =0 (18.11)



. A wes (B i =
Para obter ssse resultado, usamos o fato de que (A+B}IC =

= A|lC + B]C, e introduzimos a definicao

s XL - o
B¥=) ¢ @B@ (19.11)
Com a (1G.IT) =stabelecemos a conexac entre componente covy

_ . ,, oK
riante, Bp ; de um quaternion e componente contravariante B~ dag

se quaternion.

& o 3
Se invertermos a formula (15.11) obteremos:

A

Boo= > a B (20,.11)
p % £pA
De um medo mals -ompactos podemos escrever:s
5* = 3% B (19 .II)
Anglagamemt% teremos @?ﬁB = B, » onde fizemos
vy =Y 5 &P (21.IT)
Z lo & G L Lo
x B %P .

i P [ o ) <
Em geral, passarewcs a ocmitir o sinal de somatorio quando

& 3 ? 3 9 . "
referide a um indice cowariante e cubro contravariante, repeti-

dos .

III. REPRESENTACAO MATRICIAL DE QUATERNIONS

As regras de multiplicagac (5.II) & (6.II), jiuntamente com
a normalizacao imposta avs quaternions basicos %, permite o
estabelecimento de um isomorfismo com as matrizes de Pauli adi-
cionadas da matriz unidade. Esperificando melhor, vamos estabe

» A 4 o 2
lecer a correspondencla isomorfica seguinte:
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-

1 0
6’04-—-»
0 1

0 -1
&Zdb—r <
i o

Escritos os quaternions de base % na forma matricial

0 1
Fle—s | >5
-

’ 1 0
6'3.4—» < .

(1.II1)

e

0 -1

(1.III), um quaternion qualquer, A, tera por matriz representa-

tivas
se_ [Pt M- ik

Al + 1A, A, - A3

Todas formulas do capItulo anterior sao exprimfveis matri-

A=A

(2.1I1)
oL

cialmente ey em particular

A - -A, + 1A

y o~ A3 1 2 > (3.II1)
* * %* *
A + - 1A

b= e, G (4.II1)
A* + %k A* + iA*

At = [0 AS* 12 (5.III)

°
A - 1A Ay - AB
se A = AT, entdo todos A, que aparecem na matriz sao reais.

Se transpusermos a matriz e tomarmos a sua complexa conjugada,

ela nao se altera.

0 quaternion transposto de um quaternion A s
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T AO‘%A3 A14-1A2 ,
AN = isto e,
AT = (A, Ay A, AL) (6,II1)
o? 17 27 53
T

2 4 4 2 P -~ —
Um quaternion sera simetrico se A = A e entao AZ = 0.

A rigor, deverfamos denotar a matriz representativa de um
quaternion A, (na base &%), por M(A), mas nao o f£= .mos, por

ser clara a identificacac de A com M(A).

S¢ calcularmos o determinante de A, obteremos:

b h = A2 o a2 a2 _ a2
detd = A7 = A7 = A3 = A3

» (7.III)

Mas entao &% det A) = AR, que & a norma de A.

Se somarmos as matrizes A e A, dadas respectivamente em

(2.1II1I) e (3.III), obteremos:
p+T=6%an ) =60, (ora) (8.1II)
sendo tr A o trago da matriz que representa A na base {6‘%}
Analogamente, obterismos como matriz associada ao quater-
nion, inverso de A; a matriz inversa daquela associada a Ssse

.~ i 3 ’
quaternion. Veremos que a forma matricial dos quaternions e

fundamental na correlagac entre quaternions e espinores.
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IV. QUATERNIONS DE LORENTZ

Um evento no quadri-espago da relatividade especial pode
ser caracterizado por quatro reals ordenados, XP, (}l= 0, 1y 2,3)s

A
coordenadas cartesianas ortogonals desse evento.

A coordenada x° ¢ temporal e as demals sao espaciais. A mé-
trica a ser usada é definida pelo tensor simétrico real gpy co=-
variante, definido pela assinatura (+ = = =). Sabemos que as co-
ordenadas covarlantes sao obtidas das contravariant-. por meio do

gHV sy Isto és

X, = y 1.IV)
K Spv X (
Ao 8uy assoclamos o tensor metrico contravariante gh”, tal
que:
18Y = o’ (2.IV)
4 gVP g P

Vamos definir quaternion de Lorentz como sendo um quaternion
hermitiano cujas componentes A, se transformam como as componen=
tes XH de um quadrivetor de universo. Se (a“,) é uma transformg
¢ao de Lorentz, entao:

XL = x.y a-J‘.\;“

- -1%
o= dya™p

sendo® (iﬁ%ﬁg)a.matriz inversa da matriz (aFy).
:

(3.IV)

4 ~ A
Somente consideraremos transformagoes de Lorentz homogeneas,

L4 4
proprias, ortocronas, que denominaremos restritas.

Um evento do espag¢o tempo da relatividade restrita sera fre-

quentemente chamado de evento de universo.
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Seja o quaternion de Lorentz:
= -
(onde escreveremos o {ndice da componente quaternisnica entre pa

rénteses, afim de diferf-lo dos fndices de universo ou dos {fnai-

ces espinoriais, que aparecerao posteriormente).
' d ~n
Tambem podemos escreve-lo na forma:

X=Xy X1y X2)2 %(3))
Se tomarmos o seu adjunto, i, obteremos:

X = Koy -X(1)r = X2y = £(3)”
mas X(OL) = éqp X(fs)g logo,

i = (X(O), X(l), X(Z), X(B)) (4°Iv)

A definigao de quaternion de Lorentz nos diz que as compo-
nentes désse quaternion se transformam como componentes de um
quadrivetor. Logo, se o quaternion de Lorentz X é a representa
950 quaternianica de um guadrivetor de universo, covariante, X
sera a representagao do qqadrivetor contravariante corresponden=
te. A operagao de adjungao esta associada a operagao de mudanga
de variancia. Um outro aspecto imhortante esta contido no fato
de que ao dizermos que as componentes do quaternion de Lorentz
se transformam como componentes de um quadr;vétor de universo,
estaremos dizendo que o fndice quaterniSniéo (ﬂ) se comporta co
mo o {ndice de universo Ko mas isto somente quanto as componen=-
tes quaternidnicas X(F)’ ja que os quaternions &R sao matrizes,

L ~
numericas,y fixas e que,y portanto, nao se transformam. Disso tu-
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©
do decorre que numericamente o tensor metrico quaternignico, gFV
coincide com o tensor métrico de universo, gPV. Essa coincidag

L4 »
cia numerica nao prevalece quando passarmos ao espago Curvoe.

Uma 1nterpretag§o geométrica que surge de imediato é a de
que as matrizes af*se comportam como quatro diregoes fixas no
espa¢o de universo, 1ndependentes do ponto e a essas direqoes
referimos os quadrivetores. Na realidade, estamos comparando
dols espagos em esséncla distintos, um de quaternions e outrode
quadrivetores da relatividade especial, e estamo~ impondo que a
lei matematica de transformaq&o das componentes do quaternion de
Lorentz seja a mesma que aquela do quadrivetor que o representa

no espag¢o de universo.

Um quadrivetor de universo de componentes covariantes XH
sera escrito na imagem quaternianica, como_sando o quaternion
de Lorentsz: '

= 5 H

As componentes quaternionicas X(F) coincidem com as compo-
nentes XP Uma transformagao de Lorentz restrita, (propria, or
tocrona, homogénea), leva os XH om XF tal ques

| ]
X, =X, a“‘l" (5.IV)
s H |

onde (a™ ﬁ)e a inversa da transformaqao de Lorentz (a” )y Tres-
trita.

Entao o quaternion X = X /l) &M se transforma no quaternion

x' = a,"”;‘ X)) & = xzp) ot (6.1IV)
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A realidade dos quadrivetores de universo se traduz na rea-
lidade das componentes X(F) e como a matriz (ap,/) é real, tere-
mos:

xt =x ’ logo xt=x (7.IV)

Os quaternlions de Lorentz sao hermitianos como decorréncia
da realidade dos quadrivetores assocliados e da hermiticidade da

base quaternianica &H.

Se tomarmos a norma de X', obteregos:
- L 2  § e
1 t = -
XX = (X)) =2 Xy
k=1
Como essa é a norma do quadrivetor assoclado e como a trans
formaggo de Lorentz conserva a norma dos quadrivetores de univer

soy teremos:
: t

Il 1 2 5 2
X X = (X)) -2 (X)) =
k=1

3 .
E (X)) =TT (Ry))® = XK (8.1IV)
k=1

Conclu{mos que um quaternion de Lorentz tem a norma inva-

riante por uma transformagao dé Lorentz.
A (7.III) nos da:

'
X X =det X = det X = invariante (9.IV)
0 determinante de um quaternion de Lorentz é um invariante
por uma transformagao de Lorentz restrita. Na forma matricial

especffica, associlada a Ia se 5** da élgebra de quaternions, os
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1
quaternions de Lorentz X e X se escrevem:

X'(o) *'xzs)“ X(1) = 1X23)
X' = : (10.1IV)

] | [ ] ? ‘
Xty %) = X(3)

X0) * X(3) X1) - H2)
(11.IV)

b
i

Xy + Xy Koy =~ ¥(3)

As matrizes (10.IV) e (11l.IV) sao quaternic.s de Lorent; na
forma matricial e a transformagao da matriz (11l.IV) na matriz
(10.IV) é uma transformagao induzida pela transformagao de Lo-
rentz (aﬂy), restrita, que atua no espago dos quadrivetores de Yy

niverso.

A menos da transformagao trivial x' = + X, a relagao entre
x' e X pode ser escrita na forma:
X = +QX qf
com (1ZOIV)
q = &°
£ olaro que na (12.IV) & hermiticidade ¢ preservada.

Vamos considerar apenas o sinal + para correspondermos as
transformaqces restritas de Lorentsz.

BEntoo podenos escrevert

x' mqx qt = x'(F) &l m i’lﬂ X)) &H (13.IV)

| posalvel provar o que uma transformagac restrita de Lorentz
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(aH;), induz um quaternion unimodular Q que satisfaz a (13.IV).

Da equagao (13.IV) obtemos:

XX =QXXQ = norm(X)QQ = norm(X)e°,
entao:
(norm(X* ) = norm(X), o que coincide com a (8.IV).

A equagao (13.IV) permite exprimir (apy) em funcao de Q e

reciprocamente.

De fato:
Xt =qxqt=q X() &t qt = Z(py @ gt Qt (14.1IV)

Por outro lado, como X! e quaternion de Lorentz, vale:

_ .—_’_1?‘ oy _ t vy
X =a VX(}\) o = X(Y) o (ISCIV)

Igualando (14.IV) a (15.IV) e levando em conta que X(F) é

arbitrério, obteremos:

Q slqt = a~1FV &7 (16.IV)
Multiplicando-se escalarmente ambos .membros por &ﬁ’ viras
Q & QTig, = a"‘lﬁﬁ (17.IV)

Essa formula nos da o elemento de matriz de Lorentz éﬁqﬁﬁ,

quando conhecemos a @ unimodular que satisfaz a (13.IV).

De (16.IV), multiplicando-a por 61 e somandc nos o vira:
3 3

STl qafet =TT o a7H 5 (18.1V)

p=0 p=0

Com a (9.II), podemos escrever:
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3 1 )
aq ot =——aH sles
F,y=0
Tomemos o hermitiano dessa expressao e obteremos:
s @ =Y__2" 15" &/, (19.1V)
,U,_V=0
onde supomos Qo ¥ 0, o que é possfvel desde que, por hipétese,
vale a condiggo de unimodularidade, isto é:

3
QT = (Q)% - T ()% = 6°
k=1

Se tomarmos o adjunto da (19.IV), vem:
3
* = X L TRV,
4Q, 3=2_=a Poob & (20.1IV)
}-l,y=0
0 produto de (20.IV) por (19.IV), levando em conta que W@ =
14 4 * ~ ~ L . N .
= &%, dara (Qo)2 em funcao da transformagao (a l”y)-,, dos oM e
seus adjuntos. Isso mostra que hé, para cada transformagao de Lo
rentz (aHy), restrita, duas possivels matrizes, * Q, unimodula=-
res, tais que:
xr =qxqf

onde X' e X sao quaternions de Lorentz.

Um quaternion de Lorentz importante é o quaternion que cor-

responde ao quadrivetor gradiente. Vamos definf-10 como:

2 = ot 2y, (21.1IV)

onde
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0
% TR

fisse quaternion 9 e um gquaternion formal. Pela prSpria defi
nicao ? respeita a (13.IV), isto &:
= N N
2“ ‘QZQT“O'H O(H)-—a HG Z(V) (ZZoIV)
0 quaternion Q nao depende de XM, logos
_ tog g t g of ot
2' =QoqT =q&hagy At =a ek al oy  (23.1V)

0 produto escalar de dois quaternions de Lore ..z é um inva-
riante. Realmente, se y e 2 sao dois quaterniuns de Lorentz, o

seu produto escalar serd por (15.II):

3
vlz =3 (77 + 29) = ¥(o) 2(o) - E Y(r) %) |

Z3+QzFVD =2Q(yz+2zp) q =

y
& > o
=2 {¥() %(0) -2 (%) z(k)) " Q=
1

3
= ':'LZ-‘ <y'(o) Z(O) - Z_: y(k) Z(k)> 6’0 = YIZ (24:.IV)
1 ‘

k a R -, .
Como consequencia imediata, zz e um invariante Lorentziano.
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Formalmente também se pode mostrar que:

3
-1 Y Y = -
212 =5 (20 + 29) ={ 2,2, 21 0%
k=1
e
2|4 = % (2% + 42)
sao invariantes lorentzianos. .
Devemos notar que AD quer dizer ?4A.
V. QUATERNIONS - ESPINORES
Um quaternion Eé idempotente se
E.E = E (1.v)

Se tomarmos a adjunta da equag&o supra, obteremos:

‘Ea-ﬁ =E (ZOV)

logo, o adjunto de um idempotente é idempotente. O quaternion
nulo e o quaternion &° sao idempotentes e os chamaremos de i-

dempotentes triviais.

Seja o idempotente E = Bro) 6% . A equagao (1.V) ficara:
N3 . - L4 7

Desenvolvendo (3.V) e igualando os coeficientes dos 57 em

ambos membros da igualdade, obteremos:
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E§+E§+E,Z+E§=E )

El(lmZEo) =0

- (4.V)
E,(1-2E_)

il
O

it

E5(1-2E)) = 0

-~

Se E; = E, = E5 = 0, o sistema (4.V) nos da E, = 0ou E,= 1,

R L4 o o -
mas esses sao o0s casos dos idempotentes triviais:

0=(0,0,0,0) ¢ ¢°=1=(1, 0y 0, 0) .

o ?
Se 1 = 2E, = 0, entdo B + E; + ES = 1/4 - os B, comk # 0,
o 2 3
-~ . N &~ L4 °
nao r~~dem ser simultaneamente nulos, fsse é o caso dos idempo-

tentes nao triviais.

2 . o <
Salvo indicagao espec{ficag utilizaremos somente os idempo=-

tentes nao triviais.

o . I'd & R . . r'd
Se o idempctente E e nao trivial, isto e, se:

3
E,= /2 3 2, (Ek)2 = % (5.V)
k=1
Entao
E+E=¢° (6.V)

Multiplicando (6.V) por E, cbteremos:

E +EE=TF
mas por (2.V), EE = &, logos

sy

EE = EE = 0 (7.V)

Todo idempotente nac trivial satisfaz as equagoes (6.V) e

(7.V).
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8obre o conjunto dos quaternions estao definidas as opera-
gSes de soma de quaternions e produto de quaternions. Com a o-
peragéo de soma,y 0s quaternions constituem um grupo aditivo, cgo
mutativo. Com a cperaggo de produto, que goza das propriedades
associativa e distributiva, o conjunto dos quaternions passa a
ser um anel. Como esse anel tem &° por unidade multiplicativa,
diz-se um anel com elemento unidade. O anel dos quaternionsnéb
é comutativo. Chamaremos o anel dos quaternions de.R. Un ~sub=-

conjunto de R que seja também um anel se chama -~up anel de R.

Se T & um elemento do anel R e R' & um sub anel de R e se
para todo r'e€ R' valer r'reR', entdao o conjunto dos r'r se diz
um ideal a esquerda, gerado por r. Anélogamente se define o i-

deal gerado 3 direita e em geral éles diferem.

Se os elementos de um anel R podem ser representados de
’ a
modo unico, por n elementos I, desse mesmo Ry na forma de uma
N ~ ’
combinagao linear, isto e, se
n
Tr = :roc Iog’
o=l
’ A Ld
onde I, ¢ Rer, e um escalar do corpo sobre o qual o anel e
-~ AN ' d
definido, entao esse anel sera uma algebra de ordem n e os I,

constituem uma base da élgebra.

Os quaternions com que estamos trabalhando, constituem uma
» ~ N
algebra nao comutativa, de ordem quatro, sobre o corpo dos com-

plexos e a base escolhida é constituida pelos &%

Sobre o anel R dos quaternions vamos definir o ideal gerado
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a esquerda pelo idempotente E, nao trivial, como sendo o conjun=
to dos quaternions ¢ definidos pors
YE =¢

E+E=1=25°

(8.V)

Se introduzirmos na primeira equaggo de (8.V) a segunda, ﬁg
mos obters
P(1=E) =¢
ou

YE = 0 (9.V)

Um quaternion qualiquer pode sempre ser decomposto na soma
de um quaternion pertencente ao ideal gerado a esquerda pelo i=
dempotente E e de um quaternion pertencente ao ideal 2 esquerda
gerado pelo sen adjunto E.

O aa i
e entac se A e

s P d o .
De fato, a equagac (6.V) nos da E +E =&
o N L4 rY
um quaternion arbitrario, podemos escreve=lo comos

A = A6° = A(B+E) = AR + AE = Ap + A= (10.V)
A unicidade da decomposigao é facilmente demonstravel.
Os idempotentes E e E sao projetores e separam os ideais
gerados por éles, de tal modo, que somente tém como elemento co

mum o quaternion nulo. De fatos

AE . B

(AE)E = AE = A (11.V)
Ag - E = (AB)E = 4.0 = 0 (12.V)

Vamos definir quaternion-espinor de primeira ordem, contra
variante, ¥, a todo quaternion que satisfaga as equacées (8.V)

e que se transforme como:
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Y= QY (13.v)
quando um quaternion de Lorentz sofre a transformaggo restrita

Xt =qxqf.

Entao um quaternion=-espinor satisfaz simultaneamente as e~
quagoes:
$E =¢
Yy = Q¥

(14.V)

onde E é um idempotente diferente de zero e da unidade &° .

A equagdo YE =¥ & covariante por transf .magao restrita

de Lorentz.

De fato, se YE =¥ , entaos

QYE = Q¥

v,
logo:
Y'E = (15.V)

Pela (15.V) vé-se que o quaternion-=espinor transformado, ¢',

pertence ao mesmo ideal a que ¥ pertence.

A liberdade de escolha do idempotente E pode ser utlilizada
para os nossos objetivos em relatividade e escolheremos os idem-
potentes:

B, =% (&° +&7) (16.7)

Dessa formula decorre ques

B, =3(°F&) = (17.7)

ax

A escolha do idempotente corresponde a escolha do particular

ideal a que o quaternion-espinor ¢ deve pertencer, mas a lei de
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transformaggo dos quaternions-espinores deve ser ¢' = @Y, qual-

quer que seja o ideal a que y pertenga.

10
E, = [ . (18.V)
* <o o>

0 o
- )

0o 1

Indicaremos os quaternions-espinores gerados pelos E, =

Matricialmente:

= 1/2(6%+ &°) por ¢, e aquéles pertencentes ao *.eal gerado por

E_= 2(s° - 63), indicaremos por ¢_.

De
Pr By =9, 2 (% +62) =9,
vem: ‘
0, 65 =9, (19.V)
Anélogamente:
p_ &3 =-p (20.V)

Com a escolha dos idempotentes E, e E_ indicados em (16.V),

temos um modélo conveniente para a descriqio dos espinores da re
lavidade.

O quaternion-espinor ¢, = Pa(et) O % deve satisfazer a equa-
¢ao (19.V), isto e
(9yey )67 = Pup) &P (21.V)
A equagao (21.V) estabelece a dependéncia de duas componep
tes ¢+(@) em térmos das outras duas. Vamos escolher 'as compo-

nentes Pa(o) © P+(1) ¢Omo as independentes. Com essa escolha (o,

,
8e escrevera:



29

-~

. U N )
(70+ : ‘p+(o) UQ o (y).{.( ML) 0' e :l‘\;‘v_‘:-( ]> &) b t//_'(o) O

= 0, 23] L (DR \
= oy 87 a0 ] (22.%)

-~ ’
Matriclalmente & equagcan (722.V) se escrevera:

- —

24&(0) 0
P, = (23.V)

204(1) 0

’ . » ~
A partir da formula (20.V), obhtercnos analogamente:

=" " -
LP_ = LP"‘(O) E.)'O - O'J_] + LP__(l) !-?l+ ;?‘ZJ (24tV)
e matricisalnmente:
° 2 ,
P, = (25.V)
0 2‘P--(o)

Para os quaternions-espinores de primeira ordem poderemos
escolher, arbitrériamente, o ideal gerado por K ou aquéle garyg
do por E_. Ambos ideais tém a mesma propriedade de transforma-
¢ao (14.V). A correspondgncia ehtre os quaternions osninoreg
os espinores prépriamente ditos, (que freguentaonte chamereros
de espinores de Infeld-Van der Woerden), ndo ¢ biunfvoco a essa
arbitrariedade no ide¢al a escolher sugere, segundo Rastall, gue
-._posgamos  associar a cada yum deles sistemas diferentes, ambos com

a mesma propriedade de transformagao espinorial.

Para representar espinores de 12 ordem, prapgiamente di-
tos, por meio de quaternions espinores, devémos escolher um 4os
dois ideals e vamos escolher o ideal gerado por E, Q‘esquerda,

N - N I d
Com essa escolha estabelecemos ums correspondéncia biunivoca ep
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tre os espinores e os quaternions espinores ¢ .

< R 4
Se usassemos os ideals gerados a direita apenas teriamos u-
P P
ma reestrutura¢ao na correspondencia biunivoca entre os espinores

e os quaternions-espinores de 1é ordem contravariante.

Em (22.V), tomando-se o adjunto de (., viras
¢, = Y+(0) E’p = 63] * Pe(1) E&l* i&zj =

0] 0
= (26.V)
“2fu1) (o)
o2 tomarmos o adjunto do ¢_ em (20.V), teremos:
P = oy [0 67wy [67- 67] -
Z : 2
éi}p"(@) {Pe(l) (27°V)
0 0
Se estabelecermos o isomorfismos
#l 2Qp 0
; g—:-aag m (p+ = +(O) (28QV)
¥ 2041) o

~ Q '
entao,y estaremos associando isomorficamente os quaternions espi-
nores de primeira ordem contravariantes a vetores coluna a duas
componentes. Nesse formalismo de vetores coluna o espinor dado

»
por (1l4.V) se escreveras
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1 R
&) L (%
¢2 + ¢2
+ +
f (14' V)

Y\ (a 2\ (%

2
') \& ¢/ \9

v
A
onde representamos Q pela matriz de elementos @ ps con A; B =1, 2.

A representagao matricial do idempotente E, usado na defini-

gcao dos quaternions espinores de 12 ordem & dada -cla (18.V).

Do mesmo modo que estabelecemos o isomorfismo (28.V), vamos
estabelecer a correspondgncia biunfvoca entre o quaternion 6; e

a matriz linha:

/ﬂg"—j;\\\ - (4] 0
Y v " “204(1) 2P(o)
Se observarmos a formula (28.V), vemos que:
¢+1 = - ¢§.;5 ¢+2 = ‘l’.]i. (30.V)

Se ao quaternion ¢, associamos o vetor coluna (28.V), entao
ao quaternion @, associamos o vetor linha (29.V). Acontece que’
as relagaes (30.V) sao exatamente aquglas que ocorrem entre as
componentes covariantes e contravariantes de um espinor de 12 or
dem no calculo espinorial ordinario. Independentemente désse
fato, o calculo matricial associa aos vetores linha uma varianecia

L4 «
contraria a que associa aos vetores coluna, (uswalmente chamados

contravariantes).
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~ 1
A lei de transformagao dos ¢, é P, = Q ¥, e se tomarmos a

adjunta desta equagao obteremos ¢}, = ¥, Q.

Como QQ = 6°, resulta que Q = Q-l, logo:

- P |
¢ =, Q1 (31.7)
Um guaternion de 18 ordem, covariante é um quaternion per-

tencente ao ideal gerado por Eg a esquerda e que se transforma

— L4
como @,, isto e:

T, @
ORI 1 ‘e
= : (Blov)
¢+1 b 2 ¢+1 <l>-;-2 =2 }5?
A lei de transformagao para ¢Ll $_, & a mesma.
\/
Compactamente escreveremos a (31.V) como:
-3 = - - - — - ‘
¢, =, Q=¢, Q1 ; F=q7° (31".V)

89 ~
£ claro que poderiamos escrever essa equagao na forma quater

HA 2 ' )
nionica ordinaria, usando=-se a (26.V).

Se lembrarmos que a formula (7.III) nos da &° = QQ = &°(detQ),
e se decompusermos em equagoes entre os elementos de matriz as e-

quagSes matriciais (14'.V) e (31.V), obteremos respectivamente:
Y _ AA B
g =t g ¢
' (32.V)
- =B
¢+A“¢B QA

onde A; By, = 1,2. Mas essas sao as equagoes usuais que definem

. a .
0s esplnores de 1= ordem, contravariantes e covariantes.

Se considerarmos a definigao de quaternion complexo (13{11),

cuja forma matricial esta dada em (15.111)y e a aplicarmos aos
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- x -k X
quaternions ¢, e ¢,y obteremos os quaternions P, e P, = ¢4y Qque

se transformam, (levando-se em conta as (14.II), (14'.V) e (31.V),

como: . x
(p*' =Q @, (33.V)
+
* * * * gk -
P.=¥, Q9 = ¥,.Q g ¢, (@) 1 (34.V)
Matricialmente obteremos
* *
1t *1 *1 1
ct>+ e ) <1>+
= (33" V)
o *2 *2 2
o
¢, A &,
/—\ /—\ A ~1%1 Q"']'*l
cp = ¢ 1 2 (34t .V)
\_/ \/ -1*2 Q..-l*za
Vamos estabelecer a convengao seguinte:
* * !
¢\ &\ (¢
* .
$ 2 ¢2 ¢Z

onde o fndice com pontuacao, (também chamado indice p), indica

que o quaternion considerado é o complexo conjugado do quater-
¢1

nion ( ¢a).

Com essa convengao as equagoes (33'.V) e (34'.V) se escre

verao:
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AN AVA:
= . o o (33".V)
v 2, QZ. ¢2
+ Q 1 2 +
AN T T [ ™t "
¢+i CP+é = ¢+i ¢+é 1 2 .. (34%.V)
: -1 2, _1‘ > s

A lei de transformaggo de um quaternion espinor de 12 ordem,
contravariante de fndice p & dada pela (33.V) e se for covarian=
te sera dada pela (34.V). As férmulas (33%.V) e (L=+7.V) sa0 as

expressoes matriciais equivalentes.

Até aqui estabelecemos gquatro tipos de quaternions espinc-
res de 12 ordem pertencentes ao ideal gerado por E, a esquerda.
Poderiamos ter feito o mesmo para o ideal gerado por E_ a esquers=
da e com auxfilio das formulas (25.V) e (27.V) obterfiamos os qua-

tro tipos de quaternions espinores:

1
0 z
o ¢ = fat 1) — ¢; (35.7)
° 2P-(0) v-
- 2P 2y,
@ = (o) (1) m@ (36.7)
) 0 ~_
* 0 Z¢i(1) i

(37.V)

:

* *
= _—x _[.(0) (1)) .
Yo=9p_ = g R m (38.V)
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Para simplificar, passaremos a chamar os quaternions esping
a ’ s a ’
res de 12 especie de q - espinores de 1= especie e aos quaterni-
ons ordinérios, simplesmente de quaternions. Os quatro tipos de
q espinores supra se transformam segundo leis anélogas aquelas

- * - *
vistas para os ¥y Py P e P 4 o

Sabemos que, a menos do g-espinor nulo, os ideais gerados
por E e E_ sao separados. Para cada ideal podemos somar g-espil
nores do mesmo tipo ou multiplicé-los por um escalar, porque a
lel de transformagao da soma sera a mesma das parcelas e o produ
to de um g=-espinor por um escalar nao altera - sua lei de trans-
formzgao. Pela mesma razao nao podemos somar dois g-espinores de

tipos diferentes, se quisermos conservar a lel de transformagao.

Os escalares, por extensao, serao chamados g-espinores de

ordem zero,

O produto de dois g-espinores de primeira ordem nao se
transforma como um g-espinor de 12 ordem. Vamos construir g-es-
pinores de 22 ordem por meio do produto de q espinores de 12 or-
dem. Se ¢; e Y, sao dois g-espinores contravariantes, dados pe-
la (28.V), eles se transformam como w; = Q¢;; ¢L =Q¥. Se fi-

-~
zermos o0 produto deles e se os escrevermos matriclalmente o pro-

duto ficaré:

1
1 '
' ' =

vi o/ \%: o

1

LR AT EA A (39.7)
2 2 :
5, 5, S0 /\@F & /\¥E o
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. A a
Por conveniencia estamos escrevendo o g-espinor de 1= ordem

na sua representagéo por matriz quadrada.

A (39.V), efetuada ficara:

‘Pf iﬁi' 0 Qt, A g ¥e o
= (40.V)
R P €, vt el 9l o
onde
KR ICR
e

QleE = Ql]_ IP}.. + mlg q’a-r-

A formula (40.V) mos mostra que o produto de dois g-espino-
res de primeira ordem, contravariantes, sem fndices ps pertencen
tes ao ideal gerado por E, 5 esquerda nao gera senao uma parte
dos g-espinores de 28 ordem,y contravariantes, sem {ndice p. Pre-
cisamos obter os elementos nao nulos da 22 coluna da matriz

(40.V) e os obteremos com o produto de g=espinores de primeira

ordem, sem {ndice p gerados por E_ a esquerda.

De fato, a formula (35.V) nos permite escrever:

o ¢\ [fo ¢
o ¥ o 42 ) "
- P [0 el @\ o el
& &)\ )\ &)\e )
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logo:
' B
0 (P?.-. Zpé' 0 Q1A (P-A-. Q'ZB ‘SD— )
= (4:1.V
o ¢Z' 97 o oF ¢t el
Se somarmos (40.V) com (41.V), obteremoss
1 1 1t 2"
' ' 300 Zp“ + + LS
(p+ (/)4_ + _p_ = =
1 1? 2' 2'
Py ¥ - 9.
=Q¥. QY. + Qp_. Q¢ =
A 1 B 1 A 2 B
Ty P Oy ¥R L
= | . (42.V)
2 A 1 B 2 A
QA (p+ Q“B ¢+ QA (p._ thp ¢,.

£ importante observar que ¢f é independente de ¢ﬁ, O mesmo
ocorrendo entre ¢ﬁ e ¢ﬁ5 A equagdo (42.V) é, sob forma matrici-
al, a lei de transformaggo do produto direto-de dois espinores
ordinérios, a duas componentes, contravariantes, sem fndices Dy

cada espinor se transformando como ¢* = Q¥

Para formar g-espinores de 22 ordem nao pudemos restringir
a um dos ideais, (gerado por E, ou por E_), mas necessitamos de

elementos de ambos ideais.

A féxmula (42.V) pode ser escrita de modo mais conveniente

se observarmos que:
T 2

. T
A .2 B A ,TB
¢l q B¢~=Q1A¢- "B
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2

onde WE é o transposto de Y_ e d?B éo0 elemento de matriz da ma-

triz transposta de Q.

Com essa observacao a (42.V) se escrevera
; T
o,y + 99l =afp, v e vl ] (42" V)

Definiremos gq-espinor de 22 ordem contravariante, sem {nai-
ces py a todo quaternion ¢’que se transformar como:
v =Q¥ QT
Usaremos frequentemente a notaggo ¢AB para ir .car as compo

nentes de um g~espinror definido pela (43.V).

Qualquer outra combinagao de produtos,; como Q¥_ QU;, etc.

nao geraria a lei (43.V).

Na forma matricial a (43.V) se escrevera:

11 v12 1.
5”' ¥ QL @,

. i - 2
a1 yraz Q% Q >

A leil de transformagac dos g-espinores de 22 ordem, covari-

antes se estabelece de modo anélogo, partindo=-se de:

1 Al ] -

0, Y, +v_ V. = 5,033 +9.09_9 =

O

- 8T =T - T >l = -
R LA e 7 I (44.V)
Com base nesse resultado definiremos um g-espinor de 22 or-

dem covariante, sem {ndices p a todo quaternion ¥ que se trans-

forma segundo a lei:

]

v =3T9q, (45.V)
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com Q@ = &°.

-~ ' 3 »
A notagao qu sera usada para indicar os elementos da ma-

triz que representa o q espinor (45.V) isto é:

' ' 1 -1\l
¥, Y12 T

(45" .V)

] | §
¥o1 Y22 1 2

Essa é exatamente a lei de transformaggo dos espinores cg
variantes de 2% ordem de caleulo espinorial ordiniria quando na

forma matricial.

Os qg-espinores de 28 ordem contravariantes com i{ndices P

LU 3 1k
podem ser obtidos multiplicando-se ¢+ por ¢+ e somando-se conm

v ok 1 %
4 ¢_ ou tomando-se o complexo conjugado dos quaternions que

respeltam a lei (43.V), isto e:
¢*' - o* w* QT* _ Q* Vf ot (46.7)

Notaremos as componentes de um q espinor que satisfaz 3

leil de transformacio por ¥2B,

~ I'd
Por razoes analogas definiremos g-quaternions de 28 ordem,

covariantes com indices p a todo quaternion que se transformar

segundo a lei:
ke

*6*

0 elemento de matriz que representa o gq-espinor dado pela

(47.V) sera chamado ¢§B‘

Se efetuarmos o produto de QY, por 5;'53 obteremos:



40

1 y \ / =l | =1 \
o fm @\/vr O\ /¥ PN T oL
R P 2 )‘ 2 =P )
R TANZ P 0 \‘”“1 1 2
= =B
A aty 22 Vg iBZ B
N A =B 2 A J .
€y B vy T p ¥+ Y 92

Por outro lado, se efetuarmos o produto Q¥_ ¥,R também ob
teremos:expressao anélogao Uma combinagao linear dasses dois
. produtos gera uma expréssﬁo tambeém analoga a ! .d.V). A expressao
(48.V) coincide com a lel de transformaggo de um espinor ordiné
rio de 22 ordem sem indices p, misto. Por isso vamos defini-la
como a lei de transformagao de um q-espinor ¥, de 28 ordem, sem
indices psy misto, isto é:

B o= Q¥q . | (49.V)

Os elementos de matriz de um q espinor definido pela lei

(49.V) representaremos por ¢AB*

Se tomarmos o transposto do g espinor definido pela (49.V)
. e PN X
teremos a lei de transformagao do (@n *le, por isso, vamos tam-
5o
rd ~
bem passar a indicar, os ¢ espinores por meio de expressoes em

que o0s {ndices aparecam explicitamente, isto é:

~

(41’ AB) = Q (f/’AB> QT

(?Pn AB) _ QT(%B) 3 > (50.V)

( 'A?’) - (iB) ot

(z;w) _ .Q.T(%%) 5* - (51.V)
J




($4) = a(#s) 3
(@LB ) = 5T<¢AB)QTJ

, A B
Se tomarmos o complexo conjugado dos g-espinores [ B eyh

> (52.V)

teremos, com ajuda das (52.V) as suas leis de transformagﬁo:
N w (A k)
ohy) =0 (vhy) 2
3 - gt( .ﬁv t
(%) QT\%;:" ) e

A3 formulas supra definem os dois tipos de gq espinores mis

—~

(53.V)

-t

tos de segunda ordem, com {ndices P

~ * ok *  *

Se formarmos a expressao QY, Q ¢, + QY Q $_ e a repre-
sentarmos matricialmente, teremos as bases da‘definigao do q-es
pinor de 22 ordem contravariante com o 12 {ndice nao Py e 0 se-

gundo sendo um p indice, isto e:

(#28) - p) 7 = op®) ot (54.7)
Tomando o complexo conjugado desse quaternion, vira:
(¢ AB) =q WAB) Q' (55.V)

”
Por processos analogos aos anteriores e a partir da expres

~ _ ¥ =¥ e e e K X
sao: ., Y, Q +¢_QyY_ Q e de sua complexa conjugada, te-

vs) =3%(p) T (56.7)
(

remos:
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(?p AB) = Q"*"(%) 2 (57.V)
Essas lels de transformag&o definem os correspondentes g=es

pinores de 22 ordem.

N e ¥ ome K — K =
Analogamente, de Q<P+§Z)_ Q ou de QU Y ., Q ou de uma combi
nagao linear dessas duas; tirariamos a lei de transformaggo do q

-espinor ¢A§, isto &3

@AB) =Q <¢Aé> C | (58.V)

-Se tomarmos a sua ~omplexa conjugada, t¢ zmoss

@1\3) =qQ (@AB) q O (59.1)

Tomando 0s transpostos das (58.V) e (59.V) obteremos respeg
) A) A T

@"B‘;‘>=5T <¢3A>QT (61.7)

A conexao entre os elementos de matriz de um quaternlion e

tivamente:

as suas componentes na base &% & obtida a partir da igualda=-
de?

3 i 12

Sy, & = ooy (62.V)

onde usamos o g=espinor contravariante de 28 ordem apenas para

explicitaggo; Da representacao matricial usada para os 6‘*, ti
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ramos:
pit =gy, + ¥s
@lZ = zpl - iyZ
(63.V)
1/)21 - zpl + i’(/a
Y=Y - Yy

» A
Sabemos que um quaternion e hermitiano se todas as suas com
ponentes ¥, sao reais.

A partir das formulas (63.V) e com a hi}ic;tese de que as {ﬂ(o(_)

- gbBA

» *
sejam reals, & facil ver que (V/AB) , 0 que somente sera pos

sfvel se um dos fndices £or p e o outro nao, isto e, se
. [ 4 v
B *
z/,AB = A _ (,/,AB)T
Reciprocamente, se ¢AB =9BA antso Q(oc) é real.
Ents.o, um g-espinor de 2% ordem é hermitiano se contrava-
riante ou covariante com um fndice p e outro nao e se:
(PAB ='¢BA
ou (64.7)
Uag =Y.
Os g=espinores hermitianos de 22 ordem sao de grande impor=-

tancia na formulacdo espinorial da relatividade.

A matriz de um g-espinor de 22 ordem hermitiano coincide

com a transposta conjugada.

Se um g-espinor ¢ de primeira ordem e se a definigao de qua



44

ternion hermitiano é a de que tenha todas componentes reais, en-
tac a hermiticidade de um g-espinor de primeira ordem nao é con-
servada pela transformaggo Qy isto é, por exemplo, se @, é hermi
tiano Q¢Q nao é hermitiano em geral, mas um g-espinor de 22 or-

dem hermitiano tem transformado hermitiano.

£
Veremos que com auxilio dos g-espinores de segunda ordem
hermitianos, poderemos formular coerentemente a curvatura no es-

pag¢o riemanniano.

Devemos chamar a atengao, mais uma vez parcs o fato de que os
. ~ o ~ <
quaternions o sao hermitianos, mas sao quaternions numericamen

te fixados,

VI. CONEXAO ENTRE QUATERNIONS DE LORENTZ E q-ESPINORES DE 22 oR-

DEM HERMITIANOS

No cap{tulo IV introduzimos os quaternions de Lorentz como
quaternions hermitianos cujas componentes A&x) se transformam co
mo as componentes covariantes de um quadrivetor da relatividade
restrita. Da prépria definiggo decorre a realidade de suas com-
ponentes. e, entgog a sua expressgo matricial, na base 69% é a
de uma matriz hermitiana e como sua a lei de transpormagao,
(13.1V), & x = QX QT, vemos que ela coincide com a lei de trang

for@aggo (54.V) de um g-espinor de 22 brdem, hermitiano da forma

WHB)y,

[ ’ R
fsse resultado & importante pois, alem de correlacionar um
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quaternion de Lorentz com um gq-espinor hermitiano de 28 ordem, mos
tra que o carater espinorial do quaternion de Lorentz esta associa
do intrinsecamente a sua formulagao matricial. O quaternion X tem
uma represegtaggo quadrivetorial quando expresso em termos dos ele
mentos de base &F e tem uma representaggo espinorial quando repre

sentado matricialmente em termos das matrizes 6’)". Assims

. Xll le
X =X(P) o-’l= . . ] (1.vI)
X21 XZZ
com
Xll = X12

Xoy * X(3)? =Xy - T

]

22 _
Xeqy * Kpy e X7 = Xy = X(3) -

De X' =Q X QF, tomando-se o adjunto, viras

an § -—

¥=3tx Q (2.VI)
Mas essa é a lei de transformagaos (57.V) do espinor (¥;p).

£ récil ver que se X é hermitiano, X" & hermitiano também.

As formulas (1.VI) e (2.VI) estabelecem uma correspondencia

biunfvoca entre X e (XAB) e entre X e (XAB) respectivamente.

De X(p) = x, multipliquemos escalarmente por &’ e usan-
do as formulas (18.II) e (16.II), vira:
&le = X(P) &yld‘}l = &° X(P) éyﬂ,
A (19.II) nos dara:
0 X(V)

dVIX = o

. ~ (3.VI)

Omitiremos frequentemente o 5° s desde que nao haja duvidas.
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Pela (15.II) podemos escrever tambem

&l =% (6% +X6") =

=§(6‘v)—f+6‘v[f) =

-3

tr (&7 X) , (4.VI)

V] o

onde usamos a (8.III).

Como OS-X(P) sao elementos do corpo dos ?scalares, se X é
da forma (X*B) entdc os &F sdo da forma (6ﬁAB)a A hermiticida=-
de do X decorre da realidade dos X(P) e da hermiticidade dos &f.
Reciprocamente se X & hermitiano e os X(P) reais. -atao os &w
s3o0 hermitianos. Dessas analise a (4.VI) podera ser escrita co~

mos

é__O
Flx=x) = — 6V =
2
O .
9 LaB

Essa formula da as componentes do quadrivetor associado ao
g=-espinor hermitianc X quandc conhecemos a sua representagao es=
pinorial. Por outro lado, a formula (1.VI), € uma igualdade en-
tre a matriz X e a combinagga linear das matrizes & e se fixar
mos o elemento de matriz AB no primeiro membroy; deveremos fixa-
lo no segundo membroy istovéz

AB

X = %0 SMAB (6.VT)

BEsta férmula é a inversakda (5.,VI), pois nos dé as componen

tes da representagac espinorial do quadrivetor X quando conhece-

mos as suas conponentes de universo'(que chamaremos a sua repre-

sentacao tensorial).
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A formula (2.VI) e o fato de que se X = X(a0) &%, entao

——
—

X = X(y) &%, nos leva aos &% como tendo a representagao espi-

. QL
norial (o BA) .

Entao, XﬁA = X(F) G#BA e a formula obtida da igualdade en-

tre elementos de matriz, quando representamos matricialmente a

expressao X = X(a) >,

A realidade dos quadritensores é mantida pela transformagao
de Lorentz e a correspondgncia (5.VI) entre quaterni-ns de Lo~
rentz e gq-espinores hermitianos é biunivoca. T~ Zsse modo , somen=

te puacmos representar quadrivetores de universo por g-espinores

hermitianos de 22 ordem.

0 calculo espinorial ordinario se baseia no produto direto
de espinores para formar espinores de ordem superior. Neste tra
balho usamos os quaternions para representar espinéres de primei
ra e segunda ordens. Para a formulaggo da curvatura no espago
riemanniano nao precisaremos sair da élgebra dos quaternions e is
to quer dizer que nos bastarao os g-espinores de 22 ordem. Se
quizermos representar espinores de ordem superior 2 segunda por

quaternions,; necessitaremos de introduzir a operaggo de produto

direto de quaternionss
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VII. QUATERNIONS EM ESPACO DE RIEMANN
(I.VII) Tetradas e Quaternoms

Associemos a cada ponto P do continuum espago-tempo um con
junto de quatro vetores de universo, normalizados e linearmente
independentes. Trés dos vetores serao do género espago e um de=
les sera do género tempo. Ao conjunto dos quatro vetores num

ponto P chamaremos tetrada em P.

Cada vetor da tetrada tem por componentes quatro fung5es de
ponto, reais,hH(PZﬁ » onde p é » fndice de compor-.ite e « indica

o quadrivetor da tetrada. FPFaremos o e/4 variarem de 0O a 3.

A independéncia linear dos vetores da tetrada e caracteriza

da pelo nao anulamento do determinante:

n°(P), ~ n%(p), h°(P), h°(P)y
hi(P), B (P), n(P), B (P),
> > > > £ O (1L.I.VII)
h=(P), h°(P), h=(P), B=(P)y
11.3(13)o h>(P), B> (P), hB(P)3

Definir a tetrada em cada ponto P do espago=-tempo correspon=-
de a definir 16 fungoes reais hP(PZxo Com essas 16 fungoes pode-

mos construir o tensor métrico gHV(P)§ de modo unfvnco, através

das equagoes:

gh(p) h"(P}x hY(p)* (2.I.VII)

com

n”(p)*

i

n(p), P (3.I.VII)

P
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e nPEo se p A% n©° =1=-?11 =_722=_Y233.

» T .y
Podemos definir Q°<[3 de modo unico, tal que qu \?P =<“&7, on-
de 5279' o s{mbolo de Kronecker. |

Vamos introduzir o quaternion ol (P) por meio da equagao:
of(p) = nk(p), &% (4.1.VII)

Como fndice o' a agora tambem fndice de componente quaternia.-
nica vamos escrevé-lo, como anteriormente, entre parénteses, isto
é:

of(p) = h*‘(p)(u) &% (4' JI.VII)

Com a definigao (4'.I.VII) havera a coincidéncia entre \'20‘(3 e
.O( e X o ° . »

g P o lO’Fi entre 7“{3 e Eop = %Ic@.

Se fizermos o produto escalar de O’H(P) por O'V(P), viras

f(p)|a”(P) = nf(P), \ BY(P), &I&P=
() p
- wH v () _ ¥
BF(P)(oy B (P) gt p) .

Entao:
iy (p) = gM(p) (5.1.VII)

Os quatro quaternions ol(P) definem univocamente a métrica
gh’(P) e isto ¢ evidente pela (5.I.VII). Definir o campo gh*(P)
corresponde a definir um campo de 16 fungses reals de argumento
P, mas levando em conta a simetria do g’“’(P), ve-se que somente
10 sao independentess Como os quatro quaternions o-f‘(P) corres
pondem a 16 fungOes independentes, entao os gh”(P) nao definem
unlvocamente 0s G/"(P), que encerram ainda 6 gréus de liberdade,

A
que podem ser conectados a sels parametros continuos. B8sses
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seis parametros continuos permitem definir diferentes tetradas em
~ "N
P, obtidas umas das outras por rotagoes no espago-tempo mas todas

elas definindo univocamente a métrica gh’(P).

Unma rotagao no espago=-tempo ¢ uma transformagio de Lorentz

restrita,

0 fndice H é um fndice de componente de quadrivetor. Nas trans
formagSes de coordenadas X)/em X} num ponto P admitiremos sempre
0 Jjacoblano diferente de zero em alguma vizinhanga d- P, isto é:
2X

X!

£ O (6.1.VII)
P

Os GF(P) sao quaternions hermitianos devido a realidade dos
hF(P)(dJ e da hermiticidade dos &% Omitiremos doravante a indi=-

cagao do argumento Py salvo em casos convenientes,
'd
Veremos na formula (21.I.VII) que vale:

U}J:gFVO'y 9
logo vale:

ol =gl 5 (7.1.VII)

Como o determinante (1.I.VII) é diferente de zero existe a

inversa da equagao (4.I.VII), isto e:

&% = f(“;l s M (8.I.VII)
onde f(q)(P)ﬂ é o elemento de matriz da inversa da matriz associa

da a (1.I.VII).

Entao, em P podemos escrever:
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§*P= Y oP= f(%)P f(P)v ofle” =

= f(“)ﬂ #(B) ) gh= f(“)P e(PIH (9.I.VII)

Em particular,

5%° = 1 = £(°)(p) £(0)(pyf

(10.I.VII)
g = g = £(B)(p)y B p), se x£0

H

Entao, o quadrivetor da tetrada em P cujas componentes j sao

f(O)(P)F & um vetor do género tempo e os demais trés vetores de

(k)
(P)H

aw F- N -
componentes f sao do genero espago. To” .s esses vetoreseg

tao normalizados.

Existira o inverso do quaternion ol(P) desde que gl (P)#0,
pois — —
-1 ol - oK
(o)™ = — = . (11.I.VII)
ol ok ghM

No caso da relatividade restrita, e em coordenadas cartesia-

nas, ortogonais, gl“y g é/w. Neste caso, podemos fazer as 0'}( coin-
cidentes com as 6-°(, 0 que corresponde a fazer:

h?%)=0 se}Aﬁot« e 1 se/4=°(—.

o s
A conexao entre as metricas no espago de universo, (espago-

tempo), e no espago quaterniSnico se da't pela relaggoz
gf(p) = oflo” = nf(p) h’(m(P) 5| of=
- v .
= nf{(P)(yy B (P)py &P (12.1.VII)

»
Essa férmula correlaciona o tensor gh” com o "tensor" z*(.
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Escrevemos "tensor" porque nao definimos produto tensorial de qua

ternions.
De:
SPlot = ht‘%) &P1&%= P (13.I.VII)

Concluimos que hﬁq) é a projeggo do guaternion o+*33brec>qug

“~rnion G, .
[

Como &= f(P)F cf/-l viras
sBlat = £ P oo k= e PR,
Entao, de (13.I.VII) concluimos que:

e (B - (R (14.I.VII)

Se tomarmcs em um ponto P a expresséo correspondente 3(8.11%

obteremos:
C SEP) = & Lot () v
- (e) Yo v
T £, oM ag”? = 0 ol ac”,
logo:
AP) = =% o, a0’ (15.I.VII)

I'd 4
Esta formula e um modo de associar ao campo A(P) o seu campo
N < r ~
adjunto. Analogamente, em cada ponto P valera uma equagao seme-

lhante a equagao (G.II), isto e:
>0 _ Ll -— . e
Ag(P)E® = 275y GPa(p) GR (16.I.VII)
onde a oJ‘depende de P.

Podemos referir os quaternions de Lorentz no ponto P aos
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quaternions o‘P(P) como se estes constitufssem uma base quaterni§

nica local. De fato, um quaternion de Lorentz, A(P) se escreve-

1'8'.8
A(P) = A(H) (p) &H (17.I.VII)
A adjunta e:
A(P) = A(#)(P) &t (17* JI.VII)
sendo )
X+
A(F)(P) —)—(—F . A"(V)(P) (18.I.VII)

a lej e transformaggo de guadrivetor em P quando passamos das

coordenadas X(j as X"po
Com a ajuda da (8.I.VII), teremos:

AP) = a0,y (P) £ 1Ry, 0¥ =4 (p) P
(19.I.VII)
com A (P) = A(}‘)(P) f(/’()(P),

Entao, contluimos que as cr“)(P) se comportam como uma base lo-
cal e aparece bem nftido o papel das f(}")(P)y na mudanga de fndai-

ces quaternignicos para {ndices de universo.
Se projetarmos A(P) sdbre o(P) obteremos:

2 (P) = o”’(P)|A(P) (20.1.V11)
Passaremos a chamar os ol(P) da g-tetrada em P.

De (4'.,I.VII) e de (8.,I.VII) vems

‘ v
GP(P) = h'/J(OL) O'Q“’—' hH(O(,) f(O() G'y .

MaS, por (lé:oIoVII)’ f((x)y = hy(a) ®
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logos:

oFepy = ) 1Y () o, -

Mas, por (12.I1.VII), h'(P) 4, n’(p)(*) = gf”(P), entaos
o*(p) = gl(P) o, (P) (21.1.VII)

As férmulas (4° .I.VII) e (8.I.VII) estabelecem a relagao en-
e a g~tetrada e a base quaternianica no ponto P. Em cada ponto
do espago curvo temcs duas bases, uma independente do ponto, &Qi
e outra dependente do ponto, a g=tetrada ol Um quaternion lécal’
pode ser referido a qualquer uma delas. O fatr .e que se duas q-
tetraiis geram o mesmn gHV(P) elas devem diferir por uma transfor
magao de Lorentz nao dcpendente de transformaggo XFl—e>Xvﬁ nos le
va a uma lei conectando duas g=tetradas no mesmo pontos
ot (P) = AK(P), o7 (P) (22.1.VII)

- -~ '
com,A“(P)y nao dependendo da transformagao XF=——> X.H.

As q~tetradas of!tgm carater tensorial porque contem o {fnai-
ce p de quadrivetor, mas o fato de serem uma combinaggo linear
das 0% em cada ponto P, a coeficientes reais hF(P)(q), lhes da

também carater espinorial hermitiano.

Se escrevermos a equaggo matricial (4.I.VII) como uma igual

dade entre elementos de matriz correspondentes, obteremos:

Oi%P)Aé = hﬂ(P)@x) FAB (23.1.VII)

Nesta formula ha trés tipos de {ndices, o tensorial, o qua=
ternionico e o espinorial, por isto é de grande importgncia, Ve-

mos que é exatamente do fato de que af‘depende das éa’que . decor
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re o seu comportamento espinorial.

No caso dos quaternions de Lorentz, na relatividade restri-
ta, t{nhamos uma conexao entre os trés tipos de fndices, com a
diferenca de que nao havia dependgncia de Py, e 0 fndice tensorial
estava coincidente com o quaterniSnico. De fatos X = X(P) 644,
se escrito em térmos dos elementos de éatriz passa a ser:
xAB X() &HAB
No espago curvo o {ndice quaternignico (H) se separa nitidg

mente do indice vetorial/&.
A partir da férmula (8.I.VII), isto &

& = f(OL)(P)F f(p) ,

teremos
4B = f("‘)(P)H oB(p) (24.I.VII)
Sabemos da definigao de produtoc escalar de dois quaternions
que:s
so¥P) = L tr (&% o(®)) =1 P M(p)y,
logo:

o) = £ ey =L tr(a™o"p)) =1 4P oT(p)g, . (25.1.7ID)

Por contragﬁo com éap e gﬂV(P) podemos baixar os fndices

LA ’
quaternionico e vetorial, respectivamente, na formula supra.

A férmula (24.I.VII) mostra explicitamente que of(P) & um
quaternion hermitiano que tem fndices espinoriais do tipo Aﬁ e
isso decorre, jé sabfamos, da sua dependgncia das &% Entao, des

»
de que fixamos as coordenadas Xy, a ol se transformara segundo
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a (54.V), isto:és
o M (p) = gp) okp) Qf(p) (26.I1.VII)

com

Q(P) Q(P) = &° .

A formula (26.I.VII) é obtida com a fixagao das coordenadas
X"associadas ao ponto P. Se fizermos a transformagao que leva
ns X nos x'P, as o¥(P) se transformarso como:

2x'H o
ol(P) =| —— | QP) o(P) QT(P) (27.1.VII)

?2x” /p
De fato, seja A(P) um quaternion de Lore .z em P e seja A'(P)
o ? ~

0 seu vransformado indnzido pela transformagao X}l-——rXZF. Entao,
A(P) = A, \(P)&™
(a)*™ (28.I.VII)
A* (P) =A([a)(P)c-f3

onde (ﬁ), () sao {ndices quaternidnicos mas que também coinci-

dem com o {ndice vetorial de um quadrivetor, isto 63

2x(B)

Bpg y(P) =
() ox' () ) p

A(P)(P) ° (28' oIoVII)

Como A(P) & representével por uma matriz hermitiana a sua

transformada matricial esta correlacionada a ela pors
A*(P) = Q(P) A(P) QT(P) . (28".1.VII)
Com essas férmulas, e com a (8.I.VII) vira, (onde omitire=-
mos a indicagao do P):
@ 4 Qf =4y 6% =, £ oo
Pela formula (19.I.VII), A = Aoy &%= 4, 0¥, logo:
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34,0 of = Azx) vaX) r oth = 4 o,

K
logo
A; oth=Q A, GJ)Q+ ’
8 2x”
A, ol =qa, o”a" =a,00”a",
o'
entao:
2%/
T oif = QoY Q-’- .
ax I
Invertendo, vems
x'F y "
cil (P) = — Q(P) o”(P) QT(P)
27X /P

que 6 a formula (27.I.VII).

Se tomarmos o adjunto do o' (P) obtemos:

[ + |
o'R(pP) = | —— | @P) o¥(P) Q(P) (29.I.VII)

2x”/p

'd i~
que e a lei de transformagao da o’(P).

(II.VII) Derivada Covariante das g=Tetradas

A derivada covariante de um vetor A(P), de crmponentes AP
& r'd o o~
e, segundo o calculo tensorial, o tensor cujas componentes sao da

das pela expressao:

AV(P)I = al(p) + AP (p) IH (1.,II.VII)
’ " e v e
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<N

247 (P) 1
onde A (P),y = | — e

( ¢ o simbolo de Christof-
y

2X /) P P Y)p)

fel de 22 espécie em P e as XV san coordenadas do ponto .

~ . I 4
A generalizagao para a derivada covariante de um tensor e cg

nhecida e para o caso de um tensor de segundo ordem contravarian-

te sera: o .
0%
alf ey, = al(p My L A (p) (2.II.VII)
lo (Pl * (>7\Pj(p)+ ey

' p"\ 3
Sabemos tambem; do calculo tensorial no espac¢o ‘e Riemann,
4 o .
que um vebtor e transportado paralelamente a si iesmoy entre dols

- & o ~
pontcs infinitamente proximos se vale a equagao:

A“(P)Ip =0 (3.II.VII)

Em particular, guaiquer dos unitariocs GF(P) do sistema de

< LY
coordenadas em P satisfaz a condicao:

eﬂ(P)!v = 0 (4.II,VIT)

[ e
Os g=espinores de primeira ordem e de cada especie consti-

L3 4 >
tuem um espaco vetorial de dimensao 2 e, nesse sentido, os indl

- R S s g s

ces espinoriais serac indices vetoriais do espago vetorial con-
. . . i . a
siderado. Dessa interpretacao decorre que os g-espinores de 2=

ordem poderao ser formados por produtos tensoriais, (produtos

diretos), de dois g~espinores de primeira ordem.

No espago tempo riemanniano os ge-espinores ali definidos
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constituem um campo espinorial. Nesse mesmo espago definimos
grandezas de universo, como OS quaternions de Lorentz, (agora

generalizados, no sentido de que sao dependentes de P).

Sabemos que os quaternions que representam quadrivetores de
universo tém estrutura de g-espinores de 22 ordem, hermitianos.
Veremos que poderemos expressar entes de universo, importantes,
como o tensor curvatura, em funcao de produtos ordinarios de qua
ternions. Para isso é conveniente a extensao do conceito de de-
rivagao covariante e transporte paralelo aos o-:spinores defini-
dos nuv espag¢o tempo, de modo anélogo ao do calculo tensorial. Co
mo ha guatro tipos de {ndices espinoriais, vatlos introduzir qua-
tro expressoes que definem a derivada covariante de um g-espinor
de 12 ordem. Se o g~espinor e do tipo (¢A0, a sua derivada covg

riante sera definida por:

Zply = » -+ r;/ ZP ) (SOII‘VII)

~ 'd
Matricialmente essa expressao se escrevera:

(¢A)|y = (¢A),V (DA (5' .II.VII)
A op* ,
onde (¥ ),v = 5;; . e onde f; e um quaternion que chamaremos a

q-afinidade espinorial no ponto P.

Se na férmula (5.II.VII) o {ndice espinorial A fosse um ind;

ce tensorial p, terfamos exatamente a formula (1.II.VII).

Veremos posterlormente que podemos expressar a [; em fungao

das g~-tetradas o+5 de suas derivadas ordinarias e dos simbolos de

Christoffel de 22 espéecie.
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& o o 4 . ~
Se o g-espinor e do tipo (@é), isto e, covariante, entao sua

p =&
derivada covariante sera definida como:

?/)!y = @w - 90, - (6,II.VII)

A expressQo matricial dessa formula sera:
’ _ . B .
(Pady, = ), = W) 7)) (61 LII.VII)

Analogamente, se A fésse f{ndice tensorial essa formula daria

a derivada covariante de um vetor covariante.

Estamos omitindo a dependgncia em P nas f .mulas déste capi-

tulo.

Observemos que a derivada covariante de um g—espinor passa a
ter comportamento de quadrivetor covariante quanto ao {ndice ten=

sorial v

: , , A
As derivadas covariantes de espinores da forma (¥°) e (%;)
sao obtidas tomando=se as complexas conjugadas das expressoes

(5.II.VII) e (6.II.VII}, respectivamente,; isto é:

Yo =9, v LY (7.II.VII)
e
ok * * &*
9, =¢,-¥v L (8.1I.VII)
Devemos notar ques
* .

1 1 . 1

* r; 1 N 2 [ 1 W 2
E) = . = ) . (9.II.VII)
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Para os g-espinores de 22 ordem introduziremos a derivagéo
covariante por analogia formal com o caso tensorial. Para os Qg-
espinores de ordem mais elevada é necessério o conceito de produ
to direto de gquaternions, afim de extender-se de modo‘coeren?e a
nogao de derivada covariante. Para um g-espinor do tipo WAB) a

. L4 ~
derivada covariante tera por expressao:

b, =¥, +L ¥+ et o, (10.II.VII)

. 4
cuja forma matricial e:
T

@Ry, = @), + (GA) @)+ @) (5P, oD

sendo [;T = (I;*)T.

As derivadas covariantes dos demais tipos de g-espinores de
22 ordem sao obtidas a partir das correspondentes expressoes do
calculo tensorial. BEm particular, vamos apenas dar a derivada

covariante do g-espinor (¢AB)’
Y, =%,-%L -LT¥ (11.II.VII)

. ~ . o ’
cuja expressac matricial e:

Wi, = Fae),, - WD) - (DD Fip) (11'.II.VII)

A derivagao covariante de um g-espinor introduz um {ndice
tensorial, de modo que,y o quaternion obtido pela derivaggo cova-
riante de um g~espinor é um ente misto. Se o quisermos derivar
novamente, covariantemente, estaremos estendendo a derivagao co-

s ’ o ) ~
variante alem dos g-espinores porque estaremos derivando nao mais
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um g-espinor mas um ente misto, com fndices espinoriais e tenso-
riais. Para estendermos a defivagéo covariante de qualquer or-
dem de um g-espinor, vamos definir a derivada covariante da deri
vada covariante de um g=espinor. Vamos defini=la para o caso
(5.II.VII), e os demais casos serac obtidos facilmente a partir
do exemplo.dgsse caso. Escreveremos primeiramente na forma matri

cial para que fique mais clara a sua lei de formagao:

A - A _ A
(p )le = ((¥ )IV)IH = (¥ )IV)zﬂ -

- (¢A)ln{ } + W’B)lu [‘A ) (12' .II.VII)

onde {vﬁl} ={ Py} ¢ ¢ simbolo de Christoffel de 22 espécie e por

& o
1sso e uma funcgao escalar.

'd
Essa formula se escreve compactamente como:

¢iw4 ¢!uf1 ¢]P {VP} [} ¢h’ (12.II.VII)

3 o~ - - J ~ ’ >
A derivacao covariante sucessiva e agora de formagao obvia.
ft ’ . - £ o
A tetrada ¢"(P} ¢ um quaternion que envolve um indice H de
L3 4 ° « & & 4
quadrivetor, e hermitiano e sua forma matricial, sabemos, e

AB . . s , . a
(o-H )s por isso um ente misto de tipo vetor, espinor de 2~ or-

dem,

Un campo de guaternions de Lorentz definido no espago riema
niano associa um campo de quadrivetores de universo a um campo

. . a .
espinorial de 2% ordem hermitiano.

Se A(P) = Ap U}QP) & um cempo de quaternions de Lorentz, o
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campo de quadrivetores sera dado por:

Alp) = oM (P)|A(P)

. »
e o campo de espinores sera dado por:

2P(py = a (P) of(P)D .

?

0 que fizermos para quaternions de Lorentz e g=espinores no
caso da relatividade restrita o fizemos no espago riemanniano
substituindo as % pelas of(P). As g-tetradas of(P) fazem o
importante papel de referencial local e tém també—. a propriedade
de serem um quaternion hermitiano com um {fndice vetorial, logo

o
tem a mesma estrutura que as derivadas covariantes de um q~espi-

nor do tipo (?AB)°

~ ' 4 . -
Entao, como ja definimos a derivada covariante da derivada
covariante de um g-espinor, podemos definir a derivada covarian=-

’
te das o4§ que sera:

of), =of + oﬁ{%”y} + [ of+ ol [T (13.11.vID)

A representaggo matricial desse quaternion derivada covarian
, ‘
te e:

BBy _ (] AB AB
(cf 2By, = (ol 2By |+ (o® ){,d"‘y} .
+ ([ A) (ol By + (ol *P) ([ D) (14.II.VII)

A derivada covariante da tetrada o, = ng ol é:

_ (o
GPh) = cﬁ,u - q% {Vﬂ} + [; oh + ﬁl [L t (15.II.VII)

Se fizermos a derivada covariante de oM teremos:
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;Jﬂy = oﬁgv + gt £fy}n-§;ﬁl; - [; T P (16.II.VII)

cuja expressac matricial é:
. = . ®, H
(O’FAB)Hy = (UFAB)W + (o AB){z; v}

- el BPg) = (5 ;7T (ohip)

Como as g=tetradas UF(P) se comportam como uma base em P,
para referir todos quaternions ali definidos e em particular os
quaternions de Lorentz, elas fazem papel analo~. aos vetores
QF(P)q unitarios, associados a um sistema de coordenadas em P.
Dentro dessa analogia, vamos impor o anulamento da derivada co-

variante das ol(P), isto e:

gF(p)aV =0 . (17.II.VII)
Essa formula & sugerida pela (4.II.VII).

Como cﬁ(P)ldytP) = gM(P), tomando-se a derivada covarian-

te désse produto escalar, viré como decorrencia da (17.II.VII):
0 = of(P),_ 10¥(P)+ olP)|o(P), = gh
( )UP fo” (P) + oT(P)|o’( )'P g (P),P
logo
Py =
g (P>EP =0 . (lBoIIoVII)
Do anulamento da derivada covariante das oﬂ(P), podemos
escrever a derivada covariante dos guaternions de Lorentz como:
A(P)|_ = 1a,P);_ olp) . 19.II.VII)
lp = Au(Pp o7 (19
De olf(P) = hP(a) &% e de (17.II.VII) decorre que

nH

@y =° - (20.II.VII)
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Entao:
AP) = & (PIof = 4 (PInfy ) 6% = gy (®) &%,

logo:
AP, = (P, APy = Aay(PY),  (2L.IL.VID)

» ~ o
Esta e a conexao entre a derivada covariante das componentes
~N
quaternionicas de um quaternion de Lorentz e a correspondente de-
LY
rivada covariante de suas componentes quando referido a g-tetra=-

da local.

Do fato de 6‘xser um quaternion constante i-.plica em que
=0
IP 9 mas )
& = f(q)(P)H J(p)

e como GF!P =0 , entao:

() _
f (P)MP—O . (22.II.VII)

(IIT.VII) As g=Afinidades IVSPE.

Partindo-se da formula (5.II.VII) e tomando-se a sua ad jun=-

ta, vira:
b, =4, ¥ D (1.ITI.VII)

Vamos demonstrar que ¢|V = ¢|V’ isto é, que o adjunto da de~

rivada covariante & igual a derivada covariante do adjunto.

Como podemos escrever qualquer quaternion como combinagéo 1i
. . “ ~ N
near das o e, consequentemente, como combina¢ac linear das OH(P),

entao podemos escrever o quaternion ¢|V como:s
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. OL
Z/)BV = (¢|y)(c() c = (¢|y)P ok,
Tomando=-se o adjunto desta equagao, obteremos:
' o
(D‘V = (q)l)/)(d) o L

Por outro lado, tomando-se a derivada covariante de:

rd
virss

Mas eus30:

gblv = gply ) (2.III.VII)
como queriamos demonstirar.

A relacao (2.III.VII) nos permite obter uma importante pro
priedade das f; + Sabemos que se Q’é um g-espinor do tipo (¢A9,

o seu adjunto ¢ se transforma como (qh)o

A derivada covariante de um g-espinor do tipo (wA) ¢ dada

pela (5.II.VII), isto &:

wlv =Y vyt f;@bo

3

Se tomarmos a adjunta desta equagao obteremos ¢|v =<$’V+

+-¢ [ﬂ mas levando em conta a (2.IIT.VII) temos:
e, +¥ ry:g)li/

mas a ylvé a derivada covariante de um g-espinor do tipo (¢h),

logo ¢ dada pela equacao (6.II.VII), e entdo:
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z'bw+ ZPE =(¢A),y - () 1), =9 - VI,

Yy

Como a ¥ é arbitréria, resulta que:
= r; = r; ’
ou
L+l =o0.  (3.III.VII)
Lembrando a (8.III), temos equivalentemente:
tr [; =0, (4,IIT.VII)
isto é, as g=afinidades tem trag¢o nulo.
Do anulamento do trago das [; e de sua representagéo quéte;
nionica: [ = (rz,)(a) &% , temos: ‘
([J oy =0 - (5.ITI.VII)

£ possfvel expressar as [[ em funcao das of e de suas deri

vadas e 1sto & felto a partir da equagao ofj . = 0, isto &, en-

le
tao:
7 — vi K
e =0 =9, E"usp""- {VP}J'
+ [ ol+ ok I';,:l
Mas:
- g'QP F P = &, = 46° £6.ITI.VII)
e

= &g, &P rosh=sp I“P 5 (7.III.VII)
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. . . LY
Se expressarmos " como (r-P)(6) GO e ¢ levarmos a

P
(7.III.VII), obteremos:

OTN(P) FP(P) Fp) =0 (8.IIT.VII)

0 resultado (8,III.VII) é um caso particular de eXpressaos

o, (PY A(P)ot (P) = 4a (P ¢° =

K
= [:Ztr A(P)] &° (9.ITII.VII)

' ﬂ“ e 3 ' -3
onde A(P) e um campo quaternionico arbitrarioc.

Com os resultados (6.III.VII) e (8.III.VII). oteremos:

ou

Tomando=se ¢ hermitiano, teremos:

=-L(oF +o¥ ’*} 5 0.IIT.VII)
[?3 4 <G P g iVP G-H (1
ja que‘6;3 o-&P e o’ sio quaternions hermitianos.

A férmula (10.III.VII) define a g-afinidadec em fungao das Uy,
a ’
suas derivadas parclais e dos sfmbolos de Christoffel de 2~ espe

cle os [ﬂ nac sac hermitianose.

P

A férmula (5.II.VII) mostra que as [; se transformam como

4

quadrivetores de universo quanto ao {ndice vy entretanto [L e
um quaternion de estrutura matematica mals complexa. Vejamos cQ

mo se transforma por uma transformaggo em que estejam fixadas as

xH,
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De " v
p=?,* 0 (4 (5.11.VII)

e Jlevando em conta que @é um gq-espinor da forma (@A) e, portan
to, deve se transformar como {'(P) = Q(P) %(P), quando ha uma
transformaggo de coordenadas X}L- le ou quando simplesmente
haja uma transformaggo em Py a XF fixadas, que conecta uma te=
trada o(P) com outra o'} (P) = A”(P)y o’(P) neste ultimo caso

dizemos que temos uma transformaggo de spin purae.

A transformagao de ((P )IP induzida por uma * ansformagao de
coordenadas Xy, decorre simultaneamente do seu carater espino-
rial e do seu carater tensorial, respectivamente contidos nos

fndices A e L Por isso, a sua lei de transformagao &z
. 2X”
Pe® = | =g | WP ¥, (P) (11.IIT.VID)
ZX'H P

onde Q(P) depende da transformagao de coordenadas.

Unma transformagio pura de spin sera um ©aso particular e de

finida por:
Q(P) V}Iﬂ ’ (12.III.VII)

ou

mas 7,0' = Q¥ , logos
@p, + T, a¥=ap, +al, ¥,

ou
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sz/'*' FP Q¥ =Q r}]@-

Da arbitrariedade de Q’resulta ques

leu+f-}] Q=Q[;1 ;

e cono
Q{P) Q(P) = ¢° ,
viré:
"(p) = -Q )y QAP) . (13.ITI.VII)
L =@ 2,0p Q

Essa 6 a lei de transformagao da q=-afinidades quando temos
uma transformagao pura de spin. Para o caso m~ls geral de uma
transformaggo de coordenadass; a lei de transformagao deve le-

var em conta o carater tensorial do indice H’ isto é:

. XY B
P) = [ —— - P 14.III.VII)
[, @ <@X »->p @[, - Q, )p AP (

onde o ponto P wvem indicado por suas coordenadas.

(IV.VII) A g-Curyatura R s
Do calculo tensorial sabemos que o tensor de Riemann-Chris-
toffel é definido em fungao dos simbolos de Christoffel e de suas

derivadas parciais; por meio da expressao.

R?“'S =% {p;\s}" % {,f\r} +{Hes} {e?\r} - {Per} {OAS}, (1.Iv.VII)

A
o{’s}
onde 9 { A } = ; as x¥ constituem o sistema de coordena-
r H S a r

das e {HAS} é o sfmbolo de Christorfel de 22 espécie.

No capftulo anterior vimos a correlagao que existe entre as
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g-afinidades f;

definigao da derivada covariante de um g-espinor. Dentro dessa

e os simbolos { } e essa correlagao surgiu na

A
ps
analogia, vamos procurar o quaternion anélogo ao tensor de Rie~
mann~Christoffel. Para isso, lembremos que as derivadas covarian
tes nao comutam e que a lei de comutagao para a derivada covarian

te de um quadrivetor aP és

ap“}‘ - aPW = % B,P e (2.IV.VII)

A formula (5.II.VII) nos da a derivada covariante de um g-es
pinor do tipo (@A)Q Se a derivarmos mais uma vez - c¢rocarmos a
ordem das derivadas obteremos dois quaternion:, derivadas cova-
riantes segundas de u. g-espinor. Se os subtrairmos, obteremos

uma certa funggo que envolve o préprio g-espinor, as g-afinida-

des e suas derivadas parciais. Essa expressao sera indicada por:
(wlv)lp - WIH)IV = iﬁw- ?pW:myﬂ 7 (3.IV.VII)
A obtenggo deste resultado & um pouco trabalhosa e se encon=-
tra no apéndice II.

Ao quaternion RyH chamaremos g-curvatura.

A expressao matricial da (3.IV.VII) é:
A A - A B
(zp )'VH et (zp )IPV - (m B)V’-l (2P ) ° (3' oIVoVII)

Como se pode ver no apéndice II, a q-curvaturalRyH é depen-
dente das q-afinidades e suas derivadas parciais e sua expressgo
e:

‘Ry/ﬁ"’pl?'%fﬁ*‘mﬂ‘-[;@  (4.IV,VII)
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Comparando-se (4.IV.VII) e (3.IV.VII) com (1.IV.VII) e
(2.IV.VII), respectivamente, veremos a analogla entre a gq-cul

vaad:ura.[R),)u e o tensor de Riemann-Christoffel.

Do fato de que [ 6 + f\ = 0 resulta que:

Y
R,y + By = 0 (5.IV.VII)
ou ‘
. tr(lRy/l) =,0 o (6.IVOVII)

A formula (4.IV.VII) mostra que Ryﬁ é antissimétrico nos

indices Vel

Se tomarmos o »*junto da (3.IV.VII) e levarmos em conta a

(5.IV.VII), teremoss

Yy - Y PRyp

mas %VF = ?/JMI s logos
Yivg = ¥puy =~ YRy
Levando em conta que ¢ adjunto de um g-espinor do tipo
e passa a ser do tipo (&h), vems
gy~ Py = - BP®Y),,  (7.IV.VID)

rd o LY
Mas essa e, entao, a lel de comutagao na derivada cova=-
riante de um g-espinor covariante. Ela apresenta grande ana=-

logia com a correspondente expressao tensoriale.

Como as g=~tetradas tém derivada covariante nula, resulta:

O—PII'S = G-Pﬁsr - O (8' .IV.VII)
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' d ~
efetuando-se os calculos, que sao algo longos e encontram-se no

apandice I, obteremos:

Ag/ t .
o*rf . +m., ol FRT =0 . (8.IV.VII)

Esta formula coincide com a expressao encontrada por P. G.

Bergmann onde o que esse antor chama de ZA é a g-tetrada oA,

A formula (8.IV.VII) estabelece uma importante correlagao
entre o tensor de Riemann RAHrs e a q-curvatura e a correla-

¢ao é feita pelas gq-tetradas of.

Multiplicando=-se a direita ambos membros .e (8.IV.VII) por

L4
qP e somando=-se nos Ho vira:

An, — 1'—_
o RAFI,S T, * g cf‘cr“+c/‘mrs L =0

Como UFFH =4 5% e como GH[RrS ﬁ = (2 tr m;,rs) °, e co
mo de (64IV.VII) conclue-se que tr B;g = 0, obteremos:

Rng = = ';li GARA.,;S ﬁ . (9.IV.VII)

A g=-curvatura é uma funggo do tensor de Rlemann~Christof-
fel e das q-tetradas. A formula (9.IV.VII) mostra que R.g

nao e hermitiano.

A inversao da formula (9.IV.VII) & obtida se projetarmos

a expressao (8.IV.VII) sobre og, isto e:

GI(RA crA+[Rrs ol+ o-PER:S) =0

rs
ou

- ‘°(Re/‘rs)=oelERrs ol + m‘*m*rs . (10.IV.VII)

0 tensor de Riemann-Christoffel é definido quando conhece-
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mos as gq-tetradas e a g=-curvatura ou, mals expl?icitamente, quan=-
do conhecemos as g-tetradas O‘H as gq-afinidades e suas derivadas

parciais.

Se levarmos em conta a definigao, (15.II), do produto es-

calar de dols quaternions, mals o fato de que ;}(Iﬂrsc}u o*FIRIs)

é o ad junto do (l'RrSO'}"" or/“ER;S)oe e tambem que A+A = tr A, obte

remos a partir de (10.IV.VII) a expressao:

° (Reﬂrs) = '% E,—é L o+ G-F[RIS) +

+ B, ol + a/’“'m;fsha] =

= - Jé tr {;5 ®,, of+ UPRIS )} (10' .IV.VII)
IRI‘S +[-R: =0

O@Wpg) = -3 [PR ol+

+o® o PR}, -;‘_HIRI,S o nm;fs ol o ] (10" .IVAVII)

4 v d
Esta e a formula com que P, Bergmann expressa o tensor de

Riemann em fungdo das oM e das Rp.q
E claro que a partir do tensor de Riemann podemos obter

as suas formas contraidas. Assim, de (10.IV.VII) podemos obter:

&°(Re!fﬂs)= &rY, = - UGIGRH o+ o:“m;:s) (11.IV.VII)

4 ’
£ possivel escrever a formula (11.IV.VII) sob forma de
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trago ou desdobrada em outras formas equivalentes, mas a forma su
pra é mais compacta. O tensor Res 6 tambem chamado tensor de Rig

cl.

8e contrairmos a (11.IV.VII) obteremos a curvatura escalar

R, isto e:

&° Re#pa =6°R = -cr"l(m’19 ol + crf‘fR*He)

As f£érmulas (10.IV.VII), (11.IV.VII) e (12.IV.VII) dao as

(12.IV.VII)

express5es quaterniSnicas dos tensores de Riemann, de Riccli e a

curvatura escalar em fungao da g-curvatura e dac gl

Para a descriggo da curvatura do espaco de Riemann " basta

o conhecimento das cly ofy dos R, e das IR;':S.

A conexao entre a g-curvatura e o tensor de Riemann-Chrig
toffel tem suas verdadeiras rafzes na formula (10.III.VII) quan-
do se conecta a g=-afinidade com os s{mbolos de Christoffel de 28

'
especle,

Dados os oy e os sfmbolos{;ﬁp} construiremos as g-afini
dades e a g-curvatura, entretanto do mesmo modo que 0S gt”’  nao

fixam unlvocamente os cfﬂ o tensor de Riemann-Christoffel nao £i

xa unlvocamente o R

P
Do ponto a que chagamos, neste trabalho, o caminho natu-
ral a prosseguir sera o de construir as equagaes de Einstein na
forma quaternisnica ou aplicar o formalismo de quaternions as e-

quagoes de onda em espago CUrvO.

~ P4 -~
Nao o faremos neste trabalho. Tambem nao faremos a cone-
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~ < .
xao entre espinores de ordem superior a segunda e gquaternions,y O
A Y o~
que somente seria poss{vel com a introdugao do produto direto de

quaternions,

VIII. CONCLUSZA0

Com a obtengao das g-afinidades [, e da g-curvatura R,
estamos de posse de um instrumento de célculo-para o estudo das
teorias relativistas. Em particular, as equagsoz de Einstein da
relatividade geral podem ser obtidas na forma quaternisnica. 0
tratamento da relatividade sob forma quaternianica permite éxpl;
citar a estrutura espinorial da teoria, sob a forma de fungSes

das gq-tetradas e suas derivadas.

Levando=se em conta que as g-tetradas ocMsao generaliza-
~ s L P L~ ~
goes das O y e natural a descrigao das equagoes de onda em espa-

- “ o . >
¢o curvo por meio do formalismo quaternionico aqui introduzido.

0 fato de que, tanto a relatividade geral quanto as equa-
gSes de onda possam ser descritos por um S0 formalismo, nos leva
a supor que uma teoria qu%ntica,do campo gravitacional tenha

A
grande conveniencia em ser descrita no formalismo de quaternions.
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APENDICE I

A | +
c£LcULO DE RAP‘,S o} +R,g ol + ofR rs =0

Trabalharemos no formalismo matricial. A férmula
(14.II.VII) nos das

Cl IR C L J (a“w){,,“r} +
+ ([ ‘c)wl“’B) s (YL Ppt =0,

onde ’f;, B i‘)T = ([; iB) e py ¥ sao {ndlces vetoriais.

-~ ’
' Derivando essa expressac covarlantementes vira:

. . . (A, B fixos)
(o}‘m)irs =0 = E—VAB’r + (cryAB){ PI}J ’ M

(D AERDEY e (et (5 +
+ (G 4e” BBy { )+ o Py { ) ¢

+ ([ ‘c)(/"ﬁ).la * Ert\Ac){rte) + AC):‘ *

(D AR - (CAREIRTE)] (oF OBy +

+ () (I &P + W"“’EE éﬁ).- * (Eéé) {“'t'} '

+ (G G D) - (G G 5P -
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[(o_HAé),sr . (UV@) { r}](a, B fixos) .
(GA [k |+ (P {F ]+ (RP ok Cﬁ)] .

o [ R Y N O LYY ] [ ol

+

R h ) {5+ () 5 (o)

-(J;AL)([;LC)(O'FCB) . (O_FAC)EE (':B),s +

’

T : N Ly~ .B
*\Qc){rs}“(gc)(ELﬂ y

Para formarmos a expressao (8.IV.VII) precisamos subtralr,

do resultado anteriory o o-P e anular a diferenca.

|sr
A formagao do o-)ul r é feita analogamente ao GFIrs’ (bastan

' -
do-se comutar na formula anterior s por r).

Mas, do calculo tensorial temos:

EO‘PM%),I» + (UV@){VHI‘}](I:? B rixos) - EG/JA'é),s +

(A, B fixos)
+ (o )/AB) {y S}] ’ _ (O_AAB) R;\‘Hrs ,

onde RA’urs e 0 tensor de Riemann Christoffel. Esta é a lei de

3 © [ 3
comutac;ao da derivada covariante do calculo tensorial.

Entao:
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= (MBS -

_ AB AB
0 = (O‘H )lrs - (P s

)Isr

<I;AD>@<{><E 1) - <f;“L></"//’/><[; b))+

+ (A o @M (AP oP)

(O P - (T ) 4

(EAD?%I; 1D+ QAT )T -

(A0 o @F Oy + (AR -

+

™.
St
LY

S (PO R S TG NI SO

Entéio, com a omissao dos térmos canceladosy teremos:
- AAB A A -L

0= (B gl 4 Ef; o),s = (GRS -

- (R + (GAGE] F % 4

+ @D P o - (e D) - (gD +

(GG )]

Escrevendo em forma compacta e levando.em conta a defini

¢ao da g-curvatura R, » dada em (2.IV.VII), vira:
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Ao B . Jot - s
* Kk K
APENDICE II

A férmula (5.II.VII) nos da a expressao da derivada cova-

riante de um espinor de 12 ordem do tipo (@A):
bi,=%,+0 ¢ (5.I1.VII)

Se derivarmos ncvamente a (5.II.VII), ooteremos:

@Iy =Ny =@, LB, - o {P V} + [}: %), (1.A.ID)

0 s{mbolv de Christoffel {PFL} surgiu porque @ly além de
espinor tem caréter tensorial devido ao indice Ve Comutando=-se

a ordem dos fndices vy | em (1.A.1II), viras

(le)lv =V = @ 0, - % { }+ L, %P (2.4.11)

Subtraindo-se (2.A.II) de (1.A.II) e levando em econta a

simetria dos simbolos de Christoffel nos fndices F’ V, viras

Yryp- ?’l}“ﬁ o R,H + [ Yo * f;l Y, -

Y Loy ¥ L ¥y - L Wy =

= [:,ﬂ v+ /;;//// + [;/%%22{+ f; P -
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ou

4 r'd
Comparando essa formula com a correspondente formula do

caleulo tensorial,y escreveremos:
- - 'o 3
Zplvp ?pl,uv R, v , (3' .AII)
onde
]Ry/l =a,uf;+[;; 1-;, -3y [;J-r;f;ﬂ"
Mas esta & a formula (4.IV.VII), que da a g-curvatura.

En (3.A.II) se trocarmos p por v, obteremos:

?pI;W" %F =RBuy 4 (4.A.11)

Comparando (4.A.II) com (3'.A.II) e levando em conta a

arbitrariedade da ¢, concluimos que:

TR}“, = —'[Ry"(

* *k *

. {5.A.II)
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