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Resumo

Ni priskribas luman Doppleran efikon inter same akcelataj fonto kaj observanto Ce
special-relativeco. La propraj akceloj estas konstantaj kaj paralelaj.
Descrevemos o efeito Doppler relativista entre fonte luminosa e observador igualmente

acelerados. As aceleragoes préprias sdo constantes, e paralelas.

1 Enkonduko

En special-relativeco, Lorentzaj transfor-
moj estas gravaj. Ili montras kiel, el koordi-
nata priskribo de fizika situacio per iu iner-
cia referenca sistemo, oni trovas priskribon
per alia inercia referenca sistemo. Tamen,
tio ne montras tion kion observanto vere
vidas. Por tio, oni devas konsideri plurajn
faktorojn, cefe, Doppleran efikon.

En antauaj artikoloj [1, 2, 3] ni studis
luman Doppleran efikon c¢e kelkaj specialaj
situacioj: tie au observanto au fonto restas.
Ci tie, ambati movigas. Ili movigas ce kon-
stanta propra akcelo, kiu tre tatgas por
special-relativeco.  Fakte, tiu akcelo es-
tas relativeca ekvivalenta de Newtona kon-
stanta akcelo, kaj plibone ne generas rapi-

1 Introducao

As transformacoes de Lorentz sao importantes
na relatividade especial. Elas mostram como,
partindo da descricao de uma situacao fisica me-
diante um sistema inercial de referéncia, acha-se
a descricao mediante outro sistema inercial de
referéncia. Entretanto, isso nao mostra o que
o observador verdadeiramente vé. Para tanto
deve-se considerar varios fatores, principalmente
o efeito Doppler.

Em artigos anteriores [1, 2, 3] nés estudamos
o efeito Doppler luminoso em algumas situacoes
especiais: ali, ou o observador ou a fonte estao

em repouso. Aqui ambos se movem. Eles se
movem com aceleragao propria constante, que
se ajusta bastante bem a relatividade especial.
Com efeito, tal aceleragao é o equivalente rela-
tivista da aceleracao Newtoniana constante, e
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don pli granda ol rapido de lumo en vakuo,
c; cetere gi multe simpligas kalkulon, kaj
havas specialajn kvalitojn pri kiuj ni disku-
tos en Konkludo.

Luma Dopplera efiko estas malsameco
v' #v de frekvenco v’ de eligita lumo kaj
frekvenco v de observata lumo, pro movado
de fonto att observanto, att ambat. Propor-
cio D = v/v' nomigas Dopplera faktoro.

Car frekvenco estas inverso de periodo, tial
ni difinas Doppleran faktoron kiel

D(r) :

Ci tie d7’ estas infinitezima propra in-
tertempo per fonto inter eligo de du lumaj
signaloj, kaj d7 estas infinitezima propra
intertempo per observanto inter enigo de
tiuj signaloj. Momento de eligo de lumo-
signalo el fonto nomigas t' au 7/, kaj mo-
mento de enigo de tiu signalo en observanto

nomigas ¢ ait 7. Ce la tria termo en (1), ni
uzis rilaton de intertempa dilato dr = dt/~
inter propra kaj koordinata intertempoj,

kie y:=1/4/1 —v?/c?, kaj v :=dz/dt .

Por kalkuli Doppleran faktoron ni unue
kalkulas distancon inter fonto je momento
t' de eligo de signalo kaj observanto je mo-
mento ¢ de enigo de tiu signalo. Poste ni
egalas tiun distancon al distanco c(t — t')
kiun lumo trakuras dum intertempo ¢t — t'.
Tiu ekvacio, nomota elig-eniga ekvacio, ri-
latas momentojn de eligo ¢’ (at 7') kun mo-
mentoj de enigo ¢ (au 7). Diferenciante gin
ni havigas Doppleran faktoron je momento
t (au 7), per ekvacio (1).

Dopplera efiko kun D < 1 nomigas
“rug-delokigo”, car frekvenco etigas; ekzem-
ple, delokigo de flava koloro al ruga. Kon-
trate, efiko kun D > 1 nomigas “viol-
delokigo”. Se D = 1 oni diras ke ne
estas Dopplera efiko. Rimarku, ke car
propratempoj d7’ kaj dr estas Lorentze

_ar
odr

apropriadamente nao produz velocidade maior
que a da luz no vacuo, c¢; além do mais, ela sim-
plifica muito o céalculo, e tem qualidades espe-
ciais a respeito das quais noés discutiremos na
Conclusao.

Efeito Doppler luminoso é a diferenca v’'#v
da frequiéncia v’ da luz emitida e a freqiiéncia v
da observada, por motivo de movimento da fonte
ou do observador, ou de ambos. A razao D =
v/v' se denomina fator Doppler. Dado que a

freqiiéncia é o inverso do periodo, nés definimos
o fator Doppler como

_ () a (1)

() di

Aqui d7’ é o intervalo infinitesimal de tempo
proprio, na fonte, entre a emissao de dois sinais
luminosos, e dr é o intervalo infinitesimal de
tempo proprio, no observador, entre a recepcao
desses sinais. O momento da emissao de um
sinal é designado como t' ou 7/, e o momento
da recepgao desse sinal é designado como ¢ ou .

Quanto ao terceiro termo em (1), nds usdmos a
relagao de dilatagao temporal dr = dt/~ entre o
intervalo de tempo proprio e o de tempo coorde-

nada, onde v :=1/4/1 —v?/c?, e v := dx/dt.

Para calcular o fator Doppler nés primeira-
mente calculamos a distancia entre a fonte,
no momento t' da emissao de um sinal, e o
observador, no momento ¢ da recepcao desse
sinal. Em seguida nods igualamos essa distancia
a distancia c(t — t') que a luz percorre no in-
tervalo de tempo ¢t — t'. Esta equacao, a ser
chamada equacao de emissao-recepcao, relaciona
os momentos de emissao t’' (ou 7') com os de re-
cepgao t (ou 7). Diferenciando-a nés obtemos o
fator Doppler no momento ¢ (ou 7), mediante a
equagao (1).

O efeito Doppler com D < 1 se chama “deslo-
camento para o vermelho”, porque a freqiiéncia
diminui; por exemplo, a cor amarela desloca-se
para a vermelha. Ao contrario, o efeito com
D > 1 se chama “deslocamento para o violeta”.
Se D = 1, diz-se que nao ha efeito Doppler. Note
que, como os intervalos de tempo préprio d7’ e
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skalaraj, do ankat Dopplera faktoro D es-
tas Lorentze skalara.

[uj rezultoj pri Dopplera efiko trovigas
ekzemple en [1, 2, 3, 4]. Unue, se fonto kaj
observanto kolinie forigas unu de la alio),
okazas rug-delokigo. Kontrate, se ili kolinie
alproksimigas, okazas viol-delokigo. Due,
se fonto Ccirkatiras restantan observan-
ton, okazas rug-delokigo, pro intertempa
dilato c¢e fonto. Kontrate, se observanto
cirkauiras restantan fonton, okazas viol-
delokigo.

Iom pli generale, estigu restanta fonto
kaj moviganta observanto kun rapido V/,
kiel en figuro 1(a), do elig-eniga ekvacio es-

tas \/P%2 + 22(t) = c¢(t — t'). Diferenciante

kaj uzante iom da geometrio, Dopplera fak-
toro estigas

Dzv(l—

Kontratie, por restanta observanto kaj
moviganta fonto kun rapido V, kiel en

figuro 1(b), elig-eniga ekvacio estas
P2+ 2%(t') = c(t —t'). Diferenciante,
Dopplera faktoro estigas

d7 sao escalares de Lorentz, entao também o fa-
tor Doppler D é um escalar de Lorentz.

Alguns resultados sobre efeito Doppler se en-
contram em, por exemplo, [1, 2, 3, 4]. Primeiro,
se fonte e observador estao se afastando colinear-
mente um do outro, ocorre deslocamento para o
vermelho. Ao contrario, se eles estao se aproxi-
mando colinearmente, ocorre deslocamento para
o violeta. Segundo, se a fonte estd contornando
o observador em repouso, ocorre deslocamento
para o vermelho, devido a dilatacao temporal na
fonte. Ao contrario, se o observador esta contor-
nando a fonte, ocorre deslocamento para o vio-
leta.

De modo mais geral, esteja a fonte em re-
pouso, e o observador com velocidade V', como
na figura 1(a); entdo a equagdo de emissao-

recepcao é /P2 4+ 22(t) = ¢(t—t'). Diferenciando-
a e com um pouco de geometria, o fator Doppler
se torna

v cos a) : (2)

C

Ao contrario, para observador em repouso e
fonte com velocidade V', como na figura 1(b), a

equagao de emissao-recepcao é (/P? 4 22(t') =
c(t — t'). Diferenciando-a, o fator Doppler se

torna

D= [7 (l—i-%cosoz)]l : (3)

En tiuj du pli generalaj okazoj, Dopplera
faktoro dependas de rapido kaj de angulo.

Ni esploras kvin malsamajn fizikajn
sistemojn, en kiuj observanto kaj fonto
movigas kun sama konstanta propra akcelo.
Je la unuaj du sistemoj, observanto kaj
fonto movigas kolinie. Je la tria, movadoj
estas paralelaj kaj ortaj al linio kunigante
ilin. Kaj fine, je la du lastaj, movadoj
estas ankau paralelaj, sed klinaj rilate

al tiu linio. Ce c¢iu sistemo, ni inspek-

tas plurajn eblajn fazojn. Ce fazo 0,

Nestes dois casos mais gerais o fator Doppler de-
pende da velocidade e do angulo.

Nos vamos analisar cinco sistemas fisicos di-
ferentes, nos quais o observador e a fonte se
movem com mesma aceleragao prépria cons-
tante. Nos primeiros dois sistemas, o observador
e a fonte se movem colinearmente. No terceiro,
os movimentos sao paralelos, e ortogonais a linha
que os une. E finalmente, nos ultimos dois, os
movimentos sao também paralelos, mas inclina-

dos relativamente aquela linha. Em cada sis-

tema, ndés examinamos as varias possiveis fases.
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Figuro 1: El sekcio 1. (a) Restanta fonto kaj moviganta observanto. (b) Kontrate.
Figura 1: Refere-se a se¢do 1. (a) Fonte em repouso e observador em movimento. (b) O

contrario.

restanta observanto ricevas signalon elig-
itan el fonto ankau restanta; car ne estas
Dopplera efiko en tiu fazo (D = 1), tiu fazo

ne estos ordinare prezentata. Ce fazo 1,
moviganta observanto ricevas signalon elig-
itan el ankorau restanta fonto. Fine, ce
fazo 2, moviganta observanto ricevas sig-
nalon eligitan el ankatt moviganta fonto; ni
rimarkos, ke ¢i tiu fazo ne c¢iam ekzistas.

Sekcio 2 difinas propran akcelon de ko-
rpo, kaj priskribas movadon de korpo se tiu
akcelo estas konstanta. En sekcio 3, ob-
servanto movigas malantau fonto, kaj en
sekcio 4, kontratie. Sekcio 5 priskribas la
nekolinian ortan movadon. Sekcioj 6 kaj
7 priskribas klinajn movadojn kun obser-
vanto malantat fonto kaj kontrate. Sek-
cio 8 konkludas.

2 Konstanta propra
akcelo

Antatuigante studon de Dopplera faktoro,
¢i tiu sekcio difinas propran akcelon, kaj
priskribas movadon lau konstanta propra
akcelo, kiel Mgller [5, pagoj 73-74] kaj
Rindler [4, pago 49].

Estigu inercia referenca sistemo en kiu
korpo momente ripozas. En tiu sistemo,
derivajo de rapido de korpo rilate al tempo
nomigas propra akcelo a de korpo (rimarku,
ke a estas Lorentze skalara). Ce unudimen-

sia movado, oni montras, ke en iu ajn iner-
cia referenca sistemo

Na fase 0, o observador em repouso recebe sinal
emitido pela fonte também em repouso; como
nao hé efeito Doppler nesta fase (D = 1), ela nao

¢ geralmente apresentada. Na fase 1, o obser-
vador em movimento recebe sinal emitido pela
fonte ainda em repouso. Finalmente, na fase 2 o
observador em movimento recebe sinal emitido
pela fonte também em movimento; nés vamos
ver que esta fase nem sempre existe.

A secao 2 define aceleracao prépria de um
corpo, e descreve o movimento do corpo se
aquela aceleracao for constante. Na secao 3, o
observador se move atras da fonte, e na segao 4, o
contrario. A secao 5 descreve o movimento nao-
colinear ortogonal. As segoes 6 e 7 descrevem os
movimentos inclinados com o observador atras
da fonte e o contrario. A secao 8 encerra o ar-
tigo.

2 Aceleracao prépria
constante

Antecedendo o estudo do fator Doppler, esta
secao define aceleragao propria, e descreve o
movimento de um corpo sob aceleracao propria
constante, do mesmo modo que Mgller [5, pag.
73-74] e Rindler [4, pag. 49].

Seja um sistema inercial de referéncia no
qual um corpo esteja momentaneamente em re-
pouso. Nesse sistema, a derivada da velocidade
do corpo com relagao ao tempo se chama ace-
leragao prépria a do corpo (note que a é escalar
de Lorentz). Para movimento unidimensional,
mostra-se que em qualquer outro sistema iner-
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‘ cial de referéncia

d(yv)

Estigu korpo komence restanta (vy = 0)
en pozicio 0 de akso z de inercia sistemo
So de referenco. Ekde t = 0 (7 = 0), gi
movigu kun konstanta propra akcelo a en
pozitiva direkto de z. Integrante (4), la
movado estigas

P (4)

Esteja um corpo inicialmente em repouso
(vo = 0) na posigao 0 do eixo = de um sistema
inercial Sy de referéncia. A partir de t = 0
(7 = 0) mova-se ele com acelera¢do prépria a
constante na direcao positiva de x. Integrando
(4), o movimento se torna

r = % (\/1 + (at/c)? — 1) Cosh(aT/c) —-1], (5)
v o= o at/—c = ctanh(at/c) , (6)
v = /1+ (at/c)? = cosh(ar/c) , (7)
at/c = sinh(at/c) . (8)

Rimarku en (6), ke v — ¢ kiam ¢ — oo.
Eblas pruvi, ke Newtona akcelo (ay :=
dv/dt) de tiu movado estas ay(t) = a/73(t),
kiu etigas lau tempo, ¢ar ~(t) egigas lau
rapido.

3 Observanto malantau
fonto

Lau figuro 2(a), kaj observanto A kaj
luma fonto A’ restas en inercia sistemo Sy
de referenco. Ekde ¢t = 0, ambat movigas
dekstren en akso z, kun sama konstanta
propra akcelo a.

Ce fazo 1, observanto movigas lait (5),
kaj ricevas signalojn (kiel sago a en fig-
uro 2(b)) eligitajn el fonto restanta en L >
0; do elig-eniga ekvacio estas L — x(t) =
c(t —t'). Uzante (5) por z(t), kaj (8) por
t(7), kaj t' = 7', tiu ekvacio estigas

T = g[exp(cm'/c) -

Note na (6) que v — ¢ quando ¢t — oo. E
possivel provar que a aceleracao Newtoniana
(ay = dv/dt) desse movimento é ay(t) =
a/v3(t); ela diminui com o tempo, de vez que
~(t) cresce com a velocidade.

3 Observador atras da
fonte

Segundo a figura 2(a), tanto o observador A
como a fonte luminosa A’ estdo em repouso em
um sistema S inercial de referéncia. A partir de
t = 0 ambos se movem para a direita no eixo x,
com mesma aceleracao propria constante a.

Na fase 1, o observador se move segundo (5),
e recebe sinais (como a flecha a na figura 2(b))
emitidos pela fonte em repouso em L > 0; por-
tanto a equacao de emissao-recepgao é L—z(t) =
c(t —t'). Usando (5) para z(t), e (8) para t(7),
e t' =7/, aquela equacao se torna

(14+aL/?)]. (9)
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Figuro 2:  El sekcio 3. (a) Observanto A kaj luma fonto A’ komence restas ¢e x = 0 kaj
x = L > 0, respektive. (b) Ambau A kaj A’ akceligas dekstren ekde ¢ = 0. Sagoj je 135°
indikas lumajn signalojn. Observanto ricevas signalojn eligitajn el fonto kaj restanta («) kaj
moviganta ().

Figura 2: Refere-se a segao 3. (a) Observador A e fonte luminosa A’ inicialmente em repouso
em x =0ex =L >0, respectivamente. (b) Ambos A e A’ se aceleram para a direita a partir
de t = 0. As flechas a 135° indicam sinais luminosos. O observador recebe sinais emitidos pela
fonte tanto em repouso () como em movimento ().

Fazo 1 finigas je 79, kiu estas la valoro de 7
en (9) se 7' =0:

A fase 1 termina em 79, que é o valor de 7 na (9)
se 77 =0:

a alL
exp <%) =1+ - (10)

Kalkulante d7’'/dr el (9) aperas Dopplera | Calculando d7’/dr a partir da (9) aparece o fator

faktoro Doppler

D, =exp(at/c), 0 <7< 7. (11)
Oni rimarkas, ke D eksponenciale egigas en | Nota-se que D cresce exponencialmente na
fazo 1, kiel figuro 3(b) montras. Tio estas | fase 1, como a figura 3(b) mostra. Isso é facil-
facile komprenebla, car en inercia sistemo | mente compreensivel, de vez que no sistema iner-
So, observanto alproksimigas al restanta | cial Sy o observador se aproxima da fonte em
fonto pli kaj pli rapide, do li vidas viol- | repouso cada vez mais rapidamente, portanto
delokigon pli kaj pli forta. ele vé um deslocamento para o violeta cada vez

mais forte.

Ce fazo 2 (kiel sago 3 en figuro 2(b)), Na fase 2 (como a flecha  na figura 2(b)),
ambau A’ kaj A movigas, do nova elig- | ambos A’ e A estdo em movimento, portanto a
eniga ekvacio estas L +x(t') — z(t) = ¢(t — | nova equacdo de emissao-recepgao é L + z(t') —
t'); uzante (5) por z(t') kaj x(t), kaj uzante | x(t) = c(t — t'); usando (5) para z(t') e x(t), e
(8) por t kaj t’, tiu ekvacio estigas usando (8) para t e t/, aquela equagao se torna

exp(at’/c) = exp(at/c) — (aL/c?). (12)
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Figuro 3: El sekcio 3. (a) Direkto de akcelo kaj movado. (b) Dopplera faktoro D kiel funkcio
de propratempo 7 de observanto. Estas 75 en (10).

Figura 3: Refere-se a se¢ao 3. (a) Direcao da aceleragao e do movimento. (b) Fator Doppler D
como fungao do tempo préprio 7 do observador. Esté 75 na (10).

Fine, kalkulante d7’/dr el (12) aperas fak-
toro

1

Finalmente, calculando d7’/dr a partir de (12)
aparece o fator

D

Ni rimarkas en (13) kaj en figuro 3(b),
ke Dy etigas ekde 7 = 71y. Tio estas facile
komprenebla en inercia sistemo Sy de refer-
enco: Newtona akcelo ay(t) de observanto,
je momento t de ricevo de lumo, estas pli
eta ol Newtona akcelo ay(t') de fonto, je
momento t' < t de eligo de tiu lumo; do ob-
servanto en x(t) alproksimigas al loko x(t)
de eligo de lumo pli kaj pli malrapide.

Ni ankau rimarkas en (13) kaj en fig-
uro 3(b), ke okazas Dy — 1 kiam 7 —
oo; tiam ambaiu observanto kaj fonto havas
rapidon cirkatie ¢, kaj ne ekzistas Dopplera
efiko. Newtona kinematiko facile eksplikas
tiun fakton: se fonto kaj observanto es-
tas kolinie movigantaj kun similaj rapidoj,
Dopplera efiko ne ekzistas. Sed relativeca
kinematiko bezonas fari pli detalan anal-
izon. Rapido de observanto (je momento
7 de ricevo de signalo) mezurata en iner-
cia sistemo de momenta ripozo de fonto
(je momento 7' de eligo de tiu signalo) es-

" 1— (aL/®)exp(—ar/c) ’

T>T . (13)

Nés notamos, na (13) e na figura 3(b), que
Dy diminui a partir de 7 = 7. Isto é facil-
mente compreensivel no sistema inercial Sy de
referéncia: a aceleracao Newtoniana ay(t) do
observador, no momento ¢ de recepcao de luz,
¢ menor que a aceleragdo Newtoniana ay(t') da
fonte, no momento t' < t de emissao daquela
luz; portanto o observador em z(t) se aproxima
do local z(t') de emissao de luz cada vez mais
lentamente.

Notamos também, na (13) e na figura 3(b),
que ocorre Dy — 1 quando 7 — 00; nesse
tempo ambos observador e fonte téem veloci-
dade aproximadamente ¢, e nao ocorre efeito
Doppler. A cinematica Newtoniana explica facil-
mente esse fato: é que a fonte e o observador
estao em movimento colinear com velocidades
semelhantes. Mas a relatividade especial precisa
fazer uma andlise mais detalhada. A velocidade
do observador (no momento 7 da recepgao de
um sinal) medida em um sistema inercial de re-
pouso momentaneo da fonte (no momento 7' da
emissao daquele sinal) é V = [v(1) —v(7)]/[1 —
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tas V = [v(1) — o(7)]/[1 — v(r)v(r) /.
Uzante (6) por v(7) kaj v(7'), tiu estigas
V = ctanh a(r — 7')/c. Ekvacio (12) im-
plicas (1 — 7') — (L/c)exp(—ar/c) — 0
kiam 7 — oo, do relativa rapido V (de
loko de ricevo al loko de eligo) nuligas kiam
T — 00, eksplikante Dy — 1.

Kurioze, Ce inercia sistemo Sy de refer-
enco, distanco inter loko L+x(t") de eligo de
signalo kaj loko x(t) de ricevo ¢iam etigas,
de Ljet =0gis L/2 je t — oo. Tio es-
tas facile komprenebla car rapido de obser-
vanto kiam ¢t — oo estas proksimume c,
kaj rapido de signalo estas —c; do renkonto
de observanto kun signalo okazas ce mezo
de konstanta distanco L de observanto al
fonto.

4 Fonto malantau
observanto

Lau figuro 4, observanto A komence restas
enz = 0, kaj fonto A} au A}, komence restas
en —L; au —Lo, respektive, estante 0 <
Ly < */a kaj Ly > ¢*/a. Por fazo 1, elig-
eniga ekvacio estas L+z(t) = c¢(t —1t'). Tiu
fazo datras gis momento 7y lat

aTo

exp (——) =1—al/c® se alL/c* < 1.
c

Rimarku, ke se L > ¢?/a (kiel por fonto A}
¢e figuro 4(b)), fazo 1 dauras gis 7 — o0,
kaj do fazo 2 ne ekzistas. En tia okazo,
lasta signalo sy en figuro 4(b), kiu atingas
observanton A (je 7 — o0) estas eligita
je th = —(1/c)(L — ¢*/a). Signaloj eligi-
taj post t, ne atingas observanton kiun ek-
movigis sufice fore de fonto (L > ¢?/a). Se
tamen 0 < L < ¢?/a, fazo 2 ekzistas.
Por fazo 1, el elig-eniga ekvacio, Dopplera

faktoro d7’/dr estigas (vidu figuron 5)

D, = exp(—%), 0<7<1,

v(T)v(7")/c?]. Usando (6) para v(7) e v(7’), isso
se torna V' = ctanh a(r — 7’)/c. A equagao
(12) implica (71 — 7') — (L/c)exp(—ar/c) — 0
quando 7 — oo, portanto a velocidade relativa
V' (do local de recepcao relativamente ao local
de emissdo) se anula quando 7 — 00, assim ex-
plicando Dy — 1.

Curiosamente, no sistema inercial Sy de re-
feréncia, a distancia entre o local L + z(t') da
emissao de um sinal e o local z(t) da recepcao
sempre diminui, de L em ¢t = 0 até L/2 em
t — 00. Isso é facilmente compreensivel, porque
a velocidade do observador quando t — oo é
aproximadamente ¢, e a velocidade do sinal é
—c; portanto o encontro do observador com o
sinal ocorre no meio da separacao constante L
do observador a fonte.

4 Fonte atras do
observador

Conforme a figura 4, o observador A inicialmente
estd em repouso em x = 0, e a fonte A} ou a
A}, est@o inicialmente em repouso em —L; ou
— L, tespectivamente, sendo 0 < L; < ¢?/a e
Ly > ¢?/a. Para a fase 1, a equagao de emissao-
recepcao é L + x(t) = c(t — t'). Essa fase dura
até o momento 7y segundo

(14)

Note que se L > ¢?/a (como para a fonte A} na
figura 4(b)), a fase 1 dura até 7 — o0, e portanto
a fase 2 nao existe. Nesse caso o ultimo sinal ss,
na figura 4(b), que atinge o observador A (em
7 — 00) é emitido em t, = —(1/c)(L — ¢*/a).
Sinais emitidos apds t, ndo atingem o observador
que tenha comecado seu movimento de um ponto
suficientemente afastado da fonte (L > ¢*/a). Se
entretanto 0 < L < ¢?/a, entao a fase 2 existe.

Para a fase 1, a partir da equacao de emissao-
recepcao, o fator Doppler d7’/dr se torna (veja
a figura 5)

(15)
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(a)

Al A
o -
-L<0 0
“1 0 ax/c?
=p)
Figuro 4: El sekcio 4. (a) Fonto A’ kaj observanto A komence restas en © = —L < 0 kaj
x = 0, respektive. (b) Ambat akceligas dekstren ekde ¢ = 0; fontoj A} kaj A}, movigas ekde
r = —L; kaj —Ly, respektive, estante 0 < L; < c*/a kaj Ly > c¢*a. Sagoj je 45° indikas

lumajn signalojn. Moviganta observanto A ricevas lumon eligitan el fonto A} kaj restanta («)
kaj moviganta (/3). Sed li ricevas lumon eligitan el fonto A} nur restanta (7). Eventoj sq, atl s,
estas lasta eligo de signalo atinganta A. La strekata rekta linio estas asimptoto de hiperbola
kurbo de observanto A.

Figura 4: Refere-se a secdo 4. (a) Fonte A’ e observador A inicialmente em repouso em
r = —L < 0ex = 0, respectivamente. (b) Ambos se aceleram para a direita a partir de
t = 0; as fontes A} e A}, se movimentam partindo de x = —L; e — L, respectiamente, sendo
0 < Ly <c*ae Ly > c*a. As flechas a 45° indicam sinais luminosos. O observador A em
movimento recebe luz emitida pela fonte A} tanto em repouso («) como em movimento ().
Mas ele recebe luz emitida pela fonte A, somente em repouso (7). Os eventos s, ou $1, a0 a
ultima emissao de sinal que atinge A. A linha reta tracejada é assintota da curva hiperbdlica
do observador A.
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D D
1 movado 1
(a) odo—(p)
fonto obs
o aro/c
0 T 0 T T

Figuro 5:  El sekcio 4. Dopplera faktoro D kiel funkcio de propratempo 7 de observanto.
(a) Okazo L > c¢*a (kiel por fonto A} en figuro 4(b)), havanta nur unu fazon. (b) Okazo
0 < L < ¢*a (kiel por fonto A} en figuro 4(b)), havanta du fazojn. Estas 7y en (14).

Figura 5: Refere-se a secao 4: fator Doppler D como funcao do tempo proprio 7 do observador.
(a) Caso L > c¢%*a (como para a fonte A} na figura 4(b)), tendo somente uma fase. (b) Caso
0 < L < ¢*/a (como para a fonte A] na figura 4(b)), tendo duas fases. Estd 7 na (14).

7o estante momento de ricevo de lumo

eligita je 77 = 0. Estas facile komprenebla,
en inercia sistemo S, de referenco, kial
D (7) eksponenciale etigas: observanto iras
pli kaj pli rapide fore de restanta loko de
eligo de lumo.

Por fazo 2, elig-eniga ekvacio estas L +
z(t) —x(t') = c(t —1'), do Dopplera faktoro
d7’/dr estigas (vidu figuron 5(b))

1

sendo 75 0 momento de recep¢ao da luz emitida

em 7 = 0. E facilmente compreensivel, no sis-
tema inercial Sy de referéncia, por que D;(T)
diminui exponencialmente: o observador esta se
afastando cada vez mais rapidamente do local de
emissao da luz.

Para a fase 2, a equacao de emissao-recepcao
é L+ x(t) —z(t') = c(t —t'), portanto o fator
Doppler d7’/dr se torna (veja a figura 5(b))

D, =

En tia okazo, signalo eligita je 7 :=
(c/a)In(c?/al) estas la lasta kiu sukcesas
atingi observanton (kiam 7 — o0). Vidu s;
en figuro 4(b).

Ni rimarkas en figuro 5(b), ke Dy — 0
kiam 7 — oo; tiam rapido de observanto
cirkatas ¢, kaj li ricevas signalon eligitan
je momento 7). Je ¢ tiu finhava tempo,
rapido de fonto estas ankau pozitiva, sed
ne cirkatas c; tio klarigas ekstreman rug-
delokigon Dy — 0.

Oni montras, ke je 7 = 73, okazas
dD,/dr = —(a/c)(1—aL/c?) kajdDy/dT =
—(a/c)(1—aL/c)aL/c?. CaraL/c® <1, je
To, grafikajo estas malpli klinata ce fazo 2

1+ (aL/c?)exp(at/c)

,0<L<cla, 7>1. (16)

Neste caso, o sinal emitido em 7| := (c/a) In(c?/al)
¢ o ultimo que consegue atingir o observador
(quando 7 — 0). Veja s; na figura 4(b).

Né6s notamos na figura 5(b) que Dy — 0
quando 7 — 00; nesse momento a velocidade
do observador se aproxima de ¢, e ele esta re-
cebendo sinal emitido no momento 79. Neste
tempo finito, a velocidade da fonte é também
positiva, mas nao se aproxima de c; iSso es-
clarece o extremo deslocamento para o vermelho
D2 — 0.

Mostra-se que em 7 = 795 ocorrem dD;/dT =
—(a/c)(1 — aL/c*) e dDy/dT = —(a/c)(1 —
aL/c*)aL/c*. Dado que aL/c* < 1, em 7y 0
grafico é menos inclinado na fase 2 que na fase 1,
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(a)

)
Al movado
P
A T
0

Figuro 6:

11

El sekcio 5. (a) Komenca pozicio de fonto A’ kaj observanto A. (b) Dopplera

faktoro D kiel funkcio de propratempo 7 de observanto. Estas 75 en (18).
Figura 6: Refere-se a se¢do 5. (a) Posigao inicial da fonte A’ e observador A. (b) Fator Doppler
D como fungao do tempo préprio 7 do observador. Esta 75 na (18).

ol ¢e fazo 1, kiel montras figuro 5(b). Tio
okazas car ekde 7, ricevataj signaloj estas
eligitaj el jam moviganta fonto.

5 Nekoliniaj movadoj

Lau figuro 6(a), observanto A restas en
pozicio [z,y] = [0,0] kaj luma fonto
A’ restas en pozicio [0,P]. Ekde t =
0, ambai movigas dekstren kun sama
konstanta propra akcelo a.  Komence,
moviganta observanto ricevas lumon el
ankoratl restanta fonto, do elig-eniga ek-

P2 4+ 2%(t) = ¢(t —t'). Uzante
(5) por z(t), (8) por t(7), kaj t' = 7', poste
kalkulante d7’/dr, aperas Dopplera faktoro
¢e fazo 1 (vidu figuron 6(b))

vaclo estas

tanh(at/c)(cosh(ar/c) — 1)

como mostra a figura 5(b). Isso ocorre porque,
a partir de 79, os sinais recebidos foram emitidos
pela fonte ja em movimento.

5 Movimentos nao-colineares

Segundo a figura 6(a), o observador A estd em
repouso na posicao [z, y] = [0,0] e a fonte lumi-
nosa A’ estd em repouso na posigao [0, P]. A
partir de ¢ = 0 ambos se movimentam para a di-
reita com mesma aceleracao propria constante a.
Inicialmente o observador em movimento recebe
luz a partir da fonte ainda em repouso, portanto

a equacao de emissao-recepcao é /P2 + x2(t)
= c(t — t'). Usando (5) para z(t), (8) para t(7),
e t' = 7/, depois calculando dr’/dr, aparece o
fator Doppler na fase 1 (veja a figura 6(b))

D; = cosh(at/c) (1 -

To estante momento de ricevo de lumo
eligita je 7/ = 0:

\/(CLP/C2)2 + (cosh(at/c) — 1)?

), 0<7<T10, (17)

sendo 79 0 momento de recepcao da luz emitida
em 7" = 0:

cosh(ary/c) =1+ %(aP/cQ)2 . (18)

Ni analizas tiun grafikajon cirkau 7 =
0. Tiuokaze, el (17), okazas D; ~ 1 +
(1/2)(at/c)?. Ni rimarkas, ke je 7 = 0,
okazas dD;/dT = 0 kaj d*D, /dr? = (a/c)?.
Do tiu grafikajo komencas horizontale kaj

Nos analisamos esse grafico na vizinhanga de
7 = 0. Neste caso, a partir da (17) ocorre
Dy ~ 1+ (1/2)(ar/c)®. Nés notamos que em
7 = 0 ocorrem dD;/dr = 0 e d?*D;/dr? =
(a/c)?. Portanto esse grifico comeca horizon-
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kurbigas supren (gia kurbeco ne dependas
de P). La interpreto de tiu rezulto es-
tas facila. Komence okazas orta Dopplera
efiko, kiu ne ekzistas en Newtona Kkine-
matiko.  Tiu ordinare faras etan viol-
delokigon, kiu egigas car rapido egigas.
Poste, la for-movado aperigas faktoron de
rug-delokigo. Fine ¢i tiuj du malaj efektoj
nuligas unu la alion je 7 = 79, guste kiam
lasta signalo de fonto ankorau ripozanta
atingas observanton.

Ce fazo 2, ambail observanto kaj fonto
estas movigantaj, do elig-eniga ekvacio
estas (/P2 + [z(t) —z(t)]2 = c(t — 1)
Uzante (5) por z(t) kaj x(t'), kaj uzante
(8) por t kaj t', tiu ekvacio multe simpligas
al

12

talmente e se encurva para cima (sua curvatura
nao depende de P). A interpretagao desse resul-
tado é facil. Inicialmente ocorre efeito Doppler
transversal, inexistente na cinematica Newtoni-
ana. Isso usualmente faz um fraco deslocamento
para o violeta, que cresce devido a que a velo-
cidade também cresce. Depois, o movimento de
afastamento faz aparecer um fator de desloca-
mento para o vermelho. Finalmente, estes dois
efeitos contrarios anulam um o outro em 7 = 79,
exatamente quando o tltimo sinal da fonte ainda
em repouso atinge o observador.

Na fase 2, ambos observador e fonte estao
em movimento, portanto a equacao de emissao-
recepcao é \/P2 + [z(t) —z(t))? = c(t — t).
Usando a (5) para x(t) e z(t'), e usando a (8)
para t e t', essa equacao se simplifica bastante,
para

=7—17; (19)

do Dy =1, t.e., ne ekzistas Dopplera efiko
ce fazo 2. Vidu figuron 6(b).

Nun ni diskutas ¢i tiun konstantecon
de Dopplera faktoro. Kiel ni raportis
en Enkonduko, se observanto pasas orte
restantan fonton, okazas viol-delokigo pro
tempa dilato je rapido de observanto. Alie,
se observanto iras kolinie fore de restanta
fonto, okazas rug-delokigo. En ¢i tiu sekcio,
tiuj du komponoj konkursas. Tiamaniere
Dopplera efiko dependas de rapido de ob-
servanto rilate al fonto, kaj de angulo inter
tiu rapido kaj direkto de signal-eligo, kiel
en figuro 1(a). Konsideru unue la rapidon.
Same kiel en sekcio 3, la relativa rapido
estas V = ctanha(r — 7')/c. Pro ekva-
cio (19), V estas konstanta. Due, konsideru
la angulon. En inercia referenca sistemo Sy,
okazas sinaw = P/[c(t — t')]. Lau Lorentza
transformo, en inercia sistemo de momenta
ripozo de fonto, la diferenco de tempoj
estigas

portanto Dy = 1, isto é, nao ha efeito Doppler
na fase 2. Veja a figura 6(b).

Vamos agora discutir esta constancia do
fator Doppler. Como nds menciondmos na
Introducao, se o observador passa transver-
salmente a fonte em repouso, ocorre desloca-
mento para o violeta devido a dilatacao tem-
poral causada pela velocidade do observador.
Por outro lado, se o observador se afasta coli-
nearmente da fonte em repouso, ocorre desloca-
mento para o vermelho. Nesta secao essas duas
componentes competem. Deste modo o efeito
Doppler depende da velocidade do observador
com relagao a fonte, e do angulo entre essa ve-
locidade e a direcao da emissao do sinal, como
na figura 1(a). Consideremos primeiro a veloci-
dade. Do mesmo modo que na segao 3, a velo-
cidade relativa é V' = ctanha(r — 7’)/c. Devido
a equacao (19), V' é constante. Segundo, con-
sideremos o angulo. No sistema inercial Sy de
referéncia ocorre sinaw = P/[c(t — t')]. Mediante
uma transformagcao de Lorentz, no sistema iner-
cial de repouso da fonte a diferenca de tempos
se torna
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(a)
Yy movado A'
P _’o
A :
0 L>0 7

Figuro 7:  El sekcio 6. (a) Komencaj pozicioj de observanto A kaj fonto A’. (b) Ekzemploj
de Dopplera faktoro kiel funkcio de propratempo de observanto, por cosh ary/c = 2. Valoro de
[aL/c?,aP/c?] en ¢iu ekzemplo estas: 1: [14++/3/2,3/2]; 2: [1,+/3]; 3: [1/2,v/11/2]; 4: [0,/2].
Figura 7: Refere-se a se¢ao 6. (a) Posigoes iniciais do observador A e da fonte A’. (b) Exemplos
de fator Doppler como funcao do tempo préprio do observador, para cosh arg/c = 2. O valor de

[aL/c? aP/c?] em cada exemplo é: 1: [1 ++/3/2,3/2]; 2: [1,/3]; 3: [1/2,/11/2]; 4: [0,/2].

c (r—1)

A () ((t _y = M - x(t’)]) _ Cgnn =) (20)

c2

kie ni uzis (3)—(6) por trovi la dekstran ter-
mon. Pro ekvacio (19) denove, o havas la
saman valoron en ¢iu inercia sistemo de mo-
menta ripozo de fonto, eksplikante kial la
Dopplera faktoro estas konstanta.

Ni jus diskutis pri la konstanteco de
Dopplera faktoro en fazo 2. Pri gia val-
oro, notu ke D(75) = 1 por iu ajn val-
oro de P. Tiun interesan (kaj misteran?)
fakton prezentas plidetale nia estonta ar-
tikolo Dopplera efiko de luma ebeno vidata

per akcelata korpo. Ci tie en Konkludo, ni
rediskutis pri konstanteco kaj nuleco de D,
uzante hetristikajn argumentojn.

6 Observanto malantau
fonto, nekolinie

Ni generaligas sekciojn 3 kaj 5. Vidu en
figuro 7(a), ke observanto A kaj fonto
A’ komence restas en [z,y] = [0,0] kaj
[L, P], respektive, L estante pozitiva kaj P
ioma. Ekde t = 0, ambau movigas dek-
stren kun sama konstanta propra akcelo

a C

onde nds usamos (3)—(6) para achar o termo da
direita. Novamente devido a equacao (19), «
tem o mesmo valor em cada sistema inercial de
repouso momentaneo da fonte, explicando por
queé o fator Doppler é constante.

Nos acabamos de discutir sobre a constancia
do fator Doppler na fase 2. Quanto ao seu
valor, note que D(1y) = 1 para qualquer valor
de P. Esse interessante (e misterioso?) fato
sera apresentado mais detalhadamente em nosso
futuro artigo Efeito Doppler de um plano lu-

minoso wvisto por wum corpo acelerado. Aqui,
na Conclusao, noés rediscutimos a respeito da
constancia e da nulidade de D5 usando argumen-
tos heuristicos.

6 Observador atras da
fonte, nao-colinear

Nos generalizamos as secoes 3 e 5. Veja na
figura 7(a) que o observador A e a fonte A’
estao inicialmente em repouso em [z, y] = [0, 0]
e [L, P], respectivamente, sendo L positivo e P
qualquer. A partir de £ = 0 ambos se movi-
mentam para a direita com mesma aceleragao
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a. Por fazo 1, elig-eniga ekvacio estas ‘ propria constante a. Para a fase 1 a equacao de
\/P2 +[L—2z(t)]? = c(t —t'). Tiu fazo ‘ emissao-recepgao é \/P2 + [L—z(t)]? = c(t—1t).

datiras gis momento 7y lat

‘ Essa fase dura até o momento 7y segundo

aty N a*(L* + P?)/ct

cosh— =1
1

Interesas scii kie estas observanto kiam
fazo 1 finigas. Tio dependas de valoroj
de P, kaj L, kaj a. Fakte, uzante (5) kaj
(21), oni pruvas ke la signumo de z(15) — L
estas

o = sign(P?

Do fazo 1 finigas kiam observanto estas en
au z(1p) < L au z(ry) = L an x(ry) > L
lati o estas malpozitiva at nula au pozitiva,
respektive. Tio estas facile komprenebla,
¢ar des pli granda |P|, des pli malfrua es-
tas ricevo de lumo, do des pli granda estas
z(7p).

Por fazo 1, el la supra elig-eniga ekvacio,
Dopplera faktoro estigas

— L* —2c*L/a) .

2(1+ aL/c?) 21)

E interessante saber onde estd o observador
quando a fase 1 termina. Isso depende dos va-
lores de P, e L, e a. Com efeito, usando (5) e
(21), prova-se que o sinal de x(m9) — L é

(22)

Portanto a fase 1 termina quando o observador
estd em ou z(19) < L ou z(79) = L ou x(7y) >
L conforme o seja negativo ou nulo ou posi-
tivo, respectivamente. Isso é facilmente com-
preensivel, pois quanto maior for |P|, tanto mais
tardia serd a recepcao da luz, portanto tanto
maior serd x (7).

Para a fase 1, a partir da equacao de emissao-
recepgao, o fator Doppler se torna

Dy = cosh(at/c) (1

estante

tanh
Gl (a7/c) , 0<17<19, (23)
\/&12 + (CLP/C2)2
‘ sendo
oy :=coshar/c—1—aL/c* . (24)

Vidu figuron 7(b). Eblas pruvi, ke dD;/dr
= (aL/c)/vVL?+ P?je 7 =0; te., dDy/dr
estas pozitiva (krom se L = 0 kiel ¢e kurbo
4, kiu ripetas figuron 6(b) el sekcio 5). La
komence kreskanta valoro de D;(7) okazas
pro la eganta rapido de alproksimigado de

observanto al fonto. Eblas pruvi ankai, ke
denove d?D;/dr? = (a/c)? je T = 0, same
kiel en sistemo de sekcio 5; do la komenca
kurbeco de D;(7) estas supren, kaj depen-
das nek de L nek de P.

Ni vidas en figuro 7(b), ke la klino de
D+(T), je 7o, estas au pozitiva (kurbo 1),

Veja a figura 7(b). E possivel provar que
dD,/dr = (aL/c)/VL?>+ P? em 7 = 0; isto
é, dD;/dr é positiva (exceto se L = 0 como na
curva 4, que repete a figura 6(b) da segao 5).
O crescimento inicial do valor de D;(7) ocorre
devido a crescente velocidade de aproximacao

do observador a fonte. E possivel mostrar que
novamente d?D;/dr? = (a/c)*> em 7 = 0, do
mesmo modo que no sistema da secao 5; por-
tanto a curvatura inicial de D;(7) é para cima,
e independe tanto de L como de P.

Nés vemos na figura 7(b) que a inclinagdo
de Di(7) em 79 é ou positiva (curva 1), ou
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au nula (2), au malpozitiva (3). Simpla
kalkulo pruvas, ke tiuj signumoj estas —o.
La generalaj formoj de tiuj grafikajoj estas
kombinoj de grafikajoj de figuro 3(b) kun
figuro 6(b). Fakte, se L estas sufi¢e granda,
figuro 3(b) superas, kaj kontratie se P estas
sufice granda, figuro 6(b) superas.

Ce fazo 2, \/P? + [L+ z(t)) — 2(t)]2 =
c(t —t') estigas; uzu (5) por z(7) kaj z(7'),
kaj uzu (8) por t(7) kaj ¢'(7'), poste kalkulu
Doppleran faktoron dr’/dr:

sinh(at/c — at’/c) + (aL/c?) sinhat/c

15

nula (2), ou negativa (3). Um cdlculo simples
prova que estes sinais sao —o. As formas gerais
desses gréaficos sao combinagoes dos graficos da
figura 3(b) com figura 6(b). Com efeito, se L for
suficientemente grande, a figura 3(b) predom-
ina, e contrariamente se P for suficientemente
grande, a figura 6(b) predomina.

Na fase 2, ocorre \/P2 + [L+z(t') — x(t))? =
c(t —t'); use (5) para z(7) e x(7’), e use (8)
para t(7) e t/(7'), depois calcule o fator Doppler
dr'/dr:

sinh(at/c — at’/c) + (aL/c?)sinhat’/c’

estante

To<T <00, (25)

‘ sendo

1
coshar'/e = — <043(1 + 1)+ as?+ a SiHh&T/C> , (26)

as = 2(aL/c*)coshar/c—1— (aL/c*)*, (27)
a5 = %(@2 —1— (aP/e)?) ; (28)

vidu figuron 7(b). Same kiel en figuroj 3(b)
kaj 6(b), ¢i tie Dy(oc0) = 1. Figuro 7(b)
ankau montras, ke klino de Dy(7), je 7o,
estas au malpozitiva, au nula, au pozi-
tiva, kaj eblas pruvi, ke tiuj signumoj es-
tas 0. Fakte, se fazo 2 komencas kiam ob-
servanto estas en (1) < L, je tiu mo-
mento fonto foriras kun Newtona akcelo
pligranda ol tiu de observanto. Do la viol-
delokigo malfortigas. Kontratie, se obser-
vanto estas en x(7p) > L, je tiu momento,
fonto alproksimigas al li, do la viol-delokigo
fortigas.

7 Fonto malantatu
observanto, nekolinie

Ci tiu sekcio generaligas sekciojn 4 kaj
5. Vidu en figuro 8(a), ke observanto A
kaj luma fonto A’ komence restas respek-
tive en [z,y] = [0,0] kaj [—L,P], L es-

veja a figura 7(b). Do mesmo modo que nas figu-
ras 3(b) e 6(b), aqui Dy(c0) = 1. A figura 7(b)
mostra também que a inclinagao de Dy(7) em 7y
é ou negativa, ou nula, ou positiva, e é possivel
provar que esses sinais sao o. Com efeito, se a
fase 2 comecar quando o observador estiver em
x(79) < L, nesse momento a fonte estara se afas-
tando com aceleracao Newtoniana maior que a
do observador. Portanto o deslocamento para
o vermelho enfraquecera. Contrariamente, se o
observador estiver em z(7y) > L, nesse momento
a fonte estard se aproximando dele, portanto o
deslocamento para o violeta fortalecera.

7 Fonte atras do
observador, nao-colinear

Esta secao generaliza as secoes 4 e 5. Veja na
figura 8(a) que o observador A e a fonte lu-
minosa A’ estdo inicialmente em repouso em
[z,y] = [0,0] e [—L, P], respectivamente, sendo
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(a)

movado Y

1.0

16
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Figuro 8: El sekcio 7. (a) Komenca porzicio de fonto A’ kaj de observanto A. (b) Ekzemploj de
Dopplera faktoro kiel funkcio de propratempo de observanto. Valoroj de paro [aL/c? aP/c?]
en ¢iu ekzemplo estas: 1: [3/20,2]; 2: [1/2,1]; 3: [5/4,1]. En ekzemplo 3, aL/c* > 1, do ¢i

tiu okazo ne prezentas fazon 2.

Figura 8: Refere-se a segao 7. (a) Posi¢oes iniciais da fonte A’ e do observador A. (b) Exemplos
de fator Doppler como fungao do tempo préprio do observador. Os valores do par [aL/c?, aP/c?|
em cada exemplo sao: 1: [3/20,2]; 2: [1/2,1]; 3: [5/4,1]. No exemplo 3, aL/c* > 1, portanto

este caso nao apresenta fase 2.

tante pozitiva kaj P ioma. FEkde t =
0, ambat movigas dekstren je sama kon-
stanta propra akcelo a. Elig-enigaj ek-
vacioj de fazo 1 kaj 2 estas tiuj de sek-
cio 6 per anstatatigo de L al —L, do ekva-
cioj (23)—(28) pravas ankau ¢i tie, per tiu
anstatauigo.

Fazo 1 dauras gis momento 7y, lau ek-
vacio (21) (kun —L anstatau L). Same
kiel en sekcio 6, ni vidas, ke bezonas dis-
tingi du eblecojn. Se L > ¢*/a, fazo 1
etendigas gis 7 — 00, kiel en kurbo 3 de
figuro 8(b); en tia okazo, lumo eligita nur
antailt t, = —(1/c)(L — ¢*/a) atingas ob-
servanton, same kiel en sekcio 4. Se tamen
0 < L < *a, fazo 2 ekzistas. Tio estas
videbla en kurboj 1 kaj 2 de figuro 8(b).

Dum fazo 1, Dopplera faktoro estas
lau ekvacio (23) (kun —L anstatau L).
Vidu en figuro 8(b), ke ¢iuj kurboj komen-
cas malsupren; tio okazas car observanto
komence iras kun eganta rapido, fore de
loko de lum-eligo. Fakte, simpla kalkulo
pruvas, ke dD,/dr = —(aL/c)/V/'L? + P?
kaj d*D; /d7? = (a/c)* je T = 0.

Dum fazo 2, Dopplera faktoro estas
lau ekvacio (25) (kun —L anstatau L). El
tiu ekvacio, D(1y) = 1 —alL/c* < 1, do je
To, Dopplera efiko estas rug-delokigo.

L positivo e P qualquer. A partir de £ = 0 am-
bos se movimentam para a direita, com mesma
aceleracao propria constante a. As equacoes de
emissao-recepcao da fase 1 e fase 2 sao aque-
las da secao 6 com a substituicao de L por —L,
portanto as equagoes (23)—(28) sdo verdadeiras
também aqui, com essa substituicao.

A fase 1 dura até o momento 7y, segundo a
equagao (21) (com —L em vez de L). Do mesmo
modo que na se¢ao 6, nds vemos que € preciso
distinguir duas possibilidades. Se L > ¢?/a, a
fase 1 se estende até 7 — oo, como na curva 3
da figura 8(b); neste caso, a luz emitida somente
antes de t), = —(1/c)(L — ¢*/a) atinge o obser-
vador, do mesmo modo que na secao 4. Se en-
tretanto 0 < L < ¢%/a, entao a fase 2 existe. Isso
¢ visivel nas curvas 1 e 2 da figura 8(b).

Durante a fase 1 o fator Doppler é como na
equagao (23) (com —L em lugar de L). Veja na
figura 8(b) que toda curva comega para baixo;
isso ocorre porque o observador inicialmente se
afasta do local da emissao da luz com veloci-
dade crescente. Com efeito, um célculo sim-
ples prova que dD,/dr = —(aL/c)/V/L?+ P?
e d?D,/dr* = (a/c)* em T = 0.

Durante a fase 2, o fator Doppler é como na
equagao (25) (com —L no lugar de L). A partir
dessa equagao, D(7g) = 1 —alL/c* < 1, portanto
em 79 o efeito Doppler é deslocamento para o
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Same kiel en sekcio 4, ekzistas signaloj
kiuj neniam atingas observanton. Fakte, la
lasta signalo atinganta observanton (je 7 —
o0) estas eligita je 71 = (c/a)In(c?*/al).
Do observanto kun rapido ¢irkatu ¢ ricevas
signalon eligata el fonto kun eta rapido,
eksplikante D, — 0. Fine rimarku, ke
¢iu grafikajo en figuro 8(b) estas kombino
de figuro 5(b) kun figuro 6(b); speciale,

8 Konkludo

Ci tiu artikolo zorgis pri Doppleran efikon
se luma fonto kaj observanto movigadas
paralele, ambau kun sama konstanta pro-
pra akcelo, kaj komencante el restado je
sama momento. Ni vidis, ke se observanto
movigas malantau fonto (sekcioj 3 kaj 6),
komence okazas viol-delokigo, kiu igas nula
efiko kiam ¢ — oo (figuroj 3(b) kaj 7(b)).
Se, kontratie, fonto movigas malantati ob-
servanto (sekcioj 4 kaj 7), komence okazas
finia rug-delokigo, kiu igas nefinia rug-
delokigo (D — 0) kiam ¢t — oo (figuroj 5
kaj 8(b)). Rimarku, ke, en sekcio 7, po-
vas ekzisti viol-delokigo inter la du rug-
delokigoj. Speciale, se observanto kaj fonto
movigas orte al linio kunigante ilin (sek-
cio 5), figuro 6(b) montris, ke komence es-
tas viol-delokigo, kiu igas nula efiko ekde
t = ty.

Nun, ni klarigas konstantecon kaj nee-
ston (D = 1) de Dopplera efiko ¢e fazo 2 de
orta-nekolinia movado de sekcio 5. Per in-
ercia sistemo de momenta ripozo de fonto
kaj observanto, restanta fonto en [x,y] =
[0, P], kun propra akcelo a lau z, eligas
lum-signalon. Je tiu momento, restanta
observanto en [z,y] = [0, 0] havas propran
akcelon a latu z. La valoro de 7 — 7" depen-
das de ¢i tiuj supraj kondicoj. Iom poste,
per nova inercia sistemo de momenta ripozo
de fonto kaj observanto, propraj akceloj,
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vermelho.

Do mesmo modo que na se¢ao 4, ha sinais
que nunca atingem o observador. Com efeito, o
ultimo sinal que atinge o observador (em 7 —
o0) é emitido em 71 = (c¢/a)ln(c*/aL). Por-
tanto o observador com velocidade perto de ¢
recebe sinal emitido pela fonte em baixa velo-
cidade, assim explicando Dy — 0. Finalmente
note que cada curva na figura 8(b) é uma com-
binagao da figura 5(b) com a figura 6(b); em
particular, Dy(0c0) = 0.

8 Conclusao

Este artigo tratou do efeito Doppler quando a
fonte de luz e o observador se movem paralela-
mente, ambos com a mesma aceleragao propria
constante, e partindo do repouso no mesmo mo-
mento. Nos vimos que se o observador se movi-
menta atras da fonte (se¢oes 3 e 6), inicialmente
ocorre deslocamento para o violeta, que se torna
efeito nulo quando t — oo (figuras 3(b) e 7(b)).
Se, ao contrario, a fonte se movimenta atras do
observador (segoes 4 e T), ocorre inicialmente
um deslocamento finito para o vermelho, que
se torna infinito deslocamento para o vermelho
(D — 0) quando t — oo (figuras 5 e 8(b)). Note
que na secao 7, pode existir deslocamento para
o violeta entre os dois deslocamentos para o ver-
melho. Em particular, se o observador e a fonte
se locomovem transversalmente a linha que os
une (segao 5), a figura 6(b) mostrou que inicial-
mente hé deslocamento para o violeta, que se
torna efeito nulo a partir de t = ;.

Vamos agora esclarecer a constancia e a ine-
xisténcia (D = 1) de efeito Doppler na fase 2
do movimento ortogonal nao-colinear da segao 5.
No sistema inercial de repouso momentaneo da
fonte e do observador, a fonte parada em [z, y] =
[0, P], com aceleragao prépria a ao longo de z,
emite um sinal luminoso. Nesse momento, o ob-
servador parado em [z, y] = [0, 0] tem aceleracao
propria constante a ao longo de z. O valor de
7 — 7" depende destas condigoes acima. Posteri-
ormente, em um novo sistema inercial de repouso
momentaneo da fonte e do observador, as ace-
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rapidoj (nulaj) kaj relativaj pozicioj estas
samaj. Car la kondicoj estas samaj, do
la valoro de 7 — 7’ estas la sama, kaj do
D = 1. Rimarku, ke ¢i tiu argumento val-
idas nur: (i) se propraj akceloj estas kon-
stantaj (memoru, ke lau sekcio 2, propra
akcelo estas difinata per inercia sistemo de
momenta ripozo), (ii) se movado estas orta,
car kontratie, malsamaj Lorentzaj etigadoj
de distanco L aperas, (iii) ¢e fazo 2, car
kontrate, la kondicoj ne estas samaj per
sekvantaj inerciaj sistemoj.

Estas mirinda, tatigeco de konstanta
propra akcelo al Dopplera efiko, ¢e speciala
relativeco; tiu tatigeco estos plidetale vi-
data en estonta artikolo.

Lasta komento estas: ni baldau publiki-
gos parton II de ¢i tiu artikolo, rilate al
luma Dopplera efiko inter korpoj paralele
movigantaj, ambat je (malsamaj) konstan-
taj propraj akceloj; speciale ni traktas pri
rigida movado [1].

9 Gratuloj

Ni kore dankas al Leo Squallyorbit pro
sugesti studon de Dopplera efiko de obser-
vanto kaj fonto ambatu akcelataj.

Citajoj
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leragoes proprias, velocidades (nulas) e posigoes
relativas sao as mesmas. Como as condigoes sao
as mesmas, o valor de 7—7’ é o mesmo, portanto
D = 1. Note que este argumento vale somente:
(i) se as aceleragoes préprias forem constantes
(lembre que, segundo a secdao 2, a aceleragao
propria é definida no sistema inercial de repouso
momentaneo), (ii) se o movimento for ortogonal,
caso contrario aparecerao diferentes contracoes
de Lorentz da distancia L, (iii) na fase 2, caso
contrario as condigoes nao serao as mesmas nos
sistemas inerciais seguintes.

E admiravel, a adequacao da aceleragao
prépria constante ao efeito Doppler, na relativi-
dade especial; essa adequacao sera vista mais
pormenorizadamente em um préximo artigo.

Ultimo comentério: nds brevemente publi-
caremos uma parte Il deste artigo, relativa-
mente ao efeito Doppler luminoso entre corpos
em movimentos paralelos, ambos com (diferen-
tes) aceleragbes proprias constantes; em particu-
lar nés tratamos de movimentos rigidos [1].
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