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“B aquilo que nesse momento
se revelard aos povos, surpreen-
derd a todos nao por ser exdtico
mas pelo fato de poder ter sem-
pre estado oculto quando terd sido
o 6bvio.”

(O indio/Caetano Veloso)

Introdugao: Neste trabalho abordaremos a questao das representagoes decimais e per-
seguiremos, dentre outros, o seguinte objetivo: mostrar que as supostas ambigiiidades das
representagoes decimais sao um mito.

Por exemplo, a maioria das pessoas esta convencida da dupla igualdade seguinte:

1
0.5 =5 =0,499999... (1)

A segunda das igualdades acima nao tem a mesma legitimidade da primeira, porquanto
exige uma interpretacao mais elaborada.

O conceito do éter revelou-se um fantasma criado pela imaginagao dos fisicos do século
XIX. Neste trabalho mostramos, igualmente, que igualdades tipo (1) ndo tém “existéncia
real”; sdo fantasmas criados pela imaginacao dos matemaéticos. Assim como foi decisivo,
para o progresso da fisica, que se exorcizasse o fantasma do éter, cremos que igualmente
serd de relevancia para a matemaética - e por contigiiidade, para a fisica - exorcizarmos os
fantasmas das ambigiiidades.

A partir do presente trabalho “igualdades” tipo 0,5 = 0,499999... nao deverao ser
tratadas como uma questao de arredondamentos, isto é, de uma aproximagao com erro
tdo pequeno quanto se queira; trata-se agora de um erro de légica o qual, se para o fisico
experimental pode nao fazer muita diferenca, para o fisico tedrico pode ser simplesmente
desastroso’ no sentido de que pode falsear uma interpretacio tedrica.

Arrolamos trés argumentos, irrefutdveis, contra as supostas ambigiiidades, onde cada
um destes argumentos, por si sé, ja seria suficiente para exorcizar os tais fantasmas.

O presente trabalho dara suporte tedrico a um outro - que estaremos disponibilizando
em breve - que trata da questdo da transferéncia de objetos (em particular supercordas)
entre dimensoes arbitrarias. Portanto constitui-se em um pré-requisito para a leitura do
trabalho seguinte.

*Prof. da UFRR, email: gentil@dmat.ufrr.br

TA exemplo do que ocorreu na matemética com respeito a construcio da curva do italiano Giuseppe
Peano (1858 — 1932), onde encontramos - fundamentados no presente trabalho - erros de ldgica, os quais
estaremos assinalando neste trabalho.



CBPF-NF-001/06 2

Mostraremos agora que a causa das supostas ambigiiidades assenta-se numa definigao
ilegitima.

1 Uma Definicao Espiiria

Em livros texto* de mateméatica nos deparamos com a seguinte definigao:

“Dado x € [0, 1], representar = na base 2 significa escrever z = 0,z,z,, ..., onde cada um
dos digitos z,, é igual a 0 ou 1, de tal modo que

p=T g Ty T
72 22 2n

Esta definicao apresenta uma falha. Por uma simples razao: Ela comporta ambigiiida-
des. Por exemplo; 0,011000... ¢ 0,010111... sdo duas representacoes (segundo esta de-

finigao) de %, porquanto

0 1 1 0 0 0 3 0 1 0 1 1 1
PR L T - B R S L s T

T3

+
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E por que uma definigao que permite ambigiiidades é falha?
Por uma simples razao: conduz a contradigoes. Vejamos duas:

1.1 Primeiro argumento/A Seqiiéncia shift

Vamos definir a seguinte seqiiéncia recursiva, de termos no intervalo [0, 1J:

_ % 2 3
a1—2—+2—2+2—3+

z T, z, .,
a, = 2’f+ L+ ;; + , n2>2

onde a, € [0, 1] é dado e (z,) é a sua representacao bindria.
Pois bem, para apreciarmos uma inconsisténcia das supostas ambigiliidades, vamos

iniciar com a, = %. tomando

5.0 1. 1.0 0 0,
g 2t 22 2% 2t 2% 2f
obtemos que a, = 0, para todo n > 4. Isto é, lima, = 0. Por outro lado, tomando
3 0 1 0 1 1
522—14‘2—24' 3+ 4+ +2—6+2—7+"'
obtemos que a, = 1, para todo n > 4. Isto é, lima, = 1 e isto contraria a unicidade do

limite de uma seqiiéncia.

*Ver por exemplo: Lima, Elon Lages. Anélise Real, Volume 1 (Colecdo Matemdtica Universitdria). Rio
de Janeiro: IMPA-CNPq, 1989. Obs: Neste livro a defini¢do apresentada é para a base 3, aqui adaptamos
para a base 2.
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Obs: Nao precisamos nem apelar para convergéncia de seqiiéncias. De fato, partindo de
alzé,obtemos: a,=0 e a,=1 = 0=1 —«.

Em resumo, a dupla igualdade .011000... = % = .010111... nos coloca em uma si-
tuacao assaz desconfortavel.

O exemplo proporcionado pela seqiiéncia shift nos mostra que as supostas ambigtiida-
des, ao contrario do que ingenuamente se poderia pensar, podem sim trazer graves con-
seqiiéncias em uma construcao matemdtica (ou fisica).

Mostraremos agora mais uma inconsisténcia das referidas ambigiiidades.

1.2 Segundo argumento/Euclides

Iremos necessitar do seguinte - classico - resultado:

Teorema 1 (Representacao dos Naturais num Sistema de Base b). Dado um inteiro positivo
b > 1, todo inteiro positivo n admite uma unica representacdo da forma:

n=a,b"+a, "' +.. . +a,b’+a1b, +a,

m—1

onde m € um inteiro nao negativo e os coeficientes a, (i = 0, 1,...,m) sao inteiros que
satisfazem as condigoes:

0<a,<b para i=0,1,2,....m e a_ #0.

Para apreciarmos uma outra contradigao das ambigiliidades em consideragao, vamos
converter % para a base binaria. Inicialmente convertemos 3 para a base 2, assim

3=1-2"+1.2°
Pelo teorema 1 esta representacdo é tnica. Agora dividamos a equag@o anterior por 8,

3 1-2'41.2° 1.2' 1.2 1 1 0 1 1
8 2° T Ty Tty oyty

Portanto, % = (.011000...), e pelo mesmo teorema 1 somos for¢ados a concluir que esta
representagdo é unica. Logo, (.010111...) nao pode ser a representacao de %.
O que foi feito aqui para a base 2 pode ser repetido para uma base qualquer.
Vé-se dai que uma defini¢do vélida, para representagoes decimais, ndo deve permitir
ambigiiidades.

E como seria uma definigdo valida?. Construiremos uma oportunamente.

2 Uma definicao legitima

Construiremos agora uma representacao alternativa para os nimeros reais. Vamos nos
restringir aos reais do intervalo [0, 1 [ uma vez que qualquer nimero real situa-se entre dois
inteiros consecutivos, isto é, dado x € R sucede que z € [m, m + 1] para algum inteiro
m. Em suma, todo real pode ser transladado para o intervalo [0, 1[. Também vamos nos
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restringir ao caso da base 2 - base binaria - uma vez que o que faremos aqui com respeito a
esta base pode ser repetido para uma outra base qualquer.

Por ora diremos que uma representacao (bindria) é uma seqiiéncia (infinita), cujos
termos sao os algarismos: 0, 1. Reuniremos todas estas seqiiéncias no conjunto:

{0, 13N =40, 1} x {0, 1} x {0, 1} x - --

Este é o conjunto das seqiiéncias infinitas de 0's e 1’s. Por exemplo, dois elementos deste
conjunto sao: 110011001100... ¢ 010101010101....
Gostariamos de definir uma bijegao entre os conjuntos {0, 1} e [0, 1[, assim:
N
f:{0,1} — [0, 1]
(z,) — Xty g*

Esta aplicagao estd bem definida uma vez que a série em questao é majorada pela
s . o0 . , . ~ s . .
série ) -, 2% cuja soma é 1 . Infelizmente f ndo é injetiva porquanto,

Sz, ...2,000...) = f(z, ...z, (z, - 1)111...) (2)
Como é fécil verificar. Reciprocamente, supondo f(z) = f(y) e © # y vamos mostrar que
T =T, T,85... € Y=Y, YV, ... 80 podem ser da forma das representacoes que aparecem

em (2).
Prova: De fato, seja j o primeiro indice onde x difere de y; suponhamos, ademais, que
x; = 1. Sendo assim podemos escrever

r=x, T r, lx o

1Ly e 1 Yjpo - -

y=a,C,...2,_ 0y, Yy, ...

Devemos mostrar que

r. . =z, ,=...=0;
fl@)=fly) = { e
Yirr =Y =--- =1L
A igualdade Y 7, 2# = > | Z& pode ser escrita assim
T T T 1 T, T T T._ 0 Y,
2_i+2_§+...+ 2;_1 +§+ jSi _|_...:2_i+2_§_|_..._|_ 2;_1 +¥+2§11 + ...
Logo
’ L % _ Y
2—J+ 2j+1 +...7 2j+1 +...
Ou ainda,

L, % N U
Pt 5= Dy

n=j+1 n=j+1
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1
€como Z yﬁ < > isto implica em que esta igualdade sé podera ser satisfeita
n=j+1
em uma Unica situagao; qual seja, aquela em que x = 0, paran > j+ 1 ey, =1, para
n>j5+1. [ |

Tendo em vista os argumentos anteriores, resulta injetiva a seguinte aplicagao

B —[0,1]
(z,)— 2021 3

onde B é o subconjunto de {0, 1}N cujos elementos nao tém todos os termos iguais a 1, a
partir de alguma posigdo. Por exemplo: 0101010101...€ Be 101010011111...¢B.

Mostraremos agora que A é sobre [0, 1[. Seja dado, arbitrariamente, um ponto x €
[0, 1] e mostremos que este é imagem, por A, de alguma seqiiéncia bindria de B. De fato,
dividamos o intervalo [0, 1[ ao meio, assim

T
. J g+l 1 1
[Oal[*U{§v 2‘[7[0,§[U[5,1[
7=0
sendo assim, x pertence a um, e s6 um, desses subintervalos, digamos x € I, = [%1, xl;l [:
Of
%g = 13 I
Apéds o “corte” se x resulta no subintervalo da esquerda z, = 0, se, no da direita

z, = 1. No caso da figura temos =, = 1. A seguir dividamos este subintervalo em dois

1 ) .

T T 1

outros, assim [%1, xlTH[ = jL_JO {71 + 2j—2, 71 + ‘% [ Selecionemos x, tal que x € I, =
1

3 +3 3+

A e . x x
(parentésis:) Observe que o extremo esquerdo deste intervalo, no caso, 5 + > nada
[ . ;. x .o~
mais é que a segunda soma parcial da série ) 5% (da definicio de ). Por exemplo, o
. x x x . . . s
extremo esquerdo de I, seria 5+ + 55 + 33, a terceira soma parcial da referida série.

0}

90

NI I
=
N

No caso da figura 2, = 0. Dividindo o intervalo [0, 1 [ em quatro partes os dois primeiros
digitos (x, z, ...) da seqliéncia que pretendemos associar a x, sao as “coordenadas” do ponto
x de acordo com o diagrama a seguir:
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T1%2

00 01 10 11
0 1 ¢————01 x Qﬁ————————ﬂl §§
P 2 P iy

Resumindo: z, nos diz em qual metade do intervalo encontra-se z; , x, nos diz em qual
quarta parte do intervalo encontra-se x.
Dividindo o intervalo [0, 1[ em oito partes os trés primeiros digitos (x, z, z, ...) da
seqiiéncia que pretendemos associar a x, sao as “coordenadas” do ponto x de acordo com o
diagrama a seguir:

B
N

]
w

o

o

o

o

o

=

o

—

o

o

[

—

—

o

(=)

—

o

—

Ll

—

o

Ll

—

—
HREEEOOOO ,_f’
HREOORROO
HOROROHO

Este processo de divisoes sucessivas é continuado indefinidamente. Pelo teorema dos
intervalos encaixantes, resulta que N° ;I consiste em um tnico ponto (I, designa o inter-
valo fechado com os mesmos extremos de I ). Como z € N2 ;I | resulta que a seqiiéncia
formada pelas extremidades esquerdas dos I converge para x, isto €, ZZO=1 Zn = 2. Sendo

>
assim tomamos a seqiiéncia bindria (z,x,z, ...) para corresponder a z.

n?

Resulta assim que A é uma bijecao e, desta forma, podemos identificar os elementos de
ambos os conjuntos: [0, 1[ e B.

. . . , . N . ~ ~
Dissemos ainda ha pouco que B é o subconjunto de {0, 1} cujos elementos nao tém
todos os termos iguais a 1, a partir de alguma posicao. Faremos aqui uma unica excegao:
incluiremos em B a seqiiéncia (111 ...), com isto temos a bije¢ao

AB — [0, 1]
(x,) — 3y o

E colocaremos, por defini¢do, (111...) < 1.

2.1 Definicao de representacao binaria

A sendo uma bijecao possui inversa A7!: [0, 1] — B. A imagem de um z € [0, 1] por A7!
é o que chamamos de representagao binaria de x. Isto é, diremos, por defini¢do, que uma
representagdo bindria é um elemento de B. Sendo assim, por exemplo, (101010...) é uma
representagao bindria, enquanto (0101111 ...) ndo. Dizemos que os ntimeros do intervalo
[0, 1] sdo codificados pelos elementos de B

No caso da base 10 teremos
D — [0, 1]
(z,) — >0l 1gr

. . N . ~ ~ . .
onde D é o subconjunto de {O, 1,2,... ,9} cujos elementos nao tém todos os termos iguais
a 9, a partir de alguma posigao. Sendo assim, .4999... nao é a representagao decimal de %
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Observe que % é a imagem da seqiiéncia (4999...) pela aplicagao
0,1, .9 — [0, 1
(x,) — >0l 1on
mas esta, como ja vimos no caso da base 2, ndo é bijegao; portanto nao tem sentido (ndo é

vélida) a identificagdo .4999... = % Fazemos distingdo entre representagdo (ou desenvolvi-
mento) decimal e expansdo decimal. As trés igualdades seguintes:

1/2 = .500000. .. (3)
5 0 0 0

1/2 = A R AR R 4

/ 101+102+103+10“Jr (4)
4 9 9 9

2=t tqprtpr T (5)

10" 10 10 10

sdo todas legitimas. Mas s@o suscetiveis de interpretagdes distintas: Em (3) temos uma
representagdo decimal, em (4) temos uma expansao decimal (é uma série) e em (5) temos
uma série cuja soma é 1/2, mas aqui nao temos uma expansao decimal.

2.2 Representacao ternaria

Enfatizamos que tudo o que foi feito para a base 2 se repete sem dificuldade para a base
3. Por exemplo, seja T C {0, 1, 2}N, onde T é o subconjunto de {0, 1, Q}N cujos elementos
nao tém todos os termos iguais a 2, a partir de alguma posi¢ao (com excegdo da seqiiéncia
(2222 ...) que estd incluida em T). Podemos mostrar que a aplica¢ao:

AT —[0,1]

(z,)— Yol 5*
é uma bijecdo. A sendo uma bijegdo possui inversa A=1: [0, 1] — T. A imagem de um
x € [0, 1] por A1 é 0 que chamamos de representagio terndria de z. Isto é, diremos, por
defini¢do, que uma representagdo ternaria é um elemento de T. Sendo assim, por exemplo,
(102102102...) é uma representacdo em base 3, enquanto (01022222 2...) nao.

2.3 Terceiro argumento/Inviabilidade da codificagao (bijegao)

Voltando & prova (por bisseccionamento) da sobrejetividade de A, observe o diagrama

a seguir:

00 01 10 11
0 —0 *r——0 1
r—0 0

IS
ol
=l

Vamos obter a representacao de i, por exemplo. No primeiro corte (que acontece no
meio do intervalo [0, 1]) % resulta no intervalo da esquerda, portanto, seu primeiro digito é 0
(z, = 0). No segundo corte (na metade do subintervalo esquerdo) 1 resulta no subintervalo
da direita, portanto seu novo digito é 1 (z, = 1). Dai por diante, em cortes sucessivos, %
estara sempre nos subintervalos da esquerda, ou seja, todos os seus digitos subseqiientes sao
iguais a 0, portanto a codificacao de i em binario é: 010000.... Este raciocinio se repete
para qualquer fracao diadica.
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E o que aconteceria se tivéssemos - em cada corte - fechado os extremos direito dos
subintervalos esquerdos e aberto os extremos esquerdos dos subintervalos & direita ?, assim:

00 01 10 11

[ S —-Y o
0 1 o—e@ 1. 30—01
4 2 4

Neste caso teriamos, por exemplo, as seguintes codificagoes:
1 1 3
- = 111...; ==01111...; ==10111...
1 00 b5 0 o 0

Pois bem, onde estaria o problema com estas codificacoes? Acontece que estas seqiiéncias
nao moram em B, isto é, nao teriamos provado que A é sobrejetiva. Em outras palavras,
nao teriamos construido um bijegdo: B «—— [0, 1]; e sem bijegdo ndo ha representacao
bindria. Resumindo: A existéncia das supostas ambigiiidades inviabilizariam as préprias
representagoes. Como provamos (ao construir A) que as representagoes existem, segue-se
que as ambigiiidades ndo existem (sdo fantasmas, sem existéncia real), pois ambas (repre-
sentacoes e ambiguidades) ndo podem coexistir simultdneamente.

Este mesmo raciocinio se aplica no caso de outras bases.

3 O mito das ambigiiidades e a curva de Peano

O século XTX se iniciou com a descoberta de que curvas e fungées ndo precisam ser
do tipo bem comportado, o que até entao se supunha. Peano® em 1890 mostrou até que
ponto a matemaética podia insultar o senso comum quando, tratando do aprofundamento dos
conceitos de continuidade e dimensao, publica a sua famosa curva, proposta como cobrindo
totalmente uma superficie plana quadrangular.

A curva de Peano hoje possui aplicagoes em compressao de imagens digitais. Em nosso
préximo artigo estaremos sugerindo uma aplicagao desta curva - em conexao com uma outra
patologia por nés construida - na teoria das supercordas, no que concerne a transferéncia de
objetos entre dimensoes arbitrarias.

Mostraremos agora, como conseqiiéncia dos argumentos aqui expostos, um erro teérico
(isto é, de légica) em duas construgoes da curva de Peano, constantes na literatura.

12) Agora iremos apontar algumas falhas na construgao da curva de Peano, segundo consta
em [3], (Curva de Peano, pag. 230). Na pagina 231 lemos

“Vemos portanto que o conjunto de Cantor K foi definido de tal maneira que os seus
pontos sdo exatamente os nimeros x € [0, 1] cuja expressdo z = 0,x,2,2, ... na base 3
contém apenas os algarismos 0 e 2.”

Discordamos uma vez que x = % € K e, no entanto
1 1 L 0 n 0 n
3 3t 32 3

*Giuseppe Peano (1858 — 1932), natural de Cuneo, Itdlia, foi professor da Academia Militar de Turin,
com grandes contribui¢oes a Matemdtica. Seu nome é lembrado hoje em conexado com os aziomas de Peano
dos quais dependem tantas construcoes rigorosas da dlgebra e da andlise.
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isto é, x = (1000...),, como j& mostramos a representacao é unica. Esta observacao, por
si 86, ja é suficiente - do ponto de vista da logica - para invalidar a construgao da curva.

Observe a aplicacao :
¢: {0, 2} — K

r Y

A aplicacio inversa ¢~ !: K — {0, 2} ndo estd bem definida. Com efeito, o
elemento # = 1 = (1000...), do dominio nio tem imagem.
Poderia-se argumentar: nao, mas voce tem que tomar % = (0222...),!
Respondo: nao entendo porque sou obrigado a cometer um erro de 16gica matematical.
22) Observe que dado um ponto (z,, y,) € [0, 1]> com duas coordenadas diddicas, como

por exemplo (%, %), temos as seguintes alternativas de “codificacao”:

VV: (10000...,11000...)
13 VF: (10000...,10111..)
(5’ Z) T YFV:(01111...,11000..)
FF: (01111...,10111..)

Onde: V significa a verdadeira codificagao (da fragao) e F a falsa.

A nossa segunda objecao refere-se a uma outra construcao da curva de Peano encon-
trada no artigo: “Curvas planares continuas que preenchem um quadrado” do Prof. Luis
Fernado.” Pois bem, neste artigo lemos (pag. 34):

“Queremos mostrar que esta curva tem como traco todo o quadrado @ = [0, 1]x[0, 1] C R2.
Para isso, vamos tomar (z,, y,) € @ arbitrério e fixo, e mostrar que existe ¢, € [0, 1], tal
que a(t,) = (z,, 9,).

Usando a expressao binaria de z, e y, podemos encontrar constantes a
oua, =1,n=0,1,2,..., tais que

onde a, =0

n?

a, a,
ontt 2 22 1 23 1 24
n=0
Em outras palavras, estamos dizendo que z, e y, tém expressoes na base dois dadas por

z, =0,a,0a,0a,a,...

Y, =0,a,a,a,a, ...

tO qual pode ser visto no seguinte enderego: www.ici.unifei.edu.br/luisfernando; em Minicursos: Curvas
planares, da intuicdo a perplexidade.
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A partir de z, e y, podemos construir ¢, da seguinte maneira: na base trés tem
expressao dada por
ty =0,(2a,)(2a,)(2a,)(2a,) . . .,

ou seja,

>, 2a, 2a, 2a, 2a, 2a,
tOZZ:ﬂ"“ 3 T T T

Decorre desta construcao que 0 <t¢, <1.”

Para os nossos propdésitos até aqui é suficiente. Pois bem, tendo em conta que este artigo
se utiliza da definicdo espiria (de representacdo na base b), tomando (z,, y,) € @ com am-
bas as coordenadas diddicas e com a codificacdo FF, resulta que (2a,)(2q,)(2a,)(2a,) ...,
terd todos os seus digitos iguais a 2 a partir de alguma posigao, o que significa que esta
seqiiéncia (em base 3) ndo corresponde a nenhum nimero do intervalo unitério. Isto é, ndo
¢ verdade que: 0 <t¢, < 1. Resumindo, o autor nao provou que a curva é sobrejetiva.

Ainda sob o patrocinio dos fantasmas (das ambigiiidades) vejamos mais um exem-
plo de interpretagdo tedrica falha: Um dos tépicos abordados no livro “Meu Professor de
Matemadtica” (42 Edi¢ao) do Prof. Elon Lages Lima, trata das representagoes decimais. De-
cidimos incluir aqui uma andlise de alguns pontos considerados pelo autor:

a) Ao argumentar sobre igualdades tipo:

L _o1n

g =011

1=0,999...
32,8 =132,799...

o raciocinio ou “explicagdo” do autor, ao que me parece, pode ser resumido (pelo ao menos
em alguns pontos) em trocar “seis por meia dizia”. De fato, quando o autor usa argumentos
tais como:

“Um momento: nao vimos acima que nenhuma fracao decimal é equivalente a 3/117
E verdade. Mas, mesmo assim, 3/11 pode ser escrita “sob forma decimal”. ..

31 =0,2727 +

1 110000

Isto quer dizer que, se substituirmos a fragao ordindria 3/11 pela fracao decimal 0, 2727,
cometeremos um erro igual a 3/110000.”

Obvio, isto é trocar seis por meia dizia. Mas o significado da igualdade 3/11 =
0,2727... em si, ainda nao foi explicado; pelo ao menos de modo convincente.

b) Mais a frente (pag. 162):
7. Duvidas sobre dizimas

... Duas das mais interessantes entre essas perguntas foram feitas por Sun Hsien Ming,
de Sao Paulo, SP.

Elas sao:

12) Existe alguma fragdo ordindria tal que, dividindo-se o numerador pelo denominador,



CBPF-NF-001/06 11

obtenha-se a dizima periddica 0,999...7

A resposta é NAO. Se a e b forem nimeros naturais com a/b = 0,999. .. entdo 10 a/b =
9,999. .. Subtraindo membro a membro estas igualdades vem 9a/b = 9, donde a/b = 1, isto
é, a = b. Mas ¢ claro que, dividindo a por a obteremos 1, e ndao 0,999...

Se o autor estivesse parado por aqui, estaria 6timo. O problema é que ele resolve
continuar e ai comete uma impropriedade:

“Na realidade, existe um modo meio heterodoxo de dividir a por a e obter 0,999...
como quociente. Normalmente, numa divisao, exigimos que o resto seja inferior ao divisor.
Se admitirmos, restos iguais ao divisor, ao efetuar uma divisdo, por exemplo, de 7 por 7
teremos

70| 7
70 0,9999
70

7

Comentario: Normalmente nao: sempre!! porquanto esta é uma exigéncia do algoritmo
da divisao. Na matematica, pelo principio do terceiro excluido, sé existem ou o Verdadeiro
ou o Falso. Desconheco o “meio heterodoxo”. A menos que o autor esteja utilizando uma
16gica trivalente. Aqui me deu a impressao de que o autor estd forcando uma situacdo in-
teiramente desnecessaria.

Mais a frente lemos:

“Outra maneira de mostrar que, dividindo-se (da maneira correta) a por b nunca se
chega a uma dizima de periodo 9 é a seguinte. ...”

Aqui s6 tenho a lembrar que sé existe a maneira correta de dividir, ndo existe uma
outra.

c) A pagina 164 lemos: A segunda pergunta de Sun Ming é:

22) O fato de a mesma fracdo ordindria poder ter duas representagoes decimais distintas
(como 2/5 =0,4000...=0,3999...) ndo apresenta inconveniente nem origina paradoxos?
Uma boa pergunta. Infelizmente nao podemos dizer o mesmo da “resposta”. De fato,
o Prof. Elon usa de tergiversacao ao tentar respondé-la, como o leitor pode verificar lendo
sua resposta no citado livro.
No final da argumentagao lemos:

“Nenhuma dessas escolhas é muito natural.”

Nao sei o que o Prof. entende por “muito natural” mas, a meu ver, a segunda alter-
nativa nao s6 é natural (haja vista o teorema 1, pdg. 3) como se impae.

Em seguida: “Por isso me parece mais razoavel que nos resignemos com a falta de
biunivocidade. H4 coisas piores no mundo.”

Este nao me parece um conselho muito sabio, embora em um ponto o Prof. tenha razao:
de fato, hd coisas piores no mundo (as bombas sobre hiroshima e nagasaki, por exemplo).

Damos a seguinte resposta a pergunta de Sun Ming: Sim, apresenta incoveniente e, pior
do que paradoxos, conduz a contradi¢oes (como, sobejamente, foi mostrado neste artigo).
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3.1 Uma nova construcao para a curva de Peano

[43 PTYY

As ambigiiidades fazem o papel das
ervas-daninhas, tao logo as cortamos o
solo torna-se vigoso, as flores desabro-

cham.”

Ter exorcizado o fantasma das ambigiiidades vai nos permitir simplificar algumas
construgdes mateméticas. Por exemplo, construimos (ver CBPF-NF-002/06) uma curva de
Peano onde trabalhamos apenas com a base bindria:

B fo, 13"

¢ 1 (1,1)

h {0,1}"

Figura 1: Curva de Peano Simplificada

Nesta construcdo mostramos que, sendo (z, y) um ponto do quadrado, temos:

12) Se ambas as coordenadas, x e y, forem fragoes diddicas entao, neste ponto sao colocados
trés pontos do intervalo. De outro modo: a curva passa trés vezes por pontos com ambas as
coordenadas diddicas;

22) Se ambas as coordenadas, x e y, ndo forem diddicas entao, neste ponto é colocado apenas
um ponto do intervalo. De outro modo: a curva passa uma tnica vez em pontos com ambas
as coordenadas nao diddicas;

32) Se apenas uma das coordenadas, x ou y, é uma fragdo diddica entdo, neste ponto é
colocado dois pontos do intervalo. De outro modo: a curva passa duas vezes em pontos com
apenas uma coordenada diddica;

42) O conjunto dos pontos de auto-intersecdo da curva é infinito enumerdvel e denso no
quadrado. Exemplo:

x(3)=x(3)=x3D=G. D [
X

Onde xy = £onoW é a curva de Peano. Nesta figura tomamos o intervalo unitério coincidindo
com a aresta inferior do quadrado.

Observe que a curva de Peano (x) pode ser vista de uma outra perspectiva (ainda mais
paradoxal): Transfere todos os pontos da aresta inferior do quadrado (ou qualquer outra)
para todo o quadrado, sem sobrar lugar vazio no quadrado (x é sobrejetiva) e ainda guarda
até trés pontos da aresta numa mesma posicao do quadrado!.
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3.2 O quadrado hiper-magico

Para mais um exemplo de uma construgao que obtivemos, a partir da definicao legitima
(de representacao em base b), definimos:
Definicao (Quadrado hiper-miégico.) Chama-se quadrado hiper-mdgico num espago
métrico (M , d), com M um quadrado (unitério), a uma aplicacdo continua ¢: M — I
injetiva e nao sobrejetora. I é um intervalo unitario.

Pois bem, construimos o seguinte:

(1,1) — 1

0 T 1 B

Figura 2: Quadrado hiper-mégico

Onde mostramos que, sendo (z, y) um ponto do quadrado, temos:
12) Se ambas as coordenadas, = e y, forem fracoes diddicas entdo este ponto vai para um
ponto do intervalo e “gera” dois buracos (no intervalo);
22) Se ambas as coordenadas, x e y, ndo forem fragoes diddicas entdo este ponto vai para
um ponto da aresta e nao “gera” nenhum buraco;
32) Se apenas uma das coordenadas, z ou y, é uma fracdo diddica entéo este ponto vai para
um ponto da aresta e “gera” um buraco;
42) o conjunto dos buracos é infinito enumerével, porquanto o conjunto dos pontos (x, y) € I?
com coordenadas diddicas é enumeravel.
Exemplo: Tendo em conta o exemplo dado anteriormente a fracao (%, %) vai, por ¢, para

39 23 37 T
o ponto 4z e gera os buracos 73 e g, assim:

Onde ¢ = fogoh. Nesta figura tomamos o intervalo unitario coincidindo com a aresta
inferior do quadrado.

Observe que o quadrado hiper-mégico () pode ser visto de uma outra perspectiva
(ainda mais paradoxal): Transfere todos os pontos do quadrado para sua aresta inferior (ou
qualquer outra), sem sobrepor um ponto a outro (¢ é injetiva) e ainda sobram infinitos
buracos na aresta! (¢ é ndo sobrejetora).
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Nota: Construimos também a curva de Peano no cubo ¢ o cubo hiper-mégico (ver CBPF-NF-
002/06).

“Tudo isso, que a primeira vista pa-
rece excesso de irrazdo, na verdade é o
efeito da finura e da extensdo do espirito
humano e o método para encontrar verda-
des até entao desconhecidas.” Voltaire

(172 Carta)

4 Como obter as representacoes binarias

Veremos agora como obter a representagao bindria, com uma precisao arbitrariamente
fixada, de um ponto do intervalo [0, 1[. Necessitaremos do seguinte

Lema 1. Seja D o conjunto das fragées diddicas (fracoes cujos denominadores sdo poténcias
de 2) no intervalo [0, 1], ou seja

D_113135713 13 15
N 4747888 8 16716 7167 167 "
D é denso em [0, 1].
Prova: Seja x € [0,1]; dado € > 0 arbitrario devemos mostrar que no intervalo

Jx — €, z + €[ existe um ponto m/q € D.

n

A desigualdade o < — vale para todo n natural. Pela propriedade arquimediana
n
1 1

existe um natural n, de modo que ;- < ¢; portanto 77 < ni
0 0

< e. Tomando ¢ = 2"°,

considere os intervalos

psl [ al sl [ L 15
7q7 q)q) q?q LA q ) q ) q )

n —+1[ contém x, isto é,
4’ q

Como [0, 1[ é a unido dos intervalos acima, um déles, digamos [

% <x< mTH Entao

m m+1 m m 1
—<z< S —<zr< —+4 -
q q q q q
Mas%<z—:;logo
1 m
-<e = —+-<—+¢
q q
1
= < —+-<—+¢€
q q
= r—e< —.
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Portanto
m
r—e<—<z<z+e (6)
q
Ou seja, o intervalo aberto |z — &,  + [ contém o ponto % que pertence a D. Por
conseguinte D é denso em [0, 1]. [

Este lema garante que qualquer nimero do intervalo [0, 1] pode ser aproximado, com
precisao arbitraria, por uma fracao diddica.

Finalmente vamos ao teorema que interessa:

Teorema 2 (Gentil/27.10.04). Dado = € [0, 1] e € > 0 existem um natural n, e digitos
z, € {0, 1} tais que

T n n
1 2 0 0
.13_—2—1+—2+"'+ T T =
com erro menor que €.

Prova: Sejam z € [0, 1] e € > 0 arbitrarios, escolhamos n, € N de modo que —— < €.

2 0
Fagamos 2 ° = ¢q. Tal como no lema 1 existe um natural m de modo que
m m-+1
—<z< (7)
q q
Desta equagao obtemos m, assim:
m m+1
—<z< = m<qg-xz<m+1l= m=|q z
q
De seguida obtemos o desenvolvimento binario do natural m, assim:
n,—1 n, —2 ny—(ng—1) n,—n
m=x, C tm,-2° —l—---—l—xno,l-Zo ’ +z, o
Ou seja,
ny—1 ny—2
m=mz,-2" +x,-2° +---+a:,,L071-21+x7L0-20 (8)

Observe que, pelo teorema 1, a representacao acima é unica. Dividindo a equagao anterior

por 2"° obtemos
mo T, X, Tong—1  Tny
= 2—1+2—2+"'+ 2,,,0_1 + 970

>
Da equagao (7) vemos que (9) é um valor aproximado (menor ou igual) de z, isto é

(9)

o

moox, X, Tng—1 | Tng
370 2—1+2—2+"'+ 70T + 570 ~
e, pelo lema, temos que
- ..m
|zt —Z| <e, onde T = XE (10)

Justificativa de (8): Os digitos bindrios no desenvolvimento de m devem ser todos
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. A~ . L1} . .
nulos a partir da poténcia 2 ° (inclusive).
~ ’ n ’ . .
De fato, se tal nao acontecesse terfamos m > 2 °, o que é inconsistente com m < ¢ - z,
. 7 n .
isto 6, m <2 ° - x; pois sendo

ng

r<l = 2°.2<2" = m<2"™.

. ~ L < - m
Os digitos (z, z, ... xno) estao corretos (e sdo tnicos) para a fracio & = 776> mas esta

é apenas uma aproximagao para x (isto é, |z — Z| < €). Até que ponto podemos confiar que
estes sejam os n, primeiros digitos do desenvolvimento de z7.

Supondo que o desenvolvimento de z seja

X X ny—1 xn xn +1 xn +2
1 2 0 0 0 0
$—2—1+2—2+"'+2n0,1 +2n0 +2n0+1 +2n0+2 + -
para nos assegurar que oOs digitOS (1‘1 Ty ... xno) estejam corretos para x, devemos esco-

lher* o menor natural n, satisfazendo % <€ (isto é, ﬁ = QLO > 5). De fato,
2 2

suponhamos que apenas o digito T, esteja incorreto, sendo assim

~ 1 xn +1
|x—x|:277+ﬁ+...25
Isto contradiz (10). Se qualquer outro digito xz, com k < n, estiver incorreto, chegaremos &
mesma contradi¢ao.
1

Conclusao: Escolhendo n, o menor natural satisfazendo SoFT <€ podemos assegu-

rar que os digitos z,, x,, ..., z, , no desenvolvimento bindrio de = € [0, 1], estdo todos

corretos.

ng

4.1 Algoritmo

Os argumentos anteriores nos facultam um algoritmo para o desenvolvimento binario
de um z € [0, 1[. Vejamos como através de um

Exemplo: Obter o desenvolvimento bindrio de = 1/3 com uma precisao € = 0, 01.

Solucao: Vimos que devemos escolher o menor n, satisfazendo 20% < g, entao

n0+1>10g§ = n,= {—1+log§J +1

Sendo assim,
1

1
n, = {—1+1Og20’01J +1=6 = m= L26~—J =21.

Observe que

m 21 1
m_ ‘: 2_6—5‘:0,005208...<e.

q

*A propriedade arquimediana e o Principio da boa ordenacdo, conjuntamente, nos garantem que esta
escolha sempre é possivel.
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Agora desenvolvemos m = 21 na base bindria: 21 =1- 24 4+ 0-234+1-2240-21 +1-2°,
dividindo a equacao anterior por ¢ =2 ° = 2", obtemos

21 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

PR R U T TR R S R L S
Conclusao: (010101), é o desenvolvimento bindrio de z = 1/3 com erro menor que um
centésimo. Para que possamos “automatizar” todo o processo anterior, vamos fornecer uma
férmula (a prova da mesma encontra-se em [4]) que nos faculta o desenvolvimento binério
de um natural m, consoante o algoritmo anterior

m m
$77:\‘FJ—2le, (TL:].,Q,...,TLO)
Exemplo: Considere o exemplo anterior em que n, =6 e m = 21. Pois bem,
21 21
x:{ZG—‘J_%FJ’ (n=1,2,...,6.)

21 21
n=1 = $1={26—71J—2{2@—1+1J=07

21 21
n=2 = x2:{—J—2{2—J:1,etc.

6—2 6—2+1
2 +

Agradecimentos: A Deus por ter me concedido gestar e dar a luz a este trabalho.
Isto é, assentar este tijolinho em sua magnanima obra.

Referéncias

[1] Figueiredo, Djairo Guedes de, Andlise I. 2% ed. Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos,1996 .

[2] Ubaldi, Pietro. As Nodres: Técnica e recepgao @as correntes de pensamento. Tradugao
de Clévis Tavares. 4. ed. Rio de Janeiro: FUNDAPU, 1988.

[3] Lima, Elon Lages. Espacos Métricos. Rio de Janeiro:IMPA - CNPq,1993.

[4] Silva, Gentil Lopes. Novas Seqiiéncias Aritméticas e Geométricas. Brasilia - DF: THE-
SAURUS EDITORA, 2000.



