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G.I. Gomero ∗

Grupo de F́ısica Teórica
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Resumo
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mas fontes o tenha percorrido mais de uma vez, podeŕıamos estar observando múltiplas
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percebido. Neste curso fazemos uma breve revisão dos conceitos envolvidos no estudo
da cosmologia de universos com topologia não-trivial, e apresentamos resultados recentes
obtidos por nosso grupo referentes a métodos desenvolvidos para detectar uma posśıvel
topologia não-trivial do nosso universo, assim como para identificar posśıveis imagens
múltiplas de objetos cósmicos.
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1 Introdução

O universo é finito ou infinito? Existe uma tendência natural a pensar que o universo tem
que ser infinito, pois do contrário alguma coisa deveria existir além dele. Esta afirmação
pode parecer evidente a primeira vista se considerarmos que um espaço finito precisa ter
fronteiras, porém na matemática são bem conhecidos os espaços finitos sem fronteiras,
também chamados de espaços fechados. Portanto o universo bem poderia ser finito e não
existir o além dele.
Em todo espaço fechado, dois pontos podem sempre ser unidos por mais de um seg-

mento geodésico. Como a radiação emitida por uma fonte cósmica segue uma trajetória
geodésica, se nosso universo fosse fechado existiria a possibilidade de observar uma mesma
fonte cósmica em pelo menos duas direções distintas. De fato, como o universo está se
expandindo e possui uma idade finita, se ele fosse suficientemente pequeno para que a luz
proveniente de algumas fontes tivesse tido tempo de atravessá-lo, o céu deveria apresentar
imagens múltiplas de tais fontes. Sob condições adequadas estas imagens poderiam estar
sendo registradas em catálogos astronômicos.
O objetivo deste curso é analizar brevemente alguns aspectos observacionais da to-

pologia do universo no contexto dos modelos cosmológicos de Friedmann-Lemâıtre (FL),
e apresentar sucintamente os recentes resultados obtidos por nosso grupo referentes a
métodos desenvolvidos para detectar uma posśıvel topologia não-trivial do nosso uni-
verso, assim como para identificar posśıveis imagens múltiplas de objetos cósmicos. Nas
referências no final do artigo, o leitor encontrará uma seleção de artigos de revisão onde
são apresentados outros tópicos não considerados neste curso (veja refs. [1] e [27]).

2 Universos multiplamente conexos

Observações recentes da radiação cósmica de fundo, p. ex., sugerem que nosso universo
pode ser descrito localmente por uma métrica de Robertson-Walker (RW)

ds2 = dt2 − a2(t)dσ2 , (1)

onde a(t) é o fator de escala e dσ é uma métrica riemanniana com curvatura seccional
constante que geralmente é escrita na forma

dσ2 =
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) . (2)

A evolução temporal do fator de escala é determinada pelas equações de Friedmann,
que serão consideradas na Sec.3. Nesta seção vamos apenas descrever alguns aspectos
geométricos relevantes ao tema da topologia cósmica.
Existem três famı́lias de modelos de universo compat́ıveis com a métrica de RW, cada

uma delas caracterizada pelo parâmetro k que pode tomar os valores 1, 0,−1. As seções
espaciais de um modelo de universo com k = 0 são dotadas da geometria euclideana,
quando k = −1 as seções espaciais são dotadas da geometria hiperbólica, e quando k = 1
da geometria esférica.1

1O parâmetro k é a curvatura seccional normalizada das seções espaciais de um universo RW.
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Figura 1: O cilindro é um quociente do plano euclideano. O ponto p é a classe de equi-
valência formada pelos pontos pi, com i inteiro. Uma curva fechada que de a volta em
torno do cilindro não pode ser deformado continuamente até virar um ponto.

Na abordagem tradicional da cosmologia considera-se que todas as seções espaciais
de um modelo cosmológico possuem a propriedade topológica de que toda curva sim-
ples fechada pode ser continuamente deformada até colapsar a um ponto. Estes espaços
são chamados de simplesmente conexos, e ao nos limitarmos a considerar apenas eles, a
questão da finitude do universo fica determinada pelo valor de k. Se k = 0 ou −1, então
o universo é infinito, se k = 1 o universo é finito.
Sabe-se, porém, que existe uma infinidade de modelos de universos multiplamente

conexos consistentes com cada métrica RW, podendo ser estes espacialmente finitos ou
infinitos mesmo quando k = −1 ou 0. Os modelos cosmológicos com seções espaciais
simplesmente conexos são referidos como modelos cosmológicos com topologia trivial; os
modelos cosmológicos com topologia não-trivial são aqueles com seções espaciais multi-
plamente conexas.
Para se familiarizar com os espaços com topologia não-trivial, imagine um rolo de

papel toalha de altura muito grande (um cilindro longo), e fure-o com um alfinete per-
pendicularmente à superf́ıcie até atingir o tubo de papelão que está no centro. A seguir,
desenrole o rolo no chão e vocé terá um pedaço de papel muito grande, de largura igual
à altura do rolo, e com um conjunto de furos igualmente espaçados distribúıdos ao longo
de uma reta. O pedaço enorme de papel representa o plano E2, o recobrimento universal
do cilindro; e os buracos deixados no papel pelo alfinete são, todos, imagens de um único
ponto no cilindro.2 Considerar este conjunto de pontos como um único ponto equivale
apenas a enrolar novamente o pedaço de papel que está no chão, em torno do tubo de
papelão (veja a fig.1).
Resulta conveniente formalizar este exemplo. No plano E2, considere dois pontos

p = (x1, y1) e q = (x2, y2) como equivalentes se e somente se x1 −x2 = n e y1 = y2, onde n
é qualquer número inteiro (positivo, negativo ou zero). Considere o conjunto de todos os
pontos do plano equivalentes a p ∈ E2, formando assim a classe [p]. O conjunto de todas
estas classes de eqüivalência é um cilindro.
Voltando à cosmologia, o espaço-tempo é desdobrado na forma R×M , onde M é um

espaço tridimensional de curvatura constante, i.e., o quociente M = M̃/Γ, com M̃ = S3,

2Note que estamos considerando o papel com uma espessura despreźıvel.
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E3 ou H3, e Γ um grupo discreto de isometrias que age livremente em M̃ . O exemplo do
cilindro ilustra este método de construção de espaços multiplamente conexos, chamado
de passagem ao quociente.
Expliquemos o método com certo detalhe. Dado um valor de curvatura k, o espaço M̃

fica determinado pela condição de simples conectividade. Com um grupo Γ de isometrias
de M̃ formamos classes de eqüivalência de pontos da seguinte forma, para cada ponto
p ∈ M̃ etiquetamos com o śımbolo [p] todos os pontos que podem ser levados até p por
alguma isometria de Γ. Observe que se um ponto q é etiquetado com o śımbolo [p], então o
ponto p será etiquetado também com o śımbolo [q]. O processo de passagem ao quociente
consiste em considerar iguais estas duas etiquetas, de modo que no final do processo
cada ponto de M̃ acaba recebendo apenas uma etiqueta. Cada etiqueta é uma classe de
eqüivalência chamada de órbita de p, e o quociente M̃/Γ é o conjunto destas órbitas. O
grupo Γ deve ser discreto3 e sem pontos fixos4 para que o quociente M seja um espaço de
curvatura constante (com o mesmo k que M̃). Se o grupo Γ possui mais de um elemento,
então M é multiplamente conexo.
Os espaços constrúıdos desta forma chamam-se formas espaciais, e o grupo Γ é o

seu grupo de recobrimento. Uma forma espacial é (globalmente) homogênea se para
quaisquer dois pontos existe uma isometria do espaço todo que leva um ponto no outro.
Caso contrário a forma espacial é apenas localmente homogênea.
As formas espaciais são convenientemente descritas por meio dos poliedros de Dirichlet.

Dado um ponto p ∈ M̃ , os pontos que estão mais perto (ou à mesma distância) de p do
que de qualquer outro ponto com a etiqueta [p] formam o poliedro de Dirichlet para M
com centro em p. Formalmente, este poliedro é o conjunto de pontos em M̃ definido por

Dp = {q ∈ M̃ : d(p, q) ≤ d(gp, q) , ∀g ∈ Γ} . (3)

Todo poliedro de Dirichlet possui certas caracteristicas interessantes: (i) todas as
etiquetas de M estão representadas por pelo menos um ponto em Dp, (ii) as etiquetas
representadas por pontos no interior de Dp estão representadas de forma única, e (iii)
as faces de Dp estão agrupadas por pares, cada par de faces é identificado devido a
que ambas faces contêm pontos com as mesmas etiquetas. Quando o espaço é apenas
localmente homogêneo, a forma do poliedro de Dirichlet depende do centro.
Na Sec.5 veremos alguns exemplos destes poliedros, mas antes faremos uma breve

revisão do modelo padrão da cosmologia (Sec.3) e de como surgem as imagens múltiplas
em universos com topologia não-trivial (Sec.4).

3 Cosmologia

Uma forma alternativa à eq.(2) para a métrica da parte espacial em um espaço RW é

dσ2 = dχ2 + f 2(χ)(dθ2 + sen2θdϕ2) , (4)

3Γ é discreto se a órbita de qualquer ponto é um conjunto discreto.
4Um ponto p ∈ M̃ é um ponto fixo de Γ se, para alguma isometria g ∈ Γ distinta da identidade,

g(p) = p.
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onde f(χ) = (senχ, χ, senhχ), dependendo de se k = (1, 0,−1). Esta forma da métrica
espacial é conveniente para nossos propósitos, pois a distância entre o observador e uma
fonte cósmica co-móvel localizada em (χ,θ,ϕ) é

d(t) = a(t)χ . (5)

Convém observar que nas geometrias curvas (k = ±1), a(t) é o raio de curvatura do
universo no instante t; portanto por (5), χ é a distância co-móvel em unidades do raio de
curvatura, quantidade que não depende do tempo.
Integrando a equação da trajetória de um fóton procedente de uma fonte em (χ,θ,ϕ)

e detectado pelo observador no instante t0, encontra-se que a distância atual da fonte ao
observador é

d0 = c a0

∫ t0

t

dτ

a(τ)
, (6)

onde t é o instante de emissão do fóton, e a0 = a(t0). Por outro lado, o desvio para o
vermelho z (redshift) deste fóton está relacionado ao fator de escala pela relação

a(t) =
a0

1 + z
. (7)

As equações (6) e (7) estabelecem uma conexão entre a distância co-móvel d0 da fonte
ao observador com o redshift da fonte. Esta é a chamada relação redshift-distância, e
para obter uma expressão para ela devemos apelar às equações da dinâmica do universo.
As equações que determinam a evolução do universo são as equações de Friedmann

(
ȧ

a

)2

+
kc2

a2
=

8πG

3
ρ , (8)

ä

a
+
4πG

3c2
(ρc2 + 3p) = 0 , (9)

onde ρ = ρm + ρΛ é a densidade total, e p = pm + pΛ é a pressão total; sendo ρm a
densidade de matéria (poeira), ρΛ a densidade de energia escura (constante cosmológica),
pm a pressão da matéria, e pΛ a pressão da energia escura, e satisfazendo as equações de
estado

pm = 0 e pΛ = −ρΛc
2 . (10)

Estas componentes materiais satisfazem também as equações de conservação

ρma
3 = cte e ρΛ = cte . (11)

Definindo a densidade cŕıtica do universo como

ρc =
3H2

8πG
, (12)

onde

H =
ȧ

a
(13)
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é o parâmetro de Hubble, podemos introduzir os parâmetros de densidade

Ωm =
ρm

ρc
, ΩΛ =

ρΛ

ρc
e Ω = Ωm + ΩΛ , (14)

para escrever a primeira equação de Friedmann, eq.(8), na forma

a2H2(Ω− 1) = kc2 . (15)

Segue-se que o universo é localmente (i) euclideano (k = 0) se Ω = 1, (ii) esférico (k = 1)
se Ω > 1 e (iii) hiperbólico (k = −1) se Ω < 1.
Por outro lado, da segunda equação de Friedmann, eq.(9), temos que a expansão do

universo é (i) desacelerada se ρc2 > −3p, (ii) acelerada se ρc2 < −3p, e (iii) uniforme
se ρc2 = −3p. Observações da luminosidade de supernovas distantes de tipo Ia parecem
indicar que nosso universo está se expandindo de forma acelerada. Esta aceleração da
expansão do universo pode ser explicada usando modelos com poeira e constante cos-
mológica se a condição

ΩΛ >
Ωm

2
(16)

for satisfeita. Os atuais valores observacionais destes parâmetros estão em concordância
com o fato de o universo estar se expandindo de forma acelerada.5

A relação redshift-distância pode ser encontrada, sem resolver as equações de Fried-
mann, manipulando as equações de conservação (11), e as relações (6) e (7), obtendo-se
como resultado

d(z) =
c

H0

∫ 1+z

1

dx√
x3Ωm0 + ΩΛ0 − x2(Ω0 − 1)

, (17)

onde os sub́ındices 0 indicam que os parâmetros cosmológicos foram avaliados no tempo
presente. Para modelos com seções espaciais com curvatura não-nula, é conveniente ex-
pressar a relação redshift-distância em termos do raio de curvatura6

a0 =
c

H0

1√
|Ω0 − 1|

, (18)

o que resulta em

χ(z) =
√
|Ω0 − 1|

∫ 1+z

1

dx√
x3Ωm0 + ΩΛ0 − x2(Ω0 − 1)

. (19)

Para encerrar esta seção notemos que, devido à idade finita do universo, podemos
apenas observar uma região dele. O universo observável é a região causalmente conectada
com o observador. O raio desta região é

dhor = lim
z→∞ d(z) , (20)

e é chamado raio do horizonte. Para os modelos cosmológicos compat́ıveis com as ob-
servações, o raio do horizonte é da ordem de 13000Mpc.

5Considera-se atualmente que H0 = 71 ± 7 kms−1/Mpc, Ωm0 = 0, 3 ± 0, 1 e ΩΛ0 = 0, 7 ± 0, 1.
6Tomando H0 ≤ 78 kms−1/Mpc e 0, 8 ≤ Ω0 ≤ 1, 2, temos que a0 ≥ 8600 Mpc.
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Figura 2: Um universo multiplamente conexo onde o espaço é um toro. Existem objetos
cósmicos em quantidade finita.

4 Imagens topológicas

Em um universo com topologia não-trivial é posśıvel a existência de múltiplas imagens
de objetos cósmicos. Vamos estudar sob quais condições estas imagens múltiplas seriam
observáveis, e as principais dificuldades que surgem ao tentar identificar se duas imagens
são de fato imagens do mesmo objeto. No que segue, por espaço vamos entender a seção
espacial do espaço-tempo no instante atual.
Imagine que o espaço de um observador seja um toro bidimensional. Neste universo

existiria um número finito de fontes cósmicas (galáxias, quasares, etc.), e o espaço seria
mais ou menos como se mostra na figura 2, onde ele é representado por um poĺıgono de
Dirichlet, com as correspondentes identificações dos lados.
Devido à multiconectividade do espaço, a luz emitida por uma fonte pode chegar ao

observador (localizado no centro do poĺıgono) por vários caminhos, dando-lhe a ilusão
de estar observando diferentes objetos em diferentes direções e a diferentes distâncias. A
imagem que um observador teria do seu universo seria a de um mosaico como ilustra a
figura 3.

4.1 Detectabilidade da topologia

Nem todas as imagens do mosaico seriam observáveis, no entanto, devido à idade finita
do universo. De fato, se o raio do horizonte fosse tal que o universo observável fosse a
região encerrada pelo ćırculo menor na figura 3, teŕıamos que o universo observável todo
caberia dentro do poĺıgono fundamental, impossibilitando de modo absoluto a observação
das imagens múltiplas.
Se, por outro lado, o universo observável transpusesse o poĺıgono fundamental (como

qualquer um dos ćırculos externos da figura 3), então existiriam imagens múltiplas em
prinćıpio observáveis. Quanto maior o raio do universo observável em relação ao raio de
injetividade do universo, maiores as chances de podermos observar imagens múltiplas.
O raio de injetividade do universo é definido como sendo a metade do comprimento da
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Figura 3: Visão que um observador no universo da figura 2 teria do seu mundo.

menor geodésica fechada que passa pelo observador, e equivale à distância do observador
à face do poliedro de Dirichlet mais próxima dele. Esta definição não é ainda precisa,
pois em espaços apenas localmente homogêneos o tamanho da menor geodésica fechada
que passa pelo observador depende da posição dele dentro do poliedro de Dirichlet. No
entanto, podemos resolver este problema definindo o raio de injetividade como sendo a
metade do comprimento da menor geodésica fechada.
Comparando o raio de injetividade de um determinado espaço com o raio do horizonte

podemos determinar se nesse universo é posśıvel, nem que seja apenas em prinćıpio,
observar imagens múltiplas, e portanto se é posśıvel detectar a topologia não-trivial dele.
O que fazemos na prática, porém, é um pouco diferente.
Ao procurarmos por imagens múltiplas fazemos uso de catálogos de fontes cósmicas,

que contêm registros das posições de algum tipo de objetos cósmicos. Em todo catálogo
existe sempre uma fonte com redshift máximo, e esse valor de redshift indica com que
profundidade foi feita a busca dos objetos. Neste caso, portanto, a comparação relevante
a ser feita é entre a profundidade do catálogo e o raio de injetividade. Isto sugere o uso
do indicador

Tinj =
rinj

dobs

, (21)

onde rinj é o raio de injetividade do universo, e dobs é a distância da fonte mais afastada do
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observador que se encontra no catálogo, e é calculada usando a relação redshift-distância
(17). Se Tinj > 1 então a topologia do universo é não-detectável, enquanto que se Tinj < 1
existe a possibilidade de que o catálogo tenha registrado imagens múltiplas, mas pode ser
também que o catálogo não contenha nenhuma imagem múltipla.

4.2 Dificuldades em registrar imagens topológicas

Para entender como pode ser que não sejam registradas imagens múltiplas, mesmo que
o universo observável as contenha, é importante perceber que um catálogo é apenas um
subconjunto de todas as imagens que se encontram dentro da região investigada. Diversas
limitações práticas fazem com que seja imposśıvel registrar todas as imagens em prinćıpio
observáveis.
As limitações observacionais são formuladas em termos de regras de seleção, que mode-

lam como são escolhidas as imagens que serão registradas no catálogo a partir do conjunto
das imagens observáveis . Vamos descrever algumas destas regras.

Seleção por limiar de luminosidade. A luminosidade aparente de um objeto diminui
com a distância, enquanto que os instrumentos de detecção possuem limitações no
fluxo de luz que podem detectar. Isto estabelece um limiar de luminosidade, llim, de
modo que uma imagem será registrada apenas quando a sua luminosidade aparente
for maior que, ou igual a ela. Agora, dadas duas imagens do mesmo objeto, a imagem
mais afastada apresentará uma luminosidade aparente menor. Se a luminosidade
da imagem mais próxima for maior que llim, enquanto que a luminosidade da outra
imagem for menor, apenas a primeira será registrada no catálogo.

Seleção por tempo de vida finito. Toda fonte cósmica é uma estrutura complexa que
se formou em algum momento da evolução do universo, e não vai durar para sempre.
Cada objeto possui portanto uma data de nascimento e uma certa duração, o que
determina assim o seu segmento de vida. Uma imagem observável é registrada no
catálogo se o seu segmento de vida intercepta o cone de luz observado. Uma imagem
pode não estar sendo observada porque a sua posição corresponde a uma época em
que ainda não tinha se formado, ou quando ela já não existia mais. Esta regra de
seleção não pode ser desconsiderada ao trabalhar com quasares, pois o tempo de
vida estimado para estes objetos é da ordem de um milésimo da idade estimada do
nosso universo.

Seleção por ocultação devido à linha de visão. Os objetos cósmicos não são pon-
tuais, mas extensos. Portanto uma imagem que esteja mais afastada que outra, mas
na mesma linha de visão, poderá não ser observada, e portanto não será registrada
num catálogo.

Do visto acima segue-se que mesmo que a profundidade do catálogo seja maior que o
raio de injetividade do universo, se as limitações observacionais não permitem o registro
de imagens múltiplas, o catálogo não conterá informações sobre as periodicidades devidas
ao grupo de recobrimento Γ, e portanto sobre a topologia do universo.
São duas as condições a serem satisfeitas para que exista uma quantidade suficiente de

imagens múltiplas num catálogo, a fim de que a topologia do espaço possa ser detectada.
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1. O levantamento de dados deve ser profundo, de modo que na região observada do
universo existam múltiplas imagens observáveis de objetos cósmicos.

2. As regras de seleção não devem ser tão restritivas a ponto de suprimir o registro de
imagens múltiplas em número suficiente para tornar posśıvel a sua detecção.

4.3 Dificuldades em identificar imagens topológicas

Suponhamos agora que estamos de posse de um catálogo no qual temos razões para
acreditar que existam imagens múltiplas. Ao tentarmos encontrar critérios para identificar
se duas imagens correspondem ao mesmo objeto cósmico encontramos problemas práticos
muito graves.
Duas imagens do mesmo objeto a diferentes distâncias do observador correspondem

a distintos estágios na sua evolução. Como o mesmo objeto pode apresentar uma mor-
fologia diferente em cada estágio evolutivo, a identificação direta de imagens múltiplas é
imposśıvel sem algum modelo adequado da evolução do tipo de objeto em consideração.
Além disso, duas imagens do mesmo objeto são observadas segundo orientações di-

ferentes. Se o objeto não possui simetria esférica, então apresentará uma morfologia
diferente de acordo com o ângulo de visão. Novamente, é necessário um modelo adequado
do tipo de objeto em consideração.
Uma maneira de contornar estas dificuldades é usar métodos estat́ısticos para de-

tectar as correlações nas posições das fontes que surgem devido à distribuição (quase)
periódica das imagens observadas num catálogo que possua imagens múltiplas. Alguns
destes métodos serão descritos nas seções 6 e 7.

5 Espaços de curvatura constante

5.1 Variedades euclideanas

Existem dois tipos básicos de isometrias no espaço euclideano E3, as translações e as
transformações ortogonais.7 Qualquer isometria euclideana ϕ pode ser decomposta em
uma transformação ortogonal seguida por uma translação, na forma

ϕ(x) = Ax+ a , (22)

o que permite escrever uma isometria euclideana como ϕ = (A, a). Segue-se que dadas
duas isometrias (A, a) e (B, b), a lei de composição é

(A, a) ◦ (B, b) = (AB,Ab+ a) . (23)

A estrutura de grupo de Isom(E3) é a de um produto semi-direto de E3 com O(3).
Existem apenas seis classes de variedades espaciais euclideanas compactas orientáveis

e quatro de não-orientáveis[2]. De todas elas, apenas o toro é globalmente homogêneo. Na
figura 4 são apresentados um exemplo de cada classe orientável. Os exemplos apresentados

7Uma transformação ortogonal é uma função linear A : E3 → E3 que preserva o produto interno, isto
é, tal que para todo x, y ∈ E3, 〈Ax, Ay〉 = 〈x, y〉.
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Figura 4: Um exemplo de cada classe de variedades euclideanas tridimensionais compactas
e orientáveis. As letras maiúsculas servem para indicar a forma em que são identificadas
as faces no correspondente poliedro fundamental.

na figura são os mais simples, pois as variedades euclideanas não são ŕıgidas, no sentido
que elas podem ser deformadas sem mudar sua topologia nem sua geometria local. Como
consequência, em cada classe existem variedades de diferentes tamanhos, e até mesmo
formas.
Por exemplo, um toro (classe G1) pode ser constrúıdo tomando um paraleleṕıpedo e

identificando faces opostas por translações. Usualmente é considerado um paraleleṕıpedo
com faces ortogonais (um tijolo), e no caso mais simples, um cubo. Porém, tijolos com
diferentes volumes dão lugar a toros não isométricos. Além disso, esticando ou compri-
mindo o tijolo em uma ou mais direções, mas mantendo o volume constante, também dá
lugar a toros não-isométricos.
Para cada classe de variedades euclideanas pode-se definir um conjunto de parâmetros

que determina o tamanho e a forma da variedade. Este conjunto é o espaço paramétrico da
classe. Em um recente trabalho fizemos a análise detalhada destes espaços paramétricos,
assim como uma análise da detectabilidade que permite restringir estes espaços para cada
classe[3].

5.2 Variedades esféricas

O triesfera, ou esfera tridimensional, pode ser visualizada como o conjunto

S3 = {x ∈ E4 : |x| = 1} , (24)

com a métrica, induzida pela métrica euclideana em E4, dada por

dS(x, y) = θ(x, y) , (25)

onde θ(x, y) é o ângulo euclideano entre os pontos x e y da esfera. Segue-se portanto
que o grupo das isometrias da triesfera é O(4). A distância entre dois pontos da esfera é
sempre menor que π, a menos que os pontos sejam ant́ıpodas.
Pode-se mostrar que para que M = S3/Γ seja uma forma espacial esférica, Γ tem

que ser um subgrupo discreto de SO(4) no qual o único elemento com autovalor +1 é a
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identidade, e portanto formas espaciais esféricas tridimensionais são orientáveis. Vamos
descrever brevemente as variedades esféricas tridimensionais.
Existe um número infinito de variedades esféricas tridimensionais globalmente ho-

mogêneas, e também um número infinito de não-globalmente homogêneas. Os grupos
de recobrimento das variedades globalmente homogêneas são (i) os grupos poliédricos
binários O∗, T ∗, I∗, (ii) os grupos diédricos binários D∗

n (n ≥ 2), e (iii) os grupos ćıclicos
Zp (p ≥ 2)[2, 4, 5, 6].
Os grupos ćıclicos Zp (p ≥ 5) podem agir em S3 de várias maneiras parametrizadas

por um parâmetro inteiro denotado por q, tal que p e q sejam mutuamente primos, e
1≤ q < p/2. Estes espaços quociente são os espaços lente L(p, q). A ação de Zp em S3

dá lugar a variedades globalmente homogêneas apenas quando q = 1, nos outros casos o
quociente é uma variedade apenas localmente homogênea.
Os grupos de recobrimento das variedades esféricas tridimensionais não-globalmente

homogêneas são (i) os grupos ćıclicos Zp (p ≥ 5), com 1 < q < p/2, (ii) D∗
n × Zp com

p ≥ 2 e n ≥ 2, notando-se que para certos valores de n, D∗
n ×Zp pode agir em S3 de duas

maneiras diferentes, e (iii) H × Zp (p ≥ 2), onde H = T ∗, O∗, I∗, T ∗
n , e os grupos T

∗
n são

subgrupos não-ćıclicos de T ∗.
Como todo grupo de recobrimento de uma variedade esférica tem ordem finita, todos os

seus elementos são ćıclicos, portanto toda variedade esférica tridimensional é finitamente
recoberta por um espaço lente. Neste sentido, os espaços lente possuem um papel especial
no estudo da topologia das variedades esféricas. Além disso, existe uma descrição muito
simples das ações de Zp em S3 que dão lugar a espaços lente. Este fato foi utilizado para
estudar a detectabilidade dos espaços lente, para os quais o raio de injetividade toma a
forma[7].

rinj =
π

p
, (26)

de modo que a condição de detectabilidade (21) é

p <
π

χobs
≤ p∗ , (27)

onde p∗ é o menor inteiro maior ou igual a π/χobs. Na tabela 1 se mostram as condições de
não-detectabilidade para catálogos de aglomerados de galáxias (z = 1), quasares (z = 6)
e de radiação cósmica de fundo (z ≈ 3000), assim como também para o raio do horizonte,
em um universo com Ω0 = 1, 08 e ΩΛ = 0, 66. Se o espaço onde vivemos fosse L(2, 1)
(espaço projetivo) ou L(3, 1), a topologia do universo seria não-detectável. Espaços L(p, q)
com p ≤ 6 são não-detectáveis usando catálogos de quasares, e aqueles com p ≤ 15 são
não-detectáveis usando catálogos de aglomerados de galáxias.
Os resultados da análise da detectabilidade da topologia dependem dos valores dos

parâmetros cosmológicos. Em um estudo recente, um dos autores e colaboradores quan-
tificaram este efeito e mostraram que a detectabilidade é muito senśıvel aos erros na
determinação destes parâmetros[8].
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Tabela 1: Condições de não-detectabilidade da topologia para espaços lente em um uni-
verso com Ω0 = 1, 08 e ΩΛ = 0, 66.

zmax χobs p∗
∞ 0.82728 4
3000 0.81135 4
6 0.49596 7
1 0.20879 16

5.3 Variedades hiperbólicas

O espaço hiperbólico tridimensional é convenientemente definido como um subconjunto
do espaço de Minkowski M4,

H3 = {x ∈ M4 : |x|2 = −1 e x0 > 0} , (28)

onde o produto interno em M4 tem assinatura (− + ++). A distância em H3, induzida
pela métrica de Minkowski, resulta ser

dH(x, y) = η(x, y) , (29)

onde η(x, y) é o ângulo lorentziano entre os vetores de tipo temporal x e y, que é dado
em termos do produto interno em M4 por

cosh η(x, y) = −〈x, y〉 . (30)

Temos portanto que as isometrias de H3 são as transformações positivas de Lorentz.
Nenhuma variedade hiperbólica é globalmente homogênea. Além disso, embora não

exista ainda uma classificação das variedades hiperbólicas tridimensionais, conhecem-se
muitas propriedades gerais sobre elas. Dois resultados fundamentais e suas consequências
são relevantes no contexto da topologia cósmica.

Teorema de Mostow. Duas variedades hiperbólicas de dimensão n ≥ 3 e de volume
finito, que possuem grupos de recobrimento isomorfos, são isométricas[9].

Teorema de Thurston. Seja M = H3/Γ uma variedade hiperbólica não compacta ori-
entável e de volume finito. Então existe uma sequência infinita de variedades hi-
perbólicas orientáveis e compactas Mj = H3/Γj, tais que[10]

V ol(Mi) ≤ V ol(Mj) < V ol(M) se i < j ,

e que se acumulam em torno de M no sentido que

1. limj→∞ Γj = Γ pontualmente, e

2. limj→∞ V ol(Mj) = V ol(M).
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Tabela 2: Restrições na não-detectebilidade da topologia para as primeiras sete variedades
hiperbólicas em um universo com Ω0 = 0, 99 e ΩΛ = 0, 68. ND denota que a topologia é
não-detectável.

M rinj Quasares Horizonte

m003(-3,1) 0.292302 ND —
m003(-2,3) 0.289041 ND —
m007(3,1) 0.415721 ND ND
m003(-4,3) 0.287539 ND —
m004(6,1) 0.240156 ND —
m004(1,2) 0.183065 — —
m009(4,1) 0.397067 ND ND

O teorema de Mostow é surpreendente pois em geral duas variedades com grupos de
recobrimento isomorfos não são necessariamente homeomorfas. O exemplo t́ıpico são os
espaços lente. Mais ainda, duas variedades homeomorfas, ou até difeomorfas, não são
necessariamente isométricas. Basta lembrar que é posśıvel construir toros de diferentes
formas e tamanhos. Pelo teorema de Mostow, porém, duas variedades hiperbólicas tridi-
mensionais de volume finito, com a mesma forma, têm necessariamente o mesmo tamanho.
Como consequência, invariantes geométricos, como volume e comprimentos de geodésicas
fechadas, são invariantes topológicos.
Como resultado dos teoremas de Mostow e Thurston, as variedades hiperbólicas com-

pactas tridimensionais podem ser arrumadas em uma sequência enumerável de sequências
enumeráveis de variedades tais que (i) cada sequência de variedades satisfaz o Teorema
de Thurston, (ii) a variedade de acumulação de cada sequência é uma variedade com
pontas,8 (iii) existe uma variedade hiperbólica de volume mı́nimo Vmin > 0.32095[11], e
(iv) variedades pequenas são gordas (p.ex. se VM < 1.7011, a menor geodésica fechada
em M tem comprimento l > 0.162)[12].
As variedades hiperbólicas podem ser constrúıdas e estudadas com o programa Snap-

Pea escrito por Jeffrey Weeks[13]. Hodgson e Weeks compilaram uma lista de 11031
variedades hiperbólicas compactas ordenadas por volume crescente[14]. A variedade de
menor volume nesta lista tem volume VWeeks = 0, 942707, e acredita-se que esta seja a
menor variedade hiperbólica, embora ninguém tenha conseguido demonstrar esta conjec-
tura.
A tabela 2 apresenta os resultados da análise de detectabilidade para as primeiras

sete variedades hiperbólicas do censo de Hodgson e Weeks, em um universo com Ω0 =
0, 99 e ΩΛ = 0, 68, e usando catálogos de quasares (z = 6) ou considerando o horizonte
(z =∞). Todas estas topologias são não-detectáveis usando catálogos de aglomerados de
galáxias[7, 8].

8Uma caracteŕıstica peculiar na geometria hiperbólica é a existência de poliedros não compactos porém
de volume finito. As variedades constrúıdas a partir deste tipo de poliedros são chamadas de variedades
com pontas.



CBPF-MO-007/02 14

0

0.2

0.4

0.6

0.8

2 4 6 8

Figura 5: HSP para uma variedade euclideana. Os picos são manifestações das translações
que pertencem ao grupo de recobrimento da variedade.

6 Cristalografia cósmica

Se nosso universo fosse multiplamente conexo, a imagem que teŕıamos dele se assemelharia
a um mosaico (veja a fig.3). Esta distribuição periódica de fontes geraria correlações nas
suas posições. Nas abordagens estat́ısticas à topologia cósmica usando fontes discretas
tenta-se desenvolver métodos que revelem estas correlações. A cristalografia cósmica (CC)
foi o primeiro destes métodos, nele procura-se por correlações nas distâncias entre fontes
cósmicas usando histogramas de separação de pares (HSP’s), ou seja gráficos que mostram
o número de pares de fontes em função da separação (ou do quadrado da separação) dos
pares (veja a figura 5)[15].
Nosso grupo desenvolveu um método geral para calcular a assinatura topológica pro-

veniente das correlações de distância em CC, mostrando que as correlações devidas a
translações manifestam-se como picos muito agudos, enquanto que as outras isometrias
manifestam-se como pequenas deformações do HSP esperado (HSPE)9 da correspon-
dente variedade de recobrimento universal, e aparecem sempre cobertas pelo rúıdo es-
tat́ıstico[16]. Duas conseqüências decorrem deste resultado.
Primeiro, nenhum HSP constrúıdo com catálogos de fontes discretas num universo

hiperbólico pode apresentar picos topológicos, pois não existem translações na geometria
hiperbólica. Portanto os HSP’s não são capazes de fornecer informação topológica em
modelos de universo com densidade de matéria menor que a cŕıtica. Segundo, variedades
euclideanas ou esféricas com as mesmas translações em seus grupos de recobrimento não
podem ser distinguidas pelos seus espectros de picos topológicos.
Um problema crucial na CC é que ela está baseada fortemente no pressuposto de

que as distâncias entre fontes cósmicas podem ser determinadas com grande precisão.

9O HSPE é o HSP com o rúıdo estat́ıstico suprimido, e é essencialmente o HSPE do recobrimento
universal correspondente mais a assinatura topológica, que consiste em contribuições individuais de cada
isometria de recobrimento.
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Porém, em catálogos reais as posições das fontes são dadas por duas coordenadas an-
gulares e os correspondentes redshifts, que são transformados em distâncias através da
relação redshift-distância. Isto acarreta erros na determinação das posições, e portanto
na separação entre pares de fontes.
Os erros na determinação das posições das fontes cósmicas são, na verdade, de três

tipos[17]: (i) erros na medição da posição angular e do redshift, inerentes ao processo
de medição; (ii) erros na conversão de redshift em distância, devidos às incertezas nas
medidas dos parâmetros cosmológicos, principalmente das densidades Ωm0 e ΩΛ0; e (iii)
erros devidos às velocidades peculiares das fontes. Estudos preliminares sugerem que
um erro na determinação dos parâmetros cosmológicos de 1% tem como conseqüência
a supressão dos picos nos histogramas de separação por pares[18], porém estudos mais
detalhados precisam ser realizados antes de chegarmos a conclusões definitivas.
Temos que a CC, no seu estado atual de desenvolvimento, não parece ser um método

apropriado para a detecção da topologia do universo. Devemos pois procurar por outros
métodos. Um método que parece bastante promissor foi sugerido por Uzan, Lehoucq e
Luminet[19]; um outro, baseado na correlação de rúıdos de histogramas desenvolvido por
Bernui e um dos autores será descrito na proxima seção.

7 Correlações locais de rúıdo

Em 1996 Roukema propôs um método que procura por quintetos idênticos de quasares
em regiões distintas do espaço[20]. Na sua forma original, este método não funciona
devido a que desconsidera que em algumas das configurações um ou mais dos quasares
não estejam sendo registrados, e não leva em conta os movimentos peculiares das fontes.
No entanto, uma análise das idéias por trás do método do Roukema nos leva a procurar
por configurações muito similares em distintas regiões do espaço.
Recentemente foi proposto um método que captura idéias de CC e do método das

configurações dos quasares proposto por Roukema[21]. A idéia básica consiste em analisar
as correlações dos rúıdos dos HSPs que correspondem a duas regiões separadas do espaço.
O método de correlações locais de rúıdo (CLR) calcula o coeficiente de correlação linear, r,
do rúıdo dos dois HSPs. Se as regiões estudadas não estão relacionadas por uma isometria,
r se anula. Já se as duas regiões estão relacionadas por uma isometria (de fato, se são
a mesma região), então as duas regiões em prinćıpio possuem a mesma distribuição de
fontes, e portanto o coeficiente de correlação linear (ideal) toma o valor r = 1.
Na verdade, mesmo que as duas regiões estejam identificadas por uma isometria, as

distribuições das fontes nelas não serão idênticas devido às velocidades peculiares das
fontes e às regras de seleção dos catálogos que estão sendo utilizados (veja a Sec.4.2).
Porém, os rúıdos de ambos os HSPs permanecem fortemente correlacionados desde que
as distorções nas distribuições não sejam muito acentuadas.
As distribuições das fontes em ambas regiões podem não ser idênticas devido a um

outro motivo. As duas regiões podem não estar identificadas por uma isometria, mas a
imagem isométrica de uma delas pode interceptar a outra, de modo que apenas porções
de ambas distribuições coincidam. O método de CLR resulta ser robusto também com
respeito a este tipo de distorções, desde que as regiões que se interceptam não sejam
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pequenas demais.
O método de CLR parece ser robusto o suficiente para ser aplicado ao mundo real,

porém alguns estudos ainda faltam ser realizados, como por exemplo a sensibilidade do
método perante aos erros na determinação dos parâmetros cosmológicos. No entanto,
resulta interessante sugerir algumas aplicações potenciais deste método, como faremos na
seção seguinte.

8 Enxergando a forma do universo

Nesta seção descrevemos brevemente resultados recentes obtidos na construção e teste de
modelos para a forma do universo. Todos estes resultados foram obtidos no contexto de
modelos cosmológicos FL planos (Ω0 = 1). A extensão destes resultados para modelos
cosmológicos não planos se encontra em desenvolvimento.

8.1 Construindo modelos

Suponha que três aglomerados de galáxias foram identificados como sendo imagens topo-
lógicas do mesmo aglomerado. O que este fato nos diz sobre a topologia do universo? Em
1997 Roukema e Edge sugeriram que os aglomerados RXJ 1347.5-1145 e CL 09104+4109
seriam imagens topológicas do aglomerado Coma, e considerando algumas hipóteses sim-
plificadoras constuiram alguns modelos para a forma do nosso universo[22].
Recentemente um dos autores ampliou esta análise e desenvolveu um método geral

para construir modelos da forma do universo a partir de hipóteses do tipo sugerido por
Roukema e Edge[23]. Nesse trabalho foi mostrado que todas as seis famı́lias de variedades
euclideanas compactas e orientáveis serviriam como modelo para a forma do universo,
embora as regiões permitidas dos correspondentes espaços de parâmetros ficassem restritas
pelas posições relativas das três imagens. Um resultado idêntico pode ser obtido para o
caso das variedades não-orientáveis. Um outro resultado obtido foi que a identificação de
mais duas ternas de imagens topológicas, vizinhas da primeira terna, seriam suficientes
para determinar a topologia do universo na maioria dos modelos propostos.

8.2 Testando os modelos

Uma caracteŕıstica da maioria destes modelos é que uma das isometrias envolvidas é uma
translação. Para estes casos fica extremamente fácil fazer predições para as posições de
imagens topológicas de outros aglomerados de galáxias. Isto foi feito para 31 aglomerados
de galáxias próximos à Via Láctea que se encontram registrados no catálogo de Abell-
ACO[24, 25].
Surpreendentemente, várias das posições angulares das imagens preditas coincidem

com posições angulares de aglomerados de luminosidade fraca do mesmo catálogo, suge-
rindo a possibilidade que imagens topológicas de aglomerados tenham sido detectadas e
registradas, mas não identificadas como tais. O redshift de muitos destes aglomerados de
luminosidade fraca nunca foi medido, portanto se nosso universo se ajusta a um destes
modelos, isto seria facilmente detectável apenas medindo o redshift destas fontes.
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Além disso, alguns destes modelos podem ser descartados ou confirmados construindo
catálogos de aglomerados em regiões angulares em torno de RXJ 1347.5-1145 e CL
09104+4109, e seus pontos ant́ıpodas em relação a Coma. Se estes aglomerados não
forem imagens de Coma por uma translação, podemos aplicar o método CLR para estes
catálogos e determinar assim se estas regiões são ou não relacionadas por uma isometria.

9 Comentários finais

Neste curso foram brevemente apresentados os conceitos básicos de topologia cósmica
relacionados com a busca da topologia do universo usando fontes cósmicas discretas, assim
como resultados recentes obtidos por nosso grupo nesta área. Parece-nos desnecessário
dizer que o critério de seleção dos tópicos apresentados (critério adotado por severas
restrições de espaço) nos levou a deixar de lado contribuições pioneras como, p. ex., as
do Hélio Fagundes[26], assim como de temas fundamentais como a procura da topologia
usando a radiação cósmica de fundo[27]. Sugerimos ao leitor consultar as referências
citadas acima.
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